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RÉSUMÉ 

La volatilité boursière joue un rôle central en finance. Elle intervient dans une 
multitude de décisions telles que le choix de portefeuille et sa diversification, la gestion 
du risque financier et l 'évaluat ion des contrats financiers dérivés . Connue comme étant 
l 'une des principales mesures de risque, la volatilité a suscité l 'intérêt des chercheurs qui 
visent , notamment , à l 'estimer et expliquer son évolution. Plusieurs résult at s révèlent 
que la volatilité se caractérise, entre autres, par ses variations asymétriques (Avramov, 
Chordia et Goyal, 2006; Mele, 2007; Shamila, Shambora et Rossiter , 2009; etc.). Cette 
asymétrie veut que pour la même variation absolue du rendement, la hausse de la 
volatilité due à la variation négative dépasse sa baisse résultant de la variation posit ive. 
La contribution de cette t hèse, composée de trois essais, consiste à proposer un modèle 
permettant de refléter au mieux les variations asymétriques de la volatili té et caractériser 
la prime de risque qui s'y rat tache. 

Dans le premier essai, nous couvrons, en général , les principaux écrits majeurs, 
notamment récents, sur la volatilité boursière. En particulier, nous vulgarisons d 'abord 
le concept de la volatilité comme mesure de risque où nous distinguons, d 'une part, entre 
risque et incer titude et d 'autre par t entre risque existant et risque perçu. Puis, nous 
présentons les résulta ts marquants sur ses composantes (systématique et spécifique) en 
contexte des modèles classiques (de marché, CAP M). Ensuite, nous discutons de l 'effet 
du marché d 'options sur la volatilité boursière. Notre intérêt à cet effet se justifie par la 
croissance grandissante du volume des transactions sur les marchés des options depuis 
la création en 1973 du marché standardisé des options à Chicago (CBOE). Finalement, 
nous synthétisons les acquis en matière d'estimation de volat ilit é et faisons un tour 
crit ique des principales classes de modèles servant à en décrire l 'évolut ion où des modèles 
représentatifs de chaque classe sont caract érisés tant dans leurs hypothèses et leurs 
dynamiques que dans leur performance au niveau des t ests subis. 

Dans le deuxième essai , nous proposons un modèle à volatilité stochastique où 
l 'asymétrie de la volatilité résulte de deux effets: l 'effet de levier financier et l 'effet 
rétroactif (ou effet feedback). Notre modèle suppose que, pour une firme donnée, la 
volatilité de son rendement boursier dépend et de la variabilité de sa valeur marchande 
(reflet de son risque d'exploitation) et de son levier financier (reflet de son risque fi
nancier). Nous recourons au filtrage particulaire, technique attribuée à Gordon, Salmond 
et Smith (1993) , pour tester notre modèle en considérant son caractère non linéaire. 
Notre étude empirique est menée avec un échantillon de 332 firmes américaines non 
financières à données journalières. Elle porte sur la période qui s'étend du 2 janvier 
1996 au 31 décembre 2008 . Les résultats montrent que l 'inclusion de la variation du 
levier financier dans le processus de la volatilité permet d 'améliorer la performance de 
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prédiction du modèle. Ils révèlent également que l 'asymétrie de la volatilité résulte, no
tamment, de l 'effet rétroactif en périodes d 'instabilité. P ar contre, son ampleur dép end 
du niveau du levier financier en périodes de stabilité . 

Dans le troisième essai , nous caractérisons la prime de risque de la volatili té 
asymétrique ainsi que les facteurs qui expliquent ses variations. En ut ilisant les prix 
d 'opt ions (d'achat et de vente) sur l 'indice américain S&P 100 , pour la période qui 
s'étend du 3 janvier 2006 au 18 décembre 2010, nous trouvons que cette prime est, en 
moyenne, négative. Cela transparaît d 'ailleurs doublement, et dans l 'écart significatif 
entre la volatilité implicite dans les prix d 'options et la volatilité instantanée du S&P 100, 
et dans le rendement moyen négatif des portefeuilles de réplication jugés sûrs à risque 
près, celui de la volatilité. De plus, la prime de risque de la volatilité asymétrique 
s'avère changeante et dépend du niveau de la volatilité et de l 'échéance des options 
vu que la sous-performance des portefeuilles de réplication augmente en périodes de 
volatilité accrue, surtout pour les portefeuilles formés avec des options à longue échéance. 
Également, les résultats dévoilent une asymétrie dans la variation de cette prime voulant 
qu 'en valeur absolue sa hausse due à une volatilité élevée dépasse généralement sa baisse 
résultant d 'une relative stabilité du marché. 

Mots clés : risque - volatilité boursière - varia tion asymétrique - effet de levier 
financier - effet rétroactif- filtrage part iculaire - prime de risque de la volatili té. 



INTRODUCTION 

La volatilité boursière se définit , au sens classique, par l'ampleur moyenne de la 

variabilité des cours sur un intervalle temporel donné. Elle résulte surtout des chocs 

informatifs venant ébranler les perceptions de rendement et de risque des investisseurs. 

La volatilité joue un rôle central en finance moderne, tant théorique que pratique, soit 

depuis la percée fondatrice de Markowitz (1952) en théorie du portefeuille et l 'émergence 

des modèles d 'équilibre de type CAP M attribuables à Sharpe (1964) et à Lintner (1965). 

En effet, elle est considérée comme l 'une des principales mesures de risque. Égale

ment , elle importe dans une mult it ude de décisions financières t elles que la composition 

des portefeuilles et l'optimisation de leur diversification, la gestion du risque financier, 

l 'évaluation des contrats financiers dérivés tels que les options, etc. 

D 'entr ée, rappelons que la volatilité boursière, tenue pour stable et symétrique, 

ne cesse da~s les années 60 et 70 de susciter l 'intérêt des chercheurs1, un intérêt surtout 

en rapport avec l'évaluation d 'actions via les modèles de type CAPM, et d 'options 

via le. modèle de Black et Scholes (1973) . Mais dans les années 80, l 'on assiste au 

procès graduel de ces modèles à mesure que les chercheurs constatent une pléthore 

1 Par exemple, dans les années 60, Mandelbrot (1963, 1966) observe une répartition anormale, 

voire instable, dans les rendements sur le marché et des grappes (ou chocs· concentr és) dans l 'évolution 

de leur volatilité. Déjà, l'on note la grande volat ilité changeante d ans les marchés , élevée en période 

boursière déprimée d'avant la 2è"'" Guerre, et plus faible après la guerre, en période d'expansion. Toute

fois cette anormalité, lourde à trait er , ne pouvait que freiner son usage en recherche. D 'où l'adoption 

de la normalité comme approximation utile. Elle se justifiait d'autant plus que l'époque coïncida avec 

la création du fichier boursier CRSP à données mensuelles , celles-ci s'avérant plus normales que les 

journalières . Ainsi, grâce à ces données passablement normales, pouvait-on espérer des progrès rapides 

en matière de caractérisation des phénomènes boursiers et de tests de la nouvelle théorie financière. 

C 'est l'aperçu qu'en donne Fama (1976, 26-38). 
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d'anomalies boursières persistantes . Après Engle (1982), et son rejet , éventuellement 

"nobélisé" de l 'hypothèse de constance de la volatilité , l'on voit surgir d 'innombrables 

modèles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques ( autoregessive conditional 

heteroscedastic ou ARCH) selon lesquels la variance du rendement dépend de ses niveaux , 

antérieurs ainsi que des erreurs observées. On assiste également au développement des 

modèles à volatilité stochastique où les chocs informatifs aléatoires sont susceptibles de 

refléter l 'hétérovolatilité (ou volatilité changeante). Ajoutons aussi la naissance, dans 

les années 90 , des modèles béhavioristes censés refléter les mouvements irrationnels du 

public investisseur et les modèles multifactoriels, ou à primes mtùtiples de type Fama

French. Ces modèles ont fourni des outils puissants pour expliquer davantage l 'évolution 

de la volatilité ainsi que ses principales caractéristiques . 

Dans cette thèse, composée de trois essais, nous nous intéressons particulièrement 

à une de ces caractéristiques, soit l 'asymétrie de la volatilité, mise en évidence dans 

divers écrits tels que Black (1976), Campbell et Hentschel (1992), Wu (2001), Mele 

(2007), Shamila , Shambora et Rossiter (2009), etc. Cette asymétrie veut que pour 

la même variation absolue du rendement , la hausse de la volatilité due à la variation 

négative soit plus importante que sa baisse résultant de la variation positive. Notre 

contribution consiste, d 'une part, à proposer un modèle permettant de refléter au mieux 

les variations asymétriques de la volatilité et , d'autre part, à caractériser la prime de 

risque qui s'y rattache. Notre intérêt à cette prime est justifié par son importance dans 

la prédiction de la volatilité, l 'évaluation des options, la composit ion des portefeuilles et 

la gestion du risque financier (Andersen, Benzoni et Lund, 2002; Chernov, 2007; Mixon, 

2009 et Carr et Wu, 2009). 

Dans le premier essai , nous faisons le point sur la volatilité boursière à travers 

des écrits jugés pertinents. Cet essai est composé de deux volets. Dans le premier volet, 

nous vulgarisons d 'abord le concept de la volatilité où nous distinguons entre risque et 

incertitude en misant sur les synthèses de Anderson, Ghysels et Juergens (2009). Nous y 

traitons du lien positif important entre risque perçu et volatilité, lien soulevé en finance 

béhavioriste par Lee, Jiang et Indro (2002) , Baker et Wurgler (2006, 2007), Kaplanski et 
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Levy (2010), etc. Ensuite, nous recensons ce qui est connu quant à la distinction entre 

la volatilité systématique et la volatilité spécifique ou diversifiable. Nous observons que 

cette dernière , dans bien des travaux, se répartit autour d 'une moyenne distincte de 

zéro , en plus d 'afficher un lien souvent négatif avec le rendement (Ang et al., 2006 , 

2009; Jiang, Xu et Yao, 2009; Brandt et al. , 2010; etc.). Nous discutons aussi de l 'effet 

du marché d 'options sur la volatilité boursière. Notre intérêt se justifie par la croissance 

grandissante du volume des transactions sur les marchés des options depuis la création 

en 1973 du marché standardisé des options à Chicago (CBOE). Les réstùtats de Pan et 

Poteshman (2006) et Ni, Poteshman et Pan (2008) révèlent que les transactions sur les 

options nous r enseignent tant sur l 'évolution des cours boursiers que sur leur volatilité 

future. 

Quant au deuxième volet, il consist e en une synthèse critique des principales 

méthodes d'estimation de la volatilité. Nous présentons trois classes de modèles: la 

classe des modèles autorégressifs condit ionnellement hétéroscédastiques (ARCH) où la 

volatilité conditionnelle se nourrit de ses erreurs et ses niveaux antérieurs, la classe 

des modèles à volatilité stochastique s'expliqÙant par des chocs informatifs aléatoires 

et la classe des modèles de volatili té implicite dans les prix d 'options. Des modèles 

bien représentatifs de chaque classe sont caractérisés tant dans leurs hypothèses et leurs 

dynamiques que dans leur performance au niveau des tests subis . 

Dans le deuxième essai, nous proposons un modèle per·mettant de représenter le 

plus fidèlement possible les variations asymétriques de la volatilité. Ce modèle suppose 

que, pour une firme donnée, la volatilité de son rendement boursier dépend et de la 

variabilité de sa valeur marchande (reflet de son risque d'exploitation) et de son levier 

financier (reflet de son risque financier) . Également , dans ce modèle, deux effets sont 

susceptibles d'expliquer l 'asymétrie de la volatilité: l 'effet de levier financier et l 'effet 

rétroactif (ou effet feedback). Le premier effet, soulevé d 'abord par Black (1976), veut 

que, d'un coté, une baisse du cours de la firme pour une dette donnée, hausse forcément 

son levier financier et, du même coup , l 'incertitude liée à ses revenus futurs , d'où une 

hausse de volatilité de disons x% . De l 'autre coté, une hausse du cours de même 
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ampleur va certes diminuer le levier mais créer une baisse de volatilité inférieure à x%, 

d'où asymétrie de la volatilité. Le deuxième effet, relevé , ent re autres, par Campbell et 

Hentschel (1992), Bekaert et Wu (2000) , Wu (2001) et Mele (2007) , se distingue dans sa 

causali té. Il veut qu 'une volatilité en hausse incite les investisseurs à exiger une prime 

de risque excédentaire pour rémunérer davantage les actifs qui deviennent plus risqués. 

D 'où, une hausse du taux de rendement exigé, et par conséquent un repli immédiat des 

cours. Or, ce repli est plus élevé que l'appréciation des cours causée par une baisse de 

la volatilité de même amplitude, ce qui reflète l'asymétrie de la volatili té. 

Pour estimer des séries t emporelles pour les variables inobservables de notre mod

èle, nous recourons au filtrage particulaire introduit par Gordon, Salmond et Smith 

(1993) et bonifié en version auxiliaire par Pitt et Shephard (1999). L'avantage de cette 

technique réside dans sa capacité à s 'accommoder de processus non linéaires sans re

striction ou approximation. En effet , elle permet , contrairement au fil t rage typique à 

la Kalman, de relâcher les hypothèses classiques, parfois restrictives, liées au caractère 

gaussien des bruits et à la linéarité (ou quasi-linéarité) des équations de transition et 

de mesure du modèle. Pour l 'essentiel , il s'agit d 'une méthode d 'estimation numérique 

basée sur des simulations Monte Carlo . L'idée est d 'approximer la densité de proba

bilité d 'un vecteur de variables inobservables, sur la base de variables observables, en 

constituant un échantillon de mesures ponctuelles appelées part icules simulées selon 

une distribution d'importance. Notons que le filtrage particulaire est déjà utilisé dans 

plusieurs domaines t els que l 'ingénierie biologique (Liu, 2001), le pistage (Ristic, Aru

lampalam et Gordon, 2004), la robotique (Thrun, Burgard et Fox, 2005), la généalogie 

(Del Moral, 2004; Wang et al. , 2009), etc. Récemment , cette technique est transposée 

aux applications financières. Citons, par exemple, l 'application du filt rage particulaire 

afin d 'estimation des modèles de crédit (Duan et Fulop , 2009) et des modèles à volatil

ité stochastique (Johannes, Polson et Stroud, 2009; Christoffersen, J acobs et Mimouni , 

2009) . 

Dans le troisième essai, nous caractérisons la prime· de risque associée à la volatil

ité asymétrique. En part iculier , il nous importe d 'ajouter des fact eurs explicatifs de 
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la variation de la dite prime à ceux déjà avancés, tels l 'horizon temporel des options 

(Low et Zhang, 2005) , le risque systématique ( Carr et Wu, 2009) et les sauts surim

posés au processus continu du rendement (Todorov, 2010) . Rappelons que la prime de 

risque de la volatilité représente une rémunération au risque supplémentaire introduit 

par l 'hétérovolatilité . Elle est nulle dans les modèles qui présupposent une volatilité 

constante ou déterministe (Black et Scholes, 1973; Dumas, Fleming et Whaley, 1998) 

ou un risque diversifiable de la volatilité (Hull et White, 1987). P ar contre, dans le cas 

d 'une volatilité changeante, les résultats de diverses études convergent et révèlent que la 

prime de risque de la volatilité est négative. Citons , par exemple, les études de Bakshi 

et Kapadia (2003 ,a,b), Low et Zhang (2005) , Driessen, Maenhout et Vilkov (2009), Carr 

et Wu (2009), Almeida et Vicente (2009) et Todorov (2010) sur les marchés d 'options 

sur actions , devises et obligations. L 'explication résiderait, notamment , dans l 'attitude 

des investisseurs qui se couvrent via des options, moyennant une prime, pour s'assurer 

contre l 'hypervolatilité (ou volatilité excessive) qui coïncide d 'ordinaire avec un.marché 

baissier (Ang et al. , 2006, 2009; Brandt et al. , 2010 ; etc.). 

Notre démarche est composée de del:lX étapes . Dans la première ét ape, nous met

tons en évidence, de façon empirique, la présence de la prime de risque de la volatilité 

asymétrique dans les prix d 'options. L 'idée consiste à comparer l 'évolution de la volatil

ité inst antanée du support , estimée via notre modèle à volatilité asymétrique, à celle 

de la volatilité implicite dans les prix d 'options sur le même support. Une volatilité 

implicite plus élevée que la volatilité instantanée soutiendrait l 'hypothèse d'une prime 

négative associée au risque de la volatilité asymétrique. Notons que notre approche 

diffère partiellement de celle adoptée dans les écri ts du domaine (Bakshi et Kapadia, 

2003,b ; i\!Iixon , 2009; Driessen, Maenhout et Vilkov, 2009; etc.) où on compare plutôt la 

volatilité implicite à la volatilité réalisée (calculée généralement via la moyenne mobile 

des variations des cours sur un intervalle temporel donné). Dans la deuxième étape, 

nous appliquons la méthode de Bakshi et Kapadia (2003 ,a) à notre modèle à volatil

ité asymétrique. Cette méthode consiste à former un portefeuille de couverture (ou 

de réplication) en prenant une posit ion acheteur dans une option d 'achat (de vente) 
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et une position vendeur (acheteur) dans le support . Ce portefeuille devient sûr à un 

risque près , celui de la volatilité. La technique est telle que le rendement moyen du 

portefeuille de couverture, durant la vie de l'option , et la prime associée au risque de la 

vola tilité asymétrique du support ont le même signe. Dans cette étape, nous procédons 

à une analyse plus approfondie qui nous permettrait de déceler l 'effet du niveau de la 

volatilité et l 'horizon temporel de l 'opt ion sur la variation de la prime de risque de la 

volatilité asymétrique. Enfin, des t ests st at istiques seront employés afin de nous assurer 

de la teneur et la significat ivité des résultats obtenus. 



CHAPITRE I 

LE POINT SUR LA VOLATILITÉ BOURSIÈRE 

1.1 Introduction 

Dans cet essai , nous voulons a jouter de la perspective à la recherche sur la volatil

it é boursière. Pour ce faire, nous couvrons en général les principaux écrits majeurs, 

notamment récents, dans ce domaine. En part iculier , il nous importe de synthétiser les 

principaux acquis sur le concept de la volatilité, ses composantes, son lien avec le marché 

d 'options et son estimation. Notre objectif se justifie à la base par le rôle central que 

joue la volatilité dans les décisions financières: choix de portefeuille et sa divercification, 

gestion du risque, évaluation des produits dérivés, etc. Également, nous jugeons qu 'en 

couvrant en un seul essai autant d 'aspects de la volatilité, nous avantageons d'une 

part les chercheurs étroitement spécialisés et d 'autre part les investisseurs, vu l'effet 

multiforme de la volatilité sur leurs placements, en part iculier en période cruciale de 

récession. 

En première moit ié de cet essai, vu l'abondance des écrits sur la volatilité, nous 

avons sélectionné ceux qui aident à en vulgariser le concept , après avoir distingué entre 

risque et incert itude en se basant sur l 'étude de Anderson, Benzoni et Lund (2009). 

Puis, en succession nous: (a) éclairons le lien entre risque perçu et volatilité, en puisant 

en finance béhavioriste (Lee, J iang et Indro, 2002; Baker et Wurgler, 2006, 2007; Ka

planski et Levy, 2010); (b) décrivons les deux composantes classiques, systématique et 
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spécifique1 , de la volatilité et notons que dans plusieurs test s la composante spécifique 

se répartit autour d 'une moyenne distincte de zéro et présente une relation négative 

avec le rendement (Ang et al. , 2006 , 2009; Jiang, Xu et Yao, 2009; Brandt et al. , 2010); 

et ( c) analysons le lien entre le marché des options et la variation de la volatilité bour

sière, à savoir que, selon P an et Poteshman (2006) et Ni, Poteshman et P an (2008), les 

transactions sur les options sont informatives de l'évolution tant des cours que de leur 

volatilité fut ure. 

En seconde moitié de cet essai, nous synt hétisons les principaux acquis en matière 

d 'estimation de la volatilité selon trois classes de modèles : (1) autorégressifs condit ion

nellement hétéroscédastiques (ARCH) où la volatilité conditionnelle se nourrit de ses 

erreurs et ses niveaux antérieurs; (2) à volatili té stochastique s'expliquant par des chocs 

informatifs a léatoires2 ; et (3) à volatilité implicite dans les prix d 'options. Des modèles 

bien représentatifs de chaque classe sont caractérisés t ant dans leurs hypothèses et leurs 

dynamiques que dans leur p erformance au niveau des tests subis. 

En résumé, ci-dessous la section 2 concerne la volatilité en tant que mesure de 

risque, ses composantes classiques et son lien avec le marché des options. La section 

3 synthétise les diverses techniques d 'est imation de la volatilité, leur finalité et leur 

performance . Nous concluons à la section 4. 

1.2 Le concept de la volatilité 

Dans cette section, à l 'aide d'écrits éclairants, nous faisons le point sur la volatilité 

en tant que mesure de risque. Ensuite, nous voyons ce qui distinguent les composantes 

classiques de la volatilité. Enfin, nous synthétisons les principaux résultats sur le lien 

1 Pour nos fins, nous nous limitons à ces deux composantes classiques. Pour d 'autres fins, l'on 

peut vouloir, par exemple, décomposer la volatilité entre permanente et temporaire, ou encore distinguer 

entre composantes de mémoire courte ou longue. Voir Taylor (2005 , p .261, 311). 

2 Un choc informatif évoque typiquement une réaction boursière significative inattendue (dite 

innovation) causée par de l'information non négligeable. 
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entre le marché d 'options et la volatilité boursière. 

1.2.1 La volatilité en tant que mesure de risque 

Pour l 'investisseur, la volatilité du marché, ou d 'un actif financier , évoque le 

niveau de risque et donc l'ampleur typique observée (ou attendue) de la variation 

des cours sur un intervalle donné. La volatilité indiciaire, reflétant la volatilité bour

sière globale, serait induite par l 'ensemble des initiatives d 'achats et de ventes des in

vestisseurs, initiatives déclenchées sous l'effet de chocs informatifs et d'emportements 

du marché. Or , cette volatilité peut différer statistiquement dans son niveau , d 'où 

l'hypervolatilité t ypique liée aux krachs boursiers. 

Aj outons, selon l 'auteur polémiste Haugen (1999), que la volatilité est induite, 

notamment, par trois facteurs: (1) le facteur-événement , lié aux chocs conformes à une 

information fondamentale; (2) le facteur-erreur , lié à la surcréaction ou sous-réaction du 

public investisseur à l 'information; et (3) le facteur anticipatif ou la volatilité se nourrit 

d' elle-même, voire s 'emballe, par anticipation. L'auteur y voit la source de 80% de la 

volatilité . 

Cependant , la diversité des acteurs sur le marché, la différence dans leurs percep

tions et leur degré d 'aversion au risque font que celui-ci peut se mesurer avec d'autres 

outils, à part la volatilité, notamment , via la valeur à risque (VaR). Celle-ci se voit 

comme une mesure qui cerne le risque de perte. Plus précisément, élle estime le niveau 

de perte à très court terme (1 jour ou 2) dont le dépassement est improbable au seuil 

donné (souvent 5% ou 1%). Elle est répandue chez les banquiers ainsi que chez ces 

investisseurs dont les préférences comportent de l'asymétrie: ils se préoccupent plus de 

pertes que de gains et donc privilégient des mesures à base de perte potentielle. Son 

utilisation se répandit dans le sillage de désastres financiers majeurs, comm~ la faillite 

d 'Orange County en 1994 et celle de la banque Barings en 1995. 

Par ailleurs, il importe de distinguer entre risque et incertitude (Maenhout , 2004; 

Liu, Pan et Wang, 2005 ; Anderson, Ghysels et Juergens, 2009) . En effet, le risque se 
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prédit et se prête à des mesures concrètes alors que l 'incertitude se caractérise par son 

caractère imprévisible et sa relation avec les événements rares. Selon Anderson, Ghysels 

et Juergens (2009), la volatilité t raduit le risque alors que le degré auquel divergent les 

anticipations des analystes reflète l 'incertitude sur le marché. Ils proposent un modèle, 

qui prolonge celui de Merton (1973), où le rendement excédentaire sur un marché évolue 

en fonct ion et du risque et de l 'incertitude y régnant , soit: 

(1.1) 

où au temps t, les niveaux conditionnels de la volatilité V et de l 'incertitude M 

expliquent le rendement excédentaire attendu pour t+1, soit E(Rt+d· Les coefficients 

d 'aversion au risque ('y) et à l 'incertitude (B) étant constants. Notons qu' il s'agit là 

d 'un modèle bien original et attrayant . Toutefois, il nous semble qu'il comporte des 

difficultés tout à fait évidentes dans un contexte d 'application. 

Il importe aussi de distinguer entre risque existant et risque perçu par l 'investisseur , 

celui auquel il se croit exposé et qui peut varier selon ses humeurs et autres sentiments au 

fil du temps. Or , l 'évolution de la volatilité boursière subirait l 'influence des sentiments, 

saisonniers ou autres, du public investisseur et donc de ses perceptions changeantes de 

risque. À ce suj et, les tests de la finance béhavioriste se contredisent peu. Ceux de 

Lee, Jiang et Indro (2002) s'avèrent à la fois étendus et typiques. En appliquant le 

modèle ARCH-M de Engle, Lilien et Robins (1987) sur la période 1973-1995, les au

teurs trouvent une corrélation positive entre le rendement excédentaire du marché et 

le risque perçu, celui-ci exerçant en plus un effet positif et significatif sur la volatili té 

du marché. Ainsi, une hausse (baisse) du risque perçu par les investisseurs provoque 

en général une hausse (baisse) de la volatilité du marché. Récemment , tant Baker et 

Wurgler (2006 , 2007) que Kaplanski et Levy (2010) ont endossé les résultats de Lee, 

Jiang et Indro (2002) tout en indiquant que l 'effet de perception sur la volatilité joue 

davantage pour les petites firmes , les titres à rendement plus volatil et les firmes des 

secteurs à rendement instable. 
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1.2.2 Composantes de la volatilité 

Depuis les années 60, il est courant de décomposer la volatilité3 du rendement 

d 'un titre en: (1) volatilité systématique; et (2) volatilité sp écifique. On attribue la 

spécifique à des facteurs propres à la firme et la systématique à l'effet d 'entraînement 

inévitable du marché. Leur rémunération globale serait générée au fil du temps selon le 

modèle de marché classique, soit: 

(1.2) 

qui explique Tit, le rendement du titre i pour la période t , par une constante ai 

qui lui est propre, par son coefficient de sensibilité {3i mesurant son risque relatif au 

risque bêta unitaire attribué au marché, dont le rendement c;ourant est Tmt, et par éit, 

soit le rendement résiduel à la dat e t de moyenne zéro et à covariance nulle avec Tm . 

Le risque de la firme, ou la variance totale de son rendement , vu l 'équation (1.2) et 

l 'indépendance entre Tm et é , égale donc {32u~ (la composante systématique), plus la 

composante spécifique u 2 ( é) . 

1.2.2.1 Volatilité, CAPM et modèles subséquents 

Selon le CAPM, le rendement d 'un titre croît uniquement en fonction linéaire 

de son risque systématique, car son risque spécifique, éliminable par diversification, ne 

devrait pas être rémunéré. Cet te attente s'avère contredite à des degrés divers dans bien 

des résultats plus ou moins récents . Déjà, durant les années 70 et 80 aux États-Unis, on 

trouve le CAPM problématique sur le plan empirique (Black, J ensen et Scholes, 1972; 

Merton, 1987) et l 'on débouche plus récemment sur son rejet, notamment, pour manque 

de pouvoir p rédictif, au bénéfice de modèles multifactoriels, ou à primes mult iples (de 

marché, de t aille, de valeur et d'inertie ou de moment um), de type Fama-French. Au 

Canada, après des succès empiriques assez notables en version unipériodique ( Calvet 

et Lefoll, 1988) ou multipériodique (Kryzanowski , Lalancette et To , 1994) , le CAPM 

3 Notons que, dans cette section, les termes "volatilité" et "risque" ont le même sens. 
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fait moins l 'objet de tests et les chercheurs dérivent vers des études liées aux primes, 

influencés qu'ils sont par Fama et French (1992 , 1993 , 1998). P ar exemple, Hou et 

McKnight (2004) découvrent l 'existence d 'une forte prime de momentum qui serait re

liée négativement au ratio Comptable/Marchand4 et au degré d 'intérêt des analystes . 

Quant à Athanassakos (2009), il étudie la prime de valeur au Canada sur 20 ans et 

trouve que le rat io Cours/Bénéfice identifie mieux l es titres de valeur que le ratio Marc

hand/Comptable. Finalement, partout dans le monde on semble se rabattre sur des 

modèles empiriques multifactoriels au détriment de modèles d 'équilibre simples, comme 

le CAPM. 

1.2.2.2 Études récentes sur la composante spécifique 

Les résultats d'études récentes sur la composante spécifique rejoignent les con

clusions de Merton (1987). Celui-ci soutient que cette composante se répartit autour 

d 'une moyenne distincte de zéro, contrairement aux attentes classiques. L'explication 

résiderait dans le fait que les investisseurs diversifieraient peu leurs portefeuilles. P ar 

exemple, Goetzmann et Kumar (2004) trouvent que, durant la période 1991-1996 , la di

versification des portefeuilles s'avère faible. À preuve, parmi 60 000 portefeuilles étudiés, 

plus de la moitié sont composés de 3 titres ou moins et 10% seulement de plus de 10 

titres . 

Plusieurs études récentes tentent d 'estimer la volatilité spécifique d 'un titre. Com

mençons par celle de Campbell et al. (2001 ) qui l 'exprime sur une base mensuelle. Il 

s 'agit d 'une mesure de dispersion du rendement du titre autour du rendement pondéré 

du secteur, à savoir: 

V S ist = L (R..sjt - R sjt )
2 

jEt 

(1.3) 

4 Notons que le ratio Comptable/ Marchand ou C/M (B/ M ratio: Book to Market ratio) s'établit 

en divisant la valeur comptable de l'avoir par sa valeur marchande. Un niveau élevé (faible) peut traduire 

notamment la faible (forte) valeur que le marché attribue aux investissements de la firme , ou encore, un 

marché tardif à saisir le potentiel de la valeur de la firme. 
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où V Sist symbolise la volatilité spécifique du titre i du secteur s au mois t, R;jst 

le rendement du titre i du secteur s au jour j au mois t et Rjst est le rendement 

du secteur s à la journée j au mois t. Les résultats de cette étude révèlent une hausse 

continue de la volatilité spécifique des firmes sur la période 1962-1997 malgré une relative 

stabilité économique. On avance diverses explications: les rentrées attendues des firmes 

deviennent de plus en plus incertaines (Wei et Zhang, 2006) ; de plus en plus de petites 

firmes à grand risque s'inscrivent en bourse (Brown et Kapadia, 2007; Fu, 2009 et 

Brandt et al. , 2010); et la compétition entre firmes ne cesse d'augmenter (Irvine et 

Pontiff, 2009). 

Quant à Ang et al. (2006, 2009) , ils estiment la volatilité spécifique par l 'écart-

type du rendement résiduel , éit , obtenu via le modèle à trois primes de Fama et French 

(1993), à savoir: 

(1.4) 

où R; =Ti- Tf et Rm =Tm - Tf symbolisent, respectivement, les primes de ren

dement du titre i et du marché m, SM B la prime de taille égale à 1' écart de rendement 

entre petites et grandes firmes et HM B la prime de valeur égale à l'écart de rendement 

entre firmes à ratios Comptable/ Marchand élevé et faible. Leur étude de 2009 , qui porte 

sur les rendements journaliers de 23 pays durant la période 1980-2003, révèle que les 

titres à faible volatilité spécifique surperforment ceux à forte volatilité spécifique. Jiang, 

Xu et Yao (2009) endossent ce résultat et expliquent que plus de volatilité spécifique 

joue négativement sur les attentes de bénéfice de la firme. 

Finalement, Fu (2009) innove en "conditionnant" la volatilité spécifique. Il l 'estime 

par la variance conditionnelle Œt du rendement résiduel issu de l 'équation (1.4) via le 

modèle EGARCH de Nelson (1991), soit: 

ln Œtt = ai + t bi,1 ln d ,t-l + t Ci ,k (e ;i .. t-k + 1 [1 ;i,t-k 1 - (2rr) !] ) (1.5) 
l=l k=l t,t-k t,t-k 

sous hypothèse que les rendements résiduels éit se répartissent normalement au

tour de zéro, soit éit"""' N (0, Œtt), ete et 1 sont des paramètres réels. Son étude, menée 
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avec données mensuelles de titres américains durant la périod_e 1963-2006, indique que la 

volatilité spécifique est changeante et liée positivement avec le rendement. L'auteur note 

qu'un portefeuille à investissement nul (via achat de 10 t itres aux volatilités spécifiques 

les plus élevés et vente à découvert de 10 titres aux volatilités les plus faibles) montre 

un rendement mensuel positif de 1,75%. Selon Huang et al. (2010), la divergence de ces 

résultats par rapport à ceux de Ang et al. (2006, 2009) est expliquée, notamment, par 

leur sensibilité au choix de la fréquence des données ainsi que l 'échantillon d'étude. 

1.2.3 Volatilité boursière et marché des options 

Les volumes négociés sur les marchés d'actions et d'options aux États-Unis ne 

cessent de croître depuis 1940, comme la figure 1.1 annexée, tirée de Mixon (2009), en 

témoigne: le volume annuel d 'options à Chicago avoisine le volume d 'actions à New York 

sur la NYSE depuis environ 1980. On notera que le volume d'options a crû en particulier 

depuis la création en 1973 du marché standardisé des options à Chicago (CBOE). Devant 

une telle croissance en parallèle, et vu notre suj et d 'essai, la question de l 'effet du marché 

d'options sur la volatilité boursière s'impose. Or , déjà plusieurs chercheurs ont décelé un 

effet direct et significatif de ce marché sur la volatilité boursière. Ce marché fournirait 

de l 'information tant sur l 'évolution des cours boursiers (P an et Poteshman, 2006) que 

sur leur volatilité future (Chan , Chung et Fong, 2002; Chakravarty, Gulen et Mayhew, 

2004; Ni, Poteshman et Pan , 2008; etc.). 

Notons que Ni, Poteshman et Pan (2008) font une analyse originale du lien entre 

le marché des options et la volatilité des cours boursiers. lis montr'ent que cette volatilité 

peut être perçue comme un élément de performance, tout comme un actif au potentiel 

enrichissant. Ils proposent une méthode pour estimer la demande pour la volatilité du 

· t itre i à la date t, notée DV'i ,t, en tant qu'une somme des volatilités marginales, mesurées 

via des achats nets d 'options d 'achat (BC-SC) et d'options de vente (BP-SP). Ces 

volatilités marginales sont pondérées par la dérivée du logarithme des prix d'options par 
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rapport à la volatilité, soit: 

81 CK,T 81 pK,T 
DVi t ="" n i,t (BcK,T - scK,T) +"" n i,t (BPK,T - SPK,T) (1.6) . 0 8(j. ,,t ,,t 0 8(j. ,,t ,,t 

'~ . '~ 

où Cf•T( Pt •T ) symbolise le prix de l'option d'achat (de vente) de maturité Tet 

de prix de levée K, (ji la volatilité historique de i, B Cf·T ( BPt•T) le nombre d 'options 

d 'achat (de vente) achetées et SCf•T(SPt•T) le nombre d 'options d'achat (de vente) 

vendues . Cette méthode suppose que l 'achat (vente) d 'une option hausse (baisse) la 

demande pour la volatilité. Selon leur étude américaine de la période 1990-2001, la 

demande de volatilité exerce un effet positif et variable sur le prix de l 'option. Si elle 

augmente (diminue), alors le prix de l 'option augmente (diminue). L'effet s'accentue en 

contexte d 'asymétrie d 'information où l 'on accepte une surprime pour se protéger du 

jeu des détenteurs d' information privilégiée. 

Mentionnons aussi que l 'effet positif des options sur la volatilité des cours est 

aussi constaté par Bhamra et Uppal (2009). Ceux-ci décomposent la volatilité en 

deux: la fondamentale, ou normale, liée au taux de croissance des dividendes prévus, et 

l 'excédentaire, ou anormale, liée au taux de rendement qu'exigent les investisseurs, donc 

le t aux pertinent pour actualiser les dividendes. Les auteurs estiment que la composante 

anormale est non nulle, grâce aux produits dérivés via lesquels les investisseurs peuvent 

se protéger de fluctuations indésirables et deviennent moins réfractaires au risque. 

1.3 Modèles d'estimation de la volatilité 

P our estimer la volatilité des cours boursiers, l 'on choisit d'ordinaire entre les mod-

èles: (1) autorégessifs conditionnellement hétéroscédastiques (ARCH) ; (2) à volatilité 

stochastique où l 'hétérovolatilité s'explique par des chocs informatifs aléatoires; et (3) 

à volatilité implicite dans les prix d'options sur l 'action en cause. 
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1.3.1 Modèles autorégessifs conditionnellement h étéroscédastiques 

Il s'agit des modèles où l'on rejette l 'hypothèse classique de la constance de la 

variance pour lui substituer une hétérovariance (ou variance changeante) autorégres

sive conditionnelle qui se nourrit d 'une information antérieure (chocs , qu erreurs, dans 

l 'équation du rendement et niveaux antérieurs d 'hétérovariance). Engle (1982) proposa 

le premier modèle ARCH en deux équations. La première décrit la relation qui existe, 

à une date donnée, entre le rendement Y et le vecteur des variables qui l'expliquent X , 

soit : 

(1.7) 

et ct J It-1 "'"'""' N (0, ht) 

où e est un vecteur de réels, c et h sont, respectivement , le choc et sa variance 

conditionnelle, z est un bruit blanc gaussien et It-l est l'ensemble de l 'information 

disponible jusqu'à la date t - 1. 

La deuxième équation lie, à travers un processus autorégressif, la variance condi

tionnelle h du chocs c aux carrés des valeurs passées de ce choc, soit: 

q 

ht = Œo + L ŒicL i (1.8) 
i= l 

où Œ est un réel et q est le nombre de retards choisis pour exprimer h. 

Tel que présenté, le modèle ARCH se particularise en int roduisant, à une date 

donnée, l'information passée contenue dans les séries chronologiques financières dans 

l'estimation de la variance conditionnelle des chocs. De plus, les t ests de Engle (1982), 

sur l'évolution du taux d 'inflation de la Grande-Bretagne durant la période 1958-1977 

souligne la capacité de ce modèle à capturer deux évidences empiriques importantes 

de la volatilité: le regroupement et la persistance (ou longue mémoire). La première, 

notée par Mandel brot (1963) , implique que les fluctuations se présentent en grappes: 

les périodes de forte volatilité succèdent à des périodes de faible volatilité et vice-versa. 
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Cela est dû, notamment, à la survenue en grappes de l'information (Fama, 1965). La 

seconde a été révélée, entre autres, par Granger (1966). Elle signifie qu'une période 

de flux d 'informatif important provoque une forte volatilité qui tend à persister. Elle 

résulte des anticipations des acteurs sur le marché et de la sensibilité de ces derniers à 

l 'information (Berger, Chaboud et Hj almarsson, 2009). 

Toutefois, le modèle ARCH présente deux inconvénients maj eurs. Le premier , 

soulevé surtout par Bollerslev (1986), résulte du nombre élevé des paramètres nécessaires 

dans la modélisation. Par exemple , Engle (1982) a utilisé un modèle ARCH d 'ordre 4 

dans son étude empirique. Cela peut conduire à la violation de la contrainte de posit ivité 

de la variance condit ionnelle. Le deuxième s'incarne dans l 'incapacité du modèle ARCH 

à tenir compte de l'asymétrie de la volatilité (Nelson, 1991; Glosten, J agannathan et 

Runkle, 1993; Zakoian, 1994; etc.). Pour tenter de résoudre ces imperfections, un 

volume croissant d'extensions a été généré. Nous distinguons deux principales familles: 

les modèles de type ARCH à volatilité symétrique et les modèles de type ARCH à 

volatilité asymétrique. 

1.3.1.1 Modèles de type ARCH à volatilité symétrique 

Il s'agit de modèles linéaires où l'ampleur et non pas le signe des chocs influence 

la variance conditionnelle. Ainsi , les chocs positifs et négatifs de même amplitude ont 

le même effet . Pour nos fins, nous retenons, dans cette famille, trois modèles que nous 

jugeons les plus innovateurs: le modèle ARCH généralisé (GARCH), le modèle ARCH 

à moyenne (ARCH-M) et le modèle GARCH intégré (IGARCH). 

GARCH. Il s'agit d 'une version généralisée du modèle ARCH, proposée par 

Bollerslev (1986). Dans ce modèle, la variance conditionnelle h des chocs c, à une date 

donnée, est exprimée en fonction d'une combinaison linéaire de ses valeurs passées et 

des carrés des chocs passés , soit: 

q p 

ht = o:o + 2.::: O:ié;_i + 2.::: f3iht-j (1.9) 
i=l j=l 
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où a et f3 sont des paramètres positifs. Dans son étude empirique, Bollerslev 

(1986) a appliqué son modèle pour mesurer l 'incertitude inflationnist e aux États-unis 

durant la période 1948-1983. Il révèle que le modèle GARCH est plus parcimonieux que 

le IJlOdèle ARCH. Ainsi, un modèle GARCH avec très peu de paramètr es surperforme 

un modèle ARCH ayant de nombreux paramètres à estimer. De plus, le modèle GARCH 

permet une modélisation plus efficace de la persist ance vu l 'existence d'une relation de 

récurrence entre la variance conditionnelle des chocs avec ses valeurs passées. Toutefois, 

le modèle GARCH présente un inconvénient d 'ordre économétrique évoqué, entre aut res, 

par Nelson (1991). Il s'agit de l 'inst abilité des estimateurs des paramètres au fil du 

t emps, ce qui altère la capacité du modèle à répliquer l 'évolution du rendement et à 

reproduire le phénomène de persist ance. 

ARCH-M. Daris ce modèle, int roduit par Engle, Lilien et Robins (1987), la dy-

namique de la variance conditionnelle des chocs est identique à la formulation standard 

du processus ARCH. P ar ailleurs, le processus du rendement inclut la variance condi

t ionnelle h des chocs é multipliée par un coefficient o représentant l 'aversion relative des 

investisseurs au risque, soit: 

(1.10) 

où a et f3 sont des paramètres p ositifs. L'un des avantage de ce modèle est sa 

capacité mettre en évidence l 'effet de d 'une variance changeante sur l 'évolut ion de la 

prime de risque du support (McCurdy et Morgan, 1988) . 

IGARCH. Ce modèle, proposé par Engle et Bollerslev (1986), correspond au cas 

d 'une racine unitaire dans le processus de la variance condit ionnelle des chocs inhérent 

au modèle GARCH, c'est à dire: 

q p 

L ai+ L f3i = 1 (1.11) 
i=l j=l 

Cela signifie une persistance infinie des chocs. En d 'autres termes , un choc 

sur la variance condit ionnelle actuelle se répercute sur toutes les valeurs futures. La 

spécification du modèle IGARCH est ident ique au modèle GARCH à la différence qu 'une 
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contrainte sur la somme des coefficients est imposée: elle doit être égale à 1. Une 

extension plus fonctionnelle du modèle IGARCH a ét é proposée par Baillie, Bollerslev 

et Mikkelsen (1996) via le modèle GARCH fractionnellement intégré (FIGARCH). Ce 

modèle est un cas intermédiaire entre les modèles GARCH et IGARCH. La p ersist ance 

de la vola tilité est mise en évidence dans ce modèle mais l 'effet d 'un choc n 'est pas infini 

comme dans le modèle IGARCH. Il décroît à un rythme hyperb olique. 

1.3.1.2 Modèles de type ARCH à volatilité asymétrique 

Dans ces modèles , les auteurs introduisent une modélisation explicite de la vari-

ance conditionnelle qui répond de m anière asymétrique au choc selon son signe. Ainsi, 

un choc négatif sera suivi d 'une hausse plus marquée de la 'variance conditionnelle que 

celle provoqu ée par un choc positif d e même ampleur. Pour nos fins, nous retenons, pour 

cette famille, deux modèles que nous jugeons les plus innovateurs: le modèle GARCH 

exponentiel (EGARCH) et le modèle de type GARCH à double régime (GJR-GARCH). 

Pour une description complèt e des modèles de type ARCH à vola tilité asymétrique, 

tels que le modèle NGARCH introduit par Engle et Ng (1993) et le modèle QGARCH 

int roduit par Engle (1990), nous renvoyons le lecteur aux t ravaux de Hentschel (1995). 

EGARCH. Dans ce modèle, proposé par Nelson (1991), la variance condition

nelle des chocs est exprimée sous forme logarithmique. Cela permet d 'assurer sa pos

it ivité sans pour autant imposer des restrictions sur les différents paramètres de son 

processus d 'évolution. Ce modèle permet une r éponse asymétrique de la variance condi

tionnelle h aux chocs p ositifs ou négatifs c. La variance conditionnelle peut augmenter 

en cas de chocs négatifs et baisser dans le cas contr aire. L'effet amplitude ressort dans 

l'écar t ent re la valeur absolue des chocs standardisés et son espérance, soit: 

q p 

log( ht) = ao + L ai ( rpét- i + <P 1 ét- i 1 - </JE 1 ét-i 1) + L f3i log ( ht-j) (1.12) 
i=l j=l 

où a , r.p , <P et f3 sont des paramètres réels. Par ailleurs, rpét-i mesure l 'effet signe 

et (</; 1 ét-i 1 - <f;E 1 ét-i 1) corresp ond à l'effet amplitude. Toutefois, Engle et Ng (1993) 
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ont montré que la variabilité de la variance condit ionnelle dans ce modèle est élevée, 

c'est-à-dire que l'augmentat ion de la variance est exagérée dans le cas où l 'ampleur du 

choc est grande. Ceci peut se répercuter exagérément dans la prédiction de la volatilité . 

GJR-GARCH. Dans ce modèle proposé par Glosten , J agannathan et Runkle 

( 1993), la variance conditionnelle est modélisée en régime alternatif où le régime choisi 

dépend du signe du choc à la date précédente via une variable muette égale à 1. (ou à 

0) s 'il est négatif (ou positif), soit: 

q p 

ht = ao + "2..= ( Œié;_i + 1 1Et-i-<oéLi) + "2..= f3i ht-j · (1.13) 
i= l j=l 

où a, 1 et (3 sont des paramètres réels. Engle et Ng (1993) reconnaissent le 

GJR-GARCH comme étant le meilleur modèle paramétrique de type ARCH susceptible 

de rendre compte du phénomène d 'asymétrie de la volatilité. Pour sa part, Zakoian 

(1994) propose un modèle de type GARCH à seuils (TGARCH) similaire au modèle 

GJR-GARCH à la différence qu 'il base l'asymétrie sur l'écart type plutôt que sur la 

variance conditionnelle. 

1.3.1.3' Quelques applications r écentes d es modèles d e ty p e ARCH 

L'utilisation des modèles de type ARCH pour décrire l 'évolution des rendements 

boursiers et leurs volatili tés ne cessent d 'abonder. Pour nos fins , nous présentons, 

ci-dessous, t rois applications récentes qui se dist inguent par l 'importance accordée à 

l 'asymétrie de la volatilité. Dans la première application , Heston et Nandi (2900) se 

servent du modèle NGARCH de Engle et Ng (1993) pour décrire l 'évolution du rende-

ment r et sa variance condit ionnelle h, soit: 

(1.14) 
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où S est le cours de l 'action , rf est le t aux sûr , z est un bruit blanc gaussien 

et a, (3, w et À sont des paramètres réels . Ces dynamiques ont servi de support pour 

élaborer un modèle d'évaluation d'options. Dans leur étude empirique à base d'options 

sur S&P500 , durant la période allant de janvier 1992 à décembre 1994 , les auteurs 

trouvent que le rendement est lié négativement à sa volatilité. De plus, leur modèle 

démontre une performance supérieure à celle du modèle à vola tilité déterministe de 

Dumas, Fleming et Whaley (1998) dans l 'évaluation des options. 

Dans la deuxième application, Wu (2001 ) suppose que le taux de croissance du 

dividende g, modélisé selon un processu~ GARCH, et sa variance conditionnelle soient 

les deux variables d 'ét at qui subissent des chocs explicatifs de la relation asymétrique 

du rendement de l 'action r avec sa variance conditionnelle Œ;, soit: 

(1.15) 

où rf est le taux sûr , À1 , À2 , À3 et p1 sont des paramètres réels, D est le dividende, 

Œ~ est la variance du choc éd et lit est le choc de Œ~ tel que: 

D t+1 
gt+l = ln ----r;; = ŒQ + Œlgt + éd,t+ l ; Œ~,t+ l = (30 + (31 Œ~,t + Œ d,t llt+ l 

éd,t+ll!t ""' N ( 0, Œ~,t) et corr ( éd,t+l, llt+l) = p 1 -< 0 

L'étude empirique à base des rendel?ents mensuels de l 'indice CRSP , durant la 

période allant de janvier 1926 à décembre 1997, révèle que l 'asymétrie de la volatilité 

résulte de l 'effet rétroactif qui semble être plus remarquable en période de forte volatilité. 

Dans la troisième application, Adrian et Rosenberg (2008) définissent la volatilité 

comme étant la somme de deux composantes: une composante de mémoire courte et 

une autre composante à mémoire longue. Ils proposent de modéliser le rendement 

excédentaire du marché rm comme suit : 

(1.16) 
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où /Lm est le rendement excédentaire attendu, ~::et v sont, respectivement, le bruit 

blanc gaussien et sa variance conditionnelle tel que: 

ln ...;vi = St + lt 

avec s correspond à la composante de mémoire courte de v et l sa composante de 

mémoire longue où: 

où a, (3, o, B, 7), X et cf; sont les paramètres du modèle. Dans leur études em

pirique à base des rendements de l 'indice CRSP, durant la période allant de juillet 1962 

au décembre 2005 , les auteurs démontrent que la composante à mémoire courte est forte

ment corrélée au risque systématique et que la composante à mémoire longue est liée au 

risque spécifique de la firme. De plus, ils soulignent que la prime de risque de la volatilité 

est négative et que la prime de risque de chaque composante est statistiquement signi

ficative. Notons que cette décomposition innovatrice de Adrian et Rosenberg (2008) est 

soutenue par Christoffersen et al. (2008) qui révèlent son efficacité, notamment , dans 

la valorisation d'options. 

1.3 .2 Modèles de volatilité stochastique 

Il s'agit de modèles où on introduit, dans le processus du rendement et celui 

de sa variance instantanée, des chocs informatifs aléatoires susceptibles de refléter 

l'hétérovolatilité. Ces modèles permettent, entre autres , de modéliser la dépendance 

qui caractérise l 'évolution des rendements boursiers et tenir compte leurs distributions 

généralement plus épaisses que la normale. Également, ces modèles semblent être un 

outil privilégié pour la calibration des prix des options. Dans ce sens, Christoffersen, 

Heston et Jacobs (2009) soulignent la flexibilité des modèles de volatilité stochastique 

et leur capacité à expliquer les formes de smile et smirk qui caractérisent la courbe de 
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la volatilité implicite selon les prix de levée des options, ce qui permettrait de remédier 

au biais du modèle de Black-Scholes quant à la sous-évaluation des options hors et en 

jeu5 . 

Cependant, la modélisation de la volatilité selon un processus stochastique viole 

les conditions d'un marché complet. En effet, le nombre de sources de risque (le ren

dement et sa volatilité) devient plus élevé que le nombre d'actif échangé (le support). 

Ce problème de nature technique se traduit par l'incapacité, dans la plupart des cas, 

de trouver une solution analytique au problème de l'évaluation des options. Un recours 

aux méthodes numériques, telles que la simulation Monte Carlo et les méthodes des 

différences finies, est nécessaire pour résoudre ce problème. 

Devant le nombre croissant des modèles de volatilité stochastique, nous présentons 

ci-dessous, selon un ordre chronologique, les modèles que nous jugeons les plus représen

tatifs durant les trois dernières décennies. Pour chaque modèle, nous caractérisons ses 

hypothèses, ses dynamiques et sa performance au niveau des tests subis. 

Hull et White (1987) . Leur modèle s'avère le premier en son genre qu'on 

applique à l 'évaluation des options. Il veut que la variance instantanée V suive un 

mouvement brownien géométrique classique à variations indépendantes, à tout instant, 

avec le rendement, soit: 

( 1.1 7) 

dyt = <p ytdt + CJ ytdWt 

où S est le prix de l'actif, f.L et <p sont, respectivement, le rendement et la variance 

attendu, a est la volatilité de V et z et w sont des mouvements browniens classiques 

indépendants, respectivement, de Set de V. Notons que l 'étude empirique menée par 

5 Rappelons qu 'une option d 'achat (vente) est au jeu si le cours du support oscille autour du 

prix de levée. Elle devient en jeu si le cours dépasse (tombe sous) le prix de levée et hors jeu si le cours 

tombe sous (dépasse) le prix de levée. 
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les auteurs s'accorde à l 'évidence empirique reconnue: le modèle classique de Black

Scholes surévalue les options au jeu et sous-évalue celles hors et en jeu. Toutefois, il est 

important de noter que l 'hypothèse d'indépendance des variations de V avec celles du 

rendement se traduit par une prime de risque nulle de la volatilité, ce qui représente un 

inconvénient majeur de ce modèle. 

Heston (1993) . Tout en gardant la même évolution du rendement que celle 

suggérée par Hull et White (1987), l 'auteur introduit un processus avec retour vers la 

moyenne pour V à variations corrélées avec celles du rendement, soit: 

dvt =a((}- Yt) dt+ crytdwt (1.18) 

corr (zt, Wt) = p 

où (} est la variance instantanée à long terme ou d'équilibre, a est la vitesse de 

retour vers e, cr est la volatilité de V et z et w sont des mouvements browniens, re

spectivement, de S et de V, liée avec le coefficient de corrélation p. Dans ce modèle, 

l'hypothèse de corrélation entre le rendement et sa volatilité est susceptible de refléter la 

présence d'une prime de risque de la volatilité . De plus, le modèle veut que lorsque les 

chocs informatifs produisent de fortes variations du rendement et éloignent la variance 

instantanée de sa moyenne à long terme, les acteurs du marché anticipent une diminu

tion du niveau de la volatilité, ce qui amène ce mouvement à s'estomper à terme. Ainsi, 

deux facteurs jouent sur l'évolution de la variance instantanée: sa vitesse de retour à 

son niveau d'équilibre et les chocs aléatoires générateurs de l 'hétérovolatilité. Soulignons 

enfin que le modèle de Heston (1993) a été utilisé dans l'évaluation des options sur oblig

ations et sur devises. Il est devenu référentiel dans l 'évaluation des options européennes 

vu ses multiples avantages. 

Bates (1996). L'auteur propose un modèle d'évaluation d 'option américaine où 

la discontinuité dans le processus du rendement est modélisée en terme de chocs. La 

survenue des chocs se superpose au mouvement brownien classique. Ainsi, le processus 
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du rendement est régi par trois fact eurs: la dérive, l 'aléa brownien et l 'aléa indépendant 

dù aux chocs, soit: 

prob (dqt = 1) = >..dt , prob (dqt = 0) = 1- >..dt et 

ln ( 1 + kt) ---+ N (ln ( 1 + k) -
0
; , a2

) 

où >.. est l 'intensité du saut, k est la taille du saut en pourcentage de variation de 

S , q est le processus de Poisson d 'intensité >.. et k et c52 sont, resp ectivement, la taille 

moyenne du saut et sa variance. P our l 'essent iel, l 'étude à base d'options sur la devise 

allemande durant la période 1984-1991 , révèle que l 'import ance d 'intégrer un processus 

de saut dans l 'évolution du rendement est inversement proportionnelle à l 'échéance de 

l 'option . Ainsi , plus l 'échéance est courte, plus la nécessité de prendre en considération 

l 'effet du saut s'impose. 

Bakshi, Cao et Chen (1997) . Élaboré dans un contexte de neutralité au risque 

pour évaluer les opt ions, ce moçlèle à t rois facteurs généralise celui de Bates (1996). Il 

rejette l 'hypothèse d 'une structure horizontale des t aux d 'intérêt. Ainsi, le processus 

du rendement est donné par : 

(1.20) 

où r est le taux sùr à horizon réduit, Œr est le taux d 'équilibre à long terme, !3r 

est la force de rappel vers Œr, cr r est la volatilité de r et m est le mouvement brownien 

de r indépendant de celui de S. Les auteurs u tilisent un échantillon composé de prix 

d'options sur S&P 500 durant la période allant de juin 1988 à mai 1991. Comme Bates 

(1996) , ils décèlent l 'importance du saut dans l'évaluation des options à échéance courte . 

De plus , ils trouvent opport un d'assujettir le taux sùr à un processus avec retour vers 
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la moyenne lorsqu 'il s'agit d 'évaluer des options à échéances éloignées. P ar ailleurs, ils 

estiment qu'en matière de couverture dynamique, leur modèle performe mieux que celui 

de Black-Scholes , à volatilité constànte, mais moins bien q ue celui de Hestn (1993). Cela 

rejoint l 'intuition, car une couverture dynamique nécessite un ajustement fréquent. D 'où 

l 'improbabilité que le taux sûr varie et qu 'un saut survienne entre deux ajustements et 

d 'où l 'effet presque nul du taux et du saut sur la qualité de la couvert ure. 

Barndorff-Nielsen et Shephard (2001). Il s'agit de l 'un des modèles où on 

intègre les processus de Lévy dans la dynamique de la volatilité boursière6 . Dans ce 

modèle, la volatilité V est modélisée selon un processus d'Ornstein-Uhlenbeck régi par 

un processus de Lévy non-gaussien à sauts positifs soit: 

dvt = - X\Itdt + dZ>.t (1.21) 

où À est un réel positif et Z est un processus de Lévy à incréments positifs et 

aucune composante gaussienne. Quant au processus du rendement , il est lié à celui 

de la volatilité via le coefficient négatif p susceptible de traduire la baisse (hausse) 

du rendement suite à une hausse (baisse) de la volatilité. Il est donné par l 'équat ion 

suivante: 

dlnSt =(a+ ,6vt ) dt+ ~dwt + pdZ>.t (1.22) 

où a et ,6 sont des paramètres réels et w est le mouvement brownien de S. 

Andersen, B enzoni et Lund (2002) . Il s'agit d'une extension du modèle de 

Bates (1996) où l 'intensité du saut À est changeante, soit: 

(1.23) 

0Notons que d 'autres auteurs ont utilisé les processus de Lévy pour modéliser l 'évolut ion des 

rendements bours.iers ainsi que celle de leur volatilité. Citons, par exemple, les contributions de Eberlein 

et Jacod (1997) et Carr et aL (2003). 
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où c, Ào et À1 sont des paramètres rééls. À partir de tests à base de rendements 

journaliers du S&P 500 sur la période 1953-1996, deux résultats ressortent: (1) la prime 

liée au risque de saut est changeante; et (2) le saut et la volatilité stochastique, de même 

que la corrélation négative prononcée entre les rendements et les chocs de volatilité, 

aident tous à expliquer l'évolution asymétrique du rendement. 

Pan (2002) . Dans ce modèle, l 'auteur intègre le dividende D dans le processus 

du rendement , soit: 

(1.24) 

où w est le niveau de dividende d'équilibre à long terme, Ç est la force de rappel 

vers w , O'D est la volatilité de D et x est le mouvement brownien de D. Notons que 

17 5 V et À Vt (f.L - k) mesurent, respectivement , la prime de risque de S et celle du saut . 

L 'étude empirique, menée sur les prix des options sur l 'indice S&P500 entre janvier 1989 

et décembre 1996, dévoile que la prime de risque du saut est fortement corrélée avec la 

volatilité et qu 'elle influence significativement le prix des options, surtout en périodes 

d'instabilité. 

Liu, Longstaff et Pan (2003) . Dans ce modèle, l es auteurs intègrent un 

processus de saut dans l'évolution de la variance instantanée V, soit: 

(1.25) 

où kv est la taille du saut en pourcentage de variation de V, kv est la taille 

moyenne du saut et qv est le processus de poisson d'intensité Àv· Ce modèle a été utilisé 

pour dériver une solution analytique dans un contexte de choix de portefeuille. · Les 

auteurs révèlent que dans le cas d'une évolution du rendement avec saut (la taille du 
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saut est déterministe) et une volatilité constante, le choix de portefeuille optimal ne 

dépend pas de l 'horizon d 'investissement. L'investisseur se rabat sur les t itres sûrs à 

cause du risque de saut. Par ailleurs, s'il y a intégration d 'un processus de saut dans 

l 'évolution du rendement et dans celle de sa variance instantanée, le choix du portefeuille 

optimal dépend de l'horizon d 'investissement et l 'investisseur a tendance à investir dans 

les titres risqués. Cela s'explique par le fait que le saut de la volatilité peut couvrir , en 

partie, le saut du rendement vu la corrélation négative qui existe entre le rendement et 

sa volatilité. 

Eraker (2004). A l 'instar de Liu, Longstaff et P an (2003), l 'auteur estime que 

le saut dans l 'évolution du rendement ne peut pas expliquer à lui seul l 'hypervolatilité 

après le krach de 1987. Il suggère d 'intégrer un processus de saut dans l 'évolution de la 

variance instantanée V , soit: 

(1.26) 

où a est un paramètre réel. L'étude empirique menée sur un échantillon d 'options 

sur S&P500 entre janvier 1987 et décembre 1990 révèle une supériorité significative de 

la performance de ce modèle dans la prédiction du rendement et l'estimation des prix 

d'options. 

Christoffersen, Heston et J acobs (2009). Élaboré dans un contexte neutre 

au risque, les auteurs proposent un modèle de volatilité stochastique à deux facteurs où 

l 'évolution du rendement est donnée: 

(1.27) 

où V1 et V2 sont les deux composantes de la volatilité . Chaque composante évolue 

selon un processus de retour à la moyenne similaire à celui proposé par Heston (1993). 
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L'étude empirique, menée sur un échantillon d'options européennes sur S&P500 entre 

1990-2004, révèle une supériorité significative de la performance de ce modèle par rap

port à celui de Heston (1993). Les auteurs soulignent que l 'avantage majeur de ce modèle 

réside dans sa capacité à capturer le changement , au fil du temps, de la forme smirk qui 

caractérise la courbe de la volatilité implicite selon les prix de levée des options. 

1.3.3 Modèles de volatilité implicite 

D'entrée, rappelons que Latane et Rendleman (1976) furent parmi les premiers à 

estimer la volatilité future d 'une action par sa volatilité implicite dans les prix d 'options . 

D 'innombrables auteurs (Beckers, 1981; Canina et Figlewski, 1993; Christensen et Prab

hala, 1998; etc.) ont renchéri sur le pouvoir prédictif de la volatilité implicite. Récem

ment, ce pouvoir prédictif fut reconnu dans plusieurs études (Ederington et Guan, 2002; 

Pong et al. , 2004; Jiang et Tian , 2005; etc.). 

Par ailleurs, les écrits récents révèlent une évidence empirique largement soutenue: 

la volatilité implicite est généralement plus élevée que la volatilité réalisée (Jackwerth 

et Rubinstein, 1996; Bakshi et Kapadia, 2003 ,b; Chernov, 2007; Mixon, 2009; Driessen, 

Maenhout et Vilkov, 2009; etc.). P ar exemple, I\!Iixon (2009), illustre l 'évolution de la 

volatilité implicite (calculée via des options au jeu) et la volatilité réalisée (calculée via 

la moyenne mobile sur un mois des variations journalières) d 'un portefeuille composé 

de 17 actions américaines durant la période 2001-2004. Ils trouvent que la volatilité 

implicite est plus élevée, dans la plupart des cas, que la volatilité réalisée. 

De leur coté, Driessen, Maenhout et Vilkov (2009) ont estimé la volatilité implicite 

dans les prix d'options sur l 'indice S&P~OO durant la période allant du janvier 1996 au 

décembre 2003. En la comparant à la volatilité réalisée de cet indice sur la même période, 

ils t rouvent qu'elle la dépasse significativement . Les auteurs attribuent ce résultat à la 

hausse de la corrélation entre les rendements des titres lors de la baisse du marché, ce qui 

affaiblie l 'effet de diversification au sein de l 'indice et augmente ainsi sa volatilité. Pour 

expliquer cette évidence empirique, divers auteurs, dont Bakshi et Kapadia (2003,a), y 
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voient l 'effet d 'une prime négative associée au risque de la volatili té . Les investisseurs 

n 'exigeraient pas cette prime mais la paieraient pour s'assurer contre l 'hypervolatilité 

qui coïncide d'ordinaire avec une baisse de marché. 

Ci-dessous, nous présentons deux méthodes d 'estimation de la volatili té implicite : 

(1) la méthode indirecte où la volatili té implicite est estimée à par tir d'un modèle 

d 'évaluation d'options; et (2) la méthode direct e où la volatilité implicite est direct ement 

calculée à partir des prix d 'options sur le marché. 

1.3.3.1 Méthodes d'estimation indirectes 

Selon cette méthode, la volatilité implicite correspond. à l 'écart -type du rendement 

qui égalise, à une date donnée, la prime de l 'opt ion ê évaluée via le modèle à sa prime 

C observée sur le marché, soit : 

(1.28) 

où S est le prix du support, K et T sont, respectivement, le prix de levée et 

le temps à échance de l 'option et Œimp est la volatilité implicite de S, seul paramètre 

inconnu dans l 'équation. 

Tradit ionnellement , les intervenants sur le marché affi chent leurs cotations en 

termes de volatili té implicite au modèle de Black-Scholes. Ainsi, l 'équation (1.28) se 

ramène, dans le cas d 'une opt ion d 'achat, à: 

(1.29) 

où r est le taux sûr et N la fonction de répartition de la loi normale centrée 

réduite. Soulignons qu'il n'est pas possible d'inverser l 'équation (1.29) et de déterminer 

une expression analytique de Œimp, ce qui nous amène à procéder via un calcul itératif. 
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Cependant, on admet que le modèle de Black-Scholes présente un biais systé

matique dans l 'évaluation des options. D 'une part , il surévalue les options au jeu et , 

d'autre part , il sous-évalue celles qui sont hors et en jeu. Ce biais d 'évaluation, attribué 

notamment à la présupposition d'une distribution logormale du rendement, évolue en 

fonction de l 'écart entre le prix du support et le prix de levée de l 'option (Rubinstein, 

1994) et influence l 'estimation de la volatilité implicite. En effet , les études empiriques 

menées, entre autres, par Rubinstein (1994) et J ackwerth et Rubinstein (1996) , révèlent 

que, pour une même option, la volatilité implicite change à mesure que le cours du 

support s'éloigne du prix de levée de l 'option. Elle est plus élevée pour les options hors 

et en jeu que pour les options au jeu , ce qui conduit à la forme smile dans la dynamique 

de la volatilité implicite. Cette forme serait plus accentuée pour les options à courte 

échéance, tendrait à décroître de façon monotone pour les options à longue échéance 

et disparaîtrait avec l'allongement de l 'horizon temporel des options. Les explications 

de ce phénomène font appel, notamment , aux coûts de transaction (Leland , 1985) ou 

d'information (Bellalah et J aquillat, 1995) ou à la variabilité de la liquidité des options 

lorsque la valeur du support s'éloigne du prix de levée de l 'option (Merton, 1987). 

Par ailleurs , d'autres études soutiennent plutôt l 'hypothèse d 'une asymétrie dans 

cette forme smile, ce qui la ramène à une forme smirk. Cela implique que la volatilité 

implicite pour les options hors jeu diffère selon la nature de l 'option: elle est plus élevée 

dans le cas des options de ventes que dans le cas des options d'achat. Bates (1991 ) 

évoque la présence de cette forme lors de l 'estimation de la volat ilité implicite à partir 

des prix des options sur l 'indice S&P500 apr ès le krach de 1987. Il attribue l 'existence 

d'une telle allure à l 'assurance que le marché est prêt à payer pour se couvrir contre un 

nouveau krach en accordant une prime plus élevée aux options de vente hors jeu et aux 

options d'achat en jeu. Ce résultat est accrédité par Bollen et Whaley (2004) qui révèlent 

une demande spéciale pour les options de ventes hors jeu , utilisées comme assurance

portefeuille et Liu, P an et ·wang (2005) qui démontrent que l 'aversion des investisseurs 

aux événements rares explique cette asymétrie. Pour leur part, Carr et Wu (2003) 

attribuent, à l 'instar de Das et Sundaram (1999), la forme smirk à l'asymétrie négative 
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dans la dist ribution du rendement . Leur étude à part ir d 'op tions sur le S&P 500, durant 

la période allant d 'avril 1999 à mai 2000 , indiquent que cette forme de la volatilité 

implicite persiste même avec des options d 'une maturité élevée. Récemment, IVIixon 

(2009) dresse une liste exhaustive des principaux résultats empiriques liés à la volatilité 

implicite. Outre les caractéristiques déjà soulevées, il note une certaine convexité dans 

l 'asymétrie de la volatilité implicite. 

1.3.3.2 Méthodes d'estimation directes 

La volatili té implicite peut être extraite directement à part ir des prix des opt ions 

observés sur le marché sans passer par un modèle d 'évaluation d 'options. P our nos fins, 

nous retenons le modèle de Britten-Jones et Neuberger (2000) et celui élaboré par le 

CBOE pour établir la valeur du VIX. Notons que plusieurs modèles ont été proposés 

dans ce contexte. Mentionnons Dumas, Fleming et Whaley (1998) qui modélisent la 

volatilité implicite comme étant une fonction déterministe de l 'échéance et du prix du 

support , donc en l 'absence d 'une structure formelle pour la volatilité . Mentionnons 

aussi l 'estimation analytique del a volatilité implicite proposée par Dupire (1994), ou 

numérique, par Rubinstein (1994) et Derman et Kani (1994). 

Britten-Jones et Neuberger (2000). Les auteurs proposent une méthode 

simple permettant d 'estimer la volatilité implicite directement à part ir d 'un échantillon 

de prix d 'options sans se baser sur une modélisation spécifique de la volat ili té . Ils 

démontrent que, dans un univers à neutre au risque, la variance du rendement d'une 

action ne versant pas de dividende, entre les dates T1 et T2, est donnée par : 

(1.30) 

où C est le prix observé de l 'option d'achat de prix de levée K et d'échéance T 

et S est le prix de l 'action. 

L'équation (1.30) permet d'estimer la volatilité implicite d 'un support à partir de 
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la date courante jusqu 'à l 'échéance T , notée Œo,T, soit : 

Œo,T = 2 
j'00 C (T , K ) - max (Sa - K , 0) dK 

.fo K2 
(1.31) 

Modèle d'estimation du VIX. L'indice de volatilité VIX est établi quotidi

ennement par la Bourse des options de Chicago (CBOE). Son niveau rreflète, en tout 

t emps, l 'information disponible sur le marché susceptible d 'influencer la volatilité future. 

Il se calcule à partir de volatilités implicites extraites des prix d 'options (d 'achat et de 

vente) sur l 'indice S&P 500 dont l 'expiration est dans les deux mois les plus proches. Le 

t ableau 1.1 annexé présente la procédure d 'estimation du VIX, toutes définitions utiles 

comprises . 

Notons qu 'un niveau relativement élevé du VIX signale une période de grande 

nervosité et de forte incertitude au cours de laquelle le marché anticipe une forte volatil-

ité, exigeant ainsi une prime de risque élevée sur les titres qui deviennent plus risqués . 

Par contre, un faible niveau du VIX indique, généralement , une tendance à la prise de 

risque. De plus, le VIX ne peut jamais avoir une valeur nulle parce que cela impliquerait 

une stabilité dans la dynamique de l 'indice S&P 500. De la même façon, il est peu prob

able que son niveau se situe continuellement à des valeurs élevées parce qu'il faudrait 

une anticipation de variation de valeur très importante sur l 'indice S&P 500. Finale

ment, signalons que cet indice a été utilisé, récemment, par Baker et Wurgler (2007) et 

Kaplanski et Levy (2010) pour mesurer la perception de risque des investisseurs sur un 

marché donné. 

1.4 Conclusion 

Dans le premier essai, nous avons donné un aperçu des écrits sur la volatilité bour-

sière. Notre revue est axée sur deux volets. Dans le premier volet , nous avons vulgarisé, 

d 'abord, le concept de la volatilité tout en rappelant son utilité en tant que mesure du 

risque et son lien positif avec la perception de risque des acteurs sur le marché. Ensuite, 

nous avons recensé les résultats marquants touchant les deux composantes, systéma-
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tique et -spécifique, de la volatilité issues des modèles classiques (de marché, CAPM). 

Également, nous avons analysé l 'effet du marché d 'options sur la volatilité boursière. 

Finalement, nous avons synthétisé les principaux acquis en matière d'estimation de la 

volatilité en distinguons entre les classes de modèles à volatilité conditionnelle (de type 

ARCH), à volatilité stochastique et à volatilité implicite. Des modèles bien représentat

ifs de chaque classe sont caractérisés tant dans leurs hypothèses et leurs dynamiques que 

dans leur performance au niveau des tests subis. Signalons que dans les deux essais qui 

suivent , nous traiterons l 'asymétrie de la volatilité et la prime de risque s'y rattachant . 
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CHAPITRE II 

L'ASYMÉTRIE DE LA VOLATILITÉ 

2.1 Introduction 

L'entendement général veut que la volatilité des cours boursiers résulte surtout 

des chocs informatifs venant ébranler les perceptions de rendement et de risque des 

investisseurs. Il s'ensuit de brusques hausses ou baisses des cours dont l 'ampleur aug

mente en marché nerveux, ce qui serait le cas en périodes baissières. D 'où une volatilité 

plus grande en marché baissier qu 'en marché haussier. Mais il y a plus . Que ce soit 

en période d 'expansion ou de récession, la baisse des cours fait . croître davantage la 

volatilité qu'une hausse des cours de même ampleur la fait décroître. Cette asymétrie 

dans la variation de la volatilité a été soulevée d 'abord par, entre autres, Black (1976), 

French, Schwert et Stambaugh (1987) et Campbell et Hentschel (1992). Récemment, 

elle semble p eu remise en question en milieu académique (Wu; 2001 ; Avramov, Chordia 

et Goyal, 2006; Bollerslev, Litvinova et Tauchen, 2006; Mele, 2007; Shamila, Shambora 

et Rossi ter , 2009; etc.). 

D 'entrée, rappelons que l 'explication de l 'asymétrie de la volatilité passe par divers 

modèles issus du modèle classique de Black et Scholes (1973) où la volatilité du ren

dement du support est supposée constante. S'agissant des modèles de type ARCH 

à volatilité asymétrique, la variance conditionnelle est supposée répondre de manière 

asymétrique au choc selon son signe. Ainsi, un choc négatif sera suivi d'une hausse 

plus marquée de la variance condit ionnelle que celle provoquée par un choc positif de 
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même ampleur. Citons, par exemple, le modèle NGARCH de Engle et Ng (1993), GJR

GARCH de Glosten, J agannathan et Runkle (1993) et TGARCH de Zakoian (1994). 

Également, le développement des modèles à volatilité stochastique, où l'hétérovolatilité 

est dûe aux chocs informatifs aléatoires, a permis d 'expliquer, en partie, les variations 

asymétriques de la volatilité. Par exemple, Hull et White (1987) attribuent à l'actif une 

volatilité stochastique plutôt que constante et à variations indépendantes de celles du 

rendement. Heston (1993) souligne ensuite les limites de cette indépendance et établi t 

dans son modèle une corrélation, supposée négative , entre le processus du rendement et 

celui de sa volatilité1. Puis, Ba tes (1 996) se particularise en ajoutant un processus de 

saut dans la dynamique du rendement. Plusieurs extensions ont suivi notamment celles 

redevables à Bakshi , Cao et Chen (1997) où le taux d'intérêt devient stochastique, à 

Andersen, Benzoni et Lund (2002) où l'intensité du saut est supposée changeante et à 

Liu, Longstaff et Pan (2003) et Eraker (2004) qui intègrent un processus de saut dans 

la dynamique de la volatilité. Il importe de noter aussi le recours de divers auteurs à 

l 'utilisation des processus de Lévy pour modéliser la dynamique de la volatilité. Nous 

citons, par exemple, les modèles de Barndorff-Nielsen et Shephard (2001) et Carr et al. 

(2003) 2 . 

Pour la plupart, les modèles évoqués ci-dessus tiennent compte de l'asymétrie 

de la volatilité via une corrélation négative entre la dynamique du rendement et celle 

de sa volatilité, ce qui permettrait d'expliquer la baisse (hausse) du rendement suite à 

hausse (baisse) de la volatilité, d 'où l 'effet rétroactif (ou effet feedback) de la volatili té . 

Or, même si plusieurs résultats empiriques accréditent cet effet (Campbell et Hentschel , 

1992; Bekaert et Wu, 2000; Mele 2007; etc.), il ne suffirait pas à lui seul pour expliquer 

l 'asymétrie de la volatilité en divers contextes (Wu, 2001), notamment au niveau des 

1 Cette hypothèse semble obtenir un soutien significatif dans plusieurs études empiriques récentes 

(Ang et al. , 2006, 2009; Jiang, Xu et Yao, 2009; Brandt et Kang, 2010; etc.). Elle permet, entre autres , 

de mettre en évidence la présence d 'une prime de risque de la volatilité. 

2 Pour plus de détails sur les processus qui fondent les modèles évoqués dans cette section, voir 

l'essai I intitulé « Le point sur la volatilité boursière». 
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firmes (Bekaert et Wu, 2000), ce qui exige une modélisation plus développée. 

Notre contribution consiste à proposer un nouveau modèle où nous ajoutons un 

deuxième effet, soit l 'effet de levier financier, susceptible de mieux expliquer l 'asymétrie 

de la volatilité. Notons que cet effet, soulevé d'abord par Black (1976), fait appel à 

l 'importance de la variation du levier financier de la firme qui se répercute asymétrique

ment sur la volatilité de son action. Notre modèle suppose que, pour une firme donnée, 

la volatilité de son rendement boursier dépend de la variabilité de sa valeur marchande 

(reflet de son risque d'exploitation) et de son levier financier (reflet de son risque fi

nancier). 

Pour estimer les paramètres de notre modèle et reconstituer des séries temporelles 

pour ses variables inobservables , nous recourons à la technique du filtrage particulaire. 

Cette technique est attribuée à Gordon, Salmond et Smith (1993) et destinée au départ 

à des fins militaires tels que le repérage et le suivi des missiles et avions. Sa transposi

tion aux applications financières est de plus en plus répandue. Citons, par exemple, les 

apports récents de Duan et Fulop (2009), J ohannes, Poison et Stroud (2009) et Christof

fersen, J acobs et Mimouni (2009) dans l 'estimation des modèles de crédit et de volatili té 

stochastique. Mentionnons que le filtrage particulaire sert mieux nos fins que le filtrage 

typique à la Kalman vu qu'il relâche les hypothèses classiques , parfois restrictives, liées 

au caractère gaussien des bruits et à la linéarité (ou quasi-linéarité) des équations de 

transition et de mesure du modèle. 

Notre étude empirique est menée avec un échantillon réunissant 332 firmes non 

financières du S&P500. Elle porte sur la période qui s'étend du 2 janvier 1996 au 31 

décembre 2008. Les résultats montrent que, peu importe la méthodologie d'estimation 

utilisée (filtrage particulair-e ou filtrage de Kalman étendu), l 'inclusion de la variation 

du levier financier dans le processus de la volatilité boursière permet d'améliorer la 

performance de prédiction du modèle. Ils révèlent également que l 'asymétrie de la 

volatilité résulte, notamment, de l'effet rétroactif en périodes d'instabilité. Par contre, 

son ampleur dépend du niveau du levier financier en périodes de stabilité. En matière 
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de test de robustesse, les résultats obtenus, durant la période 1990-2008, avec à un 

échantillon de 96 firmes à données mensuelles convergent vers ceux déjà trouvés. 

Ci-dessous, nous synthétisons, à la section 2, les principaux acquis au sujet de 

l'asymétrie de la. volatilité. A la section 3, nous proposons un modèle de volatilité 

stochastique et asymétrique. La section 4 nous sert à présenter la technique de filtrage 

particulaire nécessaire à l 'estimation des suites inobservables de la volatilité. La section 

5 est consacrée à la présentation de l 'échantillon, la description de la méthodologie 

et les tests effectués sur le marché américain et l'analyse des résultats obtenus. Nous 

concluons à la section 6. 

2.2 Revue des écrits 

L'on sait depuis longtemps que la volatilité boursière au cours d 'une récession 

marquée, comme celle d 'avant la 2ème Guerre, dépasse largement celle observée en 

expansion, comme celle d 'après Guerre. Fama (1976, p.27) souligne le danger de mêler 

sans discernement des données à volatilité très différentes dans leurs travaux ·en longue 

période. Mais ce sont les observations de la variation asymétrique de la volatilité qui 

ont tardé. Cela n 'étonne pas vu que, conformément au CAPM classique, il n 'existe pas 

de raisons, à première vue, pour qu'une même baisse ou hausse (en%) du cours d 'un 

titre se répercute asymétriquement sur sa volatilité: la baisse du cours accroît plus sa 

volatilité que la hausse la fait décroitre. Ce phénomène a susCité de multiples écrits où 

l'asymétrie de la volatilité résulte, notamment, de l'effet de levier financier ou de l'effet 

rétroactif3 . 

3 Notons que , dans les écrits retenus, quelques autres effets, peu répandus, ont été utilisés pour 

expliquer, en partie, "l'asymétrie de la volatilité. Par exemple, Avramov, Chordia et Goya! (2006) 

remettent ce phénomène à l'accès à l'information où les transactions moins fréquentes des investisseurs 

mieux renseignés tendent à freiner la volatilité en période haussière des cours, alors que les moins 

renseignés contribueraient à accentuer la volatilité en périodes baissières, d 'où un effet d'asymétrie sur 

la volatilité. 
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Commençons par Black (1976) qui fut parmi les premiers à mettre en évidence 

le phénomène de l 'asymétrie de la volatilité et qui l 'explique, notamment, par l'effet de 

levier financier. Dans son étude empirique, menée avec 11 firmes américaines durant la 

période 1964-1975, il constate que la variation du levier financier de la firme se répercute 

asymétriquement sur la volatilité de son action. En effet, la baisse des cours augmente 

le poids de la dette et donc le levier financier , ce qui signifie plus de variabilité dans 

le bénéfice net à venir et donc plus de volatilité dans les couré . De sa part, Christie 

(1982) soutient les résultats de Black (1976) en attribuant surtout au levier financier 

l 'élasticité négative de la volatilité par rapport au niveau des cours . Plus tard, Schwert 

(1989) examine l'évolution de la volatili té sur le marché américain durant la période 

1857-1987. Ses résultats révèlent une volatilité excessive durant la dépression des années 

30 expliquée, notamment, par le levier financier et le volume des transactions. 

Par ailleurs, P indyck (1984), French, Schwert et Stambaugh (1987) et Camp

bell et Hentschel (1992) remettent l 'asymétrie de la volatilité à l 'effet rétroactif, appelé 

aussi l'effet feedback. Leurs études empiriques constatent qu'une volatilité en hausse 

incite les investisseurs à exiger une prime de risque excédentaire pour rémunérer da

vantage les actifs qui deviennent plus risqués. D 'où, une hausse du taux de rendement 

exigé, et par conséquent un repli immédiat des cours. Or, ce repli est plus élevé que 

l 'appréciation des cours causée par une baisse de la volatilité de même amplitude, ce qui 

reflète l 'asymétrie de la volatilité. Pour Campbell et Hentschel (1992) , cette asymétrie 

s'explique, notamment, par la variation du niveau d'aversion au risque des investisseurs 

qui tolèrent moins le risque en cas d'augmentation de la volatilité. D 'ailleurs, ces au

teurs révèlent que l 'asymétrie de la volatilité s'accentue sur un marché instable. Ce 

résultat est soutenu, récemment, par Shamila, Shambora et Rossiter (2009), qui mon

trent que, durant la période 1992-2007, l'asymétrie s'accentue dans un marché instable, 

~Mentionnons que dans le cas des firmes à dette nulle, Black (1976) évoque l'effet de levier 

d 'exploitation comme facteur d 'asymétrie. Cet effet veut qu'une même baisse ou hausse (en %) des 

recettes se répercute asymétriquement sur la volatilité des cours: la baisse des recettes accroît plus la 

volatilité des cours que la hausse la fait décroitre. 
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particulièrement en marchés émergents sous récession. 

Ajoutons aussi que l 'effet rétroactif est considéré, dans divers écrits récents , 

comme la source principale des variations asymétriques de la volatili té. Par exem

ple, Bekaert et Wu (2000) intègre cet effet pour expliquer l 'asymétrie au niveau de la 

volatilité de la valeur de la firme5 . Leur étude empirique est menée avec un échantil

lon de 172 firmes japonaises durant la période de janvier 1985 à juin 1994. Elle révèle 

que la covariance entre le rendement du marché et celui de la firme est asymétrique. 

Elle est plus élevée en cas de chute du marché qui s'accompagne, généralement , d 'une 

hausse brutale de la volatilité. Également , Wu (2001 ) propose un modèle à volatilité 

asymétrique, qui prolonge celui de Campbell et Hentschel (1992), où l'évolution de la 

volatilité, supposée conditionnelle, est régie par deux variables, soit le taux de croissance 

de dividende et sa variance. Son étude empirique, menée sur le marché américain durant 

la période 1926-1997, révèle que l'effet rétroactif est significatif surtout en période de 

forte volatilité. Ajoutons aussi que Mele (2007) constate que la prime de risque varie 

d 'une manière asymétrique. Elle est plus élevée en cas d'une hausse de volatilité qu'en 

cas d 'une baisse, ce qui explique cette variation asymétrique de la volatilité résultant 

de l 'effet rétroactif. 

Globalement , les écrits retenus soutiennent l 'effet de levier financier et l 'effet 

rétroactif comme principaux facteurs explicatifs de l 'asymétrie de la volatilité. Ces 

deux effets se distinguent dans le type de causalité qu'il implique. En effet, l 'effet 

rétroactif repose sur l 'idée que la variation de la volatilité est à l'origine de la variation du 

rendement alors que l 'effet de levier financier considère plutôt le contraire. Dans ce qui 

suit, nous jumulons ces deux effets, que nous jugeons qu'ils seraient moins concurrents 

que complémentaires , pour proposer un modèle susceptible de mieux refléter l 'asymétrie 

dans la variation de la volatilité. 

5 Bekaert et Wu (2000) observent que l'effet rétroactif est r arement employé pour expliquer 

l'asymétrie de la volatilité au niveau des firmes. C'est plutôt l'effet de levier financier qui est communé

ment utilisé. 
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2.3 Élaboration du modèle à volatilité asymétrique (MVAS) 

Dans cette section, nous proposons un modèle où la volatilité varie asymétrique

ment au changement du rendement. Nous faisons appel à des variables fondamentales, 

telles que la dette corporative et la valeur marchande de la firme, et intégrons l 'ampleur 

de leurs variations dans le processus de la volatilité, L'élaboration de notre modèle exige 

d 'abord qu'on définisse la dynamique de ces variables. Ensuite, l 'application du lemme 

d 'Itô permet de décrire l'évolution du rendement ainsi que sa volatilité . 

2.3.1 Dynamique du rendement 

Soit un espace probabilisé (D , H , Q) qui décrit les aléas observés sur le marché. 

Nous supposons que cet espace est muni d 'une sigma-algèbre (Ht)t?.O de H qui con

tient l 'informat ion révélée a ux investisseurs à chaque instant. Dans cet espace, nous 

considérons les processus stochastiques S = ( St : 0 ::; t ::; T ), D = (Dt : 0 ::; t ::; T ) et 

V = (vt : 0 ::; t ::; T ) qui représentent, respectivement , l 'évolution du prix de l 'action, 

la dette corporative par action et la valeur marchande de la firme par action. 

Hypothèse 1. Supposons que V évolue selon un processus stochastique adapté 

à H tel que: 

dyt = f.L Vtdt + CJ v,t ytdzt (2.1) 

Pour sa part , la variance instantanée de V , notée CJ~, soit de type stochastique 

avec retour vers la moyenne. Elle obéit au processus stochastique suivant: 

(2.2) 

En (2. 1) et (2.2), f.L symbolise la variation attendue de V, a sa variance instantanée 

à long terme ou d'équilibre, K. la force de rappel ou de tendance vers a, ry la volatilité de 

la variation de CJ~ tandis que z et w représentent des mouvements browniens classiques, 

respectivement, de V et CJ~, liés avec le coefficient de corrélation p, soit: 

corr (zt, Wt) = p 
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Notons que la modélisation de l'évolution de u~ implique que les chocs informatifs 

produisent de fortes variations de la valeur marchande de la firme et éloignent ainsi sa 

volatilité de son niveau à long terme. Il s'en suit des anticipations d 'une baisse du 

niveau de u~, ce q.ui amène ce mouvement à s 'estomper à t erme. Ajoutons aussi que 

cette modélisation prolonge, ent re autres, celle de Merton (1974) , Black et Cox (1976), 

Fisher , Heinkel et Zechner (1989) et Longstaff et Schwartz (1995), où la variance de V est 

supposée constante, ce qui implique que V suit un mouvement brownien géométrique. 

Hypothèse 2 . Considérons que, pour tout instant t, la valeur de la firme par 

' action V est strict ement supérieure à la dett e corporative par action D 6 . Nous supposons 

que celle-ci évolue selon l 'équation différentielle suivante: 

(2 .3) 

où r est le t aux sür supposé à structure horizontale et fixe. 

Sous ces hypothèses, la dynamique du rendement de l 'action satisfait l'équation 

différentielle stochastique suivante7 : 

11- rLt 
avec: 11s,t = 1 - Lt et 

Uvt 
(T - , 

s,t- 1- Lt 

(2.4) 

où J1s représente le coefficient de dérive (ou le rendement boursier attendu) et 

us le coefficient de diffusion (ou écart-type instantanée du rendement), susceptible de 

mesurer la volatilité . 

On constate que la volatilité du rendement boursier , us, dépend tant de uv, la 

volatilité inst antanée de V (reflet de son risque économique) que de son levier L (reflet 

6 Cette hypot hèse permet de garantir que, pour tout inst ant t , le prix de l'actionS, issu de notre 

modèle, soit toujours posit if. 

7Voir le calcul détaillé à l'annexe 2.7.1. 
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de son risque financier) . Toutes autres choses égales, la hausse (baisse) de l'un de ces 

deux facteurs produit une hausse (baisse) du risque tot al, CJ s, des actions de la firme. 

Observons que CJ s t end vers CJ v si l 'endettement relatif (ou L) s'amenuise ou qu 'il explose 

avec un endettement extrême (L tend vers 1). Également, nous constatons que pour un 

niveau donné de CJv, le risque total, CJ 8 , réagit asymétriquement aux changements de L. 

Il répond différemment aux chocs de même amplitude selon leurs signes. Ainsi, pour 

une même variation absolue de L , la hausse de CJ s dûe à la variation positive dépasse sa 

baisse résultant de la variation négative. 

2.3.2 D ynamique de la volatilité asymétrique 

Tel que démontré ci-dessus, la variance instantanée du rendement CJ; ·dépend de 

la variance instantanée de la valeur de la firme CJ~ et du levier financier L , soit : 

2 
2 CJ v,t 

CJ s ,t = -( 1------=..!.:L~t )...,.2 
(2 .5) 

En appliquant le lemme d 'Itô à l'équation (2.5)8 , nous obtenons la dynamique de 

CJ ;, soit : 

(2.6) 

L 'équation (2 .6) mont re que la variation de CJ; est la somme d 'une dérive et 

de deux composantes. La première composante dépend du choc lié au processus du 

rendement pondéré par la variable négative a. Ainsi, un choc posit if (négatif) dans le 

processus du rendement implique une variation négative (posit ive) de CJ ; proportionnelle 

au niveau de L . Tant que ce dernier est élevé, l'effet du choc est plus remarquable. La 

deuxième composante dépend du choc lié au processus de CJ; pondéré par la variable 

8 Voir le calcul détaillé à l'annexe 2. 7.2. 
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positive b. Or, celle-ci varie d'une manière asymétrique par rapport à L, t el que discuté 

ci-dessus , ce qui traduit l'effet de levier financier dans notre modèle. Mentionnons aussi 

que le coefficient de corrélation p qui lie les mouvements browniens z et w reflète l'effet 

rétroactif dans notre modèle. 

Ajoutons aussi que pour un levier financier nul, S serait égal à V . Notre modèle 

se ramène, dans ce cas, à celui de Heston (1993) où la dynamique du rendement et celle 

de sa variance instantanée seront exprimées, respectivement , par les équations (2.1) 

et (2.2). Dans la partie empirique, nous comparons notre modèle à celui de Heston 

(1993) afin de mettre en évidence l 'importance de l'inclusion du levier financier dans la 

modélisation de la volatilité. 

Finalement , il importe de noter que notre modélisation de la volatilité, basée sur 

des variables fondamentales de la firme , diffèrent de l'approche classique adoptée dans les 

écrits du domaine. Elle nous permet d 'expliquer davantage les variations asymétriques 

de la volatilité via un effet additionnel, soit l 'effet de levier financier. Cependant, 

l'hypothèse d 'absence de faillite représente une faiblesse même si nous croyons que cette 

supposition est assez réaliste pour les grandes firmes pour constituer une approximation 

acceptable. 

2.4 M étho dologie d'estimation: le filtrage particulaire 

Nous procédons, en premier lieu, à une estimation d'une série temporelle de la 

volatilité vu que celle-ci est la seule variable inobservable dans notre modèle. Or , 

il existe plusieurs méthodes concurrentes pour cette estimation, notamment, celles à 

base de coupes transversales des prix d 'options (Bakshi, Cao et Chen, 1997; Bates , 

2000 et Christoffersen, J acobs et Mimouni, 2009), des chaînes de Markov Monte Carlo 

(Jones, 2003 et Eraker, 2004), des moments généralisés (Pan, 2002), des moments ef

ficients (Andersen, Benzoni et Lund, 2002 et Chernov et al., 2003) et du maximum 

(ou quasi-maximum) de vraisemblance (Aït-Sahalia et Kimmel, 2007) . Leur utilisation 
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repose d'ordinaire sur les volatilités implicites estimées à partir des pnx d 'options9. 

Or , l 'évidence empirique sur la prime négative associée au risque de la volatilité indi

querait que les prix des options intègre une surprime à cause du risque de la volatilité 

inconstante (Bakshi et Kapadia, 2003 ,a,b; Carr et Wu, 2009; Todorov, 2010) , ce qui 

indiquerait que la volatilité implicite est supérieure à la volatilité réalisée provoquant 

ainsi un biais d 'estimation. 

Afin de remédier à ce biais, nous proposons d 'estimer la volatilité à partir des 

rendements observés. Pour ce faire, nous recourons à la technique de filtrage particulaire 

attribuée à Gordon, Salmond et Smith (1993) 10 . L'avantage d 'une telle technique est 

qu'elle permettrait , entre autres, de prendre en compte les aspects dynamiques et non-

linéaires des processus sans aucune restriction ou approximation. Notons que cette 

technique sert déjà dans plusieurs domaines t els que l'ingénierie biologique (Liu, 2001) , 

le pistage (Ristic, Arulampalam et Gordon, 2004) , le traitement du signal, l 'optimisation 

combinatoire (Rubinstein et Kroese , 2004) , la généalogie (Del Moral, 2004) , la robotique 

(Thrun, Burgard et Fox, 2005) , le lignage des cellules (Wang et al., 2009), etc. Sa 

transposition aux applications financières est de plus en plus répandue. Citons les 

apports de Duan et Fulop (2009), Johannes , Polson et Stroud (2009) et Christoffersen, 

Jacobs et Mimouni (2009) pour fin d'estimation des modèles de crédit et des modèles 

de volatilité stochastique. 

Ci-dessous, nous décrivons , en premier lieu, les principes généraux du filtrage 

particulaire. Puis , nous appliquons cette technique pour estimer une série temporelle 

pour la volatilité dans notre modèle. Enfin, nous exposons la méthode d 'estimation 

9 Notons qu'avec la méthode du maximum (ou quasi- maximum) de vraisemblance , les séries du 

rendement peuvent être utilisées pour estimer la volatilité sous condition d 'approximation de la fonction 

de vraisemblance. 

10 Le filtrage particulaire a été introduit par Gordon, Salmond et Smith (1993) sous le nom du 

bootstrap .filter. Ces auteurs constatent que cette technique est amplement supérieure au filtrage étendu 

de Kalman. Avec le temps, il fut connu sous ét iquette de filtrage particulaire, grâce à Carpenter, Clifford 

et Fearnhead (1998). 
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paramétrique utilisée. 

2.4.1 Principes généraux du filtrage particulaire 

Pour l 'essentiel, il s'agit d 'une méthode d 'estimation numérique basée sur des 

simulations séquent ielles de type Monte Carlo. L'idée consiste à approximer la densité 

de probabilité conditionnelle du vecteur des états, compte tenu d 'observations, par un 

échantillon de mesures ponct uelles aléatoires pondérées, appelées particules, simulées 

selon une distribution d 'importance. Ici, on cherche à construire un ensemble de partic

ules distribuées selon la densité approximative en cause. Notons la nature stochastique 

du fil t rage particulaire puisque le mouvement des particules résulte de tirages aléatoires . 

Il existe plusieurs versions de fil t rage part iculaire vu que les algorit hmes diffèrent 

selon les distributions d 'importance. Pour notre part, nous retenons la version classique 

de Gordon, Salmond et Smith (1993) où on intégrer , dans le domaine de fil trage non 

linéaire, les simulations séquent ielles de type Monte Carlo et le rééchantillonnage. À sa 

base se trouve un algorithme itératif d 'échantillonnage d 'importance avec rééchantillon

nage (EIR)11 . 

2.4.1.1 Modèle espace-états 

Le modèle espace-état s est composé de deux équations. La première, dite équation 

de transition ou d 'évolution , exprime la dépendance entre la valeur du vecteur des états 

x (ou variable inobservable) à une date donnée avec sa valeur passée, soit : 

(2 .7) 

La deuxième équation , dite équation de mesure ou d 'observation , établit la rela

tion, à une date donnée, entre x et le vecteur des observations y , soit : 

(2.8) 

11 «Sampling/ Importance Resampling method (SIR)» en anglais. 
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où w et v sont les bruits du modèle et f et g sont, respectivement , la fonction de 

t ransition et la fonction de mesure. 

Les principales hypothèses de ce modèle espace-états sont : 

H yp othèse 1. Le vecteur x est une chaîne de Markov de premier ordre, soit : 

(2.9) 

avec: Xü :t-1 = x o,xl, ... ,Xt-1 

H yp othèse 2 . Connaissant le vecteur des ét ats x, les observations sont indépen

dantes les unes des autres, soit: 

(2. 10) 

avec: Yü:t-1 =yo,Y1, ···,Yt-1 

H ypothèse 3 . À chaque date t, les densités de probabilité des bruits, notées 

p (wt) et p (vt), sont connues. 

Dans ces conditions, l 'estimateur optimal, au sens de minimum de variance, du 

vecteur des états x, à la date t, que l'on note Xt, est donné par: 

Xt = E (xt 1 Yü :t) = ./ XtP (xt 1 Yü:t) dxt (2.11) 

où E (xt 1 Yü:t) et p (xt 1 Yü:t) sont , respectivement, l 'espérance et la densité de 

probabilité, à la date t, du vecteur des états x, compte tenu des observations y . 

Tel qu 'exprimé dans l'équation (2 .11), le calcul de x passe par l'estimation, à 

chaque date t , de la densité p (xt 1 Yü:t)- Une estimat ion analytique de cette densité 

serait possible via le filtre de Kalman avec ses différentes versions (simple, étendu, 

sans biais12 , etc.), là où les bruits du modèle sont gaussiens et les équations en cause 

12 Le filtre de Kalman sans biais ( « Unscented Kalman Filter ») est attribué à Julier et Uhlmann 

(2004). 
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linéaires ou linéarisables. Quand ce n 'est pas le cas, le filtrage particulaire permet 

une estimation numérique de cette densité sans aucune restriction. L'idée consiste 

à approximer cette densité par des particules dont l 'évolut ion temporelle de chaetme 

représente une évolut ion possible de x . 

2.4 .1.2 A lgorit hme d 'échant illonnage d' imp ortance avec rééchant illonnage 

(EIR) 

Pour approximer la densité de probabilité p (xt 1 YO:t) selon l 'algorithme EIR, on 

procède en trois phases pour chaque itération : l 'échantillonnage d' importance, le calcul 

des poids d 'importance et le rééchantillonnage. Notons que pour initialiser l 'algorithme 

EIR, on suppose une estimation de la densité à la date init iale, notée p (xo) 13 . P uis 

on génère un ensemble de N particules suivant p ( xo), auxquelles on accorde le même 

poids, soit 1/ N . Nous const ituons ainsi un support particulaire initial, noté {xt }:
1

. 

Phase 1 Échantillonnage d 'importance 

Il s'agit de propager aléatoirement, dans le temps, le support particulaire initial 

{ xb } : 1 selon la distribut ion. d 'importance caractérisée par la densité 1r (xt 1 Xt-1, Yo:t). 

Le choix de celle-ci conditionne le bon fonctionnement de l 'algorithme EIR. Cett e den-

sité doit, notamment , intégrer l 'observation courante, minimiser la variance de l'erreur 

d 'estimation du vecteur des états et limiter la dégénérescence des part icules 14 . Elle 

est optimale si elle égale la densité de probabilité du vecteur des ét ats x, vu sa valeur 

passée et l'observation courante, soit: 

(2. 12) 

13 La densité initiale peut êt re approximée par un peigne de Dirac (voir Schwartz , 1997, chap. 2 

et 5). 

14 La dégénérescence signifie que les plus grands poids se concentrent sur un nombre limité de 

particules. 



51 

Dans le cadre de l 'algorithme EIR retenu, Gordon, Salmond et Smith (1993) 

ont affiné l 'équation (2.12) en approximant la densité de la distribution d 'import ance 

par la densité du vecteur des états x, vu sa valeur passée seulement, soit: 

(2.13) 

Cette approximation implique que l'évolution de chaque particule xi évolue entre 

deux dates successives, de façon aléatoire et indépendante , selon l 'équation de transition 

déjà évoquée, soit: 

(2.14) 

où Wt est généré à partir de la densité de probabilité p ( Wt) supposée connue. 

Compte tenu de cette approximation, nous aurons, à chaque date t, un ensemble 

de N particules, soit {xi} : 1 . 

Phase 2 : Calcul des poids d'importance 

Le poids d 'importance d'une particule représente la probabilité que celle-ci soit 

un estimateur optimal du vecteur des états x . A chaque date t, nous associons à chaque 

particule xi , estimée à la phase 1, le poids d'importance mi. En général, le calcul du 
' 

poids se fait d 'une manière récursive en tenant compte de l 'observation courante, soit : 

(2 .1 5) 

L'approximation selon Gordon, Salmond et Smith (1993) réduit l 'équation (2. 15) 

à une forme simplifiée, soit : 

(2 .16) 

Pour s'assurer que la somme des poids d 'importance égale l 'unité, la normalisation 

s'impose. Cela nous permettra de trouver, à chaque date t, le poids d'importance 

normalisé mi) soit: 
i 

, i mt 
mt= -N-- (2.17) 

~m~ 
i=l 
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Ainsi, l 'ensemble de N particules {x~} :
1

, estimé à la phase 1, sera associé à une 

suite de poids { m:t} :
1

. Mentionnons que dans le cas où la distribution d 'importance 

diffère significativement de la distribution à estimer , les poids auront tendance à prendre 

des valeurs disparates. En effet , tous les poids d'importance normalisés deviennent nuls 

sauf un qui prend tout le poids et ceci à cause du caractère multiplicatif de la formLÙe 

récursive de calcul des poids, d 'où la nécessité du rééchantillonnage. 

Phase 3 : Rééchantillonage 

On rééchantillonne pour éviter que les poids dégénèrent en se concentrant sur 

peu de particules. Pour y obvier , on élimine de l 'ensemble { xD : 1les particules ayant 

des poids négligeables et on duplique les particules à grands poids, ce qui permet 

d 'uniformiser périodiquement les poids d 'importance à 1/N. 

À noter que plusieurs techniques concurrentes de rééchantillonnage existent 15 . Le 

rééchantillonnage multinomial s'avère le plus simple. Il vise à réduire la variance des 

poids d'importance. Il se pratique en simulant une suite de N aléas, { ui} ~1 , tirés d 'une 

distribution uniforme sur l 'intervalle [0, 1], selon un ordre croissant. La particule ayant 

un poids d 'importance mi est retenu si Ui satisfait l 'équation suivante: 

(2. 18) 

Les poids des particules retenues sont ensuite uniformisés à 1/N. 

À noter que le rééchantillonnage ne devient propice qu'en cas de dégénérescence 

poussée des poids d'importance. On pratique donc le rééchantillonnage à des dates 

aléatoires dictées par divers ci-itères, dont ceux présentés au tableau 2.1. 

Le rééchantillonnage ayant produit N particules { xD:1 , chacune à poids 1/N, 

l 'on peut approximer la densité condit ionnelle p (Yt f Yü:t) et initier la prochaine itération. 

15-Pour plus de détails sur les techniques de rééchantillonnage, lire Devroye (1986, chapitre 5). 
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Notons qu 'en l 'absence de rééchantillonnage, cette densité s 'approxime à partir 

des N par t icules { xü : 1 ayant les p oids d 'importance { mÜ :
1 
t rouvés en fin de phase 

2. 

Une fois réalisée l 'itération à la date t, l'estima teur optimal à minimum de var iance 

du vecteur des états Xt se calcule soit comme suit, advenant rééchantillonnage: 

N 
A 1 L · i 
Xt ~ - Xt 

N . 
•=1 

(2.19) 

Sinon: 
N 

:î:t ~ L: m~x~ (2.20) 
i=l 

2.4.2 Applica tion du filtrage pa rticula ire a u MVAS 

Nous appliquons le filtr age par ticulaire afin de constit uer une série temporelle 

représentative des vola tili tés inobservables . La première étape consiste à exprimer notre 

modèle à volatilité asymétrique (MVAS) sous forme espace-états . Puis, à la deuxième 

ét ape , nous appliquons l 'algorithme EIR. 

2 .4.2.1 E x pressio n esp ace-état s du M VAS 

L 'équation de transition du modèle à volatilité asymétrique est issue de la dis

crétisation , avec la méthode d 'Euler16 , de la dynamique de u; établie à l'équation (2.6) 

comme suit : 

Quant à l 'équation de mesure, nous savons que le rendement de l 'action , ent re les 

dates t et t + 1, est donné par: 

(2.22) 

16 A l 'instar de Christoffersen, Jacobs et Mimouni (2009) , nous ut ilisons la méthode de discréti

sation d 'Euler vu son utilité lorsqu'elle est appliquée aux modèles de type stochastiques. 
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En appliquant le lemme d'Itô à l 'équation (2 .22) , nous aurons la dynamique suiv-

ante: 

( 
2 ) 1 1 Œs t 

dlnSt = -S dSt- - 2 d(S )t = f-Ls t- - ' dt + Œs t dzt 
t 2St · 2 ' 

(2.23) 

Finalement , la discrétisation, avec la méthode d 'Euler , de l 'équa tion (2.23) nous 

donne: 

(2 .24) 

2.4.2.2 Estimation de la volatilité avec EIR 

Nous utilisons l 'algorithme EIR afin d 'estimer , à chaque date t , la variance instan

t anée du rendement Œ; sachant l'information sur S. L'initialisation de cet algorithme 

se fait via la variance non conditionnelle des rendements durant la période d 'étude, ce 

qui nous permettra d 'estimer Œ;,o . Chaque itération de cet algorit hme est composée de 

trois phases. 

La première phase correspond à l 'échantillonnage d 'importance . Il s 'agit de 

propager dans le t emps la variance instantanée initiale. L 'objectif est de générer , à 

chaque date t , un ensemble de N part icules qui décrivent les valeurs possibles de Œ;,t · 

Ainsi , l 'ensemble { Œ;~L>.t } :
1 

est généré à partir de { Œ;~) } :
1

. S 'agissant d 'une par

ticule donnée , notée Œ:~t6.t• qui décrit une valeur p ossible de Œ; à la dat e t + 6.t , nous 

avons: 

En introduisant une transformation sur les deux processus vViener z et w, il est 

possible d 'éliminer cette corrélation , soit: 

(i) - (i) ~ (i) 
wt+6.t - pzt+6.t + V 1 - p-ct+6.t (2.26) 

( 
(i) (i) ) -

C07T Zt+6.t > ét+6.t - Ü 
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De plus, nous déduisons à partir de l 'équat ion (2.24) que: 

ln ( St+ t::.t ) - ( f.Ls,t - 0"=~) ) 6.t 
)il = S t 2 
t+t::.t (i) ~ 

0"8 ,t V u t 
(2.27) 

En substit uant les équations (2.26) et (2.27) dans (2.25), nous aurons: 

2(i) 
0" s,t+t::.t 

2(i) ( 2(i) 4(i) ) 
0" s,t + cPt + WtO" s,t + XtŒ s,t 6.t 

2(i) 

ln ( StS+tt::.t ) - ( ~•s,t - 0" s2,t ) 6.t 

( 
2(i) . ) + atO" s,t + btP -.j1:;t 

b (i) ..j( l 2) A (i) + tO" s,t - P u t ét+t::.t (2 .28) 

La deuxième phase correspond au calcul des poids d 'importance . Ainsi, à chaque 

date t , nous calculons pour chaque particule i de l'ensemble { Œ;~lt::.t } :
1 

son poids 

d 'importance, noté m~+t::. t• comme suit: 

(2. 29) 

Par la suite, no1,1s normalisons ces poids d 'importance comme démontré à l 'équation 

(2.17). Nous aurons ainsi une suite de poids d 'importance { m~+t::. t } .:
1 
qui sera associée 

à l 'ensemble de N part icules { O";~lt::. t } :
1

, établi à la phase 1. 

La troisième phase correspond au rééchantillonnage. Cette phase est nécessaire 

si nous détectons la dégénérescence dans la suite des poids d'importance {m~+6.t}.: 1 . 

Notre objectif consiste à éliminer les part icules avec faible poids d'importance et répli

quer celles avec des poids élevés . En ut ilisant le rééchantillonnage multinomial , nous 

aurons, à la fin de cette phase, un ensemble de N particules, noté { cr;~lt::.t} :
1 

,où 
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le poids de chaque particule est de 1/N, ce qui permettra d 'approximer la densité de 

probabilité conditionnelle p(Œ;,t 1 So:t)· 

A la fin de l 'itération réalisée à la date t, l 'estimateur optimal au sens du minimum 

. de variance, soit û;,t, est calculé de deux façons. Si la phase de rééchantillonnage est 

requise alors ce dernier est donné par : 

Sinon: 

N 
A2 1 "' . 2(i) 
0" s,t+t.t ~ N 6 0" s,t+t.t 

i=l 

2.4.3 Estimation des paramètres 

(2.30) 

(2.31) 

L'objectif est de trouver un estimateur optimal du vecteur des paramètres du 

modèle MVAS, soit e = {K,Œ,?'),p,p}' qui s'ajuste le mieux aux données disponibles. 

Cependant, il vaut mieux calibrer les paramètres du processus de la volatilité relative

ment aux rendements des actions sans passer par la méthode du maximum (ou quasi

maximum) de vraisemblance. Celle-ci s'avère trop difficile à appliquer dans les mod

èles à volatilité stochastique car la fonction de vraisemblance ne peut être généralement 

exprimée avec précision. 

Pour atteindre notre objectif, nous cherchons un estimateur du vecteur B, noté 

ê, qui minimise une fonction objectif écrite comme étant la moyenne des carrés des 

erreurs d'évaluation entre les prédictions du rendement dans MVAS et les observations 

du marché. Plus précisément, l 'estimateur ê s'obtient en minimisant la fonction objectif 

Q, soit: 

(2.32) 

où Rt et Rt sont , respectivement, le rendement observé et le rendement estimé, à la 

date t, ûz est la variance instantanée estimative de Rt et Test le nombre d 'observations. 
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Vu que la variance instantanée du rendement est inobservable, la minimisation 

de cette fonction non linéaire exige le recours à une procédure d'optimisation itérative. 

Chaque itération est composée de deux étapes . 

Étape 1 : Pour un vecteur des paramètres e donné, nous estimons une série 

temporelle pour O"~. 

Étape 2: En utilisant la série temporelle de O"~ tro~vée à l'étape 1, nous déduisons 

l 'estimateur ê qui permet de minimiser la fonction objectif Q. Cet estimateur initialise 

la prochaine itération qui obéira la même démarche. 

L 'estimateur optimal de B est obtenu si la variation de la valeur de la fonction Q 

entre deux itérations est inférieure à un seuil de tolérance fixé ou si le nombre maximum 

d'itérations fixé est atteint. 

2.5 Tests empiriques et résultats 

L'évaluation de notre modèle à volatilité asymétrique (MVAS) se fait avec des 

données américaines. La performance est fonction de la capacité du modèle à approximer 

la volatilité et le rendement de notre échantillon composé des 332 firmes non financières, 

à données complètes, du S&P500. L 'étude porte sur les périodes 1996-2003 et 2004-

2008. La première sert à l 'estimation des paramètres et à l 'analyse de performance. 

La deuxième sert à évaluer le pouvoir prédictif de notre modèle. Nous comparons nos 

résultats à ceux qu'on a obtenus via le modèle MVH (modèle de volatilité stochastique 

proposé par Heston en 1993) afin de mettre en évidence l 'importance de l 'inclusion de 

la variation du levier financier dans la dynamique de la volatilité. 
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2.5.1 Échantillon retenu et données utilisées 

Notre échantillon déjà évoqué de 332 firmes non financières 17 est présenté au 

tableau 2.2 en parallèle avec la composition du S&P500 dont il est issu. On y voit qu'il 

représente 71,02% de la capitalisation boursière18 du S&P500. Le pourcentage monte à 

85,20% si la comparaison exclut le secteur financier. 

Pour chaque firme retenue, l'on extrait du fichier COMPUSTAT deux séries tem

porelles : celle de la valeur comptable de sa dette corporative sur une base annuelle 

et celle de sa capitalisation boursière sur une base journalière. Pour estimer le taux 

d'intérêt supposé constant dans notre étude, nous prenons la moyenne des 52 rende

ments annualisés successifs des bons du Trésor américain à 3 mois, ce qui couvre les 13 

années de la période étudiée. 

2.5.2 Méthodologie 

Pour estimer les paramètres et la performance de notre modélisation, il nous faut 

constituer des portefeuilles indiciaires19 , un par secteur d'échantillon. Comme dans 

l 'indice S&P500, ces portefeuilles sont pondérés selon la capitalisation boursière, c'est-à

dire que l 'importance de chaque firme dans le portefeuille indiciaire est proportionnelle 

à sa capitalisation. Pour chaque portefeuille construit, nous calculons , sur une base 

journalière, deux variables: sa valeur et son levier financier. 

17 Notre échantillon est composé notamment des grandes et moyennes firmes, ce qui respectera 

en grande partie l'hypothèse de l' absence de faillite qui fonde notre modèle à volatilité asymétrique . 

18 Les pondérations et les capitalisations boursières sont établies en fonction des prix de fermeture 

du 7 mai 2010. 

19 Un portefeuille indiciaire est considéré, dans notre étude, comme étant un portefeuille représen

tatif de son secteur. 
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La valeur du portefeuille indiciaire du secteur j à la date t , notée PI Sf, est donnée 

par: 

PISf = (2 .33) 

où Sf et Ni sont, respectivement , le prix unitaire et le nombre d'actions de la 

firme i qui appartient au secteur j, m est le nombre de firmes retenues dans le secteur 

j et PIS~ est la valeur du portefeuille indiciaire à la journée de base20
. 

Par ailleurs, le levier financier du portefeuille indiciaire du secteur j à la date t , 

noté PI LF/, se calculé comme suit: 

m . 

L Dit 
PI LFf = --::::----'i'--=-=-

1- ---

. E D{t + ( s{t x Nit) 
•=1 . 

(2 .34) 

où Df correspond à la valeur comptable de la dette corporative, supposée con

stante durant l'année21 , de la firme i qui appartient au secteur j. 

Puis, nous construisons notre portefeuille global de 332 firmes , supposé représen

tatif de notre échantillon. Nous procédons d'une façon similaire à celle utilisée pour 

construire et calculer les différentes variables des portefeuilles indiciaires. Les tableaux 

2.3 et 2.4 donnent les statistiques descriptives des portefeuilles construits pour les deux 

sous-périodes étudiées, toutes définitions utiles comprises. Nous constatons que la pre

mière sous-période , soit de 2 janvier 1996 au 31 décembre 2003 , se démarque par des 

rendements annuels moyens positifs, et ce pour tous les portefeuilles construits (variant 

entre 9,05% et 18,31%) . En revanche, la deuxième sous-période, soit de 2 janvier 2004 

au 31 décembre 2008, se distingue par l 'instabilité de la performance de ces portefeuilles. 

20 La journée de base correspond a u début de la période d 'étude, soit le 2 janvier 1996. 

21 Cette hypothèse a été ut ilisée par Bekaert et Wu (2000) pour estimer le levier financier de la 

firme sur une base journalière. 
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En effet, 4 p ortefeuilles sur 9 présentent un rendement annuel moyen négatif (vari

ant entre -4,20% et -0,20%) . Pour le reste , le rendement annuel moyen est positif et 

varie entre (0,02% et 18,83%). Quant au portefeuille global, sa performance est large

ment positive à la première sous-période, soit un rendement annuel moyen de 14,50%, et 

plutôt légèrement négative à la deuxième sous-période, soit un rendement annuel moyen 

de -0,20%. 

P ar ailleurs , il importe de noter que le niveau d 'endettement , calculé via le levier 

financier, semble varier d 'un portefeuille à un autre. À la première-sous période, les 

p ortefeuilles indiciaires des secteurs des services publics et des matériaux affichent des 

leviers financiers les plus élevés (resp ectivement 54,52% et 31 ,25%) contre un plus faible 

niveau de levier financier p our les portefeuilles indiciaires des secteurs de santé et des 

technologies (respectivement 7,27% et 9,41%). La deuxième sous-période s'avère liée à 

un niveau du levier financier toujours élevé pour le secteur de services publics (45 ,46%) 

et relativement stable pour les secteurs de santé et des t echnologies (respectivement 

10,24% et 11 ,01 %) . Quant au portefeuille global, son levier financier a considérablement 

augmenté entre les deux périodes p our passer de 15,65 % à 28,17%, soit une variation 

p ositive de 80%. Cela p ourrait être expliqué en partie par la chute du rendement moyen 

de ce p ortefeuille pendant la deuxième sous-période. 

Finalement , nous const atons que les coefficients d 'asymétrie des distributions des 

rendements des p ortefeuilles construits, durant les deux sous-périodes, sont différents 

de zéro ( 4 sur 9 p ortefeuilles ont des coefficients d 'asymétrie positifs à la première sous

période contre 6 sur 9 à la deuxième sous-période) . Cela refl ète une asymétrie qui 

caractérise ces distributions. Il importe de noter qu'un coefficient d 'asymétrie positif 

(négatif) signifie une probabilité de hausse (baisse) du rendement plus grande que celle 

de sa baisse (hausse) . Également , ces distribut ions s'avèrent plus épaisses que la dis

tribution normale (les coefficients d 'aplatissement sont largement plus grands que 3), 

surtout à la deuxième-sous période, indiquant ainsi que la probabilité des événements 

rares est plus élevée que celle dans la distribution normale. Cela n'est pas surprenant 

vu que, généralement, cette probabilité augmente en périodes de forte instabilité. 
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2.5.3 E stimation d es p ar am ètres 

Le vecteur des paramètres e = { K, a, '1'), ,u, p} définit le processus du rendement et 

celui de sa variance instantanée dans les deux modèles sélectionnés, soit MVAS et MVH. 

Son estimateur optimal est obtenu en minimisant la fonction objectif Q établie dans 

l'équation (2.32). Le tableau 2.5 rapporte, pour chaque modèle et selon le portefeuille 

construit, les estimateurs paramétriques optimaux ainsi que leurs intervalles de confiance 

à 95% et ce durant la première sous-période, soit du 2 janvier 1996 au 31 décembre 2003. 

Il importe de noter que la signification de ces paramètres communs n 'est pas 

la même pour les deux modèles. En effet, dans MVH ces paramètres caractérisent le 

processus du rendement ainsi que sa variance instantanée alors que dans MVAS ces 

paramètres sont liés plutôt à la variation de la valeur marchande de la firme (V) et à sa 

variance instantanée CT~. Ainsi , les paramètres ,u, a et 17 représentent , respectivement 

dans MVH (MVAS), le rendement attendu (la variation attendue de V), le rendement 

d'équilibre à long terme (la variation d'équilibre à long terme de V) et l 'écart-type de 

la variance du rendement (de V). P ar ailleurs, K et p sont , respectivement , la force de 

rappel vers a et le coefficient corrélation entre les mouvements browniens du processus 

du rendement (de V) et celui de sa variance instantanée. 

Rappelons que la minimisation de la fonction object~f Q exige l'utilisation d 'un 

algorithme d'optimisation itératif. À chaque itération, deux cri tères d'arrêt sont utilisés: 

(1) l 'atteinte de 1000 itérations ou (2) la convergence, au seuil de 10-7
, des valeurs des 

paramètres ou de la fonction object~f Q. De plus, l 'initialisation de notre algorithme 

obéit à deux règles. Premièrement, les paramètres et sont initialisés dans MVH (MVAS) , 

respectivement , avec le rendement moyen (la variation moyenne de V) du portefeuille 

indiciaire et la variance non condit ionnelle du rendement (de V) durant la première 

sous-période. Quant aux autres paramètres, soit K, 'l') et p, ils sont init ialisés avec des 

valeurs arbitraires différentes afin d'augmenter la probabilité que les estimateurs obtenus 

coïncident avec la valeur minimale de la fonction objectif Q. 
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D'une façon générale, les résultats révèlent une relative faiblesse de J'estimateur 

de la force de rappel K. dont la valeur ne dépasse pas 2,6256 pour l\IIVH contre 2,6606 

pour l\IIVAS. Cela pourrait être interprété comme indice du lent retour de la variance 

inst antanée (du rendement dans l\IIVH et de la variation de V dans l\IIVAS) vers son 

niveau d 'équilibre à long terme. À noter que nos résultats sont différents de ceux 

de Christoffersen , J acobs et Mimouni (2009) où l 'estimateur de K- , dans l\IIVH, est de 

l 'ordre de 5,7903 , obtenu en appliquant la méthode de maximum de vraisemblance sur 

une série de rendement de S&P500 durant 1980-1999. Il semble que cette différence est 

inhérente au choix de la période de l 'ét ude et de la méthode d'estimation. D'ailleurs, en 

utilisant la méthode de moindres carrées sur une série temporelle de coupes transversales 

de prix d 'options durant 1990-1992, ces auteurs trouvent que l 'estimateur de "' baisse 

considérablement à 0,8727. 

Par ailleurs, les résultats connus sur la relation négative entre la variation du 

rendement et celle de sa variance instantanée (Eraker , 2004 ; Ang et al. , 2006, 2009; 

Jiang, Xu et Yao, 2009 ; etc.) se retrouvent dans les nôtres via notre estimateur de p 

(aÙant de 38,32% à 41,63% en valeur absolue selon le port efeuille construi t) dans l\IIVH22 . 

Aussi, il s'avère que la variation de V et celle de sa variance inst antanée sont inversement 

liées vue la valeur négative de l 'estimateur de p (allant de 28,99% à 31 ,41% en valeur 

absolue selon le portefeuille indiciaire) dans l\IIVAS . Notons que la valeur négative de 

p t raduit l 'effet rétroactif dans les deux modèles étudiées , ce qui signifie qu 'une hausse 

(baisse) du rendement s 'accompagne d 'une chute (hausse) de la volatilité. 

Finalement , il semble que le rendement attendu et la variation attendue de V 

soient influencés négativement pour les portefeuilles indiciaires surendett és. En effet , 

nous constatons que les portefeuilles indiciaires des secteurs des matériaux et des services 

publics, soit les plus endettés, se distinguent par des rendements attendus relativement 

22 Notons que nos résultats sont comparables à ceux d'Eraker (2004) où l'estimateur de p est 

égal à -0,5690 et différent , encore une fo is, de ceux de Christoffersen , Jacobs et Mimouni (2009) où cet 

estimateur est évalué à -0,9087. 
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faibles de l'ordre de 8,77% et 9,68% respectivement (une variation a ttendu de V de 8,41% 

et 10,18% respect ivement). En revanche, les portefeuilles indiciaires les moins endettés, 

t els que ceux des secteurs de la santé, des technologies et des industries, se distinguent 

par un rendement attendu qui dépasse 15% (une variation attendue de V dépassant 

14%) . Cela s'accorde à nos attentes et révèle l'effet significatif du niveau d 'endettement 

de la firme sur son rendement boursie~ attendu ainsi que sa valeur marchande anticipée. 

Tout efois , il faut préciser , qu 'aucune relation évidente entre le rendement attendu (vari

ation attendue de V) et le levier financier ne peut être décelée, ce qui signifie l 'existence 

d'aut res fact eurs explicatifs de l 'évolution du rendement et de la valeur marchande de 

la firme. 

2.5 .4 Volatilité estimée, analyse de p erform an ce et p ouvoir p rédictif 

Dans cet te section , nous analysons d 'abord les séries temporelles de la volatilité 

estimée obtenues pour chaque portefeuille construit selon les deux modèles retenus, 

MVH et MVAS. Puis , nous analysons leur performance durant la première sous-période, 

soit de 2 janvier 1996 au 31 décembre 2003. Enfin , nous jugeons de leur pouvoir prédictif 

durant la deuxième sous-période, soit du 2 janvier 2004 au 31 décembre 2008. 

2 .5 .4.1 Ana lyse d e la volat ilité estimée 

Vu les valeurs paramétriques optimales obtenues au tableau 2.5, nous estimons, 

pour chacun des portefeuilles construi ts, la série temporelle de la variance instantanée 

de son rendement durant la première sous-période. Au tableau 2.6, on caractérise les 

estimés de la variance instantanée obtenues avec MVH et celles obtenues avec MVAS. 

De plus, les figures 2.1 à 2.5 annexées illustrent l'évolution de ces estimés comparée 

à celle du r endement observé et du levier financier , et ce pour tous les portefetùlles 

construits . 

En général, on constate que l'écart, en valeur absolue, entre les moyennes des 

volatilités estimées avec les deux modèles est grand pour les portefeuilles indiciaires à 
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levier financier élevé et réduit pour ceux à levier faible. En effet, pour le portefeuille 

indiciaire du secteur de la santé, à levier le plus faible (7,27%), l 'écart est à son minimum, 

soit 0,19% (20 ,09% moins 19,90%). En revanche , cet écart s'accentue à mesure que 

le levier du portefeuille augmente. Il atteint un maximum de 9,87% (25,47% moins 

15,60%) dans le cas du portefeuille indiciaire du secteur des services publics à levier 

le plus élevé (54 ,52%). Ainsi , les séries des volatilités obtenues révèlent que les firmes 

les plus endettées présentent , en moyenne, le risque le plus élevé, ce qui s'accorde aux 

résultats de Black (1976). 

P ar ailleurs, il semble que s'agissant des secteurs carrément plus endettés, MVAS 

comparé au MVH génère des suites de volatilité à dispersion plus grande. En effet, 

nous constatons que pour les portefeuilles indiciaires des secteurs des matériaux et des 

biens durables , qui ont des leviers financiers moyens relativement élevés (respectivement 

31,25% et 22 ,11%), l 'écart entre l 'écart-type de la volatilité estimée avec MVAS (respec

tivement 4,28% et 3 ,83%) et celui de la volatilité estimée avec MVH (respectivement 

1,26% et 1,33%) est rela tivement élevé. Cet écart se creuse encore, toujours en faveur 

du MVAS, p our atteindre un niveau maximal, soit de 5,70% (7,16% pour MVAS contre 

1,46% pour MVH) pour le portefeuille indiciaire du secteur des services publics à levier 

le plus grand. Notons par ailleurs que le portefeuille indiciaire du secteur de la santé 

affiche l 'écart minimal, soit 0,42% (2,27% pour MVAS moins 1,85% pour MVH) , alors 

que son levier est le plus faible (7,27%). 

Finalement , nous constatons que la distribution des séries de la volatilité estimée 

est plutôt asymétrique , et ce pour les deux modèles utilisés. En effet, les coefficients 

d 'asymétrie diffèrent de zéro quoique généralement positifs , ce qui signifie que la proba

bilité de hausse de la volatilité est plus grande que celle de sa baisse durant la première 

sous-période d 'étude. Notons aussi que les distributions des séries obtenues avec MVAS 

paraissent plus épaisses des deux cotés par rapport à celles obtenues avec MVH. Ceci se 

révèle dans des coefficients d 'aplatissement plus élevés (de 2,7239 à 4,0370 pour MVAS 

et de 2,3452 à 3,7741 pour MVH). L 'indication ici serait que l 'inclusion du levier dans 

le processus de la volatilité influence positivement la probabilité des événements rares. 
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2.5.4.2 Analyse de la performance des modèles étudiés 

Pour apprécier la performance des deux modèles étudiés, nous comparons d'abord 

leurs erreurs d'évaluation entre les rendements observés sur le marché et les rendements 

théoriques obtenus avec les séries de la volatilité estimée, et ce pour chacun des porte

feuilles construits. Puis, nous appliquons le test statistique de Diebold et Mariano 

(1995) pour déduire et illustrer la significativité des écarts entre les erreurs d 'estimation 

trouvés. 

Pour atteindre notre objectif, nous adoptons la racine de la moyenne des carrés 

des erreurs (Root Mean Squared Error, RM SE) comme critère de performance, soit: 

T 

RMSE = ~ L ( Rt (ê, &;,t) - Rt) 
2 

(2.35) 
t=l 

où Rt et Rt sont , respectivement , le rendement observé et le rendement estimé, à 

la date t , du portefeuille construit, â"2est la variance instantanée estimée du rendement , 

ê est l 'estimateur du vecteur des paramètres e et T est le nombre d'observations . 

Quant au test de Diebold et Mariano (1995), l'hypothèse nulle suppose que les 

erreurs d'estimation des deux modèles sont égales et que, par conséquent, aucun des 

deux modèles n 'est préférable à l 'autre. Ainsi , il faut rejeter l 'hypothèse nulle pour 

avoir un résultat statistiquement significatif et ainsi affirmer qu 'un des deux modèles 

est plus performant . La statistique de ce test , notée DM , est donnée par: 

T 

"L dt 
D M = -,==:::::t==l==== 

JT x Var(d) 
(2.36) 

où d représente le différentiel d'erreur d 'estimation f:MVH et f:MVAS des deux 

modèles, soit: 

d t = E:t ,MVH - E:t ,MVAS 
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Mentionnons que le calcul du pvaleur du test (la probabilité de rejeter à tort de 

l 'hypothèse nulle) suppose que DM suit asymptotiquement (lorsque T t end vers l 'infini) 

une distribution normale centré réduite23 . Nous rapportons au tableau 2.6 les mesures 

RM SE trouvées, les statistiques DM et les pvaleur s du test de Diebold et Mariano 

(1995), et ce pour chaque modèle et selon le portefeuille construit . 

Pour l 'essentiel, l 'analyse des résultats révèle que MVAS performe m1eux que 

MVH dans la plupart des cas. Son RN! SE , calculé sur une base journalière puis annu

alisé, ne dépasse pas 1,48%, contre 1,64% pour MVH. La supériorité du MVAS s'avère 

plus significative pour les portefeuilles à levier financier élevé, vu l 'écart plus prononcé 

entre les RM SE des deux modèles. Cet écart tend à s'estomper à mesure que le levier 

financier du portefeuille baisse. En effet, s'il est de 0,39%, soit 1,28% moins 0,89%, et 

de 0,24%, soit 1,09% moins 0,85%, pour les deux portefeuilles indiciaires aux leviers 

les plus élevés (services publics et matériaux) , l 'écart ne dépasse pas 0,06%, soit 1.15% 

moins 1.09%, pour le portefeuille indiciaire de la santé où le levier financier est à son 

plus bas (7,27%). 

Ajoutons que les résultats obtenus du test de Diebold et Mariano (1995) soutien

nent , en général, la surperformance du modèle MVAS. En effet, ce test s'avère significatif 

(rejet de l 'hypothèse nulle au seuil de 1%) pour 7 des 9 portefeuilles construits où le 

levier financier moyen est supérieur à 10%. Les seuls portefeuilles indiciaires où le 

test n 'enregistre aucune différenciation significative entre les deux modèles sont ceux 

à faibles leviers financiers (santé et technologies) . Ces résultats sont cohérents avec le 

classement de performance préétabli avec le critère RM SE et témoigne de l 'importance 

de l 'inclusion du levier financier dans le processus de la volatilité dans l 'atténuation des 

erreurs d 'estimation , surtout pour les firmes à niveau d 'endettement élevé. 

23 Notons que la puissance du test utilisé dépend du nombre d'observations. Ainsi , pour les 

échantillons où le nombre d 'observations est réduit, ce test s'avère peu significatif, ce qui augmenterait 

le nombre de rejets à tort de l'hypothèse nulle. Dans ce cas, il est for tement recommandé d'utiliser la 

version bonifiée proposée par Harvey, Leybourne et Newbolde (1997). 
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Finalement, et afin de nous assurer des résultats obtenus ainsi que leur sensibilité 

à la méthode d 'estimation utilisée, nous proposons d'estimer les deux modèles (MVH et 

MVAS) via le filtrage de Kalman étendu. Nous rapportons dans les 3 dernières colonnes 

du tableau 2.6 les résultats trouvés, et ce pour chaque modèle et selon le portefeuille 

construit. Globalement, les résultats trouvés convergent à ceux déjà obtenus soutenant 

ainsi la surperformance du MVAS. Également , la méthode d 'estimation basée sur le 

filtrage particulaire paraît plus performante que celle basée sur le filtrage de Kamlan 

étendu vu qu'elle permet d 'avoir des RMSE plus faibles. 

2.5.4.3 P ouvoir prédictif des modèles étudiés 

Dans cette section, nous analysons le pouvoir prédictif des modèles MVAS et 

MVH en trois étapes. La première consiste à se placer au début de la deuxième sous

période, soit au 2 janvier 2004, et à obtenir, pour chaque portefeuille construit, les deux 

séries de volatilité prédite selon les deux modèles. Il faut alors utiliser les estimateurs 

paramétriques optimaux établis au tableau .2.5. À la deuxième étape, nous calculons 

d 'abord les valeurs théoriques des rendements issues de chaque modèle en utilisant les 

séries des volatilités estimées à Ia première étape, puis nous en déduisons l 'ampleur des 

erreurs via RMSE, et ce pour chaque modèle. À la troisième étape, nous appliquons 

le test de Diebold et Mariano (1995) afin de déterminer la significativité des écarts de 

prédiction obtenus . Le tableau 2. 7 rapporte les statistiques descriptives des estimés de la 

volatilité obtenus avec les deux modèles, les mesures RNI SE trouvés et les statistiques 

du test utilisé. De plus , les figures 2.6 à 2.10 annexées illustrent , pour chaque portefeuille 

construit, l 'évolution de la volatilité estimée comparée à celle du rendement observé et du 

levier financier durant la deuxième sous-période, soit de 2 janviers 2004 au 31 décembre 

2008. 
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Conformément aux conclusions précédentes, il ressort des résultats obtenus que 

MVAS surperforme clairement MVH. En effet, quel que soit le portefeuille construit, 

RMSE est toujours plus faible dans le cas du MVAS. Il varie entre 0,92% et 1,52% pour 

MVAS contre une variation entre 1,09% et 1,69% pour MVH. De plus, l 'écart entre les 

RMSE des deux modèles dépend du levier financier du portefeuille. Il varie entre 0,17% 

pour le portefeuille indiciaire du secteur de la santé à levier le plus faible (10,24%) et 

0,56% pour le portefeuille indiciaire du secteur des services publics à levier financier 

le plus élevé (45 ,46%) . Également, les résultats du test de Diebold et Mariano (1995) 

révèlent que l 'écart de performance est significatif pour tous les portefeuilles construits 

vu les faibles valeurs (inférieurs à 1%) des pvaleurs. Ces résultats confirment que, pour 

les firmes endettées, le niveau du levier financier , reflet du risque financier, doit être 

reflété dans l'évolution de leurs volatilités boursières, ce qui explique que le pouvoir 

prédictif de notre modèle dépasse distinctement celui de Heston (1993). 

2 .5.5 Asymétrie de la volatilité: analyse des résultats 

Dans cette section, nous examinons l 'évolution, réputée asymétrique, de la volatil

ité ainsi que les effets qui l 'expliquent . Notons que l 'asymétrie de la volatilité résul te 

de l 'effet rétroactif dans MVH. En revanche, l 'effet du levier financier s'ajoute à l 'effet 

rétroactif pour générer l 'asymétrie dans la l 'évolution de la volatilité selon MVAS. Notre 

objectif ici est de déduire et d 'illustrer l 'importance des deux effets pour le portefeuille 

global, supposé représentatif de notre échantillon. Notons que les figures 2.1 et 2.6 

illustrent , pour ce portefeuille , l 'évolut ion de la volatilité estimée comparée à celle du 

rendement observé et du levier financier, et ce pour les deux sous-périodes étudiées, soit 

1996-2003 et 2004-2008. Rappelons que la première sous-période se distingue par son 

grand rendement annuel moyen (14,80%) contre un levier financier moyen assez faible 

(15,65%) alors que la deuxième sous période se caractérise par son faib le rendement 

moyen (-0,20%) et un levier financier moyen plus élevé (28, 17%) . 

L'analyse de ces figures semble révéler des indications de variation asymétrique de 

la volatilité boursière pour les deux sous-périodes . Par exemple, la figure 2.1 révèle une 
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hausse prononcée (de 6% à peu près) de la volatilité en deuxième demie des années 1997, 

1998 et' 2001. Ces périodes sont caractérisées par des rendements journaliers instables 

et plutôt négatifs (dépassant 5% en valeur absolue) . P ar ailleurs, une année de stabilité 

où le rendement a tendance à être positifs (par exemple l 'année 2000 et la fin de l 'année 

2002), l 'on voit une baisse de volatilité (de 3% à 4% à peu près) . À première vue, la 

disproportion entre la hausse de volatilité pendant les périodes d 'instabilité et sa baisse 

durant les périodes de stabilité indique de l 'asymétrie. Dans la même veine selon la figure 

2.6, le début de la crise financière mondiale, durant l 'année 2008, s'est accompagné d'une 

hausse significative de la volatilité (presque 6% pour MVH et doublement au moins pour 

MVAS). 

Poursuivons en notant que, quelle que soit la sous-période d'étude, un écart sig

nificatif entre les volatilités estimées via MVH et MVAS est nettement visible pendant 

les périodes de relative stabilité. P ar exemple, la figure 2.6, montre un écart de 5% 

à 8% à peu près durant la relative stabilité des années 2004 et 2006. Par contre, cet 

écart tend à s'estomper, dans la plupart des cas, pendant les périodes d'instabilité. P ar 

exemple , les figures 2.1 et 2.6 révèlent un écart à son niveau minimal durant les fortes 

turbulences des années 2001 , 2002 et surtout à la fin de l 'année 2008. Cela nous sem

ble signifier que l 'effet de levier financier serait presque marginal pendant les périodes 

d 'instabilité alors que l 'effet rétroactif serait dominant . La cause pourrait être reliée à 

une plus grande aversion au risque du public investisseur en périodes d 'instabilité. En 

revanche, on notera qu'un lien positif semble s'instaurer , durant les périodes de stabil

ité, entre l'évolution de la volatilité estimée via MVAS et celle du levier financier. Cela 

est apparent à la figure 2.6 où l'évolution de la volatilité semble t raîner derrière celle 

du levier financier , ce qui suppose que tout changement dans le levier financier de la 

firme annoncera un degré informatif aux yeux des investisseurs pendant les p ériodes de 

stabilité . 

Globalement, notre analyse des séries de la volatilité obtenues via MVH et MVAS 

nous indique que l 'intégration du levier financier dans le processus de la volatilité con-
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tribuerait à expliquer l 'évolut ion de celle-ci surtout en périodes de stabilit é. Ces résult ats 

semblent rejoindre l'idée considérant que le marché n 'attribue une importance partic

ulière au risque financier de la firme qu 'en périodes de st abilité, ce qui nous laisse croire 

que l 'évolution de la volatilité, pendant ces périodes, s 'appuie pesamment sur celle elu 

levier financier . 

2. 5 .6 Test de robustesse 

Afin de nous assurer de la robustesse des résultats obtenus ainsi que leur sensibili té 

à la fréquence des données utilisées, nous considérons , dans cette section , un nouvel 

échantillon composé de 96 firmes aux données les plus complètes et qui font parties de 

l 'échantillon init ialement retenu24 . L'ét ude porte sur deux sous-périodes, soit de juillet 

1990 à décembre 2000 et de janvier 2001 à décembre 2008, et les données ut ilisées sont 

mensuelles . 

Nous reproduisons la même méthodologie d 'estimation et d 'analyse de perfor

mance déjà appliquée dans les sections précédentes. Les t ableaux 2.8 et 2.9 détail

lent les stat istiques descriptives du portefeuille construit , les est imateurs optimaux des 

paramètres ainsi que les statistiques descript ives des estimés de la volatilité obtenus 

avec les deux modèles retenus, soit MVH et MVAS . Quant aux figures 2.11 à 2.12 , elles 

illustrent l 'évolution de la volat ilit é estimée comparée à celle du rendement observé et 

du levier financier du portefeuille construit durant les deux sous-périodes étudiées. 

Visiblement , les résultats t rouvés convergent à ceux déjà obtenus, soutenant ainsi 

la supériorité de performance du MVAS et laissant croire que celui-ci se t ranspose avec 

succès aux données mensuelles. En effet , les valeurs du RMSE sont plus faibles dans 

le cas de MVAS et ce pour les deux sous-périodes (1,48% et 1,88% pour MVAS contre 

1,76% et 2,34% pour MVH). De plus, l 'écart de performance parait fortement significatif 

vu la faiblesse des pvaleurs trouvés comparativement au seuil classique de 5%. 

24 Les firmes retenues sont notamment de grande taille. En date du 7 mai 2010 , elles représentent 

47.12% de la capitalisation boursière totale de S&P500, soit 56.54% en excluant les firmes financières. 
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Également, les figures 2.12 et 2.13 démontrent qu'un écart significatif entre les 

volatilités estimées via MVH et MVAS serait visible pendant les périodes de relative 

stabilité (durant l'année 1999 par exemple). P ar contre, cet effet perd sa significa

tivité pendant les périodes d'instabilité (durant 2008 par exemple) où l'effet rétroactif 

serait dominant et l 'écart entre les volatilités estimées via MVH et MVAS serait à son 

minimum. 

2.6 Conclusion 

Dans le deuxième essai, nous avons élaboré un modèle où l'asymétrie de la volatil

ité est expliquée par deux effets, soit l 'effet de levier financier et l'effet rétroactif. Notre 

modèle suppose que, pour une firme donnée, la volatilité de son rendement boursier 

dépend de la variabilité de sa valeur marchande (reflet de son risque d 'exploitation) et 

de son levier financier (reflet de son risque financier). Pour estimer ses paramètres et 

approximer des suites de ses variables inobservables, nous avons recouru à la technique 

de filtrage particulaire. Notre étude empirique est menée avec un échantillon de 332 
1 • 

firmes américaines non financières à données journalières. Elle porte sur la période qui 

s'étend du 2 janvier 1996 au 31 décembre 2008. Nos résultats montrent que l 'inclusion 

de la variation du levier financier dans le processus de la volatilité permet d 'améliorer 

la performance de prédiction du modèle. De plus , l'asymétrie de la volatili té résul

terait, notamment, de l 'effet rétroactif pendant les périodes .d'instabilité. Par contre, 

son ampleur semble dépendre davantage de la variation du levier financier en p ériode 

de stabilité. Les résultats obtenus , durant la période 1990-2008, avec à un échantillon 

de 96 firmes à données mensuelles convergent vers ceux déjà trouvés . 

Finalement , il importerait de poursuivre cette étude en mettant l 'accent sur cer-

tains aspects. Par exemple, un élargissement du champ temporel de notre étude perme

ttrait de mieux confirmer les résultats obtenus. De plus, nous croyons qu'une général

isation de notre étude pourrait être envisagé en lâchant l'hypothèse liée à l 'absence de 

faillite des firmes, ce qui permettrait d 'appliquer notre modèle aux firmes de moyennes 

et petites tailles et ainsi généraliser nos résultats. 
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2.7 Annexes 

2.7.1 Dérivation de la dynamique du rendement 

En adoptant la supposition classique voulant qu'un changement dans la structure 

financière de la firme n'influence pas sa valeur marchande , nous aurons que celle-ci vaut, 

à chaque date t , la valeur de sa dette corporative et de son propre. P ar conséquent, la 

variation de la valeur de l'action S est donnée par: 

dSt = dvt - dDt (2.37) 

En substituant dans (2.37) les équations (2.1) et (2.3) , on obtient: 

(2.38) 

Soit le levier financier de la firme, noté L, qui exprime le pourcentage de ses 

engagements financiers par rapport à la valeur marchande de son actif25 ) soit: 

(2.39) 

P ar conséquent , l'équation (2.38) se ramène à: 

dSt = (p. - r Lt) 1/tdt + () v,t 1/tdzt (2.40) 

s 
En remplaçant vt par ___!__L , nous aurons la dynamique du rendement de l 'action 

1- t 

établie à l 'équation (2.4). 

25 À noter que le levier financier peut se calculer aussi en divisant Dt par St (Black, 1976 ; Bekaert 

et Wu, 2000). 
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2.7.2 Dérivation de la dynamique de la volatilité 

L'application du lemme d 'Itô à l 'équation (2.5) permet d'obtenir: 

dO";,t = d (~) 
2 

- d O"~,t 
1 - Lt - (1 - Lt) 2 

d0"2 20"2 . 
__ v'-,t ~2 + v,t . 3 dLt + 
(1 - Lt) (1 - Lt) 

(2.41) 

1 6Œ2 2 
---=v2.:..,t__,.d(L ) d(Œ2 L) 

2 (1 - Lt)4 t + (1 - Lt)3 v> t 

Or, l 'application du lemme d 'Itô à l 'équation (2.39) qui exprime le levier financier 

de la firme L permet d 'o,btenir l 'évolution de celui-ci, soit: 

(2.42) 

En substituant les équations (2.2) et (2.42) dans (2. 41), nous aurons: 

K ( CX - O"~ ,t) dt+ 'r'JO"v,tdWt 2Œ~,t [( 2 ) l 
~--~-----:2,...--_:___ + 3 r - J1 + 0" v,t Ltdt - 0" v,tLtdZt 

(1 - Lt) · (1 - Lt) 

1 6Œ2 27)Œ2 L p +- v,t (0"2 L 2 dt) - v,t t dt (2.43) 
2 (1 - Lt) 4 v,t t (1 - Lt) 3 

Finalement, nous obtenons: 

2 ( (-2Lt) (-7) ) ) 2 KCX 7) 1 - Lt (}"v t 
- (-) + (J.L- r + p7)) - K (-' ) 7)2 1 - Lt 7) 1 - Lt 

+ ( (-2Lt)2- (-2Lt)) (~)4 
dt 

4 1- Lt 

+ ( 1 ~ LJ C ~'~J dwt + (-2Lt) ( 1 ~'~J 
3 

dzt (2.44) 

L'arrangement de l'équation (2.44) permet de présenter la dymamique de la vari

ance instantanée O"; sous la forme établie à l 'équation (2.6). 
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2. 7.3 Application du filtrage p articulaire au modèle de H eston (1993) 

L'application du filtrage particulaire vise à constituer une série t emporelle représen

tative des volatilités inobservables dans le modèle de Heston (1993) où l 'évolution du 

rendement est donnée par: 

(2.45) 

Pour sa part, la variance instatanée, notée Œ
2 , soit de type stochastique avec 

retour vers la moyenne. Elle obéit au processus stochastique suivant 

(2.46) 

En (2.45) et (2.46), S correspond au prix de l 'actif, Œ
2 sa variance instantanée, J.L 

est le rendement attendu, 'T/ est la vola tilité de Œ2 , e est la variance instantanée à long 

terme ou d 'équilibre, a est la force de rappel vers e et z et w sont des mouvements 

browniens, respectivement , de S et de 0"
2 , liée avec le coefficient de corrélation p, soit: 

CO'TT (zt, Wt) = p 

La première étape consiste à exprimer le modèle de Heston (1993) sous forme 

espace-états. Puis, à la deuxième étape, nous appliquons l'algorithme EIR. 

2. 7.3.1 Expression esp ace-états du modèle d e H eston (1993) 

L'équation de transit ion du modèle de Heston (1993) est issue de la discrétisation, 

avec la méthode d'Euler, de la dynamique de Œ
2 établie à l'équation (2.46) comme suit: 

(2.4 7) 

Quant à l 'équation de mesure, elle est donnée par: 

ln (St+t::.t ) =ln (St) + (J.L - ~;) t.t + ŒtVMZt+ t::.t (2.48) 
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2.7.3.2 Estimation de la volatilité avec EIR 

Nous utilisons l 'algorithme EIR afin d 'estimer, à chaque date t, la variance instan

tanée du rendement Œ
2 sachant l 'information sur S. L'initialisation de cet algorithme 

se fait via la variance non conditionnelle des rendements durant la période d 'étude, ce 

qui nous permettra d'estimer Œ6 . Chaque itération de cet algorithme est composée 

de trois phases: l'échantillonnage d 'importance, le calcul des poids d 'importance et le 

rééchantillonnage. 

Phase 1: Échantillonnage d 'importance 

La première phase correspond à l 'échantillonnage d'importance. li s'agit de 

propager dans le temps la variance instantanée init iale. L'objectif est de générer, à 

chaque date t, 'un ensemble de N particules qui décrivent les valeurs possibles de Œ;. 
Ainsi, l 'ensemble {Œ;fL}N est généré à partir de {Œ;(i)}N . S'agissant d 'une par-

•=1 •=1 

tieule donnée, notée Œ;fL, qui décrit une valeur possible de Œ; à la date t + !J. t, nous 

avons: 
2(i) _ 2(i) + (e _ 2(i)) 1\ t + 2(i) r;;;:-:t (i) 

iJ t+6.t - iJ t a iJ t u 'r)IJ t V D.'CWt+6.t (2.49) 

En introduisant une t ransformation sur les deux processus Wiener z et w, il est 

possible d 'éliminer cette corrélation, soit: 

( 
(i) (i) ) -

corr zt+6.t, t:t+6.t - 0 

De plus , nous déduisons à partir de l 'équation (2 .51) que: 

( 
2(i) ) 

ln (-St_+_6._t) - J..lt- _Œt_ !J.t 
(i) St 2 

zt+6.t = -------:("'"i)___:,_r;:-:/\---~
Œt v ut 

En substituant les équations (2.50) et (2 .51) dans (2.47), nous aurons: 

(2.50) 

(2 .51) 



2(i) 
(} t+6.t 

Phase 2: Calcul des poids d'importance 
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(2.52) 

La deuxième phase correspond au calcul des poids d 'importance. Ainsi, à chaque 

date t , nous calculons pour chaque particule i de l 'ensemble { Œ;fL} :
1 

son poids 

d 'importance, noté m~+t>.t> comme suit: 

(2.53) 

Par la suite, nous normalisons ces poids d'importance comme démontré à l 'équa tion 

(2.17). Nous aurons ainsi une suite de poids d 'importance { m~+6.t } : 1 qui sera associée 

à l'ensemble de N particules { Œ;tL} :
1

, établi à la phase 1 ~ 

Phase 3 : Rééchantillonnage 

La troisième phase correspond au rééchantillonnage. Nous aurons, à la fin de cette 

phase, un ensemble de N particules noté {&;tL} :
1 
où le p oids de chaque part icule est 

de 1/N, ce qui permettra d 'approximer la densité de probabilité p(ŒÏ 1 So:t) · 

À la fin de l 'itération réalisée à la date t , l 'estimat eur optimal au sens du minimum 

de variance, soit il;, est calculé de deux façons. Si la phase de rééchantillonnage est 

requise alors ce dernier est donné par: 

N 
~2 1 '""". 2(i) 
Œ t+t>.t ~ N 0 Œ t+ t>. t 

i =1 

(2.54) 
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Sinon: 

(2 .55) 
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Figure 2.1 Évolution de la volatilité estimée, du rendement observé et du levier fi

nancier du portefeuille global (2 janvier 1996-31 décembre 2003) 
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Figure 2.6 Évolut ion de la volatilité estimée, du rendement observé et du levier fi-

nancier du portefeuille global (2 janvier 2004-31 décembre 2008) 
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Figure 2.11 Test de robustesse: évolution de la volatilité, du rendement observé et du 

levier financier (juillet 1990-décembre 2000) 
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Figure 2.12 Test de robustesse: évolution de la volatilité, du rendement observé et du 

levier financier (janvier 2001-décembre 2008) 
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CHAPITRE III 

LA PRIME DE RISQUE DE LA VOLATILITÉ ASYMÉTRIQUE 

3.1 Introduction 

Il est communément connu que le marché fixe les prix d 'actifs risqués de façon à 

obtenir des primes de rendement accordées aux risques qu 'il s'attend à subir. Le plus 

connu des risques est le bêta, dit systématique, ou relatif au marché. Sa prime se mesure 

d 'ordin aire par le taux justifié selon le modèle CAPM classique diminué du taux sûr, 

sous hypothèse implicit e d 'un marché à volatilité constante. Or , cette volatilité s'avère 

inconstante et son const at est acquis depuis les travaux fondateurs d'Engle (1982). 

D 'où l'existence d 'une prime de risque de la volatilité qui représente une rémunération 

au risque supplémentaire introduit par l 'hétérovolatilité. 

Diverses études récentes sur la prime de risque de la volatilité inconstante con

cernent trois marchés d 'options, sur les actions (Bakshi et Kapadia, 2003 ,a,b; Carr et 

Wu, 2009; Driessen , Maenhout et Vilkov, 2009; Todorov, 2010), sur les devises (Low et 

Zhang, 2005) et sur les titres à revenu fixe (Almeida et Vicente, 2009). En général, leurs 

résultats convergent et révèlent que ladite prime est négative. L'explication résiderait , 

notamment, dans l'attit ude des investisseurs qui sont t rès nombreux à se couvrir via 

options, moyennant une prime, pour s'assurer contre l 'hypervolatilité (ou volatilité ex

cessive) qui coïncide d 'ordinaire avec un marché baissier (Ang et al. , 2006, 2009; Jiang, 

Xu et Yao , 2009; etc.) . 

Que nous sachions, il n 'existe pas d 'études sur la prime de risque associée à une 
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volatilité caractérisée par ses variations asymétriques, ce qui justifie notre tentative . 

En particulier , il nous importe d'étudier l 'effet de l 'asymétrie de la volatilité sur sa 

prime de risque , ce qui permettrait d'ajouter des facteurs explicatifs de la variation de 

la dite prime à ceux déjà avancés, tels l 'échéance des options (Low et Zhang, 2005), le 

risque systématique (Carr et Wu, 2009) et les sauts surimposés au processus continu du 

rendement (Todorov, 2010) . Notre intérêt se justifie par l 'importance de cette prime 

dans diverses applications financières telles que la prédiction de la volatilité, l 'évaluation 

des options, la composition des portefeuilles et la gestion du risque financier (Andersen, 

Benzoni et Lund, 2002; Chernov, 2007; l\!Iixon, 2009; Carr et Wu, 2009; etc.). 

Pour y arriver, nous procédons en deux étapes. Dans la première étape, nous 

mettons en évidence, de façon empirique, la présence de la prime de risque de la volatil

ité asymétrique dans les prix d 'options. L'idée consiste à comparer l 'évolution de la 

volatilité instantanée du support, estimée via le modèle établi au deuxième essai, à celle 

de la volatilité implicite dans les prix d'options sur le même support. Une volatilité 

implicite plus élevée que la volatilité instantanée soutiendrait l 'hypothèse d 'une prime 

négative associée au risque de la volatilité asymétrique. Dans la deuxième étape, nous 

utilisons la méthode de Bakshi et Kapadia (2003,a) qui consiste à former un portefeuille 

de couverture (ou de réplication) en prenant une position acheteur dans l 'option d'achat 

(de vente) et une position vendeur (acheteur ) dans le support. Ce portefeuille devient 

sûr à un risque près, celui de la volatilité. La technique est telle que le rendement moyen 

du portefeuille de couverture, durant la vie de l'option, et la prime associée au risque de 

la volatilité asymétrique du support ont le même signe. Dans cette étap e, nous procé

dons à une analyse plus approfondie qui nous permettrait , en plus, de déceler l'effet du 

niveau de la volatilité et l 'échéance de l 'option sur la prime de risque de la volatilité. 

Notre étude empirique porte sur les prix d'options (d'achat et de vente) sur 

l 'indice américain S&P100 durant la période allant du 3 janvier 2006 àu 18 décem

bre 2010. Pour l'essentiel, les résultats obtenus révèlent que la prime de risque de la 

volatilité asymétrique est, en moyenne, négative. Cela transparaît d 'ailleurs double

ment, et dans l 'écart significatif entre la volatilité implicite dans les prix d'options et 
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la volatilité instantanée du S&P100, et dans le rendement moyen négatif des porte

feuilles de réplication. De plus , la prime de risque de la volatilité s'avère changeante et 

dépend du niveau de la volatilité et de l 'échéance des options vu que la sous-performance 

des portefeuilles de réplication augmente en périodes de volatilité accrue, surtout pour 

les portefeuilles form_és avec des options à longue échéance. Également, les résultats 

dévoilent une asymétrie dans la variation de la prime de risque de la volatilité voulant 

qu 'en valeur absolue sa hausse due à une volatilité accrue dépasse généralement sa baisse 

résultant d 'une relative stabilité du marché. 

Successivement ci-dessous, nous revoyons d 'abord les acquis sur la prime de risque 

de la volatilité (section 2) , décrivons notre méthodologie (section 3) , puis présentons 

notre échantillon, nos tests et les résultats obtenus (section 4) avant de conclure (section 

5) . 

3.2 R evue des écrits 

Notre revue des écrits , notamment récents, sur la prime de risque de la volatil

ité révèle que l 'hétérovolatilité constitue un risque non diversifiable et que la prime de 

risque qui s'y rattache est négative. Nous présentons dans le tableau 3.1 un résumé des 

principaux résultats des études sélectionnées. Notons que les écrits antérieurs (Lam

oureux et Lastrapes, 1993; Coval et Shumway, 2001 ; Andersen , Benzoni et Lund, 2002) 

indiquent que cela résulte de l 'aversion au risque des investisseurs. Ceux-ci préfèrent 

payer des primes d 'options pour s'assurer contre le risque d 'une volatilité en hausse qui . 

coïncide généralement avec des périodes de récession. Or , la preuve empirique vient 

de J ackwerth et Rubinstein (1996) qui furent parmi les premiers à examiner la volatil

ité implicite dans les prix d 'options. Ils constatent que celle-ci dépasse, en général, 

la volatilité réalisée. Ce constat empirique est soutenu, récemment, par , entre autres, 

Bakshi et Kapadia (2003 ,a,b), Chernov (2007) et Mixon (2009) à travers leurs tests 

appliqués aux prix d 'options sur actions américaines, sur indices S&P100, S&P500 et 

Nasdaq 100 et sur devises (livre sterling, franc suisse et yen japonais par rapport au 

dollar américain). D 'où l 'interprétation voulant que les prix d'options comprennent tme 
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surprime due au risque de volat ilit é inconstante, ce qui s'accorde aux observations de 

Bakshi et Kapadia (2003,a) voulant que les options deviennent plus chères après chaque 

baisse du marché. 

Tableau 3 .1 Principales études récentes sur la prime de risque de la volatilité 

Étude Échantillon et Principaux résultats 

période d'étude 

Bakshi et K apadia Prix d'options sur Prime de risque de la volatilité est en 

(2003 ,a) S&P500 durant moyenne négative et plus significative 

1988-1995 dans le cas des options d 'achat au jeu. 

Bakshi et Kapadia Prix d 'options sur Prime de risque négative de la volatilité 

(2003,b) 25 actions américaines et plus faible, en valeur absolue, dans 

durant 1991-1995 le cas des actions. 

Low et Zhang Prix d 'options sur Prime de risque négative de la volatilité 

(2005 ) devises durant des t aux de change. Lien négatif entre 

1996-2003 la valeur absolue de cette prime et 

l'horizon temporel de l 'option . 

Driessen , Maenhout Options sur l'indice Prime de risque négat ive de la volatilité 

et Vilkov (2009) S&P100 durant vu que la volatilité implicite dépasse la volatilité 

1996-2003 réalisée. 

Carr et Wu Opt ions sur 35 actions Prime de risque négative de la volatilité. 

(2009) et indices américains Elle est liée négativement avec 

durant 1996-2003 le risque relatif bêta de la firme 

Todorov Prix d'options sur Prime de risque négative de la volatilité. 

(2010) S&P500 durant Elle augmente, en valeur absolue, après 

1990-2002 une chute significative du rendement 

et t end à s'est omper par la suite. 

Toujours d 'après Bakshi et Kapadia (2003,a), le recours à une technique non 

paramétrique semble une solution p ratique pour identifier la nature de la prime de risque 
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de la volatilité1. L 'idée. consiste à former un portefeuille de couverture, à vocation de 

réplicat ion. Celui-ci devient sür à un risque près, celui de la volatilité. La technique est 

telle que le rendement moyen du portefeuille de réplication, durant la vie de l 'option, et 

la prime liée au risque de la volatilité du support ont le même signe. Les résultats de 

leurs tests à base des prix d 'options sur S&P500 , durant la période 1988-1995, révèlent 

que cette prime est en moyenne négative vu le rendement moyen négatif des portefeuilles 

de réplication formés . Il est de l 'ordre de -0,05% en moyenne de la valeur du S&P500. 

Cette sous-performance s'accentue dans le cas des options d 'achat au jeu où le rendement 

moyen atteint -0,13% de la valeur du S&P500, soit 8% en valeur absolue du prix moyen 

de ces options. On notera aussi que, Bakshi et Kapadia (2003,b) ont examiné la prime 

de risque de la volatilité d 'un échantillon de 25 actions américaines durant la période 

1991-1995. Leurs résultats montrent que cette prime est belle et bien négative mais plus 

faible , en valeur absolue, que dans le cas de l'indice S&P500. Ils attribuent ce résult at 

au risque spécifique des firmes qui ne semble pas être rémunéré par le marché. 

Plus tard , Low et Zhang (2005) recourent à la méthode de Bakshi et Kapadia 

(2003, a) pour examiner la prime de risque de la volatilité sur le marché de devises . 

Ils furent parmi les premiers à étudier l 'évolution de cette prime au fil du temps. Leur 

étude porte sur les prix d'options sur quatre devises liquides, soit le livre sterling, le yen 

japonais, le franc suisse et l'Euro , durant la période allant du 3 juin 1996 au 31 décembre 

2003. Leurs résultats révèlent que les prix d'options sur ces d evises comprennent une 

surprime, d 'où une prime négative liée au risque de la volatilité des taux de change. 

De plus, les tests à base des prix d 'options avec diverses échéances (1, 3, 6 et 12 mois) 

dévoilent un lien négatif entre la valeur absolue de cette prime et l 'horizon temporel de 

l'option voulant que la prime de risque de la volatilité diminue, eri valeur absolue, pour 

les options à longue échéance. 

1 Notons que l'estimation paramétrique de la prime pour volatilité est possible dans le cas des 

modèles de volatilité stochastique mais dans un univers neutre au risque. Pour plus de détails , voir, par 

exemple, les méthodes paramétriques de Bates (1996, 2000) , Pan (2002) , Eraker (2004), Jones (2006) 

et Aït-Sahalia et Kimmel (2007) . 
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Récemment, l 'hypothèse d'une prime négative associée au risque de la volatilité 

semble être bien soutenue dans la plupart des études empiriques menées, soit à l 'aide de 

données sur indices boursiers, soit en utilisant des échantillons d'actions. Les résultats 

de ces études convergent, généralement, vers la supériorité de la volatilité implicite dans 

les prix d'options comparativement à la volatilité réalisée. Par exemple, Mixon (2009) 

montre que, durant la période 2001-2004, la volatilité implicite dans les prix d 'options 

d 'un échantillon de 17 actions américaines dépasse, en moyenne, leur volatilité réalisée. 

L'écart pouvant même atteindre 10%. De leur coté, Driessen, Maenhout et Vilkov (2009) 

recourent à la méthode de Britten-J ones et Neuberger (2000) et Jiang et Tian (2005) 2 

pour estimer la volatilité implicite dans les prix d 'options sur l 'indice S&P100 durant 

la période allant du janvier 1996 au· décembre 2003. En la comparant à la volatilité 

réalisée de cet indice, ils trouvent qu'elle la dépasse significativement3 . Les auteurs 

attribuent ce résultat à la vol~tilité excessive de l 'indice lors des périodes de récession 

expliquée, notamment, par la hausse de la corrélation entre les rendements des titres , ce 

qui affaiblie l 'effet de diversification au sein de l 'indice et augmente ainsi sa volatilité4 . 

Par ailleurs, il importe de noter que quelques écrits récents ont permis d 'estimer 

la prime de risque de la volatilité plutôt qu 'identifier seulement son signe. P ar exemple, 

Carr et vVu (2009) procèdent via swaps de variance, ces contrats financiers hors cote 

où la prime pour volatilité se mesure en proportion d 'une variance prédéfinie et celle 

observée sur l'horizon du contrat . Dans leur étude, qui va de janvier 1996 à février 2003 , 

2 Pour plus de détails sur la méthode de Britten-Jones et Neuberger (2000) et Jiang et Tian 

(2005) , voir l'essai I intitulé «Le point sur la volatilité boursière » . 

3Notons que Driessen, Maenhout et Vilkov (2009) ont testé aussi l'hypothèse d 'une prime de 

risque négative de la volatilité avec des données relatives aux prix d'options sur to utes les actions 

appartenant au S&P100. Contrairement aux attentes , leurs résultats révèlent un rej et de cette hypothèse 

voulant que cette prime soit plutôt positive. Cette divergence inattendue de ces résultats semble être 

attribuée à la méthodologie d'estimation utilisée. 

~Mentionnons que cette explication est inspirée des travaux de Roll (1988) et Jorion (2000) sur, 

respectivement, la Krach boursière de 1987 et la crise de la dette russe en 1998. 
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ils estiment la prime liée au risque de la volatilité via un échantillon d'options sur 35 

actions et d 'indices (S&P500 , S&P100 et Dow Jones). Deux résultats ressortent: (1) la 

prime de risque de la volatilité, quoique changeante, s'avère négative en moyenne, que le 

marché soit haussier ou baissier; (2) il existe un lien négatif entre la prime liée au risque 

de la volatil1té d 'un titre et son risque relatif bêta: plus monte le bêta, plus la prime 

devient négative. Quant à Todorov (2010), il mesure la prime de risque de la volatilité 

par l 'écart entre la volatilité issue d 'un modèle stochastique avec sauts et le niveau de 

l 'indice de volatili té VIX5 . Son étude allant du 2 janvier 1990 au 29 novembre 2002 porte 

sur les prix d 'options sur le S&P 500. L'auteur dévoile que le saut qui caractérise le 

processus du rendement influence l 'évolution de cette prime. En effet, celle-ci augmente, 

considérablement (en valeur absolue) après une chute significative du rendement et tend 

à s'estomper par la suite. 

Globalement, il nous apparaît que l 'hypothèse d'une prime négative liée au risque 

de la volatilité demeure, en général, soutenue dans les écrits étudiés. Le lien négatif entre 

le rendement et sa volatilité semble une explication plausible à ce résultat . Nos tests 

plus loin permettront de contribuer à la recherche dans ce domaine en caractérisant la 

prime de risque associée à la volatilité asymétrique ainsi que les facteurs qui expliquent 

ses variations. 

3.3 Méthodologie d'estimation 

Dans cette section , nous présentons d'abord les processus stochastiques qui fondent 

le modèle à volatilité asymétrique (MVAS) , retenu pour décrire l'évolution du rende

ment ainsi que sa volatilité. Puis, nous dérivons l 'équation différentielle partielle de 

ce modèle. Enfin, nous recourons· à la méthode de Bakshi et Kapadia (2003 ,a) afin de 

caractériser la nature de la prime associée au risque de la volatilité asymétrique. 

5 Rappelons que l'indice de volatilité VIX, établi par la Bourse des options de Chicago (CBOE), 

reflète l'information disponible sur le marché, susceptible d'influencer la volatilité future. Le calcul du 

VIX se base sur les volatilités implicites extraites des prix d 'options (d 'achat et de vente) sur l'indice 

S&P500. Pour plus de détails, voir l'essai I intitulé «Le point sur la volatilité boursière » . 
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Selon MVAS, l'évolution du cours de l'actif financier , S, et celle de sa variance 

instantanée, a; , sous probabilité physique P, obéissent aux processus stochastiques 

suivants: 

J.L- rLt 
/J-s ,t = 1- L t 

(3.1) 

(3 .2) 

où J.L symbolise la variation attendue de la valeur marchande de la firme V, a v la 

variance instantanée de V , a la variance instantanée d 'équilibre à long terme de V, "' la 

force de rappel vers a , T) la volatilité de la variation de a v, r le taux d'intérêt supposé à 

structure horizontale et fixe, L le levier financier de la firme et z et w des mouvements 

browniens classiques corrélés à hauteur de p. 

Dans un monde neut re au risque, sous probabilité Q, les équations (3. 1), (3.2) se 

ramènent à: 

où À
8 

est la prime de risque de la volatilité et zQ et wQ sont des Q-mouvements 

browniens corrélés à hauteur de p . 

Supposons une option dont le pnx C est une fonction deux fois continûment 

différentiable du temps t, du prix de l'actifS et de sa variance instantanée a; , soit: 

Ct = f ( S , a; , t) (3.5) 
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À partir de (3 .5), l 'application du lemme d 'Itô permet d 'obtenir la dynamique de 

C, soit: 

En substituant dans (3.6) les équations (3.3) et (3 .4), on obtient: 

· _ ( 8Ct 8Ct 3 ) Q ( 8Ct ) Q 
dCt - f..Lc ,tdt + BSt Œ s,tSt + BŒ;,t atŒ s,t dzt + BŒ;,t btŒ s,t dwt (3.7) 

Or , la valeur actualisée de C est une martingale sous la probabilité risque-neutre 

Q. Nous aurons ainsi : 

(3.8) 

En substituant (3. 7) dans (3.8), nous obtenons: 

8Ct ( 8Ct · ) 8Ct ( 2 4 . ) 1 
at+r 8StSt - Ct + BŒ2 4;t+wtŒs,t+XtŒs,t- Às,t +2B(Ct)=0 

. s,t 
(3.9) 

Pour déterminer la nature de la prime de risque de la volatilité asymétrique, notée 

À 8 , nous utilisons la méthode de Bakshi et Kapadia (2003 ,a). L'idée consiste à former un 

portefeuille de réplication avec une position acheteur dans l 'option d'achat européenne 

au prix C et une position vendeur dans la quantité 6.t du support au prix S 6
. Ainsi , 

l 'investissement net, noté I , à la date t, est donné par: 

(3.10) 

GMentionnons qu'un portefeuille de réplication peut être formé aussi avec une position acheteur 
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où f::.t = ~~: représente le coefficient delta de l 'option d'achat, c'est-à-dire le taux 

de variation de sa valeur par rapport à celui du support . 

Par conséquent, le rendement excédentaire de ce portefeuille, noté R, entre la 

date t et l'échéance de l'option t + T , est donné par: 

(3. 11) 

où r et T représentent , respectivement , le taux sûr et le temps à échéance de 

l 'option. 

Il importe de noter que le portefeuille de réplication formé est delta- neutre, c'est

à-dire couvert contre tous les risques sauf celui de la volatilité. Ainsi, son rendement 

est égal au taux sûr si le risque de la volatilité est nul , soit un rendement excédentaire 

R nul. 

En intégrant l 'équation (3.11), nous obtenons l 'expression suivante: 

(3. 12) 

Or , l 'intégration de l'équation (3. 6) nous donne: 

(3. 13) 

Avec la substitution des équations (3.2) et (3.9) dans l 'équation (3. 13) , nous 

dans une option de vente européenne au prix Pet une position vendeur dans la quantité 6.t du support. 

Dans ce cas, l' investissement net I , à la date t , est donné par: 

où 6.t = ~~: représente le coefficient delta de l'option de vente. 
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obtenons: 

l ·t+r aCu l t+r ( aCu ) i t+r aCu 
Ct+r Ct + as dSu + r Cu - as Su du + -a 2 Às,udu 

t u . t u t (J' s,u 

(3. 14) 

P ar conséquent, la substitut ion de l 'équation (3.14) dans (3 .1 2) nous donne: 

l ·t+r aCu 1 ·t+r aCu 3 i t+r aCu 
Rt,t+r = -a 2 Às,u du + -a 2 auO's,udzu + -a 2 buO's,udwu 

t (J' s,u t (J' s,u t (J' s,u 
(3 .1 5) 

Notons que aa\ représente le coefficient véga de l'op tion d'achat, c'est-à-dire le 
O's 

t aux de variation de sa valeur par rapport à la volatilité du support. Si ce coefficient est 

élevé alors la valeur de l 'opt ion est t rès sensible au moindre changement de la volatilité . 

Autrement, un changement de la volatilité n 'aura qu'un léger impact sur la valeur de 

cette option. 

Les deux dernières composantes de l 'équation (3.15) représentent des intégrales 

stochastiques. En utilisant les propriétés de martingale nous aurons: 

(3 .16) 

L 'équation (3.16) montre, qu 'en temps continu, le rendement moyen du porte

feuille de réplication , entre t et t + T, a le même signe que celui de la prime de risque 

de la volatili té À8 , vu que le coefficient véga est touj ours p ositif. P articulièrement, si 

ce rendement est nul alors les prix des options ne contiennent aucune surprime liée au 

risque de la volatilité, c'est à dire que le risque de la volatilité n'est pas rémunéré par le 

marché. Autrement, un rendement moyen négatif (posit if) reflète une prime de risque 

négative (posit ive) de la volatilité en moyenne. 

3.4 Tests empiriques e t résultats 

Dans cette section, nous présentons d'abord notre échantillon ainsi que les don

nées utilisées. P uis, nous procédons à une comparaison entre la volatilité implicite dans 
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les prix d 'options sur S&PlOO et la vola tilité instantanée issue du modèle à volatili té 

asymétrique (MVAS) . Ensui t e, nous formons les portefeuilles de r éplications, calculons 

leurs rendements moyens selon les échéances des options et analysons les résultats trou

vés, Enfin , nous étudions les variations de la prime de risque de la volatilité asymétrique 

ainsi que les facteurs qui les expliquent avant de procéder à des tests de robustesse pom 

évaluer la significativité des résultats obtenus. 

3.4.1 Échantillon retenu et données utilisées 

Notre étude est menée avec un échantillon composé de données jomnalières, 

provenant de la base de données OptionMetrics, relatives aux cours de l 'indice S&P 1007 

et aux prix d 'options sur cet indice8 . Elle por te sur la période qui s'étend du 3 jan

vier 2006 au 18 décembre 2010 . Le choix de cet te période est influencé, entre autres, 

par l 'exist ence de différentes phases d 'évolution des cours boursiers. Par exemple, nous 

assistons à une phase de relative stabilité durant l 'année 2006 . Par contre, la fin de 

l 'année 2008 se caractérise par une forte instabilité boursière due, not amment, à la crise 

financière mondiale. Nous esp érons ainsi évaluer l 'effet d 'une t elle volatilité changeante 

et asymétrique d ans sa relation avec le rendement sur la prime de risque qui s'y rat tache. 

Nous commençons par a juster , p our chaque observation relative aux options 

retenues, le prix du support S en enlevant la valeur actualisée des dividendes D versés 

ent re la date tet l 'échéance de l 'op t ion t + T , soit: 
r 

s; = St - L e-rs Dt+s (3 .17) 
s= l 

7Rappelons que l'indice américain S&P 100 est composé des 100 plus grandes firmes du S&P500. 

L 'importance de chaque firme dans cet indice est proport ionnelle à sa capitalisation boursière . 

8 Les options sur cet indice, négociées sur la Bourse des options de Chicago (CBOE) , sont de 

deux types : américain et européen. Les options américaines se transigeaient sur le marché depuis 11 

mars 1983 alors que les options européennes existaient depuis 23 juillet 2001. Dans notre étude, nous 

retenons celles de type européen, c'est-à-dire les options qui ne peuvent être exercées qu'à leurs dates 

d'expiration. Le prix de l'option correspond à la moyenne entre son prix acheteur et son prix vendeur. 
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où S* et T correspondent, respectivement, au prix du support ajusté aux divi

dendes et au temps à échéance de l 'option. Par ailleurs, r est le taux sûr périodique 

supposé constant. 

Également, nous nous inspirons des travaux de Bakshi, Cao et .Chen (1997) , Goyal 

et Saretto (2009) et Driessen, Maenhout et Vilkov (2009) pour établir des critères de 

sélection des observations relatives aux options retenues. Ainsi, nous écartons de notre 

échantillon initial les observations dont: (1) le prix de l'option viole les conditions 

d 'absence d 'arbitrage9 ; (2) la volatilité implicite dans le prix de l'option, calculée via le 

modèle de Black-Scholes, est excessive (supérieure à 100%) ou faiblement significative 

(inférieur à 1%); (3) le temps à échéance de l'option est relativement court (inférieur à 

5 jours); (4) le prix de l 'option est relativement faible (inférieur à 0,50$); et (5) l'intérêt 

en cours est nul10 . L'idée est d'éliminer le biais que pourrait introduire la faible liqtùdité 

de ces options sur les résultats de nos tests. 

Au total, l'application des cri tères ci-dessus nous donne un échantillon final com

posé de 376 454 observations relatives aux options d 'achat et de vente sur l 'indice 

S~P100. Nous les subdivisons, en 30 classes, selon: (1) la nature de l 'option (achat ou 

vente) ; (2) le temps à échéance de l 'option (inférieur à 60 jours, entre 60 et 180 jours 

ou supérieur à 180 jours11 ); et (2) le prix relatif du support12 définit comme étant le 

9 Les conditions d 'absence d'arbitrage exigent qu'à une date t , le prix de l'option d'achat (de 

vente) est limité à l'intérieur d 'un intervalle allant des;- K e-TT (Ke-rr- s; ) à s; (K e-TT) où s· est 

le prix ajusté du support, r est le taux sûr et K et r sont, respectivement, le prix de levée et le temps 

à échéance de l'option. 

10 L 'intérêt en cours (ou «open interest» en anglais) correspond au nombre d'options qui n 'ont 

pas été annulées par des contrats opposés. 

11 Contrairement à Bakshi et Kapadia (2003,a), nous jugeons qu 'il serait intéressent d 'utiliser, 

dans nos tests, des options à longue échéance, ce qui permettrait d'évaluer la sensibilité de la prime de 

risque de la volatilité au temps à échéance de l'option. 

12 Le prix relatif du support évalue le degré d 'éloignement de la valeur du support ajustée aux 

dividendes du prix de levée de l'option. 
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rapport entre la valeur du support ajustée aux dividendes (S*) et le prix de levée de 

l 'op tion (K ). On notera que, dans notre étude, une opt ion d'achat (vente) est considér ée 

au jeu si le prix relatif varie entre 0,98 et 1,02. Par contre, l 'opt ion d 'achat (vente) est 

très hors jeu si ce prix est inférieur (supérieur) à 0,95 et t rès en jeu s'il dépasse (tombe 

sous) 1,05. Finalement , l'option d 'achat (vente) est en jeu (hors jeu) si le prix relatif 

varie ent re 1,02 et 1,05 et hors jeu (en jeu) s'il varie entre 0,95 et 0,98. Le t ableau 

3.2 présente, selon la classe d 'options sur S&P100 , les statistiques descript ives, toutes 

définitions utiles comprises. 

Pour l 'essent iel, les résultats se conforment à la t héorie d 'évaluation d 'opt ions 

voulant que t outes autres choses égales: (1) le lien est posit if (négatif) entre le prix 

moyen de l 'option d 'achat (de vente) et le prix relatif du support; et (2) l 'allongement 

de l'horizon t emporel (ou l 'échéance) de l'opt ion hausse le prix moyen de l 'opt ion. En 

effet, celui-ci est à son niveau maximal (minimal) pour les options en jeu (hors jeu) où 

l 'horizon t emporel dépasse 180 jours (tombe sous 60 jours). Il est de 67 ,28$ (2,34$) 

pour les options d 'achat contre 81,07$ (3,08$) pour les options de vente. 

Toujours au t ableau 3.2, l'on voit qu 'en moyenne, les op tions de vente sont plus 

chères que les options d 'achat . En effet , le prix moyen des opt ions de vente est de 28,09$ 

contre 23 ,04$ pour les options d 'achat. Cette avancée t ient aussi bien pour les options 

au jeu que celles hors ou en jeu . On notera aussi qu 'en pourcentage du prix moyen 

des options d 'achat , cet écart est plus prononcé dans le cas ·des options t rès hors jeu 

où il est égal à 32,88% (différence ent re 9,16$ et 6,96$) . Toutefois, il est de moindre 

ampleur pour les options au jeu où il est à son niveau minimal, soit 11 ,24% (différ ence 

entre 65,84$ entre 58,68$). Nous attribuons ce résultat à la demande spéciale pour les 

opt ions de vente, surtout celles qui sont très hors jeu , utilisées généralement pour se 

couvrir cont re la baisse du marché. 
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3.4.2 Comparaison entre la volatilité implicite dans les prix d'options 

sur S&PlOO et la volatilité instantanée issue de MV AS 

Pour déterminer la nature de la prime de risque de la volatilité issue de notre 

modèle à volatilité asymétrique (MVAS) , nous mettons , d 'abord , en évidence la présence 

d 'une telle prime dans les prix d 'options de façon empirique. L'idée consiste à comparer 

l 'évolution de la volatilité instantanée du S&P100 , issue de MVAS , à celle de la volatili té 

implicite dans les prix d 'options (d 'achat et de vente) sur cet indice, et ce durant la 

période qui s'étend du 3 janvier 2006 au 18 décembre 2010. Pour atteindre notre objectif, 

nous procédons, d 'abord, à une estimation des séries t emporelles pour ces deux mesures 

de volatilité vu que celle-ci est inobservable sur le marché. 

Commençons avec la volatilité instantanée. Elle est estimée via l'écart-type in

stantané du rendement, obtenu en appliquant la technique de filtrage part iculaire au 

MVAS défini par le processus du rendement et .celui de sa variance instantanée établis 

dans les équations (3.1) et (3.2) 13 . Précisons que l'utilisation du MVAS requiert le calcul 

du levier financier du S&P100 sur une base journalière durant la période d 'étude. Ce 

calcul nécessite le recours, pour chacune des firmes non financières du S&P 10014 , à deux 

séries t emporelles: .celle de la valeur comptable de la dette corporative sur une base an

nuelle et celle de la capitalisation boursière sur une base journalière. Les données nous 

proviennent du fichier COMPUSTAT. Ainsi, le levier financier du S&P100 à la date t, 

noté LF, est approximé par: 
n 

2:::: Bit 
i=l LFt = --=n=---..:........:=------ (3.18) 

2: Bit+ (Sit x Nit) 
i= l 

où Bi , Si et Ni correspondent, respectivement, à la valeur comptable de la dette 

13 Pour plus de détails sur la technique de filtrage particulaire et son applicat ion au MVAS, voir 

l'essai II intitulé «L 'asymétrie de la volatilité boursière». 

14 Notons qu'à chaque date donnée, nous retenons, dans notre calcul, seulement les firmes non 

financières qui appartiennent à !:indice S&PlOO. 
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corporative, supposée constante durant l 'année, le prix de l 'action et le nombre d 'actions 

en circulation de la firme i. P ar ailleurs, n est le nombre total des firmes non financières 

appartenant l 'indice S&P100. La figure 3.1 annexée illustre l 'évolution du levier financier 

comparée à celle du r endement observé du S&P100 durant la période allant du 3 janvier 

2006 au 18 décembre 2010. 

Quant à la volatilité implicite, elle est estimée par l 'écart-type du rendement du 

S&P100 qui égalise, à une date donnée, le prix de l 'option évalué avec le modèle de 

Black-Scholes à son prix observé sur le marché. Ainsi, la volatilité implicite CJimp , dans 

les prix d 'options d 'achat , est donnée par l'équation suivante15 : 

(3.19) 

où S*, K et T correspondent , respectivement, au prix du support ajusté au di vi-

dende, le prix de levée de l 'option et son temps à échéance. P ar ailleurs, C est le prix 

de l 'opt ion d'achat observé sur le marché et ê est son prix donné par le modèle de 

Black-Scholes, soit : 

(3.20) 

où r est le t aux sûr et N la fonction de répartition de la loi normale centrée 

réduite. Rappelons que CJimp est la seule variable inconnue dans l 'équation (3.20) et que 

son estimation se base sur un calcul itératif, vu l'impossibilité d 'inverser cette équation. 

Une fois que nous avons estimé la série temporelle de la volatilité implicite et 

celle de la volatilité instantanée du S&P100 , nous comparons leurs évolutions durant 

15 Notons que la volatilité implicite !Timp, dans les prix d'options de vente, est obtenue en ég~lisant, 

à une date donnée, le prix de l'option de vente P évalué avec le modèle de Black-Scholes à son prix P 

observé sur le marché, soit: Pt= A (S;,K,u;mp,r) où A= Ke-r..-N(-d2)- s;N(-dl)· 
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la période allant du 3 janvier 2006 au 18 décembre 2010. Pour déduire et illustrer la 

significativité des écarts entre ces deux séries , nous recourons au test statistique de 

Diebold et Mariano (1995). L'hypothèse nulle de ce test suppose qu 'en moyenne les 

deux mesures sont égales, c'est à dire que les prix des options ne contiennent aucune 

surprime due au risque de la volatilité. Notons que la statistique de ce test, notée DNJ , 

est donnée par 16 : 
T 

~dt 
DM = -r.:::=t='==~l =:==~ 

JT x Var (d) 
(3 .21) 

où d représente le différentiel entre la volatilité implicite CJimp et la volatilité 

instantanée CJ MV AS, soit: 

dt = CJt,imp- CJt,MVAS (3.22) 

Nous rapportons au tableau 3.3 les estimés de la volatilité implicite moyenne 

(VIM), de même que les résultats du test de Diebold et Mariano (1995), et ce pour 

chaque classe d'options retenues. Aussi, les figures 3.2 et 3.3 annexées illustrent l 'évolution 

de VIM (estimée via des options d'achat et de vente sur S&P100) comparée à celle de 

la volat ilité instantanée et ce durant la période d'étude, soit du 3 janvier 2006 au 18 

décembre 2010. 

En général , on constate que VIM augmente à mesure que la valeur du S&P100 

ajustée aux dividendes s 'éloigne du prix de levée de l'option, et ce peu importe l'horizon 

temporel de celle-ci. En effet, VIM semble relativement plus élevée lorsqu'elle est estimée 

via des options très hors jeu ou très en jeu. Par exemple, au pan A, l'on constate 

que, pour tous les horizons temporels confondus, VIM est égale à 22,38% pour les 

options d 'achat au jeu contre 24,84% et 26,44% pour, respectivement , les options d'achat 

très hors jeu et très en jeu. Également, les estimés du VIM via des options de vente, 

16 Mentionnons que le calcul du pvaleur de ce test (probabilité de rejeter à tort de l'hypothèse 

nulle) suppose que, pour un nombre élevé d 'observation , D!VI suit asymptotiquement la distribution 

normale centré réduite. 

l 
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présentés au pan B, obéissent à la même règle où VIM vaut 21,23% pour les options au 

jeu contre 27,48% et 25,67% pour, respectivement , les options très hors jeu et très en 

jeu. Ce résultat s'accorde avec ceux des écrits classiques du domaine. Il est attribué, 

notamment , au biais d 'évaluation du modèle de Black-Scholes qui t end à surévaluer les 

options au jeu et sous-évaluer celles qui sont hors ou en jeu (Rubinstein, 1994; J ackwerth 

et Rubinstein, i996 ; et c.) . Les explications de ce phénomène font appel, entre autres, 

à la liquidité changeante des options lorsque la valeur du support s'éloigne du prix 

de levée de l 'option (Leland, 1985; Merton, 1987). P ar contre, dans nos résultats et 

contrairement à Rubinstein (1994), la variabilité du VIM ne semble pas s'estomper avec 

la hausse du temps à échéance de l'option17 . 

Ajoutons aussi que le biais d 'évaluation du modèle de Black-Scholes paraît plus 

significative dans le cas des options de vente très hors jeu et les options d 'achat très 

en jeu où VIM atteint ses niveaux maximaux (27,48% et 26 ,44% respectivement) . Ce 

résultat n'est pas surprenant vu que ces options sont généralement utilisées pour se 

couvrir contre la baisse du marché, d'où leur forte liquidité qui fait que leur valeur 

marchande dépasse considérablement celle établie par le modèle de Black-Scholes. 

Également, il est apparent d'après les graphiques des figures 3.2 et 3.3 que VIM 

est, dans la plus part des cas, plus élevée que la volatilité instantanée . P areillement, on 

peut y voir que l 'écart entre ces deux mesures de volatilité à tendance à être plus élevé 

dans le cas des options de vente. En moyenne , il est de 0 ,57% dans. le cas des options 

d 'achat contre 1,13% pour les options de vente18 . Ajoutons aussi que les pvaleurs du 

test de Diebold et Mariano (1995) sont clairement faibles, ce qui démontrent que cet 

17 Rappelons que, selon Rubinstein (1994) , l'écart entre la volatilité implicite dans les prix 

d'options au jeu et celle dans les prix d 'options hors jeu ou en jeu s'accentue pour les options à courte 

échéance et tend à décroître avec l'allongement de l'horizon temporel des options. 

18 Notons que nos résultats sont comparables à ceux de Driessen, Maenhout et Vilkov (2009) 

même si ces auteurs révèlent un écart moyen plus prononcé entre la volatilité implicite et la volatilité 

réalisée du S&P100, soit de 4% à peu près, durant la période 2001-2004. 
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écart est statistiquement significatif, au seuil de 1%, et ce pour la plupar t des classes 

d'options. 

Globalement , nos résultats laissent présumer l 'existence d 'une surprime dans les 

prix d'options due au risque de la volatilité vu l 'écart significatif existant entre la volatil

ité implicite et la volatilité instantanée. Des t ests plus directs, plus loin, permettront 

d 'éprouver l'existence d 'une telle prime, déterminer son signe, expliquer sa variation et 

évaluer ses liens avec le niveau de la volatilité et l 'horizon temporel de l 'option. 

3.4.3 Calcul du rendement moyen des portefeuilles d e réplication 

D 'entrée, rappelons qu'un portefeuille de réplication est sûr à un risque près, celui 

de la volatilité. Il se forme en prenant une position acheteur dans une option d 'achat au 

prix Cet une position vendeur dans la quantité 6. du support au prix S. Son rendement 

moyen, noté R, entre la date t et l 'échéance de l'opt ion t + T, s'obtient en discrétisant 

l 'équation (3.12) , soit19 : 

N -1 N-1 

Rt,t+T = max ( s;+T - K, 0) - Ct - 2:= 6.tn ( s;n+l - s;n) - ~ 2:= rn (Ct - 6.t, s;J 
n=O n=O 

T 
avec to = t , tN = t + T et tn+ l- tn = N. 

(3.23) 

où S* et K correspondent , respectivement, à la valeur du support ajustée au 

dividende et au prix de levée de l 'op t ion. Par ailleurs, rest le taux sûr supposé changeant 

au fil du temps20 . 

19 En utilisant des options de vente, le rendement moyen R du portefeuille de réplication, entre 

la date tet l'échéance de l'option t + T , est donné par : 
N -l N-l 

Rt,t+r = max(K- s;+r,O)- Pt- I: Llt.,. (s;,.+l- s;,J - f;; I: Tn (Pt- Llt._.S;,.) 
n=O n=O 

où P correspond à la valeur de l'option de vente au prix de levée K et Llt,. à son coefficient delta. 

20 Notons que le relâchement de l'hypothèse classique liée à la constance du taux sûr vise à réduire, 

voire neutraliser, l'effet de cette hypothèse sur nos résultats, surtout que notre échantillon contient des 

options à longue échéance. 
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Précisons aussi que , dans l'équation (3.23) , le rendement moyen du portefeuille 

de réplication permet de capturer le signe de la prime de risque de la volatilité. Partic

ulièrement, si ce rendement est nul alors cet te prime est nulle, c'est-à-dire que les prix 

des options ne contiennent aucune surprime liée au risque de la volatili té . Autrement, 

un rendement moyen négatif (positif) reflète une prime négative (positive) associée au 

risque de la volatilité. 

À l'instar de J ackwerth et Rubinstein (1996) , Buraschi et J ackwerth (2001 ) et 

Bakshi et Kapadia (2003 ,a), le taux sûr est estimé, à chaque date t, via la relation de 

parité des prix d 'options. Il correspond à la moyenne ent re le taux emprunteur moyen 

et le taux prêteur moyen. Ainsi, pour une date donnée t et un temps à échéance de 

l 'option T, le taux emprunteur moyen re se calcule comme sui t: 

(3 .24) 

Par ailleurs, le taux prêteur moyen r p est obtenu via: 

r t = __ 1_ ~ln (Pt (K j) - Cf (K j) + s;) 
p, T xm ~ K · 

. j = l J 

(3. 25) 

respondent, respectivement, au prix acheteur et aux prix vendeur de l'option d 'achat 

(vente) au prix d'exercice K j . Par ailleurs, m correspond au nombre d 'options (d 'achat 

et de vente) où le temps à échéance est égal à T . 

Également , le coefficient delta de l'option d 'achat est changeant . Sa valeur , à la 

date t, est appoximée via le modèle de Black-Scholes, soit : 

(3.26) 

où N est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et Œt ,t+T est 
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la volatilité instantanée moyenne, entre t et t + T, donnée par: 

(3. 27) 

où &; représente la variance instantanée anrmalisée issue de MVAS à la date tn . 
n . 

Notons que l'approximation utilisée du coefficient delta est raisonnable dans le 

cas d 'une volatilité const ante ou une corrélation nulle ent re rendement ou volatilité. 

Autrement , Heston (1993) démontrent que cet te approximation est biaisée. Nous procé

dons, dans la section 3.5, à un t est statistique afin d 'évaluer l 'effet de ce biais sur les 

résultats obtenus21 . 

Les t ableaux 3.4 et 3.5 montrent les rendements moyens des portefeuilles de répli

cation formés selon la classe d 'options, et ce durant la période d 'étude, soit du 3 janvier 

2006 au 18 décembre 2010. Ces rendements sont exprimés en dollars et en pourcentage 

de la valeur de l'opt ion utilisée dans le portefeuille de réplication. Il nous a importé 

d' ajouter à la dernière colonne de ce tableau, le pourcentage des portefeuilles de ré

plication dont le rendement est négatif. Le souci est de vérifier que les cas extrêmes 

n 'influencent pas sur nos résultats . 

Quoique les résultats varient d'une classe d'options à une autre, on constate qu 'ils 

apportent un soutient apparent à l 'hypothèse d'une prime négative liée au risque de la 

volatilité asymétrique. Il suffit de voir que les rendements moyens des portefeuilles de 

réplication (RMPR) sont tous négatifs et statistiquement distincts de zéro, t ant pour 

les portefeuilles de réplication utilisant des options d 'achat que ceux formés avec des 

options de vente. En effet, au tableau 3.3, l 'on voit que, pour toutes les classes d'options 

21 Notons aussi que, vu le caractère changeant du delta, un réajustement dans la position du 

support est nécessaire pour maintenir le portefeuille de réplication delta neutre. Bakshi et Kapadia 

(2003 ,a) soulignent que l'effet du biais d'un tel réajustement fréquent est négligeable sur le rendement 

du portefeuille de réplication. 



123 

d'achat retenues, RMPR vaut -0,43$, soit -1,89% du prix moyen des options d 'achat 

retenues. P areillement, les résultats du tableau 3.4 démontrent que la sous-performance 

de tous les portefeuilles de réplication formés avec des options de vente est en moyenne 

plus remarquable, soit -1 ,04$ ou 3,72% du prix moyen de toutes les options de ventes 

retenues. À priori, ce résultat laisse croire que l'importance de la surprime due au risque 

de la volatilité diffère selon la nature de l 'option utilisée. Elle est plus élevée, en valeur 

absolue (en dollars qu'en proportion) avec des options de vente. 

Également , on constate que la sous-performance des portefeuilles de réplication 

s'accentue avec l 'allongement de l 'hoiizon temporel des options. En effet, au tableau 

3.3 , l 'on voit que RMPR vaut -0 ,37$, dans le cas options d 'achat à courte échéance 

(inférieure à 60 jours) contre -0,54$ dans le cas des options d 'achat à longue échéance 

(supérieure à 180 jours). Pareillement, les résultats du tableau 3.4 démontrent que 

la sous-performance de tous les portefeuilles de réplication formés avec des options de 

vente est plus significative à mesure que l 'échéance des options augmente (RMPR vaut 

-0 ,78$ pour les options à courte échéance contre -1 ,31$ pour celles à longue échéance). 

Ce résultat montre qu'en valeur absolue, la prime de risque de la volatilité dépend 

positivement de l 'horizon de couverture choisi par l 'investisseur. 

Par ailleurs, il s'avère que la sous-performance des portefeuilles de réplication est 

plus accentuée pour les options au jeu et moins importante à mesure que le prix du 

support ajusté aux dividendes s'éloigne du prix de levée de l 'option. En effet, pour les 

options d 'achat (de vente), elle est de -0 ,62$ (-1 ,20$) pour les options au jeu contre -0,43$ 

(-1,12$) et -0 ,31$ (-0 ,93) pour , respectivement, les options très en jeu et les options très 

hors jeu. Ajoutons aussi qu'en pourcentage du prix de l 'option, les options de vente très 

hors jeu présentent le pourcentage le plus élevé, soit 10,15%. Il importe de noter que ce 

résultat ne signifie pas que la sur prime due au risque de la volatilité est plus élevée pour 

les options au jeu vu que le rendement moyen des portefeuilles de réplication dépendent 

et de la prime de risque de la volatilité et du coefficient véga. Donc, il n'est pas exclu 

que cette sous-performance soit induite par ce dernier puisque la sensibilité du prix de 

l'option à la variation de la volatilité est relativement élevée pour les options au jeu. 
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3.4.4 Variation de la prime de risque de la volatilité asymétrique 

Pour caractériser la variation de la prime de risque de la volatilité asymétrique, 

nous sous-classons d 'abord les rendements des portefeuilles de réplication, calculés à 

la section précédente, selon le niveau moyen de la volatilité instantanée durant la vie 

de l'option. Ensuite, nous calculons, pour chaque niveau, le rendement moyen de ces 

portefeuilles. On répète l'opération pour chaque classe d'options. Les tableaux 3.6 à 

3.10 rapportent les résultats trouvés. 

Examinons d'abord les résultats relatifs aux portefeuilles de réplication formés 

avec des options au jeu dans le tableau 3.6. Outre que ces portefeuilles se caractérisent 

par la sous-performance moyenne la plus élevée, les résultats dévoilent aussi un lien posi

tif et direct entre la sous-performance de ces portefeuilles et l 'évolution de la volatilité. 

En effet, la hausse (baisse) de celle-ci t end à accentuer (réduire) la perte moyenne des 

portefeuilles de réplication. Par exemple, au pan B (A), l 'on voit que, pour tous les 

horizons temporels, le rendement moyen des portefeuilles de réplication (RMPR) , for

més avec des options d 'achat (vente), est de -0,40$ (-1,01$) pour une volatilité moyenne 

inférieure à 23%. Par contre, et en particulier lorsque celle-ci dépasse 26%, soit son 

niveau le plus élevé, ces portefeuilles em egistrent leur pire performance avec un ren

dement moyen négatif de -0,71$ (-1,51$). Ces résultats n'ont rien d 'étonnant puisque 

l'attitude des investisseurs vis-à-vis un marché plus volatil , coïncidant d 'ordinaire avec 

une baisse de marché, devrait se traduire par la hausse de la prime à payer pour couvrir 

leurs placements. 

Ajoutons aussi que RMPR apparaît clairement plus sensible à la variation de la 

volatilité si les portefeuilles de réplication sont formés avec des options de vente au 

jeu. En effet, pour un même changement de la volatilité, la perte de ces portefeuilles 

s 'accentue de 0,55$ (différence entre -1,01$ et -1 ,51$) avec des options de vente contre 

0,31$ (différence entre -0 ,40$ et -0 ,71$) seulement pour les options d 'achat. Il est possible 

que le marché attribue une prime substantielle pour les options de vente pendant les 

périodes de volatilité excessive. 
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Également, les résultats révèlent une certaine asymétrie dans la variation des 

rendements moyens des portefeuilles de réplication. En effet, tant dans l 'absolu qu 'en 

proportion , la hausse de la sous-performance de ces p ortefeuilles due à la variation 

positive de la volatilité est généralement plus élevée que sa baisse résultant de la variation 

négative de la volatilité. P ar exemple, les résultats du Pan B montrent que RMPR est de 

-0,44$ pour une volatilité située en tre 23% et 24%. En passant à un niveau de volatilité 

plus élevé (entre 24% et 25%), RMPR devient égal à -0,57%, soit une augmentation 

moyenne de 29,54%. Par contre, la baisse de la volatili té à un niveau inférieur à 23% ne 

fait que bouger à p eine RMPR à -0,40$, soit une diminution moyenne de 9,09%. Notons 

que cet te asymétrie est moins visible pour un niveau de volatilité· élevée, contrairement 

aux portefeuilles de réplication formés avec des op tions de vente où les résultats, au pan 

A, dévoilent que l 'asymétrie est plus apparente dans le cas d 'une volatili té excessive. 

En effet , RMPR est de -1 ,32$ pour une volatilité située entre 25% et 26%. En passant à 

une volatilité plus élevée que 26%, RMPR devient égal à -1 ,51 %, soit une augmentation 

moyenne de 14,39%. P ar contre, la baisse de la volatilité à un niveau inférieur à 23% 

ne fait bouger RMPR qu 'à -1 ,19$, soit une diminution moyenne de 9,85%. 

Or, il importe de noter que RMPR dépendent et de la prime de risque de volatilité 

et du coefficient véga. Donc, il n 'est donc pas exclu que cett e sous-performance soit 

induite par ce dernier vu que la sensibilit é du prix de l 'option à la variation de la 

volatilité est relativement élevée pour les op tions au jeu. Il . nous a donc importé de 

valider ces résultats avec ceux obtenus via les options très hors jeu , hors jeu, très en 

jeu et en jeu aux tableaux 3.6 à 3.9. Notre recours à ces opt ions se justifie par la faible 

sensibilité du prix de l 'option à la variation de la volatilité pour ces options. 

Visiblement , la t eneur des résultats déjà trouvés ne change pas à mesure que le 

prix du support s 'éloigne du prix de levée. En effet , le lien positif et direct entre la sous

performance des ces portefeuilles et le niveau de la volatilité est dans la plupart des 

cas vérifié . P ar exemple, l'on voit que, pour tous les horizons temp orels, le rendement 

moyen des portefeuilles de réplication formés avec des options d 'achat (vente) très en 

jeu (très hors jeu) est de -0 ,31$ (-0,81$) pour une volatilité moyenne inférieure à 23%. 
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P ar contre, et en particulier lorsque celle-ci dépasse 26%, soit son niveau le plus élevé, 

ces portefeuilles enregistrent leur pire performance avec un rendement moyen négatif de 

-0 ,47$ (-1 ,22$). Aussi, les résultats révèlent une certaine asymétrie dans la variation du 

RMPR puisque la sous-performance de ces portefeuilles due à la variation posit ive de 

la volatilité est généralement plus élevée que sa baisse résultant de la variation négative 

de la volatilité. 

3.4.5 Test de robustesse 

Afin de nous assurer de la robustesse des résultats obtenus, nous effectuons un test 

statistique afin d 'évaluer , d 'une part , l 'effet de la volatili té asymétrique et l'échéance 

de l 'opt ion sur la prime de risque de la volatilité et , d 'autre p art, la sensibilité de ces 

résultats au biais introduit par l 'approximation du coefficient delta, dans l 'équation 

(3.26) , via le modèle de Black-Scholes. Pour atteindre notre objectif, nous procédons 

en deux étapes. Dans la première étape, nous subdivisons la série des rendements des 

portefeuilles de réplication , estimée via l 'équation (3.23), en deux sous-échantillons. Le 

premier (deuxième) contient les rendements des portefeuilles de réplication qui corre

spondent à un rendement positif (négatif) du support durant la vie de l 'option. Dans 

la deuxième étape, nous effectuons , selon le sous-échantillon établi à la première étape, 

la régression suivante: 

(3.28) 

où R t,t+T correspond, à la date t , au vecteur des rendements, exprimés en dollars, 

des portefeuilles de réplication entre la date t et l 'échéance de l 'option t + T . P ar 

ailieurs, O"t,t+T correspond à la volatilité instantanée moyenne durant la vie de l 'opt ion, 

Rt- l ,t+T est le rendement , exprimé en dollars, du portefeuille de réplication entre la 

date t -1 et l 'échéance de l 'option t + T , susceptible de capturer l 'autocorrélation, S t,t+T 

le rendement du support durant la vie de l 'opt ion, E l 'horizon temporel de l 'option en 

année et E: le résidu. 

Notons que l 'estimation de cette régression se fait avec la méthode des moindres 
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carrés ordinaires (MCO). Nous recourons à la métliode de White (1980) afin d'obtenir 

des écart-types corrigés pour l 'hétéroscédasticité, ce qui permettrait de calculer les t

statistiques et ainsi les pvaleur du t est (la probabilité de rejeter à tort de l 'hypothèse 

nulle). Nous rapportons au tableaux 3.11 et 3.12 les résultats de la régression. 

On constate que les résultats se ressemblent d'un sous-échantillon à un autre et 

apportent un soutien apparent à l 'effet significatif de la volatilité sur la prime de risque de 

la volatilité vu que le coefficient a1 s'avère partout significatifs au seuil de 1% ou 5%. De 

plus , son estimateur est toujours négatif, ce qui confirme les résultats obtenus révélant 

une prime négative associée au risque de la volatilité asymétrique. Par conséquent, la 

volatilité instantanée moyenne a un effet statistiquement significatif sur le rendement 

du portefeuille de réplication impliquant ainsi que le risque de la volatilité est rémunéré 

et ainsi une prime de risque non nulle de la volatilité. Également, le coefficient a3 est 

généralement significatif au seuil de 1% ou 5%. De plus, son estimateur est t oujours 

négatif montrant ainsi que la prime de risque de la volatilité augmente avec l 'échéance 

de l 'option. 

P ar ailleurs, le coefficient a 4 est positif et significatif au seuil de 1% pour le 

premier sous-échantillon où les rendements sont positifs et négatif et significatif au seuil 

de 5% pour le deuxième sous-échantillon où les rendements sont négatifs. Ce résultat 

démontre que l'approximation du coefficient delta via le modèle de Black-Scholes ne 

permet pas de couvrir le portefeuille de réplication contre le risque de l 'action. Il s'avère 

que ce portefeuille est partiellement couvert contre ce risque et que les résultats de la 

régression décèlent un effet positif du rendement de l 'action sur celui du portefeuille de 

réplication, ce qui implique que l 'approximation adoptée n 'affecte pas la teneur de nos 

résultats. 

Finalement , il importe de noter que le coefficient de détermination est élevé, ce qui 

implique que les variables explicatives choisies explique, en grande partie, la variation 

du rendement des portefeuilles de réplication. 
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Tableau 3 .11 Régression des r endements des portefeuilles de réplication formés avec 

des options d 'achat sur la volatilité, l 'échéance de l 'option et le rendement du support 

y 

Sous-échantillon 1: Portefeuilles de réplication correspondant 

à un r e ndement positif du support durant la vie de l 'opt ion 

< 0,95 -0,0127* -0,3692** 0,5613** -0,0136 .. 0,4326* 44,89 

0,95-0,98 -0,0209 -0,4518** 0,4178** -0,0278** 0,5619** 37,91 

0,98-1,02 -0,0312* -0,5139** 0,3672** -0,0439* 0,3376* 45,79 

1,02-1 ,05 -0,0246 -0,4719* 0,6614** -0,0861** 0,4518** 52,98 

1,05< -0,0312 -0,4911** 0,5243** -0,0523** 0,6230** 53,29 

Total -0,0279 -0,4310** 0,5425 .. -0,0619 .. . 0,4981"" 49,25 

Sous-échantillon 2: Portefeuilles de réplication correspondant 

à un rendement négatif du support durant la vie d e l 'option 

< 0,95 -0,0113* -0,3532** 0,5192** -0,0112 .. -0,4326 42 ,89 

0,95-0,98 -0,0198 -0,4271** 0,6752** -0,0530** -0,5139* 48,34 

0,98-1 ,02 -0,0345 -0 ,5012 .. 0,5451*" -0,0841" -0,4529* 56 ,29 

1,02-1,05 -0,0192 -0,4289* 0,4012** -0,0729** -0,4321** 49,34 

1,05< -0,0361 -0,5329** 0,5129*" -0,0291** -0,8210** 51 ,67 

Total -0,0421 -0,4623** 0,4972** -0,0729** -0,4056* 60,28 

Ce tableau rapporte, selon la classe d'options d'achat , les estimateurs de la régression 

linéaire des rendements des portefeuilles de réplication, en dollars , par leurs rendements an

térieurs, la volatilité instantanée moyenne, le rendement du support durant la vie de l'option et 

l'échéance en année de l'option, et ce durant la période allant de 3 janvier 2006 au 18 décembre 

2010. * signifie que l'estimateur est significatif au seuil de 1% alors que** signifie que l'estimateur 

est significatif au seuil de 5%. 

- - --- - - ---- - -- --
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Tableau 3.12 Régression des rendements des portefeuilles de réplication formés avec 

des options de vente sur la volatilité, l 'échéance de l'option et le r endement du support 

y 

Sous-échantillon 1: Portefeuilles de réplication correspondant 

à un rendement positif du support durant la vie de l'option 

< 0,95 -0,0345* -0,6091** 0,6528** -0,0094** 0,1987** 77,28 

0,95-0,98 -0,0327 -0 ,6192 .. 0,6045** -0,0186** 0,4278** 60,29 

0,98-1 ,02 -0 ,0289 -0 ,5428* 0,4719** -0 ,0391** 0,4189** 69 ,19 

1,02-1,05 -0,0518* -0,3287* 0,4342* -0,0529** 0,4912* 71 ,24 

1,05< -0,0221 -0,5271 ** 0,5327** -0,0927** 0,4056** 72,67 

Total -0 ,0312 -0 ,4189* * 0,5527** -0,0724 •• 0,4018** 60,29 

Sous-échantillon 2: Portefeuilles de r éplication correspondant 

à un rendement négatif du support durant la vie de l'option 

< 0,95 -0,0253* -0 ,5416** 0,4539 .. -0,0154** -0,2345** 64,76 

0,95-0,98 -0 ,0289 -0 ,5923 .. 0,5281** -0 ,0529** -0,5467* 76,71 

0,98-1 ,02 -0 ,0345 -0,6126* 0,4519*• -0 ,0816** -0,3256** 72,84 

1,02-1 ,05 -0 ,0391* -0 ,5723* 0,6274* -0,0729** -0,4414 .. 51,83 

1,05< -0 ,0379 -0,6923** 0,5106 .. -0,1078** -0 ,4519** 59,67 

Total -0,0402 -0,5310** 0,5524** -0 ,0629** -0 ,4425** 63,92 

Ce t ableau rapporte, selon la classe d 'options de vente, les estimat eurs de la régression 

linéaire des rendements des portefeuilles de réplication, en dollars, par leurs rendements an-

térieurs, la volatilité instantanée moyenne, le rendement du support durant la vie de l'option et 

l'échéance en année de l'option, et ce durant la période allant de 3 janvier 2006 au 18 décem

bre 2010. * signifie que l'estimateur est significatif au seuil de 1% alors que ** signifie que 

l'estimateur est significatif au seuil de 5%. 
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3.5 Conclusion 

Dans le troisième essai, nous avons caractérisée la prime de risque de la volatilité 

asymétrique tout en identifiant les facteurs qui expliquent ses variations. Pour y arriver , 

nous avons procédé en deux étapes. Dans la première étape, nous avons mis en évidence, 

de façon empirique, la présence de la prime de risque de la volatilité asymétrique dans 

les prix d 'options . L 'idée consiste à comparer l 'évolution de la volatilité instantanée du 

support, estimée via le modèle établi au deuxième essai, à celle de la volatilité implicite 

dans les prix d'options sur le même support. Dans la deuxième étape, nous avons 

utilisé la méthode de Bakshi et Kapadia (2003,a) qui consiste à former un portefeuille 

de réplication sûr à un risque près , celui de la volatilité. La technique est telle que le 

rendement moyen du portefeuille de couverture, durant la vie de l 'option, et la prime 

associée au risque de la volatilité asymétrique du support ont le même signe. Dans cet 

étape, nous avons procédé à une analyse plus approfondie qui nous a permis de déceler 

l'effet du niveau de la volatilité et l 'échéance de l 'option sur la prime de risque de la 

volatilité asymétrique. 

Notre étude empirique porte sur les prix d 'options (d'achat et de vente) sur l'indice 

américain S&P100 durant la période allant du 3 janvier 2006 au 18 décembre 2010. Les 

résultats indiquent que la prime liée au risque de la volatili té asymétrique est négative. 

De plus, un lien positif entre la ~olatilité et la prime est nettement visible voulant que 

la dite prime augmente, en valeur absolue, dans un marché plus volatil, surtout pour 

les portefeuilles à longue échéance. Cette varia tion paraît asymétrique. En effet, pour 

la même variation absolue de la volatilité , cette asymétrie veut que la hausse de la 

prime due à la variation positive dépasse sa baisse résultant de la variation négative. 

Ce résultat indiquerait que l'hypervolatilité porte les investisseurs à payer une pnme 

relat ivement excessive p our se couvrir contre la baisse du marché. 
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Figure 3.1 Évolution du rendement observé et celle du levier financier du S&PlOO (3 

janvier 2006 - 18 décembre 2010) 
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Figure 3.2 Évolution de la volatilité implicite dans les pnx d 'options d'achat sur 

S&P100 versus la volatilité instantanée du S&P100 ( 3 janvier 2006 - 18 décembre 

2010) 
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Figure 3.3 Évolution de la volatilité implicite dans les pnx d'options de vente sur 

S&P100 versus la volatilité instantanée du S&P 100 ( 3 janvier 2006 - 18 décembre 

2010) 
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