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RESUME

Ce mémoire porte sur I’estimation de parameétres dans des modeéles de propagation
des épidémies dans le temps. On considere le cas d’une population fermée dans laquelle
chacun des individus est soit susceptible, soit infecté, soit retiré (S-I-R). Un individu
est dit infecté lorsqu’il est atteint d’une maladie infectieuse et qu’il est contagieux. Un
individu qui n’a pas encore été infecté est dit susceptible, alors qu’un individu qui a
été atteint par la maladie et qui n’est plus infecté est dit retiré (immunisé ou décédé).
Un parametre important dans ce type de modeéles est le taux de reproduction Ry, qui
s'interpréte comme le nombre moyen d’individus & qui un individu infecté transmet la
maladie, au début de 1’épidémie. Plus la valeur de Ry > 1 est grande, plus ’épidémie
est importante. On propose d’abord deux modeles stochastiques pour ’évolution d’une
épidémie en se basant sur un modele déterministe classique, le modeéle SIR. de Kermack
et McKendrick (1927). Les modeles tiennent compte du type de données disponibles
en pratique. Par la suite, on étudie une nouvelle méthode d’estimation de Ry et on
construit un intervalle de confiance asymptotique pour Ry. Finalement, on présente des
résultats obtenus en appliquant la méthode d’estimation de Ry sur des données simulées
a 'aide des modeles proposés.

Mots clés : modele SIR de propagation d’une épidémie, taux de reproduction Ry,
estimation, processus de naissance ¢t de mort nou homogene, processus de Poisson non
homogene.
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire, on traite de la modélisation de la propagation des épidémies dans le
temps et de ’estimation des parameétres de ces modeles. Un des deux objectifs princi-
paux est de proposer de nouveaux modeéles de propagation des épidémies dans le temps,
modeles qui refletent bien le type de données disponibles en pratique. L’autre objectif

principal est de proposer une nouvelle méthode d’estimation & partir de telles données.

On considere une population fermée, comme c’est le cas pour le modele déterministe SIR
(Kermack et McKendrick, 1927) et son équivalent stochastique, présenté entre autres
par Kendall (1956). Dans ces modeles, & chaque instant ¢ > 0, chacun des individus est
soit susceptible, soit infecté, soit retiré (S-I-R). Un individu est dit infecté lorsqu’il est
atteint d’une maladie infectieuse et qu’il est contagieux. Un individu qui n’a pas encore
été infecté est dit susceptible, alors qu’un individu qui a été atteint par la maladie et

qui n’est plus infecté est dit retiré (immunisé ou décédé).

Un parametre d’intérét de ces modeéles est le taux de reproduction Ry, qui s’interprete
comme le nombre moyen d’individus & qui un individu infecté transmet la maladie, au
début de I'épidémic. Ce pararnetre est trés important dans I'étude de la propagation des
épidémies, étant donné qu’il permet de quantifier la virulence d’'une maladie infectieuse
et, donce, de prévoir 1’évolution de 1’épidémie dans le temps. De plus, en pratique, on
s'intéresse souvent & la valeur de Ry pour juger de ’efficacité de certaines mesures visant
a ralentir la propagation d’une épidémie, comme la vaccination. En effet, on cherche a
savoir de quelle facon la valeur de Rg a été modifiée suite a ces mesures. Enfin, mention-
nons qu’une épidémie est importante si Ry > 1. La valeur 1 représente donc un seuil

pour le parametre Ry.



Les nouveaux modeéles de propagation des épidémies dans le temps proposés dans ce
mémoire permettent d’estimer Rg & partir du type de données disponibles en pratique.
En général, pour certains temps tj,t2,...,t,, on a des données sur le nombre total
d’individus qui ont été infectés par la maladie jusqu’au temps t; et sur le nombre total
d’individus qui en sont décédés jusqu’au temps t;, ¢ = 1,2,...,n. Par exemple, pour
une épidémie de grippe saisonniére, ces données peuvent étre rapportées & chaque se-
maine. Donc, d’une part, on ne dispose ni du nombre d’individus retirés, ni du nombre
d’individus encore infectés au temps t;, ¢ = 1,2, ..., n. D’autre part, méme si, concep-
tuellement, I’évolution de I’épidémie a lieu en temps continu, en pratique, les données
sont recueillies & des temps discrets. Un autre objectif de la modélisation est que les
espérances du nombre d’individus susceptibles et retirés dans les modeles stochastiques
proposés soient égales aux solutions du modele déterministe SIR. Ce modéle déterministe
décrit de fagon simple et adéquate le déroulement moyen de ’épidémie dans une grande
population. Notons qu’on y fait encore appel dans des études épidémiologiques sur la

grippe (voir Cruz-Pacheco et al., 2009).

On propose également une nouvelle méthode d’estimation de Ry qui se base sur les
données disponibles en pratique. En fait, on estime Ry & partir du nombre d’individus
susceptibles et du nombre d’individus décédés, en tenant compte de la discrétisation
du temps d’observation. On cherche & proposer une méthode d’estimation pour laquelle
on n’a pas a faire de suppositions quant aux valeurs de certains autres parametres du
modele, tel que rencontré dans certaines études épidémiologiques (voir Cruz-Pacheco et

al., 2009).

La structure du mémoire est la suivante. Au chapitre 1, on introduit certaines notions
de base sur les processus de naissance et de mort qui sont nécessaires au développement
des modeles. Par la suite, au chapitre 2, on présente sommairement certains des modeles
de propagation des épidémies dans le temps de la littérature, soit le modele déterministe
SIR et deux modeles stochastiques, en plus de présenter de fagon plus détaillée les deux

nouveaux modeles que ’on propose. Au chapitre 3, on explique la nouvelle méthode



d’estimation de Rg, en plus de développer certaines propriétés des estimateurs et de
construire des intervalles de confiance pour Ry & partir de ces estimateurs. Enfin, au
chapitre 4, on présente et on commente les résultats obtenus numériquement et en si-
mulation lorsqu’on applique la méthode d’estimation de Ry 4 des données simulées a

partir des modeéles proposés.






CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE SUR LES PROCESSUS DE NAISSANCE ET
DE MORT

Dans ce chapitre, on présente certains concepts de base sur les processus de naissance
et de mort. Nous suivons ’approche de Parzen (1962) dans les chapitres 1, 4, 6 et 7.
Les notions et les résultats présentés dans ce chapitre sont nécessaires dans les modeles

introduits au chapitre 2.

1.1 Processus stochastiques : définitions de base

Définition 1.1.1 (Processus stochastique). Un processus stochastique {X(t), ¢t € T}
est une collection de variables aléatoires, c’est-a-dire que, pour tout t € T, X (t) est une

variable aléatoire.

L’indice ¢ est souvent interprété comme étant le temps, tandis que X(¢) est appelé
I'état du processus au temps t. L’ensemble des valeurs que peut prendre X(t), noté
8, est appelé I'espace des états du processus et P'ensemble T est appelé I'ensemble des
indices du processus. Lorsque ¢ représente le temps et que T est dénombrable, on dit

que le processus est & temps discret, alors qu’il est & temps continu si T est un intervalle

dans R.

Définition 1.1.2 (Processus de comptage). Un processus stochastique a temps continu
{N(t), t > 0} est un processus de comptage si N(t) représente le nombre total d’événe-

ments s’étant produits jusqu’au temps t.



Un processus de comptage possede donc les propriétés suivantes :

(i) N(t) 2 0;
(i) N(t) e N;
(iii) si 0 < s < ¢, alors N(s) < N(t);

(iv) pour 0 < s < t, 'accroissement N(t) — N(s) correspond au nombre d’événements

se produisant dans Pintervalle (s, ¢].

Définition 1.1.3 (Accroissements indépendants). On dit qu’un processus de comptage
a des accroissements indépendants si les variables aléatoires qui comptent le nombre

d’événements se produisant dans des intervalles de temps disjoints sont indépendantes.

Définition 1.1.4 {Accroissements stationnaires). On dit qu’un processus de comptage
a des accroissements stationnaires st la loi que suit la variable aléatoire comptont le
nombre d’événements se produisant entre les temps t et t + h ne dépend que de h, pour

tout t > 0.

Dans la section suivante, on introduit la loi de Poisson et la loi binomiale. On présente
également deux propositions sur lesquelles se basent certains des résultats présentés

dans la suite du chapitre 1 et au chapitre 2.

1.2 Loi de Poisson et loi binomiale

Définition 1.2.1 (Loi de Poisson). Une variable aléatoire discréte est distribuée selon

une loi de Poisson de paramétre A, notée P(N), si sa fonction de masse est

e k01
P[X = k] = K T (1.1)
0, sinon.

On a que E[X] = Var{X] = X.



Définition 1.2.2 (Loi binomiale). Une variable aléatoire discréte est distribuée selon

une loi binomiale de paramétres n et p, notée B(n,p), si sa fonction de masse est

n! k n—k
p (1 _p) b k :07 17 st 7n7
Plx =k ={ Fn—F! (1.2)

0, sinon.

On a que E[X] = np et Var{X] = np(1 - p).

Proposition 1.2.1. Si X est de loi binomiale B(n,p1) et sila loi conditionnelle de Y

sachant X est une loi binomiale B(X,p2), alors Y est de loi binomiale B(n,p1p3).

Démonstration. Par hypothese, pour Kk =0,1,...,7n, on a que

1 ) .
W%F)‘lpz(l—m) -+ k<j,

0, sinon.
Alors, pour k= 0,1,...,7, on a que
PlY =k| =
= Z ¥ = kX =] P[X = |
n jl L ol ‘ s
= ——D5(1 — " - _
;kl(J _k),Pg( p2) j!(n_j)!p{( 1)
n—k 1 .
= - k 1— m__ mitk 1_ (Tl—k)—m
k’!m!pQ( P2) [(n—k)— m]!Pl (1-p1)
m=0
n!

= k:'(n—~—k,)'(p1p2)k(1 —pip2)" "

mi: (m'[ (n—k k)l m)! (pi(i ;122))”1(11—_pf;2>(TL_k)—m) - 3)

Comme
1 p1(1 —p2) _ l-pip2—pr+pip2
1 —pip2 1—-pip2
1-m

1—pip2 ’



5 (i (52" ()

n—k m (n—k)—m
(n — k)! pi(1l—p2) (1 —p)
ZO (m![(n—k)-m]! ( 1—p1pa ) <1 1~p1p2> )

m=
L,

Il

1l

(1.4)

car c’est la somme de la fonction de masse d’'une variable aléatoire de loi binomiale

. pi(1—po)
B{n—k 7= P1P2
(1.4), on a donc que

) sur toutes ses valeurs possibles. A partir des équations (1.3) et

n! k n—k
PlY =k] = m(mm) (1—mp2)" ",

k=0,1,...,n. Donc, Y est de loi binomiale B(n,p;p2). O

Proposition 1.2.2. Si X est de loi de Poisson P()) et si la loi conditionnelle de Y

sachant X est une loi binomiale B(X,p), alors Y est de loi de Poisson P(pA).

Démonstration. Par hypothése, pour k =0,1,... ,_on a que
I k -k .
PlY =k X =j]={ kG —F)
0, sinon.
Alors, pour £k =0,1,..., on a que
o0
Py =k = > P[Y =k|X =j]P[X =]
1=0
00 A
J! K ke A
= > - T
R R)!
SN |
— Z pk(]. p)me—/\/\m/\k
— kim!
)t & M- D)
S I Dy
m=0
e o
k!
e PA(pA)



k=0,1,.... Donc, Y est de loi de Poisson P(pA). O

1.3 Processus de Poisson
1.3.1 Processus de Poisson homogeéne

Définition 1.3.1 (Processus de Poisson homogene). Un processus de comptage {N(t), t >

0} est un processus de Poisson homogéne d’intensité A, A > 0, si :
(1) N(0)=0;
(ii) il a des accroissements indépendants;

(i11) il a des accroissements stationnaires;

(iv) si0<s <t alors N(t) — N(s) est de loi de Poisson P(A(t — s)).

Comme N(t) est de loi de Poisson P(At), on a que E[N(t)] = Var[N(t)] = At
1.3.2 Processus de Poisson non homogene

Définition 1.3.2 (Processus de Poisson non homogéne). Un processus de comptage
{N(t), t > 0} est un processus de Poisson non homogéne d’intensité A(t), A(t) > 0,
t>0, st:

(1) N(0) =0;

(1) il a des accroissements indépendants ;

(iii) si 0 < s < t, alors N(t) — N(s) est de loi de Poisson de P(m(t) — m(s)), ot
t

m(t) = /0 A(F)dr.

Comme N(t) est de loi de Poisson P(m(t)), on a que E[N(t)] = Var[N(t)] = m(t).
On appelle d’ailleurs m(t) la fonction moyenne du processus de Poisson non homogene
d’intensité A(¢). Il est & noter que les accroissements d’un processus de Poisson non
homogene ne sont généralement pas stationnaires et que le processus de Poisson ho-
mogene est un cas particulier du processus de Poisson non homogeéne pour lequel la

fonction A(t) = A pour tout ¢ > 0, ot A > 0.
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Proposition 1.3.1. Soit {N(t), t > 0} un processus de Poisson d’intensité A(t) et soit

0<s<t. Alors, on a que

Cov[N(s), N(t)] = Var|N(s)].

Démonstration. Soit 0 < s < t. Comme {N(¢), t > 0} est un processus de Poisson, on
a que les variables N(s) — N(0) et N(t) — N(s) sont indépendantes. Comme N(0) = 0,
N(s) et N(t) — N(s) sont indépendantes. On a donc que Cov[N(s), N(t) — N(s)] =0,

d’ou
Cov[N(s),N(t)] = Cov[N(s),{N(t) = N(s)}+ N(s)]

= Cov[N(s), N(t) — N(s)] + Cov[N(s), N(s)]
= Cov[N(s),N(s)]

= Var|[N(s)]

1.3.3 Processus de Poisson composé

Définition 1.3.3 (Processus de Poisson composé). Un processus stochastique {M(t), t >
0} est un processus de Poisson composé si M(t) peut étre exprimé de la fagon suivante :
N(t)
>, N(1)>0,
M(t) =< 5
0, sinon,
ot {N(t),t > 0} est un processus de Pousson et {Y;, j = 1,2,...} est une collec-
tion de variables aléatoires indépendantes ¢t identiquement distribuées. On suppose que

{N(t),t >0} et {Y;, 7 =1,2,...} sont indépendants.

Habituellement, {N(t). ¢ > 0} est un processus de Poisson homogéne. C’est d’ailleurs
le cas dans Parzen (1962). Dans nos applications, on considére que {N(t), ¢t > 0} est un
processus de Poisson non homogene. On prouve le résultat suivant sur lequel se basent

certains des calculs et des simulations des chapitres 2, 3 et 4.
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Proposition 1.3.2. Soit {M(t), t > 0} un processus de Poisson composé tel que défini
précédemment. Supposons que {N(t), t > 0} est un processus de Poisson non homogéne
d’intensité A(t). St Y; est de loi binomiale B(1,p), alors {M(t), t > O} est un processus

de Poisson non homogeéne d’intensité pA(t).

Démonstration. Afin de démontrer cette proposition, on vérifie que {M (), t > 0} sa-

tisfait la définition 1.3.2.

(i) Comme {N(t), t > 0} est un processus de Poisson, N(0) = 0. Cela entraine que
M(0) =0.

(ii) Soit 0 < s <t <u<w et soit

No = N(v) — N{u).

La loi conditionnelle de M; sachant Nj et Ng est la méme que la loi conditionnelle

de M, sachant Nj car

De méme, la loi conditionnelle de M, sachant N7 et Na est la méme que la loi
conditionnelle de M> sachant N> car
N{v)
M(v) — M(u) = Z Y;.

J=N{u)+1

De plus, comme N et N sont indépendants et comume les variables Y; sont
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indépendantes, M) et M- sont indépendantes conditionnellement & N7 et No. Alors

P(M, = ki, My = ko]

[e.e] o
= > ) P[My = ki, Mz = k| Ny = n1, Ny = ng] P[Ny = nq, Np = ny]

ni =k‘1 n2:k2

(o9} (o9}
= 3 S (PIMy = kalNy = m, Ny = ng] P[Ms = ke Ny = 7, Nz = )

K3 :ICJ na =k:2

P[Nl = ’I'Ll]P[NQ = 'I'LQ])

o0
= | Y PIMi=k|N = n]P[N; = ]
ni=k,
(o9}
> P[My = ka| Ny = ng] PNy = ng
na=ko

= P[M, = ki|P[My = k2] .

Cela cntraine que Mj et Ms sont indépendants. De la méme fagon, on pour-
rait prouver que les accroissements sur n intervalles disjoints sont indépendants.

{M(t), t > 0} a donc des accroissements indépendants.

(iii) Soit 0 < s < t. Comme {N(¢), ¢ > 0} est un processus de Poisson non homogene

d’intensité A(t), N(t) — N(s) est de loi de Poisson P(m(t) — m(s)), ou

mit) = /0 M)

De plus, la loi conditionnelle de M (¢) — M(s) sachant N(¢) — N(s) est une loi
binomiale B(N(¢) — N(s),p). Par la proposition 1.2.2, on a que M(¢) — M(s) est
de loi de Poisson P[p(m(t) — m(s))] Soit

m*(t):/(; pA(T)dT .

Alors, M(t) — M(s) est de loi de Poisson P(m*(t) — m*(s))).

Donc, {M(t), t > 0} est un processus de Poisson non homogeéne d’intensité pA(t). O
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1.4 Processus de naissance et de mort
1.4.1 Chaines de Markov a temps continu

Définition 1.4.1 (Chaine de Markov & temps continu). Un processus stochastique d

temps continu {N(t),t > 0} est une chaine de Markov & temps continu si :

(i) pour n’tmporte quel ensemble de n temps t1 < to < --- < ty, la loi conditionnelle

de N(t,) sachant N(t1),N(t2), ..., N(tn—1) ne dépend que de N(tp—1);

(i1) 3, U'espace des états du processus, est dénombrable.

Définition 1.4.2 (Fonction de transition). Soit j et k deux élats de la chaine de Markov
a temps continu {N(¢), t > 0} et soit 0 < s < t. La fonction de transition de {N(t), t >

0} est donnée par :

pik(s,t) = PX(t) = k| X(s) = j]. (1.5)

Une chaine de Markov a temps continu est dite homogeéne si sa fonction de transition
dépend uniquement de la différence (t — s). Dans ce cas, sa fonction de transition est

notée

Pik(t) = P[X (¢t +u) = kX (u) = 7], (1.6)

pour tout u > 0. Une chaine de Markov & temps continu dont la fonction de transition

ne dépend pas uniquement de la différence (¢ — s) est dite non homogene.

Définition 1.4.3 (Taux de transition instantané). Soit {N(t), t > 0} une chaine de
Markov & temps continu. Si {N(t), t > 0} est homogeéne, le tauz de transition instantané
a partir de l’état k est donné par

1—
g = lim P,k ()
u—0 u

et le taux de transition instantané de l'état j vers U’état k est donné par

. Pj,k(u)
o= lim ==/~ |
qj.k ul_rf}) U
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Si{N(t), t > 0} est non homogéne, le taur de transition instantané & partir de l’état k

au temps t est donné par

1 — pri(t,t+
ae(1) = lim L PEEGEEY)
u—0 U

et le tauz de transition instantané de [’état j a l'état k au temps t est donné par

Pour alléger le texte, on utilisera Uexpression taux de transition pour désigner le taux

de transition instantané.

1.4.2 Processus de naissance et de mort homogene

Définition 1.4.4 (Processus de naissance et de mort homogene). Une chaine de Markov
homogéne d temps continu { N(t), t > 0} dont l’espace des états est N est un processus de
naissance et de mort homogéne si, pour tous les couples d’états (7,k) tels que |j—k| > 1,
on a que _ _ . - _

Qj,k = 0

Pour le processus de naissance et de mort homogeéne, on introduit la notation suivante :

. pigeu)
A= qiiq1 = lim PR gy
5 = 45,5+1 ul—»O ” J

im pji—1(u)

=12
u—0 U J

? bl It

My = q55-1=
et po = 0. Il est & noter que les limites sont uniformes en j. On appelle A; le taux de
naissance a I’état j et p; le taux de mort a I’état 5. On a que

Aj+ oy = g5,

7=0,1,....S0it {N(t), t > 0} un processus de naissance et de mort homogeéne. Dans un
intervalle de temps trés petit, la valeur de N (t) peut soit augmenter de 1, soit diminuer
de 1, soit rester la méme. Si p; = 0 pour tout j € IN, alors on dit que {N(t), t > 0} est

un processus de naissance pur homogeéne. On peut montrer qu’un processus de naissance
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pur homogene pour lequel A\; = X pour tout 5 € IN est équivalent & un processus de
Poisson homogene. Si A; = 0 pour tout j € N, alors on dit que {N(¢), ¢ > 0} est un

processus de mort pur homogene.

1.4.3 Processus de naissance et de mort non homogene

Définition 1.4.5 (Processus de naissance et de mort non homogeéne). Une chaine de
Markov non homogéne o temps continu {N(t), t > 0} dont l’espace des états est N est
un processus de naissance et de mort non homogéne si, pour tous les couples d’états

(7,k) tels que |j — k| > 1, on a que

¢k(t) =0,

pour tout t > 0.

Pour le processus de naissance et de mort non homogene, on introduit la notation

suivante :

R p',‘+1(t,t+u)
Aj(8) = gj (1) = lim =———
im ’pj,j_l(t, t+ u)

pi(t) = gj,5-1(t) = lim ”

) jZO’]‘""7
1 ) AR

et po(t) =0, t > 0. Il est & noter que les limites sont uniformes en j. On appelle A;(t)
le taux de naissance a 1’état j au temps ¢ et p;(t) le taux de mort & I’état j au temps
t. On a que

Aj () + p5(8) = g5(t)

j=0,1,... et t > 0. Soit {N(¢), ¢ > 0} un processus de naissance et de mort non
homogene. Si p1;(t) = 0 pour tout j € IN et pour tout ¢ > 0, alors on dit que { N (t), ¢ > 0}
est un processus de naissance pur non homogene. On peut montrer qu’un processus de
naissance pur non homogéne pour lequel A;(t) = A(t) pour tout j € IN est équivalent
& un processus de Poisson non homogene. Si Aj(?) = 0 pour tout j € IN et pour tout
t > 0, alors on dit que {N(t), ¢ > 0} est un processus de mort pur non homogene. Dans

les modeéles présentés au chapitre 2, on s’intéresse a un cas particulier de processus de
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mort purs, ¢’est-a-dire le cas ol p;(t) = ju(t), pour tout j € IN. Afin de déterminer
la fonction de transition d’un processus de mort pur non homogeéne avec p;(t) = ju(t)
pour tout 7 € IN, on doit introduire la notion de fonction génératrice des probabilités de
transition et énoncer deux théoremes. La preuve de ces théorémes n’est pas présentée,

étant donné qu’elle dépasse le niveau de ce mémoire.

Définition 1.4.6 (Fonction génératrice des probabilités de transition). La fonction
génératrice des probabilités de transition d’une chaine de Markov & temps continu est

donnée par

bio(nt) = 3 Fpinls.t). (17)
k=0
Cette définition est tirée de Parzen (1962), chapitre 7.

Théoréme 1.4.1 (Théoreme 5A, chapitre 7, Parzen 1962). Soit {N(t).t > 0} un
processus de naissance et de mort non homogéne avec \j(t) = jA(t) et p;(t) = ju(t),

pour tout j € IN et pour tout t > 0. Soit 0 < s <t et]z| < 1. Alors,

oie(eot) = gm0 DG R)], - (9

avec la condition limite suivante :
1;5(2,8) =27 si P[N(s) =j] =1, (1.9)
jeN.

Théoréme 1.4.2 (Théorcme 5B, chapitre 7, Parzen 1962). Supposons que la fonction

génératrice des probabilités de transition satisfait
o) o)
gy Visl2,t) = alz,0) 5-15.4(2,1) (1.10)

avec la condition limite donnée par ’équation (1.9). Soit u(-,-) une fonction qui est telle

que la solution z(t) de l’équation

dz
E—l—a(z,t) =0 (1.11)

satisfait

u(z,t) = c, (1.12)
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ot ¢ est une constante. Soit
91(2) =u(z,t).
Alors
bis(2,1) = {65 (ulz, 1))} - (1.13)

En se basant sur le théoreme 1.4.1 et le théoreme 1.4.2, Parzen (1962) présente le calcul
de la fonction de transition pour un processus de naissance et de mort non homogene
avec A;(t) = jA(t) et p;(t) = ju(t). D’une fagon analogue & celle de Parzen, on présente
le calcul de la fonction de transition pour un processus de mort pur non homogene avec

() = jud).

Proposition 1.4.1. Soit {N(t), t > 0} un processus de mort pur non homogéne avec
pi(t) = ju(t), pour tout j € IN et pour tout t > 0, et soit 0 < s < t. Alors, la lo
conditionnelle de N(t) sachant N(s) est une loi binomiale B(N(s),exp{n(s) — n(t)}),

oun(t) = /:/L(T)d’f.
Démonstration. De I'équation (1.8), on a
2 bys(art) =~ = Dnlt) oo, )
En identifiant les termes dans 1’équation (1.10), on a que
alz,t) = =(z = u(t).

L’équation (1.11) peut donc s’écrire comme suit :

dz dz 1
1

& log(z—1) — / u(r)dr =0.
0

Soit

n@=£u@w,

u(z,t) = log(z — 1) — n(2)
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et gi(z) = u(z,t). Pour appliquer le théoreme 1.4.2, on doit trouver 'expression de
g7 1(). Soit z = u(z,s). On a que
z=log(z—1)—n(s) & z-1=-exp{z+n(s)}

& z=exp{z+n(s)}+1. (1.14)

En posant
2 =g, (2) = g5 (u(z,1))
et
z = u(z,t) = log(z ~ 1) — n(t)

dans I’équation (1.14), on obtient

95 ' (u(z,t)) = 1+exp{log(z — 1) —n(t) +1(s)}
= 14 (2—1)exp{n(s) —n(t)}. (1.15)

On obtient ensuite la fonction génératrice des probabilités de transition & partir des

équations (1.13) et (1.15) :
T e = [d )
= 1+ (= Dexplals) ~ n(t))]
= [1=exptnts) - n(0)} + zexpfn(s) @)},

qui est la fonction génératrice des probabilités d une variable aléatoire de loi binomiale

B(j7,exp{n(s) —n(t)}). On a donc que la loi conditionnelle de N(t) sachant N(s) est une
ot

loi binomiale B(N(s),exp{n(s) —n(t)}), ou n(t) = / p(r)dr. O
0

En particulier, on a que la loi conditionnelle de N(¢t) — N(0) sachant N(0) est une loi
binomiale B(N(0),exp{n(t)}). Comme la loi conditionnelle de N(t) sachant N(s) est
une loi binomiale B(N(s),exp{n(s) — n(t)}), on a que la loi conditionnelle de N () —
N(s) sachant N(s) est une loi binomiale B(N(s),1 — exp{n(s) —n(t)}). Le nombre de
morts dans I'intervalle (s,t] correspond donc au nombre de succeés parmi N(s) essais de

Bernoulli indépendants, pour lesquels la probabilité de succes est égale & 1 — exp{n(s)—

n(t)}



CHAPITRE 11

MODELES DE PROPAGATION DES EPIDEMIES DANS LE
TEMPS

Dans ce chapitre, on introduit d’abord la terminologie relative & 1’étude des épidémies.
Par la suite, on présente trois modeles de propagation d’une épidémie dans le temps,
dont deux classiques, soit un modele déterministe et deux modeles stochastiques. Enfin,

on propose deux modeles stochastiques qui sont utilisés dans les chapitres 3 et 4.

2.1 Terminologie

Dans cette section, on définit certains termes reliés a ’étude des épidémies. Une ma-
ladie infectieuse est une maladie due 4 un agent infectieux, comme une bactérie,
un virus ou un parasite, qui s’introduit dans le corps par l'alimentation, la respiration
ou les fluides corporels (sang, sueur, etc.). Il s’y reproduit en grand nombre, puis va
infecter d’autres individus, ce qu’on appelle la contagion. Une épidémie est la pro-

pagation rapide d’une maladie infectieuse & un grand nombre d’individus par contagion.

Dans ce travail, un individu est dit infecté lorsqu’il est atteint d’une maladie infec-
tieuse. On fait la supposition que I'individu infecté est contagieux, c’est-a-dire qu’il peut
transmettre la maladie & d’autres individus, pendant toute la durée des symptomes de
la maladie. Un individu qui n’a pas encore été infecté est dit susceptible, alors qu’un
individu qui a été atteint par la maladie et qui n’est plus infecté est dit retiré. Ce retrait

peut correspondre & une guérison ou a un déceés. On considere seulement les maladies
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infectieuses pour lesquelles un individu retiré qui n’est pas décédé est immunisé contre

la maladie, c’est-a-dire qu’il ne peut étre infecté a nouveau.
2.2 Modeles de la littérature

Dans cette section, on présente trois modeles de propagation d’une épidémie dans le
temps, dont deux classiques, soit un modeéle déterministe et deux modeéles stochastiques.
Ces modeles sont directement reliés aux modeles proposés dans ce mémoire, qui sont

présentés a la section 2.3.

2.2.1 Modele déterministe : modele SIR

Dans le modele déterministe SIR (Kermack et McKendrick, 1927), une population de
taille NV est divisée en trois catégories, les individus étant soit susceptibles, soit infectés,
soit retirés. Soit z(¢) le nombre d’individus susceptibles, y(¢) le nombre d’individus
infectés et z(t) le nombre d’individus retirés, chacun au temps ¢ > 0. Soit 2/(t) = %z(t),
() = %y(t) et 2/(t) = %z(t). Les valeurs de z(t), y(t) et z(f) correspondent, aux

solutions du systeéme de trois équations différentielles suivant :

#'(t) = -Bz(t)y(t),
y'(1) Ba(t)y(t) —vy(t), (2.1)
Z(t) (1),

de conditions initiales 2(0) = 0, z(0) > 0 et y(0) > 0, avec z(0) + y(0) = N. Les

Il

Il

parameétres et «y prennent des valeurs strictement positives. En faisant la somme des

trois équations de (2.1), on obtient :

e +u+ 20| =0,

ce qui signifie que la taille de la population est supposée constante dans le temps. On

note par p le rapport de v sur f3, c’est-a-dire

p=1
5
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Soit zg le nombre initial d'individus susceptibles. On note par Rg le rapport du nombre

initial d’individus susceptibles sur p, c’est-a-dire

Ry =22
0

Les solutions du systeme (2.1) sont représentées graphiquement & la figure 2.1, avec

N = 1000, zg = 990, 8 = 0,0004 et v = 0,2. Le paramétre [ représente le taux

Solutions du modtle détermimste SIR
000 = = T T T T T T

o
=
T

S B I 4
1

oy, %
8
1

Figure 2.1 Solutions du modéle déterministe SIR

d’infection. Dans la premiére équation de (2.1), on remarque que plus la valeur de 8
est grande, plus la décroissance du nombre d’individus susceptibles est rapide, pour
des valeurs fixes de z(t) et y(¢). Le paramétre 3 représente en quelque sorte la facilité
avec laquelle la maladie se transmet d’un individu infecté & un individu susceptible.
Plus la valeur de § est grande, plus la maladie se transmet facilement. Le parameétre
~ représente quant a lui le taux de retrait. L’inverse du parametre «y est la période de
temps moyenne pendant laquelle un individu est infecté. Dans la troisieme équation de
(2.1), on remarque que plus la valeur de v est grande, plus la croissance du nombre

d’individus retirés est rapide, pour une valeur fixe de y(t), étant donné que le temps
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moyen d’infection est petit. Enfin, le parametre Ry représente en quelque sorte le nombre
moyen d’individus susceptibles & qui un individu infecté transmet la maladie au début
de épidémie. Pour mieux comprendre V'effet de Ry sur I'évolution de ’épidémie, on

réécrit la deuxiéme équation de (2.1) en fonction de Ry :

J(t) = BaOy) — () © ¥ = (ﬁz(t) - v)y(t)

& )= (”25?—1 e
0
< Y@= (Ro%? - 1) 1y(t) (22)

En posant ¢ = 0 dans I’équation (2.2), on obtient

(23)

/(0) = (Roﬁ—g - 1) WO & ¥(0) = (R~ 1)1y(0)

Comme y(0) et v sont supérieurs a 0, si Ry est supérieur & 1, alors ¢/(0) est supérieur
4 0. Cela signifie que le nombre d’individus infectés croit dés le début et donc que
’épidémie sera importante. Par contre, si Rp est inférieur & 1, ¢'(0) est inférieur & 0. Le
nombre d’individus infectés décroit donc des le début jusqu’a ce qu’il atteigne 0, ce qui
correspond & une épidémie de faible importance. La valeur 1 représente donc un seuil
pour le parametre Rgy. De plus, la valeur de Ry, lorsqu’elle est supérieure & 1, permet
de quantifier le niveau de sévérité d’une épidémie. La parametre Ry cst trés important

dans ’étude de la propagation des épidémies.

Pour certaines valcurs de ¢, il est possible d’exprimer p et Ry en fonction de z(t), y(t)
et z(t). La premiére valeur d’intérét est celle pour laquelle y(¢) atteint son maximun.
Par la troisieme équation de (2.1), on a que la valeur de ¢t pour laquelle y(t) atteint
son maximum est également celle pour laquelle 2/(t) atteint son maximum. Etant donné

que le nombre d’individus infectés & un moment précis n’est pas observé en pratique,
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on s'intéresse davantage & 2/(t) qu’a y(t). On note par ¢, la valeur de t & laquelle 2/(¢)
atteint son maximum. On cherche & exprimer p en fonction de z(t), y(t,) et z(tz). A

partir de la troisieme équation de (2.1), on obtient :

d d

22Oy =0 & Syl = 0.

Ensuite, 4 partir de la deuxiéme équation de (2.1), on obtient :

ZYOl; =0 & alta)ylts) — 1yl) =0

& Pa(tz)y(tz) = yy(tz)
v
® g =(ts) e p=2ts), (2.4)
car y(tz) > 0. La valeur du nombre d’individus susceptibles au moment ot 2/(¢) atteint
son maximum est donc égale a p. L’équation (2.4) est & la base de la méthode d’es-

timation du parameétre p présentée au chapitre 3. De méme, on peut exprimer g en

fonction de z(t;) de la fagon suivante :

La deuxiéme valeur d’intérét est celle pour laquelle —2/(t) atteint son maximum. Soit
tx la valeur de t & laquelle —2’(¢) atteint son maximum. On cherche & exprimer p en
fonction de z(tx), y(tx) et z(tx). A partir des deux premitres équations de (2.1), on
obtient :

1920300l =0

() + 2 (£ )y(tx) = 0

W (t) =~ (tx)y(tx)

) [Br(txuten) = 7(t)] = [Balix)y(tx)]u(ts)
Bz (tx)y(tx) — y(tx)y(tx) = Ba(tx)y®(tx) -

d
dt
z(t
z(t
w(t

r ¢ ¢ 2
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Comme z(ty) > 0 et y(tx) > 0, on peut simplifier et on obtient

B2t )(tx) — a(ty(te) = Balt)y(tx) & Baltx) =7 = By(tx)
& Blaltx) -y(te)] =7
& = alte) ~y(ix)

B
o p==z(tx) —yltx). (2.5)

La différence entre le nombre d’individus susceptibles et le nombre d’individus infectés
au moment ou —z’(t) atteint son maximum est donc égale a p. Il serait également pos-
sible de proposer une méthode d’estimation & partir de I’équation (2.5), comme ce qui

est fait au chapitre 3 & partir de I’équation (2.4).

Intuitivement, on s’attend a ce que tx < t;. En effet, c’est a I'instant ¢ que la variation
du nombre d’individus susceptibles est maximale en valeur absoluc. Cela entraine qu’a
I'instant ¢x, un grand nombre d’individus deviennent infectés. Aprés un certain temps,
ces individus deviennent retirés. Il y a donc un grand nombre d’individus qui deviennent
retirés & ce moment, ce qui entraine que la variation du nombre d’individus retirés y est
maximale. Comme ce maximum est atteint 4 I'instant ¢,, on a que tx < t;. Ce résultat

est démontré formellement dans la proposition suivante.

Proposition 2.2.1. Soit le systéme d’équations (2.1). Alors, on a que tx < tj.

Démonstration. A partir des équations (2.4) et (2.5), on a que
2(tz) =p & xty) =z(tx) —y(ts).
Comme y(tx) > 0, on a que z(tx) > z(tz). Cela implique que ty < tg, car z(L) est une

fonction strictement décroissante. O

Au chapitre 3, pour 'estimation du parameétre p, on dispose de données observées a des
valeurs entiéres de temps. Il serait donc convenable que ¢; prenne une valeur entiere.

Or, t; n’est pas nécessairement un nombre entier. Par contre, on peut montrer qu’a
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travers une reparamétrisation qui n’affecte pas les valeurs de p et Ry, on peut supposer
P qQ P P

que t; est un entier. On a, en effet, la propriété suivante.

Proposition 2.2.2. Soit le systéme d’équations (2.1), t; la valeur de t pour laquelle
: 1z .
Z'(t) atteint son mazimum et X > 0 tel que f est un nombre entier. Alors, on peut

trouver une reparamétrisation de (2.1) qui fait en sorte que

(i) la valeur de t pour laquelle la dérivée du nombre d’indwidus retirés est marimale

est un nombre entier;
(i1) le parameétre p est le méme que celui du systéme avec la paramétrisation d’origine;

(111) les valeurs initiales du nombre d'individus susceptibles, infectés et retirés sont les

mémes que celles du systéme avec la paramétrisation d’origine.

Démonstration. (1) Soit

u(t) = z(Af),
v(t) = y(M).
w(t) = z(At)

A partir des trois équations de (2.1), on a que

d d
au(t) = El’(/\t)
= Az'(At)
- A[—ﬁz(xt)yw)}
= —(AB)ult)u(t); (2.6)
Solt) = Zy()
= M (At)

— /\[ﬂx(/\t)y(/\t) - vy(/\t)}

= (ABut)v(t) — (M)v(t); (2.7)
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(iii)

= (Mw(t). (2.8)

Les valeurs de u(t), v(t) et w(t) correspondent donc aux solutions de (2.1) avec
les parameétres A3 et Ay. Soit t} la valeur de ¢t pour laquelle w'(t) atteint son
maximum. Etant donné que ¢, est la valeur de ¢ pour laquelle Z'(t) atteint son

maximum, o1 a que :

tz
S ==
270

t, . .
Comme X est tel que TA est un nombre entier, t7, est un nombre entier.

. Par les équations (2.6), (2.7) et (2.8), on a.que les valeurs de u(t), v(t) et w(t) sont

les solutions du systéme d’équations différentielles suivant :

w(t*) = —(AB)u(t)v(t),
V() = (ABuldu(t) — ()e(t), (2.9)
W) = (),

Soit p* la valeur du parameétre p pour le systéme (2.9). On a que

R A A

La reparamétrisation n’a donc aucun effet sur la valeur de p.

Les valeurs initiales de (2.9) sont :
u(0) = z(A\-0) = z(0);

v(0) = y(A-0) = y(0);
w(0) = 2(\-0) = 2(0).
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Les valeurs initiales de (2.9) sont donc les mémes que celles de (2.1). La repa-
ramétrisation n’a donc pas d’effet sur la valeur de Ry, étant donné qu'elle n’en a

ni sur p, ni sur zo.

2.2.2 Modele stochastique a partir d’une chaine de Markov a temps

continu a trois dimensions

Le modéle stochastique présenté dans cette section a d’abord été proposé par McKen-
drick (1926). Certaines propriétés de ce modele ont par la suite été développées par
Bartlett (1949,1955) et Kendall (1956). Kendall qualifie ce modele d’équivalent stochas-

tique naturel du modele déterministe SIR, que 'on a présenté 4 la section 2.2.1.

Soit X (t) le nombre d’individus susceptibles, Y (¢) le nombre d’individus infectés et
Z(t) le nombre d’individus retirés, chacun au temps t > 0. Soit N la taille de la popu-
lation. Dans ce modele, {(X(¢),Y(t),Z(t)), t > 0} est une chaine de Markov & temps

continu de dimension 3 telle que :
(i) l'espace des états est IN?;
(i) (X(0),Y(0),Z(0)) = (20, N — 20,0);
(iii) le taux de transition de I’état (X (¢).Y(¢), Z(t)) a 'état (X(¢) — 1, Y (¢) + 1, Z(%))
est BX ()Y (t) (une infection) ;

(iv) le taux de transition de 'état (X (¢),Y (1), Z(t)) a état (X(t),Y(¢) — 1,Z(t) + 1)
est vY'(t) (un retrait) ;

(v) le taux de transition de I’état (X (¢),Y(t), Z(¢t)) a I'état (X(¢),Y (¢), Z(t)) est
1- [ﬂX(t) + 7] Y (%)

(pas de changement) ;

(vi) le taux de transition de ’état (X (¢),Y(¢), Z(¢)) vers n’importe quel autre état est

égal a4 0.
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On voit que, dans ce modele, les valeurs de X (t),Y (t) et Z(t) sont telles que X(¢) +
Y (t) + Z(t) = N, pour tout ¢t > 0, comme dans le modele déterministe SIR.

2.2.3 Modele stochastique a partir de processus de naissance ou de

mort purs non homogenes

Van Den Broek et Heesterbeek (2007) présentent deux modeles stochastiques, soit un
modele pour le nomubre d’individus susceptibles et un modele pour le nombre d’individus
infectés. Ces modeéles se basent sur la premiére équation du systeme (2.1), dans laquelle

3 est remplacé par 5(t) > 0, t > 0. Dans ce cas, la premiere équation de (2.1) devient :

2'(t) = -B)z(t)y(t) . (2.10)

On permet donc au taux d’infection de changer dans le temps. Il est & noter que ces
auteurs définissent z(t), y(t) et z(t) comme la proportion des individus qui sont sus-
ceptibles, infectés et retirés dans la population. Etant donné qu'on a défini ces fonc-

tions comme étant le nombre d’individus susceptibles, infectés et retirés, les modeles

présentés par ces auteurs ont été adaptés en conséquence.

On présente tout d’abord le modele pour le nombre d’individus susceptibles proposé

par Van Den Broek et Heesterbeek. En notant

Z'(t) = —p(t)z(t) . (2.11)

Soit, X (#) le nombre d’individus susceptibles au temps ¢. En se basant sur 1’équation
(2.11), il est proposé que {X (t), t > 0} soit un processus de mort pur non homogene tel
que

(1) V'espace des états est IN;

(ii) X(0) =zo;
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(iii) le taux de mort & Pétat X (t) et au temps ¢ est égal & u(t) X (¢).

Dans ce modele, on a que E[X (¢)] = z(t).

On présente ensuite le modeéle pour le nombre d’individus infectés proposé par Van Den
Broek et Heesterbeek. Dans ce modele, on suppose qu’on est au début de I’épidémie et

que, par conséquent, le nombre d’individus retirés est égal a 0. On a donc
2() +y(t) = N, (2.12)

pour les valeurs de ¢ > 0 & Détude. A partir de ’équation (2.12), on peut réécrire

I’équation (2.10) cormme suit :

70 = =) & G|V 0] =60 [V -0y
& 0 =20, (213

ol
@) = B0 [N = (0]

Soit Y (¢) le nombre d’individus infectés au temps ¢. En se basant sur I’équation (2.13),
il est proposé que {Y (t), t > 0} soit un processus de naissance pur non homogene tel
que

(1) D'espace des états est IN ;

(if) Y'(0) = »o;

(iii) le taux de naissance & 'état Y'(¢) et au temps ¢ est égal & M(¢)Y (¢).
Dans ce modéle, on a que BE[Y ()] = y(¢). On peut montrer que les fonctions pu(t) et

A(t) sont reliées de la fagon suivante :

On remarque que dans le modele pour le nombre d’individus infectés, Y(¢) peut étre
supérieur & N, car {Y(¢), t > 0} est un processus de naissance pur. Contrairement au
modele présenté a la section 2.2.2, on n’a donc pas que X(t) + Y () + Z(¢t) = N. Cela
ne pose toutefois pas de probléme a ces auteurs, étant donné qu’ils n’utilisent pas cette

forme générale de leur modeéle pour Iestimation des parameétres.
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2.3 Modeles stochastiques proposés

Les deux modeles proposés dans ce mémoire tiennent compte du fait qu’en pratique, on
a des données sur le nombre d’individus susceptibles et décédés, mais pas sur le nombre
d’individus infectés a des instants précis. Le nombre d’individus infectés ne peut donc
pas étre utilisé pour ’estimation des parameétres. Un autre but de cette modélisation
est d’obtenir des processus dont ’espérance est égale & une des solutions du modele
déterministe SIR, qui sont données par (2.1). Ainsi, soit X(¢) le nombre d’individus
susceptibles, Z(t) le nombre d’individus retirés et D(t) le nombre d’individus décédés,
chacun au temps ¢t > 0. Les modeles proposés s’expriment en fonction de X(t), Z(t) et

D(t).
2.3.1 Premier modéle proposé

Le premier modgle proposé s’inspire du modele de Keudall (1956), présenté a la section
2.2.2. On le réduit cependant a deux processus stochastiques, car Y (¢) n’apparait pas
expiicitemen_t. L’idée est la suivante :_chaque f-';)is que X (t) déc;oit d’une_z unité, Y (¢)
croit d’une unité, et, de fagon similaire, chaque fois que Z(t) croit d’une unité, Y (t)

décroit d’une unité. En vertu de ces relations, on propose le modeéle suivant pour le

processus {(X (), Z(t)), t > 0} :
Modele 2.3.1. {(X(¢),Z(t)),t > 0} est une chaine de Markov & temps continu non
homogéne de dimension 2 telle que

(i) Uespace des états est N? ;

(1) (X(0),2(0)) = (z0,0);

(1ii) le tauz de transition de Vétat (X(t), Z(t)) a Uétat (X(t) — 1, Z(t)) est By(t) X (¢)

(une infection) ;

(iv) le taux de transition de Uétat (X(t), Z(t)) a Uétat (X (t), Z(t) + 1) est yy(t) (un

retrait) ;
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(v) le tauz de transition de Uétat (X (t), Z(t)) a Uétat (X (t), Z(t)) est

1— [BX(®) +1]y®

(pas de changement) ;

(vi) le taux de transition de l'état (X (t), Z(t)) vers n’importe quel autre état est égal d

0;

(vii) les limites pour le calcul des taux de transition & partir de Uétat (7,k) sont uni-

formes en (4, k).

Dans ce modele, on voit que les taux de transition du processus {X(¢),t > 0} ne
dépendent pas de Z(t) et ceux de {Z(t), t > 0} ne dépendent pas de X (t). Les processus
{X(®),t>0} et {Z(t), t > 0} sont décrits en détail dans ce qui suit.

Proposition 2.3.1. Soit le modéle 2.3.1. Alors, {X(t), t >0} est un processus de mort
pur de tauzr px(t) = By(t) X ().

Démonstration. Soit k € IN tel que 0 < k < zo. Afin de montrer que { X (t), t > 0} est

un processus de mort pur de taux px (t) = By(t) X (t), on doit montrer que

CPIX(t+h) =k~ 1X(8) = K]

I — A
lim y By(t)k,
. P[X(t+h) = kIX(t) =k )
o h LAk
et
iy P+ R) =51 X (1) = K] _0,
h—0 h

ot j & {k—1,k}. On évalue d’abord
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PX(t+h)=k-1,X(t)=k|

PIX(t+h)=k—1|X(t) = k] = PIX(D) = &

(2.14)

Etant donné que le taux de transition de Iétat (X(t),Z(t)) & Pétat (X () — 1, Z(t))
est égal a Py(t) X () et que le taux de transition de Iétat (X (t), Z(t)) a I'état (X (t) —
1, Z(t)+m) est nul pour tout m # 0, on écrit le numérateur de I’équation (2.14) comme

suit :

PX(t+h)=k~1,X(t)=k|

= > PIX(t+h)=k—1,X(t) =k Z(t+h) =], Z(t) =]
selN
7 =7
+ Y O P[X(t+h)=k—1,X(t)=kZ(t+h)=5,2(t) = j]
jelN
§'#]
= Y PIX(t+h)=k—1,2(t+h)=jX(t) =k Z(t)=j]
jelN
PX(t) =k, Z(t) = j]

T+ Y PIX(E+R) =k~ 1,Z(t+h) = /1X(8) = k, 2(t) = 5] -
jelN
%9
P[X(t) =k, Z(t) =4].

On pose

PIX(t+h)=k-1,Z(t+h)=4X(@) =k Z(t) = j]

~ PXt+h)=k-1,Z0t+h)=1XE¢) =k Z(t) =1], (2.15)

pour tout j € IN, car lorsque h tend vers 0, les deux membres de I'équation (2.15)

tendent vers By(t)k et les limites sont uniformes en j. De méme, on pose

PX(t+h)=k—1,Z(t+h)=7|X({t) =k, Z(t) = j)

~ PX(t+h)=k—-1,2Z@1+h) =2|XE)=k Z1t)=1].
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pour tout j € IN, 5/ # j. On a donc que

PIX(t+h)=k—-1,X(t) =k
~ PXt+h)=k-1,ZEt+h)=1X{t) =k Z(t)=1]"
Y PIX() =k, Z(t) = j]
jelN
+ P X(t+h)=k—-1,Z(t+h)=21X{1) =k, 2Z2(t)=1]

Y PX(8) =k, 2(t) = 4]
]G]N

= P[X(t4+h)=k—1,Z(t+h) =1|X(t) =k, 2(t) = 1JP[X(t) = k]

+ P[X(t+h)=k—-1,Z(t+h) =2|X(t) =k, Z(t) = 1]P[X(t) = k] . (2.16)
A partir de Véquation (2.16), on peut réécrire I’équation (2.14) comme suit :

PIX(t+h) =k —1|X(t) = k]
PIX(t+h) =k —1,X(t) =k
PIX(t) = k]
~ PX(t+h)=k—1,2(t+h)=1X(t) =k Z(t) = 1]

+PIX(t+h)=k—1,Z(t+h) =2|X() =k, Z(t) = 1],

ce qui implique que

PIX(t+h)=k—1|X(t) = &]

i :
_ i X R) = k- 1 2( 4 h) = 1X(8) = K, Z(t) = 1]
T R0 5
n hﬁ% PIX(t+h)=k—1,2(t +hh) =2|X(@t) =k, 2Z(t) =1]
= Py(t)k+0
= By(t)k.

Ensuite, on évalue

PIX(t+h) =k, X(t) = k]
PIX(t) = K]

PIX(t+h) =k X(t) =k} = (2.17)

Etant donné que le taux de transition de Vétat (X (t), Z(2)) & Vétat (X(¢), Z(¢) + 1)
est égal a yy(t), que le taux de transition de état (X (¢), Z(t)) a I'état (X(t), Z(t)) est
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égal & 1 — By(t) X (t) — yy(t) et que le taux de transition de D’état (X (t), Z(¢)) & I'état
(X(t), Z(t) + m) est nul pour tout m ¢ {0,1}, on écrit le numérateur de 1'équation

(2.16) comme suit :

PX(t+h) =k, X(t) = k|

= Y PIX(t+h) =k X(t) =k Z({t+h) =7, 2() =)
j.,EiN
+ 3 PIX(t+h) =k X(@#) =k Z(t+h) =7, 2(t) =)
7N
+ Y PIX(@+h) =k X(t) =k Z(t+h) =7, 2(t) =]
jelN
7€+
= > PIX(t+h) =k Z(t+h)=jIX(t) =k Z(t) = j]-
jelN
PIX(t) =k, Z(t) = j]

+ > PX(t+h) =k, Z(t+h) =5 +1X(t) =k Z(t) = 4] -
i _ - g - : ) ; : _

i'=j+1
P[X(t) =k, 2(t) = j]
+ > PIX(t+h) =k 2Z(t+h)=5|X(t) =k 2Z(t) =]
j’szjégil}
P[X(t) =k, Z(t) =]

Comme précédemment, on isole

> PIX(t) =k, 2(t) = 4]
jelN

qui est égal a



35

et on obtient

PIX(t+ h) = k| X(t) = k]
_ P[X(t+h) =k X(t) =K
PIX(t) = k|
~ PX(t+h) =k Z(t+h)=1X() =k 2Z(t) = 1]

+ PIX(t+h)=k Z(t+h)=2|X(t) =k, Z(t) =1]
+PX(t+h)=k Z(t+h)=3|X(t) =k, Z(t)=1]. (2.18)
L’équation (2.18) implique que
i P[X(t+h) =k|X(t) = k]
hl—% h
_ lim P[X(t+h)=k,Z(t+h)=1X(t) =k, Z(t) = 1]
h—0 h
+ lim PIX(t+h)=k, Z(t+h) =2|X() =k, Z(t) = 1]
h—0 h
5 PX(t+h) =k, Z(t+h) =3|X(t) =k, Z(t) = 1]
+ hl—% h
= [1-By®)k - qy(®)] +79() +0
= 1-PBy()k.

Enfin, étant donné que

i PX({t+h)=m, X(t) = k]

mele1,k)
= 1—=PXt+h)=k—1,X(¢)=k]-PIX({t+h) =k X(t) =k,

on a que
N~ PIX(t+h)=mIX(1) = K]
w2 ;
m¢?ll'v_—l,k}
g PG =k UX(0) =k | PIX(t+h) = KIX(t) = K
h—0 h h—0 h
= 1-Bky(t) - (1-BEy(t)
= 0.

Cela donne
lim P[X(t+ h) =m|X(t) = k]

=0,
h—0 h ‘
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pour m ¢ {k —1,k}.
Ainsi, on conclut que {X(t),t > 0} est un processus de mort pur de taux pux(t) =

By(H) X (t).

Dans ce qui suit, on étudie lc processus { X (t), t > 0} et on prouve, entre autres, que son
espérance est égale & x(t). Les propriétés du processus présentées & la proposition 2.3.2

sont utilisées pour I'estimation des parametres.
Proposition 2.3.2. Soit {X(t), t > 0} un processus de mort pur avec pux (t) = By(t) X (t),
X(0) = xzg et s0it 0 < s <t. Alors

(1) la loi conditionnelle de X (t) sachant X (s) est une loi binomiale B (X(s),

(i) X(t) est de loi binomiale B (1;07 %ﬁ)) ;
(i) B[X(t)] = z(t) ;

() Vs (0] = 22 (20— 2(0))

) - g

(v) X(s)— X(t) est de loi binomiale B (ﬂio, z(s) — z(t)) .

(5) Cov[X(s), X(£)] = %(%VM[X(S)].

Démonstration. (1) De la proposition 1.4.1, la loi conditionnelle de X (t) sachant X (s)
¢

est une lol binomiale B(X(s),exp{n(s) — n(t)}), o n(t) = /6y(7)d-r. De la
0

premiére équation de (2.1), on a que

_1"(7)
z(7)

t
. / By(r)dr — log{wo} — log{z(t)}
0

/(1) = —Bz(T)y(r) <« PBy(r) =

On a donc que

exp{n(s) —n(t)} = exp{log{zo} —log{z(s)} —log{zo} + log{z(t)}}

= exp [log (%) }
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z(t

~—

Dong, la loi conditionnelle de X (¢) sachant X (s) est une loi binomiale B (X(s),

):

g

(ii) Comme X (0) = x( avec probabilité 1, on a que

PIX(t)=k = Y P[X(t) = k|X(0) =m]P[X(0) = m]
m=0

P[_X (t) = k| X (0) :kxo] .
T () (0 ﬂ) |

Done, X (%) est de loi binomiale B (1:0, %ﬁ))

(iii) Comme X (t) est de loi binomiale B (:L‘o, %), on a que

E[X ()] = xo%) = 2(t).

(iv) Comme X(t) est de loi binomiale B (azo, %?), on a que

Var[X(0)] =m0 (1_@)

(v) Comme la loi conditionnelle de X (¢) sachant X (s) est binomiale B (X(s), %),
on a que la loi conditionnelle de X (s) — X(¢) sachant X (s) est une loi binomiale
B (X(s), 1- %) De plus, X (s) est de loi binomiale B (azo, %g)) Par la pro-
position 1.2.1, on a que X (s) — X (¢) est de loi binomiale B(zo,p) ol

- (%))
- (%))

w(s) ~ a(t)

Zo

Donc X(s) — X (¢) est de loi binomiale B (a:o, M)
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(vi) Si 0 < s < t, la loi conditionnelle de X (¢) sachant X (s) est une loi binomiale

B (X(s), %(%) On a donc que

CoviX(9), X()] = E[X(s)X(8)] - E[X(s)|E[X (1)
_ E(EMX@Xunan)4manE(mxunan)

- E (X(S)E[X(t)IX(s)]> —E[X(s)]E (X(S) %)
- E (%X%)) —% (E[X(S)]) 2

= 20 B - (Bixce)’|

= W yaix (s,

z(s)

Pour le modele 2.3.1, on peut montrer que {Z(¢),t > 0} est un processus de Poisson
non-homogene d’intensité yy(t). Etant donné que la preuve est semblable a celle de la
pro;osition 2.3.1,-c_)n ne la présente pas. Soit p la probabilité qu’un individu retiré soit
en fait décédé et soit V; une variable aléatoire qui prend la valeur 1 si le 5™ individu
retiré est décédé et qui prend la valeur 0 sinon. Vj est donc de loi binomiale B(1,p). On

suppose que les V; sont des variables indépendantes. On propose que {D(¢), t > 0} soit

un processus de Poisson composé tel que
Z(t)
SV Z() >0
D(t) = i
0, sinon.

Par la proposition 1.3.2, {D(t),t > 0} cst un processus de Poisson non homogene

d’intensité pyy(t).

Proposition 2.3.3. Soit {D(t), t > 0} un processus de Poisson non homogéne d’in-

tensité pyy(t) et soit 0 < s <t <u <w. Alors

(i) D(t) — D(s) et D(v) — D(u) sont indépendants;
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(ii) D(t) — D(s) est de loi de Poisson P(p{z(t) — z(s)});
(111) D(t) est de loi de Poisson P(pz(t)) ;
(w) E[D(t)] = Var[D(t)] = p2(t) ;

(v) Cov[D(s), D(t)] = Var[D(s)].

Démonstration. (i) Comme {D(t), t > 0} est un processus de Poisson, D(t) — D(s)
et D(v) — D(u) sont indépendants;
(i1) Comme {D(t), t > 0} est un processus de Poisson non homogeéne d’intensité pyy(t),
t
D(t)— D(s) est de loi de Poisson P(m(t) —m(s)), ot m(t) = / pyy(r)dr. A partir
Jo

de la troisieme équation de (2.1), on a que
t
me) = [
g

= p/o 2 (r)dr

= p(z(t) — 2(0))

= pz(t),

car z(0) = 0. Donc, D(t) — D(s) est de loi de Poisson P(p{z(t) — z(s)}).

(iii) Comme {D(t), t > 0} est un processus de Poisson non homogéne d’intensité pyy(t),
D(t) est de loi de Poisson P(m(t)), ou m(t) = pz(t). Donc, D(t) est de loi de
Poisson P(pz(t)).

(iv) Comme D(t) est de loi de Poisson P(pz(t)), on a que I[D(¢)] = Var[D(¢)] = pz(t);

(v) Comme {D(t), t > 0} est un processus de Poisson, par la proposition 1.3.1, on a
que

Cov[D(s), D(t)] = Var[D(s)] .

Pour l'estimation du parametre p et pour les simulations, on a plutét considéré qu’on

disposait de deux processus indépendants, {X(¢),t > 0} et {Z(¢),t > 0}, tels que
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décrits plus haut. Ainsi, on permettrait qu’il y ait simultanément une infection et un
retrait avec une probabilité non nulle. Comme les taux de transition ne dépendent
plus du nombre d’individus infectés au temps ¢, noté Y (¢), mais seulement du nombre
moyen d’individus infectés, y(¢), cette supposition pourrait étre raisonnable dans notre
cas. De plus, il cst assez réaliste de permettre la simultanéité de ces événements. Par
contre, avec ce modele, si on définit Y (¢) = N — X(¢) — Z(¢), alors il n’est pas exclu
que Y(t) < 0. Cependant, il est raisonnable de croire que cela se produit & la fin de

I’épidémie, c’est-a-dire pour de grandes valeurs de t.
2.3.2 Deuxieme modele proposé

Le deuxieme modeéle proposé est une version simplifiée du modele présenté a la section
2.3.1. En fait, on se réduit a deux processus de PPoisson non homogeénes, que I’on sup-
pose indépendants pour la simplicité. On considére toujours les couples (X(t), Z(t)),
o1 {Z(t),t > 0} est un processus de Poisson non homogeéne d’intensité yy(t), comme
pour le modele 2.3.1. De la méme facon que pour le modele 2.3.1, on considére que

{D(t), t > 0} est un processus de Poisson non homogene d’intensité pﬂ/é/(t).

Pour modéliser le nombre d’individus susceptibles, on considére d’abord {Nx(t), t > 0},
un processus de Poisson non homogeéne d’intensité Sz(t)y(¢) qui compte le nombre total
d’individus infectés par la maladie jusqu’au temps ¢t. On a donc que le nombre d’indivi-

dus susceptibles au temps t est donné par
X(t) =20 — Nx(t), (2.19)

t > 0. Dans ce qui suit, on présente certaines propriétés du processus { X (t), t > 0}. Les
propriétés du processus présentées a la proposition 2.3.4 sont utilisées pour I'estimation

des parametres.

Proposition 2.3.4. Soit {Nx(t). t > 0} un processus de Poisson non homogéne d’in-
tensité Bx(t)y(t), soit X(t) = xo — Nx(t) et soit 0 < s <t <u<wv. Alors

(i) X(s) — X(t) et X(u)~ X(v) sont indépendants;
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(i) X(s) — X(t) est de loi de Poisson P(z(s) —z(t));
(1) BX(8)] = «(t) ;
() Var[X(t)] = zo — z(t) ;

(v) Cov[X(s), X(t)] = Var[X(s)].

Démonstration. (i) Etant donné que X (t) = 29 — Nx(t), on a que

(iii)

Nx(t) = Nx(s) = zo— X(t) - [1’0 - X(s)}
= X(s)—X(t).
De méme, on a que
Nx(v) = Nx(u) = X(u) — X(v).

Comme {Nx(t), ¢ > 0} est un processus de Poisson non homogene, Nx (t) — Nx(s)
et Nx(v) — Nx(u) sont indépendants. On a donc que X (s) — X (¢) et X (u) — X (v)
sont indépendants.

Comme {Nx(t),t > 0} est un processus de Poisson non homogene d’intensité
,th(t)y(t), Nx(t) — Nx(s) est de loi de Poisson P(m(t) — m(s)), ot m(t) =

Bz(r)y(r)dr A partir de la premiére équation de (2.1), on a que
0
m(t) = /(; Bz (T)y(T)dr
= — / 7' (1)dr
Jo

= —x(t).

Donc, Nx(t) — Nx(s) est de loi de Poisson P(z(s) — z(t)). Comme
X(s) — X(t) = Nx(t) - Nx(s),
on a que X(s) — X(t) est de loi de Poisson P(z(s) —z(t)).
Comme X (0) — X (t) est de loi de Poisson P(z(0) — z(t)) et comme X (0) = zo
avec probabilité 1, on a que
ELX(0) - X(2)] = 2(0) — 2(t) ¢ 70— BLX(8)] = 20— (1
e E[X()] = =z(t).
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(iv) Comme X (0) — X (t) est de loi de Poisson P(x(0) — z(t)) et comme X (0) = z

avec probabilité 1, on a que

Var[X(0) = X(t)] =z — z(t) & Var[zo — X(8)] = zo — z(t)

< Var[X(t)] = zo - z(t),
(v) On sait que X(0) — X(s) et X(s) — X(t) sont indépendants. Cela entraine que

CovX (s), X(H)] = Cov[X(s), X(s) + {X(t) - X(s)}]
= Cov[X(s), X(s)]
+Cov[X (0) — (X(0) — X(s)), - (X(s) — X(2))]
= Cov[X(s), X(s)] — Cov[X(0), X (s) — X(t)]
+Cov] X (0) — X(s), X(s) — X(¢)]
= Var[X(s)],

car X (0) = zo avec probabilité 1.

A la proposition 2.3.4, on a montré que I’espérance de X (t) dans le deuxiéme modéle pro-
posé est égale & z(t), comme dans le premier modeéle proposé. 1] reste que, cette fois-ci,
la probabilité que X (¢) < 0 est non nulle. Par contre, cette probabilité est plutét faible
lorsque z(t) est suffisamment grand, ¢’est-a-dire avant d’arriver vers la fin de I'épidémie.
L’avantage de cette approche vient du fait que les deux processus, {Nx(t), t > 0} et

{Z(t), t > 0}, sont du méme type, c’est-a-dire des processus de Poisson.

A la proposition 2.3.2, on a montré que sur un intervalle de temps, la variable comptant
le nombre de nouveaux individus infectés est de loi binomiale dans le premier modéle
proposé, alors qu’a la proposition 2.3.4, on a montré qu’elle est de loi de Poisson dans le
second modele. Dans la suite, on désigne par modeéle avec la loi binomiale le premier

modele proposé, alors qu’on désigne par modele avec la loi de Poisson le deuxiéme
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modele proposé. Rappelons que pour les deux modeéles, la variable comptant le nombre

de nouveaux individus décédés dans un intervalle de temps est de loi de Poisson.
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CHAPITRE III

ESTIMATION DE Ry

Ce chapitre traite de 'estimation du parametre Ry. On commence par présenter les
suppositions sur les données observées. Dans un second temps, on introduit la procédure
d’estimation de Ry qui se base sur I'estimation du parameétre p. Par la suite, on propose
une méthode d’estimation de p. Enfin, a partir des estimateurs de p et Ry, on construit

des intervalles de confiance asymptotiques pour p et Ry.

3.1 Suppositions au niveau des observations

On suppose tout d’abord que I'on a des observations pour k épidémies, ot k > 1, et que
les données de deux épidémies différentes sont indépendantes. Par exemple, chacune des
k épidémies peut correspondre & une épidémie de grippe pour une année donnée. Pour
chacune de ces épidémies, on suppose que 'on a des observations & n + 1 instants, les
n intervalles de temps cutre les obscrvations étant de méme longueur. Pour simplifier
la notation, I'unité de temps utilisée est la longueur de U'intervalle de temps entre deux
observations. On a donc des observations aux instants 0,1,...,n. Par exemple, z(1)
représente le nombre d’individus susceptibles dans le modele déterministe au deuxiéme
instant pour lequel on a des observations, alors que x(1,5) représente le nombre d’indi-
vidus susceptibles dans le modele déterministe au milieu de 'intervalle de temps entre

le deuxieme et le troisieme instant pour lequel on a des observations.

Soit X;(¢) le nombre d’individus susceptibles et D;(¢) le nombre d’individus décédés
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pour la 7€M épidémie au temps ¢t > 0, i = 1,2,....k. Pour chacune des épidémies,
on suppose que l'on connait le nombre initial d’individus susceptibles, soit X;(0), et
que X;(0) = zo, i = 1,2,...,k. De plus, on suppose que le nombre initial d’individus
décédés est nul pour chacune des épidémies, c’est-a-dire que D;(0) =0, i =1,2,...,k.
Enfin, pour les instants 1 & n, on suppose que l'on connait le nombre total d’individus
infectés jusqu’a 'instant 7, soit X;(0) — X;(7), et le nombre d’individus décédés jusqu’a
Pinstant 7, soit D;(7), 7 = 1,2,...,n, 1 = 1,2,..., k. Ces suppositions correspondent

aux données disponibles en pratique.

3.2 Procédure d’estimation de R,

La procédure d’estimation de Ry proposée comporte trois étapes. Tout d’abord, un
estimateur de p est obtenu pour chacune des k épidémies. Ces estimateurs sont notés
/1, P2, .- -, Px- Ensuite, un nouvel estimateur de p, noté p, est obtenu en calculant la
moyenne des k estimateurs obtenus précédemment. Enfin, on obtient I’estimateur de

Ry, noté 1:30, de la facon suivante :

Ry==2. (3.1)

bl[ég

3.3 Méthode d’estimation de p proposée

La méthode d’estimation de p proposée se base sur I’équation (2.4), présentée & la section
2.2.1. Rappelons que t; représente Uinstant auquel 2’(¢) atteint son maximum et que

I’on avait obtenu la relation suivante :

p=z(ts).

L’idée de cette méthode d’estimation de p est d’estimer p par le nombre d’individus

susceptibles 4 l'instant t,. On propose trois estimateurs de p basés sur cette idée.

Soit X(t) le nombre d’individus susceptibles au temps ¢ dans le modéle stochastique.

Rappelons que deux modeles stochastiques ont été proposés a la section 2.3, soit le
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modele avec la loi binomiale et le modéle avec la loi de Poisson. L’espérance de X (¢) est
la méme dans les deux modeles, alors que la variance de X (¢) est différente. Comme 1’ex-
pression des estimateurs de p proposés dépend du nombre d’individus susceptibles, on
a une seule expression pour ’espérance de I’estimateur, alors que ’on a une expression
différente pour la variance des estimateurs pour chaque modéle. Il est a noter que pour
chacun des estimateurs de p présentés dans cette section, le développement menant &
Iexpression de la variance de 'estimateur de p est présenté uniquement pour le modele
avec la loi de Poisson, étant donné que le développement pour le modeéle avec la loi

binomiale est similaire, mais un peu plus long.

Tel que mentionné a la section 3.1, les seuls instants pour lesquels on a des obser-
vations sont les nombres entiers de 0 & n inclusivement. A la proposition 2.2.2, on a
montré qu’on peut choisir une paramétrisation en 8 et v qui est telle que ¢, soit un
nombre entier. A partir d’ici, on suppose que 'on a une telle paramétrisation et, donc,

que t, prend une valeur entiere.

3.3.1 Estimation de p avec ¢, connu

Supposons d’abord que l'on connaisse t;. Soit p;(t;) Pestimateur de p pour la §™me
épidémie basé sur tz, i = 1,2,...,k. On estime p pour la i*™¢ épidémie en prenant la

valeur du nombre d’individus susceptibles observés a I'instant ¢,, c’est-a-dire
l;i(tz) = Xi(tz) ) (3-2)
1=1,2,... k.

Proposition 3.3.1. On a les propriétés suivantes pour p;(t;), 1=1,2,...,k :

(i) Pour les deux modéles, l’espérance de p;(tz) est donnée par
Blji(t.)] = p; (3.3)
(11) Pour le modéle avec la loi de Poisson, la variance de p;(t,) est donnée par

Var{pi(tz)] = zo = p; (3.4)
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(11) Pour le modéle avec la loi binomiale, la variance de p;(tz) est donnée par
P
Var[p;i(tz)] = 0 (zo - p) . (3.5)

Démonstration. (i) Etant donné que
E[X;(t)] = z(t),
on a que

Elpi(tz)] = ElXq(t2)]

(ii) Etant donné que
Var[X (t)] = zp — z(t)

dans le modele avec la loi de Poisson, on a que

- - Var[pi(t,)] = Var[Xi(t;)] — R
= Xo— II,(tz)
= To—p.

(iii) La preuve de (3.5) étant similaire  celle de (3.4), on ne la présente pas. Rappelons

toutefols que
Var[X (¢)] = %) (-To - I(t))

dans le modéle avec la loi binomiale.

|

Comme 'espérance de p;(t;) est égale a p, p;(t;) est un estimateur sans biais pour p.

Soit p(t;) I'estimateur de p obtenu en prenant la moyenne des p;(t5), c’est-a-dire

k ~
pltz) = 2z bila), (3.6)
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Proposition 3.3.2. On a les propriétés suivantes pour p(t;) :

(i) Pour les deuz modéles, Uespérance de p(t;) est donnée par
Elp(t2)] = p; (3.7)

(i1) Pour le modéle avec la loi de Poisson, la variance de p(t) est donnée par

1
Var[p(t,)] = % (1’0 - p) ; (3.8)
(111) Pour le modéle avec la loi binomiale, la variance de p(t;) est donnée par
Var[p(t2)] = 2~ (20— p) - (3.9)
} kxg

Démonstration. (i) De Péquation (3.3), on a que

k 0; o
Ela(ts)] = E[—Zizlkp"(t‘)}
= E[ﬁl(tz)]
= 5

(ii) De I’équation (3.4), on a que

Var[p(t;)] = Var .

SE f»(tz)]

_ %Va.r[ﬁl (2)]

1 .
klo Pl

car les variables aléatoires p;(t;) sont indépendantes.

(iii) La preuve de (3.9) étant similaire a celle de (3.8), on ne la présente pas.

Comme p;(tz), p(tz) est un estimateur sans biais pour p. Donc, si ¢, était connu, la

méthode d’estimation proposée permettrait d’obtenir un estimateur non biaisé pour p.
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3.3.2 Estimation de p avec ¢, inconnu

En pratique, on ne connait pas t, et on doit I'estimer. Rappelons que ’on a supposé 4 la
section 3.1 que 'on possede des données sur k épidémies. On propose deux estimateurs
de t,. Le premier est obtenu a partir des données d’une seule des épidémies a la fois, alors
que le second est obtenu 4 partir des données de toutes les épidémies. Chacun des deux
estimateurs de t,; permet de construire un estimateur de p pour chacune des k épidémies.
Tel que mentionné a la section 3.2, un nouvel estimateur de p, noté p, est ensuite obtenu
en calculant la moyenne des £ estimateurs de p obtenus au préalable. Pour le moment,
on présente une justification intuitive des estimateurs de ¢, et p proposés. Au chapitre
4, on verra que les suppositions faites dans cette section sont vérifiées lorsqu’on obtient

les solutions numériques du systeme (2.1) pour un ensemble de parameétres donné.

Estimation de t; a partir de chaque épidémie séparément

Comme t, est I'instant auquel 2’(¢) atteint sa valeur maximale, il serait intéressant de
pouvoir I’estimer a partir .des accroissements _du nombre d’individus retirés entre les
instants auxquels on a des observations. Cependant, on n’observe pas le nombre d’in-
dividus retirés, mais bien le nombre d’individus décédés. Rappelons que I’on a supposé
que la probabilité qu’un individu retiré soit en fait décédé, notée p, est constante dans le
temps pour les deux modeles stochastiques proposés a la section 2.3. Cette supposition
permet d’estimer £, & partir des accroissements du nombre d’individus décédés entre les

instants auxquels on a des observations, plutét qu’a partir du nombre d’individus retirés.

Supposons que la proportion des individus retirés qui sont en fait décédés dans le modele
déterministe est constante dans le temps et est égale & p. Soit d(¢) le nombre d’individus

décédés dans le modele déterministe au temps ¢, ¢’est-a-dire

t > 0. Il est clair que t, est également l'instant auquel d'(t) atteint son maximum. Soit

£5(7) le nombre d’individus décédés dans le modele déterministe entre les instants 7 —1
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et 7, c’est-a-dire

Up(r) =d(r) —d(r - 1)

et soit L (7) le nombre d’individus décédés dans le modele stochastique entre Ics instants

T — 1 et 7, c’est-a-dire

Lp(r) = D(7) = D(7 - 1),

r=1,2,...,n Etant donné que L5(1), Lp(2), ..., Lp(n) sont des variables aléatoires, la
valeur maximale des L (7) peut correspondre & plus d’une valeur de 7. Par conséquent,
I'estimateur de t;, noté T, est obtenu en calculant la moyenne des valeurs de 7 pour
lesquelles L, (7) est maximal, 7 = 1,2,...,n. Si la valeur obtenue n’est pas entiére,
alors on l’arrondit afin que 7% soit un nombre entier entre 1 et n inclusivement. Il est
nécessaire que T, prenne une valeur entiére, étant donné qu’on utilisera entre autres
le nombre d’individus susceptibles observés a I'instant T, pour estimer p et que ’on a
seulement des observations aux instants 0, 1, ..., n. Pour ce faire, on peut soit arrondir
la valeur obtenue & I’entier le plus preés, soit prendre sa partie entiére, soit prendre sa
partie entiére 4 laquelle on ajoute 1. On propose de choisir la fagon d’arrondir pour
laquelle le biais de T, est le plus petit. Plus de détails & ce sujet sont présentés au

chapitre 4.

Afin de construire un estimateur de p a partir de 1, on propose de se baser sur
Pespérance de T,. Etant donné que {D(t), ¢ > 0} a été modélisé par un processus
de Poisson non homogene d’intensité pz’(t) dans les deux modeles proposés a la section
2.3 et que L;(7) est laccroissement de ce processus entre les instants 7 — 1 et 7, les
variables aléatoires L;(7) sont indépendantes et distribuées selon une loi de Poisson. Le

parametre de chacune des ces variables est donné par

/:_lpz'(t)dt _ /_1 & ()t

= fp(r), (3.10)
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7 =1,2,...,n. On a donc que Ly(7) est de loi de Poisson P({p(7)), 7 = 1,2,...,n.
L’équation (3.10) met en évidence le fait que £5(7) correspond & ’aire sous la courbe
d(t)entret=7—1lett=r. A la figure 3.1, on remarque que les deux plus grandes aires

sont situées de part et d’autre de t,. Ces valeurs correspondent & £,(t;) et £p(t, + 1).

Graphique de d'(£)

are
.

Coitz)  |Eplfz +1)
Colty — 1} £oits +2)
iplfz +3)

1
-3 -2 Er—1 £z 241 42 f4+5%

Figure 3.1 Graphique de d'(t)

Par conséquent, les variables aléatoires Lp(tz) et Lp(t; + 1) ont une probabilité plus
grande que les autres de correspondre au maximum des Ly(7), 7 = 1,2,...,n. On

s’attend donc a ce que
P[TZ = tZ] > P[TZ - T]7 T ¢ {tZ7tZ + ]-}

et
PlT,=t,+1> P[T, =71], 7 & {tz,tz +1}.

Supposons que la valeur maximale des L, (7) ne puisse étre atteinte que pour 7 = ¢, et
7 =1, + 1. Avec cette supposition, les seules valeurs possibles de T, sont ¢, et ¢, + 1.
Etant donné que d’(t) est & peu prés symétrique par rapport & ¢, dans intervalle

(tz —1,t2 +1), les valeurs de #,(t,) et £p(tz + 1) sont & peu pres égales. Cela implique
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que

P[TZ:tz]%P[TZ:tz‘}'l]

Intuitivement, on s’attend donc & avoir que
ty; <E[T,] <t,+1. (3.11)

En supposant que I’équation (3.11) est vérifiée, on va maintenant construire un estima-

teur de p & partir de T,. Pour ce faire, réécrivons (3.11) de la fagon suivante :

t, <E[T,]<t; +1 & 0<E[T,]-t,<1

& KT, < -t, < -E[T] +1

e B[, -1<t, < BT,

Soit T Vestimateur de t, pour la 7¥™€ épidémie et soit p;(T5") Iestimateur de p basé
sur 77 pour la €™ épidémie, i = 1,2,...,k Comme t, est inclus dans Pintervalle
(E[T] — 1, E[TSY]), on propose d’estimer p en calculant la moyenne du nombre d’indi-

vidus susceptibles observés aux instants Ty’ — 1 et T3, c’est-a-dire

(TY 1 (T
pury) = Xillz ;+X'(TZ ). (3.12)

On va maintenant développer les propriétés de TS et g (T5), i = 1,2,..., k. Afin de
calculer I'espérance et la variance de TS, on doit connajtre sa fonction de masse. Le
calcul de la fonction de masse de TS’ est présenté & la section 3.5.1 et son approximation
numérique est présentée & la section 4.5. A partir de la fonction de masse de TS, on

peut calculer son espérance et sa variance comme suit :

BT} = ) rPIT =i,
T=1

Var[T’] = i(T ~ 7)) PITS = 7).

=1
Comme on s’attend & ce que 'espérance de T soit dans lintervalle (tz,tz +1), T

semble étre un estimateur biaisé pour ¢;.
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Proposition 3.3.3. On a les propriétés suivantes pour ﬁi(Tg)), 1=1,2,...
(i) Pour les deux modéles, l’espérance de p;(Ty") est donnée par

E[=(T3” - V)] + E=(T3)]
2 )

E[p(T)] = (3.13)

() Pour le modéle avec la loi de Poisson, la variance de p;(TS) est donnée par

Varl(T8)] = a0~ SE[(TL 1)) ~ JBla(T)] + 3 Varle(TS) 1)

4 Varla(T{)] + 5 Covla(TS ~ 1),2(T)] (3.14)
(i) Pour le modéle avec la loi binomiale, la variance de p;(TS’) est donnée par
Varlp(T)] = BT ~ 1] = 7 Bie(TE — 1)) - 5 -Ela(TS’ - Da(7¢)
BT - £ B*(T)] + { Varla(TS - 1)

+%Var[x(T§i))] + %cov[x(w 1), 2(T8)]. (3.15)

Démonstration. (i) Etant donné que, pour ¢-fixe, -

on a que

Elp(T9)] = E(ERTT)

_E (E [Xi(Téi) - 1; + Xi(T3)) |Tg->D

p (BT = DITY] + BIXG(T)|T7)

( ; )
(15 = 1) + 2(15)

B( )

Efz(TY — 1)] + Elz(1)]
; .

(ii) Pour le modele avec la loi de Poisson, par la proposition 2.3.4, on a que

Cov[ X, (TS - 1), Xi(TNTS] = Var[Xo(TS — 1)|TY] .



De plus, on a que, pour ¢ fixe,
Var[ X (t)] = 29 — z(t)
dans le modeéle avec la loi de Poisson. Donc, on a

Var[p;(T5))]

— E(Var[p:(TS)ITE)) + Var(Elp: (T5)T5])

S(d) (%)
_E (VaI [XI(TZ 12) + X (TS )IT;)D

(T ) ’(1'.) .
Var (E [Xl(TZ 1; + Xi(T% )ng)] >
- B (Var[Xi(Tg) — DITP] + Var[Xi(T5) Té‘”)
B 4

v S PAATE = D T

2

+Var (E[Xi(Té” - 1>|Tz“’21 + E[Xi(Té“)lTé"’])

_E (Va“'[Xi(Tg) = DITY) + Varl X (T9)|TE) + 2Varl X, (TS — 1)|T§"J)
4
+Var (”’”(Tg) - 1; + m(ﬁ“))
4

Var (“T? “U+ r(T;“))
- E (41'0 - 3$(T§"’4— D - z(T;")) - Var (a:(T;“ S z(T;’))
_ Blazo - 32(T9 — 1) —2(Tf)] | Varla(TE — 1) +2(T7)
_ 4o — 3E[a(T ;— 1)] - E[z(T)] !

y Yarlo TS )+ Varfa (T2 + 20012~ 1), 2(T%)

4
3 . 1 b 1 ; 1 .
=m0 = TE(TY — 1) - {Bla(TS)] + {Varls(T8 — 1)) + | Var[s(19)

45 Covfa(TY - 1),2(1").
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(ii) La preuve de (3.15) étant similaire & celle de (3.14), on ne la présente pas. Rappe-

lons toutefois que, dans le modele avec la loi binomiale, par la proposition 2.3.2,

on a que
(i ()Y | () (T3 () (i
COV[Xi(Tz) - 1), Xi(T2)|T7°] = Tvar[Xi(Tz - 1)|TZI)] :
(T3 — 1)

Les valeurs de Blz (T3 ~ 1), Blz(T5")], Blz*(T3" - 1)), El*(T)], Elz(T{" - 1)z(T7)),
Var|z(T5 —1)], Var[z(T)] et Cov[z(TS — 1), 2(T5)] dans les équations (3.13), (3.14)
et (3.15) sont calculées & partir de la fonction de masse de T} comme suit :

Elz(T -1)] =) a(r - DP[T) =],
T=1

Elz(TP)] =) =(r)PT5 = 7],

T=1

Ejz*(T - Zx DP[TY =7], -

E[z*(T Z (1) P[TY = 1],

n

Elz(T — D=(TP)] =) a(r - Da(r)P[T =],

Var[z(Tf) - 1)] =) (z(r - 1) - B[(Tf" - 1)])2P[Tfi) — 1],

Etant donné que p = z(t;) et qu’il est raisonnable de croire que

Bla (T3 — 1) + Bl=(T3")]
2

#z(tz),
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on s’attend a ce que 3;(TS) soit un estimateur biaisé pour p, i =1,2,... k.
Soit Ty, = (T, T, ..., TY) et soit p(T,) lestimateur de p obtenu en prenant la

moyenne des p;(T), c’est-a-dire

kg

Proposition 3.3.4. On a les propriétés suivantes pour p(Ty) :
(1) Pour les deux modéles, l'espérance de p(Tz) est donnée par :
Elx(T3” — 1)) + Elz(T5"
E{5(T,)] — [z(T7" — 1] + Elx(T3 Iy (317)

2

(11) Pour le modéle avec la loi de Poisson, la variance de p(Tz) est donnée par :

Varlp(T,)] = 7 |r0~ SEL(TS — 1] - BT+ Varlz(T$ ~ 1)
+%Var[x(T§l))] + %Cov[x(T;” — 1), (TS (3.18)

(#1) Pour le modéle avec la loi binomiale, la variance de p(Ty) est donnée par :

Var[p(Tz)] = % %E[I(Té” -] - %E[ﬁ(cr;” —1)]

1 1 1 3 it 1 1
—Q—on[x(T; P = Da(T)] + JB(TE) - EOEW(Té )]

1 1
+ZVar[x(Tz(,l) -]+ ZVar[a:(Tz(,l))]

1
+§Cov[1’(T§” — 1), x(Tg))]} . (3.19)
Démonstration. (i) De I’équation (3.13), on a que

k
= Ep(T:")]

Elx(T;" - 1)] + Elz(T3")]
5 :

E[p(Tz)] = ]ElZf=1l3i(T;))




o8

(i1) De I'équation (3.14), on a que

k4 i
Var[p(T,)] = Var {E=+(T“>

1 .
= ;Var[m(Tél))]

- %[xo B %E[x( 2= Dl- %E[x(T;))] + %Var[x(Té” —1)]

+%V3r[$(T§U)] + %Cov[a:(Té” —1),2(TP)]]

car les variables aléatoires p;(T5") sont indépendantes.

(ii) La preuve de (3.19) étant similaire a celle de (3.18), on ne la présente pas.

Comme lespérance de p(T;) est égale a I'espérance de p;(7%”), on s’attend & ce que
p(T3) soit lui aussi un estimateur biaisé pour p. De plus, son biais ne décroit pas lorsque

k augmente, car Ja fonction de masse de TS ne fait pas intervenir k. Cependant, la

variance de p(Ty) décroit lorsque k augmente.

Estimation de {, a partir de toutes les épidémies

On a vu que les estimateurs 737, 4= 1,2,... ket p(T3) sont biaisés. De plus, la valeur
de leur biais ne décroit pas lorsque k, le nombre d’épidémies considérées pour calculer
p(Tz), augmente. Il serait intéressant d’avoir des estimateurs de ¢, et p qui soient asymp-
totiquement non biaisés, c’est-a-dire que leurs biais respectifs tendent vers 0 lorsque k

tend vers I'infini. C’est la raison pour laquelle un deuxiéme estimateur de ¢, est proposé.

Rappelons que les données pour deux épidémics différentes sont supposées indépendantes.
Rappelons également que T est Pestimateur de t, obtenu & partir des données de la

#¥me dpidémie, i = 1,2,. .., k. Soit T, la moyenne des T3, c’est-a-dire

k ()
— P LT
T,= &# : (3.20)
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Soit T, la partie entiere de T,. On peut montrer que T, est un estimateur fortement
convergent pour t,. La preuve est présentée & la section 3.5.3. Etant donné que TVZ est
un estimateur fortement convergent pour ¢z, on propose d’estimer p & partir de fz pour
la #®me épidémie de la facon suivante :

pi(T2) = Xi(T), (3.21)
1=1,2,... k. On estime ensuite p & partir des [)i(’fz) de la fagon suivante :
P
— i=1 Pi T
p(T,) = w , (3.22)

On peut montrer que ﬁ(ffz) est un estimateur fortement convergent pour p. La preuve

est présentée a la section 3.5.4.

On va maintenant développer les propriétés de '.ZN“Z, ﬁi(Tz) et ﬁ(’fz) pour k fixe. Afin
de calculer 'espérance et la variance de TZ, on doit connaitre sa fonction de masse. Le
calcul de la fonction de masse de ’.ZN“Z est présenté a la section 3.5.2 et son approximation
numérique est présentée a la scction 4.6. A partir de la fonction de masse de TZ, on peut

calculer son espérance et sa variance comrne suit :

E[T,] =Y 7P[T, =1,
7=1

Var[Ty] = i(r . E[TZ]>2P[TZ =1].

7=1

Proposition 3.3.5. On a les propriétés sutvantes pour [)i(’fz), 1=1,2,...,k:

(i) Pour les deuz modéles, ’espérance de p;(T,) est donnée par

Ejpi(T2)] = El=(T,)]; (3.23)
(it) Pour le modéle avec la loi de Poisson, la variance de p;(Ty) est donnée par

Var[pi(T,)] = zo — Ela(Ty,)] + Var[z(T,)] ; (3.24)

(111) Pour le modéle avec la loi binomiale, la variance de p;(T,) est donnée par

_ EBlX(Ty))

Zo

Var([pi(T,)) = El2(T,)] + Var[z(T7)] (3.25)
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Démonstration. (i) Etant donné que, pour ¢ fixe,
E[X ()] = (0),
pour les deux modeles, on a que

El5:i(T2)) = B(E[p(T2)|T2)
= E(B[X:(T)|T2))
= ]E[$(fz)] .

(ii) Etant donné que, pour ¢ fixe,
Var[ X (t)] = z0 — z(t)

pour le modeéle avec la loi de Poisson, on a que

Var[p;(T5)] = E(Varl[pi(T,)|T5]) + Var(Elpi(T,)|T7))
= EB(Var[X;(T;)|Tz]) + Var(E[X;(T)|T%))
—-— = Elzg — z(T)] + Var[z(T3)] —

zo — E[z(T,)] + Var|z(T,)]
(iii) La preuve de (3.25) étant similaire a celle de (3.24), on ne la présente pas.

O

Les valeurs de E(z(7y)], E[z%(T3)] et Var[z(T,)] dans les équations (3.23), (3.24) et
(3.25) sont calculées & partir de la fonction de masse de T, comme suit :

n

Elz(T7)] =Y 2(r)P[T; = 7],

7=1
n

E[2*(T,)] =) «*(r)P(T; =]

T=1
n

Varle(Ty)] = Y (a(r) ~ Bla(T)]) PI, = 7).

=1
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Proposition 3.3.6. On « les propriétés suivantes pour p(Tz) :

(i) Pour les deux modéles, l’espérance de ﬁ(?N“Z) est donnée par

E[o(T,)] = Bls(T3)]. (3.26)
(it) Pour le modele avec lu loi de Poisson, la variance de p(T5) est donnée par
Varlp(T,)] = % [:co - E[x(fz)]] + Varlz (D) (3.27)
(111) Pour le modéle avec la loi binomiale, la variance de ﬁ(fz) est donnée par

Var[p(T2)] = = | Elz(Ty)] - + Var(z(T)]; (3.28)

! Elz*(T,)]
k 0

Démonstration. (i) De I’équation (3.23), on a que

I E[p(T;)] = E lw

| = E[n(Ty)]
= E[z(T)].

(ii) Tout d’abord, étant donné que les f),-,(fz) sont des fonctions de T, ce sont des

variables aléatoires dépendantes. Par conséquent, on a que

Varlp(B)] = Var | Zi= PilT2)

k
— Vel ()] + Kk 2)Covlpn (7). (o)
Var[py (Tz)] k-1

= = + = Cov[pn(T), ha(T2)]. (3.29)

Soit 1 <1 < j < k. La covariance entre les estimateurs /SZ-(TZ) et [Jj(TZ) est donnée
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par

t
!

Cov[pi(T2), 5 (T = Elpi(T2) 5 (To)] = Eloi(T2)] - Bl (T2))
= BIX:(T2)X;(T2)] - B[Xu(T%)] - E[X;(T>)]
= E(EX:(T2)X;(T2)|T)
~E(B(X:(T,)|T2)) - B(E[X;(T,)|T)
= E(E[X{(T)|T7] - BX;(T2)|T]) - Elz(T2)

= E[2*(Ty)] - Ela(T3))?
= Var[z(fz)], (3.30)

car Xi(Ty) et X j(TZ) sont indépendantes, conditionnellement & Ty, lorsque i # j.
A partir des équations (3.24) et (3.30), on peut exprimer I'équation (3.29) de la

fagon suivante :

Varlp(E) = TN | B Lo (@), )

20~ Bla()] + Varlo(T] | +

] o~
. Var|z(T%)]

Fl = =

20~ Bla( )| + Veslo(T2).

Etant donné que TZ est un estimateur fortement convergent pour £, la variance de
z(T5) tend vers 0 lorsque k tend vers linfini. Donc, on a bien que la variance de p(T%)

tend vers 0 lorsque & tend vers 'infini.

3.4 Intervalles de confiance asymptotiques pour p et Ry

Dans cette section, on présente des intervalles de confilance asymptotiques pour les
parametres p et Rg. Ces intervalles de confiance sont obtenus & partir des estimateurs

de p présentés & la section 3.3.



63
3.4.1 Intervalles de confiance asymptotiques pour p

A la section 3.3, trois estimateurs de p ont été proposés, soit p(tz), (Tz) et ﬁ(fz).
A partir de chacun de ces estimateurs, on peut construire un intervalle de confiance

asymptotique pour p.

Tout d’abord, on comnstruit un intervalle de confiance asymptotique pour p a partir

de p(tz). Rappelons que

Z§=1 pi(ts)

[_)(tz) = k )

ot pi(t;) est Pestimateur de p pour la i€ épidémie lorsqu’on considere £, connu,
i=1,2,...,k A lasection 3.3.1, on a montré que E[5(tz)] = p. Comme les p;(t,) sont

indépendants, on a que p(t;) est un moyenne de variables indépendantes et identique-

ment distribuées. Par le théoréme de limite centrale, on a que
vk [ﬁ(tz) - p]
converge en loi vers une loi normale
N0, Var([p (¢2)]),

ou Var[p1(tz)] est donnée par les équations (3.4) ou (3.5) selon le modele considéré.
L’intervalle de confiance asymptotique de niveau (1 —a)-100% pour p construit a partir

de p(ty) est donc donné par :

(mm o[ ERED ) w) |

ol zq /2 est tel que
o
P[Z>Za/2]:§7

si Z est de loi normale A/(0,1).

On construit ensuite un intervalle de confiance asymptotique pour p & partir de g(Ty).

Rappelons que
k ~ (%
: Zi:l Pi (TEA))

p(Tz) A
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ou Gi(TS) est 'estimateur de p pour la ™€ épidémie lorsqu’on considére ¢, inconnu

et qu'on lestime & partir des données de la ™€ épidémie, i = 1,2, ..., k. Comme les
pi(TS) sont indépendants, on a que p(T) est une moyenne de variables indépendantes
et identiquement distribuées. Par le théoreme de limite centrale, on a que la loi asymp-
totique de

VE[p(T2) - E[p(T,)]
est une lol normale

N0, Var[p (T57)]),

ol E[5(Tz)] est donnée par 'équation (3.17) et Var[p (T5")] est donnée par les équations
(3.14) ou (3.15) selon le modele considéré. L'intervalle de confiance asymptotique de

niveau (1 — «) - 100% pour p construit & partir de p(Tz) est donc donné par :

Pour de grandes valeurs de k, la probabilité que cet intervalle de confiance recouvre
la valeur de E[p(Tz)] devrait étre environ égale & 1 — .. Cependant, on s'attend a ce
que espérance de p(Ty) soit différente de p. Par conséquent, on s’attend & ce que la
probabilité que I'intervalle de confiance recouvre la valeur de p soit inférieure & 1 — o

pour de grandes valeurs de k.

Enfin, on construit un intervalle de confiance asymptotique pour p a partir de ﬁ(TZ).
Rappelons que
P
_ Zi=1 Pi(Tz)

pll) = ==L

ou p; (TZ) est I’estimateur de p pour la ™€ épidémie lorsqu’on considére ¢, inconnu et
qu’on Pestime & partir des données de toutes les épidémies, i = 1,2, ..., k. Etant donné
que chacun des j;(T%) dépend de T, les ps(T) sont dépendants. Contrairement 3 p(tz)
et p(Tz), /‘)(TZ) n’est donc pas une moyenne de variables indépendantes, mais bien une
moyenne de variables dépendantes et identiquement distribuées. Cependant, on peut

montrer que le théoréeme de limite centrale s’applique quand méme & ﬁ(f’z). La preuve
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détaillée est présentée a la section 3.5.5. L’idée est qu’au-deld d’une certaine valeur de
k, notée kg, T, = t, avec probabilité 1. On a alors que ﬁ(fz) = p(ty) avec probabilité
1. On a donc que

VE[a(T2) - 4|
converge en loi vers une loi normale

N(O: Var[ﬁl (tZ)]) ’

ol Var[p;(tz)] est donnée par les équations (3.4) ou (3.5) selon le modele considéré.
L’intervalle de confiance asymptotique de niveau (1 — «)-100% pour p construit a partir

de ﬁ(fz) est donc donné par :
~ Var([pi(tz)] _,= Var|p (¢
(5(Tz> e SO 7 zam/M) |
3.4.2 Intervalles de confiance asymptotiques pour R,

Les intervalles de confiance asymptotiques pour Iy sont construits en se basant sur les

deux équations suivantes :

Ro= 22,
P
Ry =—,
p

ol Ry et p sont les estimateurs de Ry et p respectivement.

On démontre d’abord le théoreme qu’on va utiliser pour construire les intervalles de
confiance asymptotiques pour Ry. Pour ce faire, on a besoin du théoréme de Slutsky,

qui est énoncé sans démonstration.

Lemme 3.4.1 (Bickel et Doksum, 2001, Appendice A). Si X,, converge en probabilité

vers ¢ et st Yy, converge en lot vers Y, alors X, Y, converge en loi vers cY .

Théoréme 3.4.1. Soit T,, une statistique qui converge en probabilité vers p; et qui est

telle que l'on a la convergence

V(T = ) =5 N0, 02).
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Soit h(-) une fonction telle que h'(-) est continue et b’ (ut) # 0. Alors, on a la convergence

VI | B(Tn) = h(p)| =55 N(O, o2[1 (u)]?) .

Démonstration. Soit T, tel que
W(Tn) = h(pe) + W (T )(Tn = i), (3.31)

ou pur < T} < Ty ouT, <T; < pg. Comme T, converge en probabilité vers p;, on
a que T converge en probabilité vers p,. Comme A'(-) est continue, on a que A'(7)})
converge en probabilité vers b'(p;). Par le lemme 3.4.1, étant donné que h'(TF) converge

en probabilité vers h'(u:) et que ’on a la convergence
c
V(Tn — ) = N(0,07) ,
on a la convergence

H(T) [VilTn — )] -5 N0, G31 ())?).

Or, de I’équation (3.31), on a que
VA[B(T) = h(m)| = VAR (T)(To — ),
ce qui entraine que 'on a la convergence

V| BTn) = hlje)| == N(O.2 (u)]?).

O
Soit
R tZ - :
0( ) p(tz)
TZ = )
Ro(T2) (T2)
Ro(Ty) = —=—,
p(T%
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les estimateurs de Ry obtenus a partir des différents estimateurs de p. Afin d’appliquer
le théoréme 3.4.1 pour construire les intervalles de confiance asymptotiques pour Ry, on

définit la fonction h(-) de la facon suivante :

u > 0. La fonction A(-) est telle que Ry = h(p) et Ry = h(p), o Ry et 7 sont les
estimateurs de Rg et p respectivement. On a que

O -

w2’

u > 0.

Tout d’abord, on construit un intervalle de confiance asymptotique pour Ry a partir
de ﬁo(tz). Etant donné que E[p(t,)] = p et que Var[p(tz)] tend vers 0 lorsque k tend
vers Pinfini, on a que p(t;) converge en probabilité vers p. De plus, on a vu & la scction

3.4.1 que l'on a la convergence
_ L ~
VE|7(tz) - o] <5 N0, Varlj ¢,)).
Par le théoréme 3.4.1, on a la convergence

L’intervalle de confiance asymptotique de niveau (1 — «) - 100% pour Ry construit a

partir de Ry (t,) est donc donné par -

T /Var Var|py(t,
(-RO tz za/? 0 [,01 ; 120 td) + 70(/2 [f)l( AH) .

On construit ensuite un intervalle de confiance asymptotique pour Ry 4 partir de
EO(TZ). Rappelons que Uespérance de p(Tz) nest pas égale a p et que son expres-
sion ne dépend pas de k. Comme la variance de p(T2) tend vers 0 lorsque k tend vers
Vinfini, on a que p(T;) converge en probabilité vers I[p(Tz)] # p. De plus, on a vu &

la section 3.4.1 que 'on a la convergence

VE[8(T2) ~ E{p(T2)]| - N(0, Var[py (TS)]).
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Par le théoréme 3.4.1, on a la convergence

~ T L 3 A 1
e ot gy | 5> (0 g V1)

Au chapitre 4, on verra empiriquement que E[5(T;)] = p. En supposant que E|p(T;)] =
p, on a la convergence

_ 2
vﬂwn%m}5N@%wm®m)
p
L’intervalle de confiance asymptotique de niveau (1 — &) - 100% pour Ry construit &
partir de Ro(Tz) est donc donné par

Var[py(T0)]

Ro(Tz) — Za/2 2 . , Bo(T2) + Zaf2 s

Comme pour intervalle de confiance pour p construit a partir de p(T2), on s’attend a
ce que la probabilité que Pintervalle de confiance pour Ry construit & partir de EO(TZ)

contienne la valeur de Ry soit différente de 1 — a.

¥nfin, on construit un intervalle de confiance asymptotique pour Ry & partir de EO(TVZ).
On a mentionné a la section 3.3.2 que E(TVZ) converge presque sirement vers p. La preuve
est d’ailleurs présentée a la section 3.5.3. De plus, on a mentionné a la section 3.4.1 que

Pon a la convergence
—r L X~
\/E[p(TZ) - /)} — N(0, Var[p1(t2)]) -
La preuve est présentée a la section 3.5.5. Par le théoréme 3.4.1, on a la convergence
Lo ‘ 22
VE[Ro(T) - Fa] 5 N (0. Bvarlpz.)])

L’intervalle de confiance asymptotique de niveau (1 — «) - 100% pour Ry construit a

partir de ﬁo(f}) est donc donné par :

~ o [Var[p1(tz) zo [Var|[p1(ty)
(Ro Za/2 2 [1 z) +Za/2 0 [P1 z )



69
3.4.3 Estimation de la variance des estimateurs de p

En pratique, on ne connait pas les variances de p1(t2) et p1(T}"). On doit donc les esti-
mer afin de construire les intervalles de confiance asymptotiques pour p et Ry présentés

aux sections 3.4.1 et 3.4.2.

On utilise la variance de p;(t;) dans les intervalles de confiance asymptotiques pour
p construits & partir de p(t;) et dans ceux construits a partir de [)(’ZN"Z). On propose

d’estimer la variance de py(¢;) & partir des p;(t;) de la fagon suivante :

2

k - _
S(t) =3 [Pi(tz])g S5

1 y
=1

alors qu’on propose d’estimer la variance de pi(t;) a partir des f)i(fz) de la fagon

sulvante :

Par contre, on utilise la variance de p; (Tél)) dans l'intervalle de confiance asymptotique
pour p construit & partir de 5(T5). On propose d’estimer la variance de p1(T5’) & partir

des p;(TS) de la facon suivante :

k N 3 _
sty = 3 AT KT
-1

I est clair que les estimateurs S(t;) et S(T,) sont sans biais pour Var[p;(i;)] et

Var[p1 (T$")] respectivement. L’espérance de S (TZN“Z) est, quant 4 elle, donnée par :

)

E[S(T7) = E(E[S(T,)IT)
- F (E [i [/A)z(’j;Z) - ﬁ(rfz)]Q |TZ

k-1

=1

= [E(Var[p; (Tz)lfz]) ;

car

= Var[ﬁl(fzﬂfz] .

k - ~ PP .
E lz [Pi(TZ])C* P(Tz)]zu”vz
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Au chapitre 4, on verra empiriquement que F(Var[p; (T%)|T%]) & Var[p1(¢2)]. On a donc

que S(TZN"Z) est approximativement sans biais pour Var[g;(t;)].

On a donc les intervalles de confiance asymptotiques de niveau (1 — @) - 100% suivants

pour p construits & partir des différents estimatewrs de p et avec la variance estimée :

<ﬁ(tz) a2 ot + 2apayf (,jz)) ,
(ﬁ(m ~ 2o 25 ) 4 [ f”) ,

p(Tz) — Za/2 V S(ZZ) , p(Ty) + Za)2 S(ZZ) )

Pour les intervalles de confiance asymptotiques pour Ry, en plus d’estimer la variance

de Vestimateur de p, on doit également estimer p, car il apparait dans la formule de
ces intervalles de confiance. Naturellement, on propose de I'estimer par I'estimateur de
p & partir duquel l'intervalle de confiance a été construit. On a donc les intervalles de
confiance asymptotiques suivants pour-Rg construits a partir des différents estimateurs

de Ry et avec la variance estimée :

~ X S tZ - S tz
(Ro(tz) — Za/Qﬁ(t—;))Q (k_) ) RO(tZ) + 2q/2 p(Z))Q (k )) ’
- o [S(T,) = zo  [S(T)
(Ro(Tz) ~ g\ T Ro(T2) + 252N Tk ) ’
~ o~ zo S(T;) ~ zo S(TZ)
Ro(Ty) — Za/Q[_)(TvZ)Q P Ro(T7) + Za/2m k|

3.5 Calculs supplémentaires et démonstrations
3.5.1 Calcul de la fonction de masse de 7,

Rappelons d’abord que T'; est I'estimateur de ¢, obtenu a partir des données d’une seule

épidémie. Ces données sont Ly(1), Lp(2), ..., Lp(n). Soit

Lp = {Lp(r),7=1,2,...,n}.
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A la section 2.3.1, on a montré que L est un ensemble de n variables aléatoires
indépendantes de loi de Poisson. Rappelons ensuite que T est calculé en arrondissant

la moycnne des valeurs de 7 pour lesquelles
Ly(7) = max(Lp) . (3.32)

T, peut donc prendre des valeurs entieres entre 1 et n inclusivement. Supposons que
I'on arrondisse en prenant la partie entiere. Soit M le nombre de valeurs de 7 qui satis-
font 1’équation (3.32). M peut prendre des valeurs entiéres entre 1 et n inclusivement.
Toutefois, on verra empiriquement au chapitre 4 que la probabilité que le maximum soit

atteint pour plus de 5 valeurs de 7 est tres faible.

Soit k¥ € IN tel que 1 < k < n. Afin de calculer la probabilité que T, prenne la va-
leur k£, on doit considérer tous les événements qui font en sorte que T, soit égal & k
et que la variable aléatoire M soit égale & m, pour m = 1,2,...,n. Tout d’abord, on
considére le cas ou il n’y a qu’une seule valeur de 7 pour laquelle le maximum est atteint
et qui satisfait donc 1’équation (3.32). Cela correspond au cas ot M = 1. Dans ce cas,
le seul événcement pour lequel T, cst ¢gal & k est celui pour lequel Ly (k) est supéricure
a toutes les autres variables aléatoires de ’ensemble L. La probabilité que 1% soit égal

a k et que la variable aléatoire M soit égale a 1 se calcule donc comme suit :

n
P[T, =k,M =1] = [[ P[Lo(k) > Ly(5)]-
j=1
I#k
Ensuite, on considere les cas ou T prend la valeur k et M prend la valeur 2. En général,
plusieurs événements correspondent a ce cas. En voici d’ailleurs quelques exemples. Pour
chacun, on donne les valeurs de 7 pour lesquelles L,(7) est maximale, ainsi que leur

moyenne :
(i) pour 7 =k — 1 et 7 =k + 1, la moyenne est k;

(i) pour 7 =k et 7 = k + 1, la moyenne est

k+k+1 k+1
2 ’ 2’

dont la partie entiere est k;
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(i) pour 7 =k — 2 et 7 = k + 2, la moyenne est k;

(iv) pour 7 = k — 1 et 7 = k 4+ 2, la moyenne est

k—1+k+2_k+1
2 Sy

dont la partie entiere est k.

On peut faire la liste de tous les événements pour lesquels T, = k et M = 2 et calculer
leur probabilité respective. Par exemple, considérons un de ces événements, qui est le
cas ou les valeurs de Lp(k — 1) et Ly(k + 1) sont égales et o les valeurs de Ly(7)
pour toutes les autres valeurs de 7 leur sont inférieures. En notant cet événement par

A(k — 1,k + 1), on peut calculer sa probabilité comme suit :

fmqk—Lk+1n:}j(PmDm—i):ﬂPmD@+¢):ﬂ 11 PMDU)<ﬂ>.
i=1 7=1
Jé¢{k~1,k+1}

On calcule P[T; = k, M = 2] en faisant la somme des probabilités de tous les événements
pour lesquels T, prend la valeur k et M prend la valeur 2. Par la suite, on consideére
successivement les cas ot M = 3, M = 4, jusqu’a M = n. A partir des probabilités

calculées pour chaque valeur de M, la fonction de masse de T se calcule comme suit :

mgzmzﬁimn:mM:m

m=1

(3.33)

k=12,...,n

Afin d’illustrer le calcul de la fonction de masse de Ty, le cas oi n = 3 est présenté
au complet. Dans cet exemple, lorsque la moyenne des valeurs de 7 pour lesquelles
L (7) est maximale n’est pas égale a un nombre entier, on prend sa partie entiere. Soit
Lp(1), Lp(2) et Lp(3) les trois observations du nombre de nouveaux individus décédés.

On veut calculer la fonction de masse de T, dans ce cas. On commence par calculer la
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probabilité que T soit égal & 1 :
3
P[T,=1 = Y P[T,=1,M=m]

m=1

— P[T,=1,M=1+P[T,=1,M=2+P[T,=1,M = 3|
_ P[(LD(I) > LD(Q)), (LD(l) > LD(3))}

+P[(LD(1) = LD(2)), (Lo(l) > LD(3))}

+0,

car la moyenne de 1 et 2 est égale & 1,5 et la partie entiere de 1,5 est 1. Ensuite, on
calcule la probabilité que T, soit égal a 2 :

3
PIT,=2] = Y P[T,=2M=m]
m=}

— P[T,=2,M=1+P[T,=2,M =2+ P[T, = 2,M = 3|
_ P[(LD(Q) > LD(I)), (LU(Q) > LD(3))]

£ (50(2) = 10®). (1@ > Lo(h)]
—|—P[LD(1) =L5(2), Lp(2): LD(3)] ,

car la moyenne de 2 et 3 est égale & 2,5 et la partie entiére de 2,5 est 2. Enfin, on calcule

la probabilité que T soit égal & 3 :

3
P[T,=3] = Y P[T,=3M=m]
m=1

— P[T,=3,M=1]+P[T, =3,M =2+ P[T, = 3, M = 3]
= 2| (205)> o). (20 > £(2)

+0+0.

3.5.2 Calcul de la fonction de masse de YN"Z

Rappelons d’abord que T, est Destimateur de ¢, obtenu 2 partir des données de k

épidémies. T; est calculé en prenant la partie entiere de la moyenne de T;), @
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TH, ot T est I’estimateur de t; obtenu & partir des données de la ¢¥™¢ épidémie. T,
peut donc prendre des valeurs entiéres entre 1 et n inclusivement. Afin de calculer la
probabilité que Ty soit égal & k, on fait la somme des probabilités de tous les événements

qui font en sorte que TZ soit égal a k.

Au chapitre 4, on explique la fagon de calculer numériquement la fonction de masse

de T, et de TZ.

3.5.3 Démonstration de la convergence presque siire de fz vers ¢,

Pour la présentation de la preuve que T, est un estimateur fortement convergent pour
tz, c’est-a-dire que ’on a la convergence presque siire de TZ vers t,, on introduit une
notation quelque peu différente de celle utilisée & la section 3.3.2. Rappelons que T3
est I’estimateur de t; obtenu & partir des données de la 7°™° épidémie. On note par 7*
Pespérance de T3, 4 = 1,2, .... Soit
-71; _ Zf:}-T;) ; - _
k
et soit ﬁ“ la partie entiere de T’;. Formellement, la convergence presque siire de T§ vers
t, signifie que
P[ lim T = tz] =1. (3.34)

k—o00
Dans notre cas, on a ce résultat plus fort : pour tout § > 0, il existe k* tel que, pour
k> k*, ona

PP =tz ¥m> k| >1-6. (3.35)
On va montrer (3.35) sous la supposition que
ty <71 <tz +1. (3.36)

Comme les variables T;), i1 =1,2,..., sont indépendantes, identiquement distribuées et

; =k <
de moyenne 7, on a la convergence presque stire de 1", vers 7%, c’est-a-dire

P[ lim T% = T*] =1. (3.37)

k—o00
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Une définition équivalente & (3.37) est : pour tout ¢ > 0, on a que
lim P[|T’Zn -7 <€e,Ym > k:] =1.
k yo0
Soit € > 0 fixé. Alors, pour tout 6 > 0, il existe k** tel que, pour k > k**, on a que
P[|T’Z"—T*| < e Vm > k:] >1-46.

Fixons

. T*_tz tz+1_7'*
€y — MmN y
2 2

et soit & > 0. Alors, il existe kq tel que, pour & > kg, on a que
P[|T;n—7*|<eo,Vm2k]>l—5
= P[T*—60<TZH<T*+€O7Vm_>_k}>1—(5
N P[tz<r*—eo<T;”<r*+eo<tz+1,vmzk S1-6.  (338)

Forcément, en prenant en (3.38) la partie entiére de T:n, il ne reste qu'un choix pour

Tg‘, c’est-a-dire t;. Donc, pour k > k, on a que
PITM =t,,¥m>k|>1-14 (3.39)
car
{T* — € <T’Zn<7-*+50} C {’_’f’;n:tz}

En répétant pour tout J, I'inégalité (3.39) donne que

P| Jim ngtz] ~1.

k—o0

T, est donc un estimateur fortement convergent pour ¢,. En fait, on a méme I’équation

(3.35).

3.5.4 Démonstration de la convergence presque stire de 5(7,) vers p

Pour la présentation de la preuve que ﬁ(fz) est un estimateur fortement convergent

pour p, c’est-a-dire que I'on a la convergence presque stire de ﬁ(fz) vers p, on introduit
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une notation quelque peu différente de celle utilisée a la section 3.3.2. Rappelons qu’a
la section 3.5.3, on a noté par fg Vestimateur de ¢, obtenu & partir des données des
épidémies 1 & k. Soit

Pi(ts) = —ZLIZ i)

et
koo ok
~ k(T
ﬁ(Téc) — Zz—l ZL( Z) 7
ot pi(t) et pi(TF) sont les estimateurs de p obtenus 4 partir de ¢, et T% respectivement
pour la i**™¢ épidémie. Formellement, la convergence presque sire de E(Tf) vers p signifie
que
P lim p(TH=p| = 1. (3.40)
k— oo
On va montrer (3.40) sous la supposition que T¥ satistait 'équation (3.35). Soit € > 0

et 0 > 0. Alors, 1l existe k* tel que, pour k& > k*, on a que

~ )
P[T;":tz,sz k} >1-2 (3.41)
Comme les variables aléatoires p;(tz), 7 = 1,2,.. ., k, sont indépendantes, identiquement

distribuées et de moyenne z(t;) = p, il existe k** tel que pour k > k**, on a que

5
P[|ﬁm(tz) — <e,vmzk} >1-2. (3.42)

Considérons l'intersection des événements en (3.41) et (3.42) pour k > max(k*, k**).
Etant donné que sur Vintersection, T est égal a t,, l'intersection de ces événements
est équivalente & I’événcement suivant :

P(TT) — pl < €,¥m > k.

En utilisant inégalité

P[ANB] > P|A]+ P[B] -1, (3.43)
pour les événements en (3.41) et (3.42), on a que, pour k > max(k*, &**),
P[(f;" —t,,Ym > k) , <|ﬁm(tz) gl <eVm > k)]

EP[@ =t,,Vm > k} +P[|ﬁm(tz)—p| <6,Vm2k] -1,
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ce qui donne, en vertu de (3.41) et (3.42),

2
& P[|/3(T;") —pl < e Ym > k] >1-4. (3.44)

P[|5(T;”)—p|<e,v1nzk] > (1-g)+(1—§>—1

En répétant pour tout 4, I'inégalité (3.44) donne que
Jim P[|p(f';”) —pl<e¥m> k} ~1. (3.45)
— 00

Enfin, comme (3.45) est vraie pour tout € > 0, on a que

P[kli_gr;oﬁ(ff) = p} =1.

B(T%) est donc un estimateur fortement convergent pour p.

3.5.5 Démonstration de la convergence en loi de p(7;) vers une loi

normale

Dans cette section, on montre que ’on a la convergence
T L ~
vk [p(TZ) - p] £y N0, Var|py (t)])

Rappelons qu’a la section 3.5.3, on a noté par fg I'estimateur de t, obtenu a partir des

données des épidémies 1 & k. A la section 3.5.4, on a défini

k 0:(t.
puley) = T Plte),

ef

k  ~ Tk
~ © (T
ﬁ(Tg) — Zz—l’fi( 4) )
ot pi(tz) et ps(TE) sont les estimateurs de p obtenus A partir de ¢, et T* respectivement

pour la i®me épidémie, i = 1,2,.. ., k.
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On définit, pour k= 1,2,... et u € R fixé :

VE[p(T¥) - o]

Uy = :
Var[p1(tz)]
_ VE[p(tz) o)
Vo e,
Var(p1(tz))
Ap = {ﬁk <uj,
By = {Vi <u},

Cp = {T™ =t,,Ym > k} .
A la section 3.5.3, on a montré que, si k — 00,
P[Ck] —1 s

d’ou
P[@k] -0 ,

_ou Cy est le complément de C. De plus, comme p(tz) est une moyenne de k va-
riables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées d’espérance p et dé va-~

riance Var[pi(tz)], ou a que, si k — 00,
P[By] = ®(u)
ol ®(u) est la fonction de répartition de la loi N'(0,1). On veut montrer que, si k — oo,
PlAk] = ®(u) .
De ’équation (3.43), on a que
P[B] + P[Cy] = 1 < P[Bx N Ck] < P[By].
Cela implique que, si k — oo,

PIBL N Ci] — ®(u). (3.46)

D’autre part, pour tout k,

AkﬂCk:BkﬂCk,
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ce qui implique que
P[Ak ﬂCk] = P[Bk ka] .

Dong, si k — oo,

PlA; N Ck] = ®(u). (3.47)

Finalement, comme

P[A, N Ck] < P[Cy],

on a que
lim P[Ay] = lim P[AyNCk] + lim P[Ax N Cy]
k—co k—r00 k—ro0
= 0+ P(u)
= (I)(u) )

tel que désiré.
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CHAPITRE IV

APPLICATIONS NUMERIQUES

Dans ce chapitre, on présente les résultats de 'application de la méthode d’estimation de

Ry du chapitre 3 sur des données simulées a partir des modeles présentés a la section 2.3.

Rappelons que la procédure d’estimation de Ry proposée passe par l'estimation de p.

La méthode d’estimation de p se base sur I'équation (2.4), présentée & la section 2.2.1 :
P = :E(t7) )

ou t, représente Uinstant auquel 2/(t) atteint son maximum. Trois estimateurs de p ont
été proposés, chacun étant obtenu a partir des données de k épidémies. Pour le premier
estimateur, on suppose que t, est connu, alors qu'on le suppose inconnu pour les deux
autres estimateurs. Le premier estimateur est donc obtenu & partir de ¢, et est noté par
B(t;). Le second estimateur de p est obtenu & partir de T, = (T3", 757, ... TSN, ou T
est I’estimateur de ¢, obtenu & partir des données de la ™€ épidémie. Cet estimatenr

est noté par p(Tz). Enfin, le troisieme estimateur de p est obtenu a partir de TZ, Ies-

timateur de ¢, obtenu & partir des données de toutes les épidémies et est noté par ﬁ(TZ).

Dans ce chapitre, on explique d’abord le choix des valeurs des parameétres utilisées pour
faire les calculs et les simulations, puis on fait une reparamétrisation en 3 et v qui fait en
sorte que f; prenne une valeur entiére. Dans un second temps, on présente les solutions
du modele déterministe correspondant aux parametres obtenus. Par la suite, on explique

la facon dont les valeurs du nombre d’individus susceptibles et décédés ont été générées
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a partir des deux modeles et on fait quelques commentaires sur les données générées.
On présente ensuite ’approximation de la fonction de masse de T et de T,. Par la
suite, on présente les propriétés des trois estimateurs de p obtenues numériquement, les
propriétés des trois estimateurs de Ry obtenues en simulation et les résultats obtenus
en simulation pour la proportion des intervalles de confiance asymptotiques pour p et
Ry qui contiennent p et Ry respectivement. On termine avec une synthése de tous les

résultats.

4.1 Valeurs de départ des parametres

On considére une population de 100000 individus, dont 10 sont initialement infectés par
la maladie. Le choix de cette taille de population est justifiée par le fait que les données
sont souvent présentées comme le nombre de cas parmi 100 000 habitants. On suppose
qu’on observe des données sur la grippe saisonniére dans cette population. La valeur du
parametre Ry pour ’épidémie considérée est 1,5 et la probabilité qu’un individu retiré
soit en fait décédé, notée p, est égale 4 0,001. Ces deux valeurs sont raisonnablés pour la
grippe saisonniére. On observe des données pour une année a raison d’une observation
par semaine. On a donc que n = 52. On consideére que, en moyenne, un individu est
infecté pendant 5 jours. Etant donné que l'inverse du parameétre v représente la période
de temps moyenne pendant laquelle un individu est infecté et que 'unité de temps

i 7
considérée est la semaine, on a que ¥ = 3 En résumé, les valeurs des parametres sont :

N = 100000;
yo = 10;
Ry =1,5;
p=0,001;
n=52;

3

(SRR

’)’:
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A partir de ces valeurs, on peut déduire celles des autres parameétres importants. Tout
d’abord, comme

z0=N —1yo,

on a que zg = 999 990. Ensuite, comme

on a que p = 66 660. Enfin, comme

on a que = Pour les calculs et les simulations, certaines des valeurs des

333300
parametres ont été légerement modifiées afin que la méthode d’estimation puisse étre

appliquée. Les détails & ce sujet sont d’ailleurs présentés a la section suivante.

4.2 Reparamétrisation en j et v

Tel que mentionné a la section 3.3, on doit avoir une paramétrisation en 2 et v qui est
telle que ¢z prenne une valeur entiére afin d’appliquer la premiére méthode d’estimation.
Avec les valeurs initiales de J et v données a la section 4.1, ¢’est-a-dire

7

333300
7

g )

0=

’Y =

on a que t; = 11,47. La paramétrisation initiale en § et v n’est donc pas telle que t,
prenne une valeur entieére. On cherche une paramétrisation qui fait en sorte que t, = 12.

Ala proposition 2.2.2, on a montré qu’en multipliaut 8 et v par

11,47
12

A

= 0,956,
on obtient une telle paramétrisation. Les valeurs de 8 et v correspondantes sont
B = 2,007 x 107°,
v=1,338.

Ces valeurs sont légérement différentes de celles de départ, mais leur interprétation reste

essentiellement la méme.
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4.3 Solutions du modéle déterministe

Une fois qu’on a obtenu une paramétrisation en 8 et v qui est telle que ¢, prenne une
valeur entiére, on résout (2.1) afin d’obtenir les solutions z(%), y(t) et 2(¢). Rappelons
que z(t), y(t) et z(t) représentent respectivement le nombre d’individus susceptibles,
infectés et retirés, chacun au temps ¢t > 0. Ces solutions sont utilisées pour générer des
réalisations des modéles stochastiques, pour calculer la fonction de masse de T, et de

T, et pour obtenir les propriétés des estimateurs de p.

Le systéme d’équations différentielles (2.1) ne posséde pas de solution explicite. Pour
approximer numériquement les solutions de (2.1), on utilise la fonction « ode45 » du
programme MATLAB. Pour ce faire, il faut spécifier un intervalle de temps sur lequel
les solutions sont calculées. L'intervalle de temps choisi est [0, n], car on veut générer des

réalisations des modeles stochastiques jusqu’au temps n. Rappelons qu’on a fixé n = 52.

Les fonctions x(t), y(¢), 2(t) sont représentées graphiquement & la figure 4.1. Les fonc- _
tions ~2'(t) et 2/(¢t) sont quant & elles représentées graphiquement a la figure 4.2. On
présente les fonctions jusqu’a ¢ = 25, étant donné qu’elles sont pratiquement constantes

pour des valeurs de ¢ supérieures & 25.

210" Solutions dn modele déterrainiste SIR: «f£), (i et 481
< T

10 — ;

di I
= g} - i
%‘l’_ T
< 4 ———
E

2r B

DL — ) -J; .

g [ 10 15 20 25

Figure 4.1 Solutions du modele SIR : z(t), y(¢t) et 2(¢)
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SohwHons dn modéle déterrmniste SIR: —«(£), (¢

10000

)

B000 £ sin |

i {8), 5408}

Figure 4.2 Solutions du modele SIR : —z'(t) et 2'(t)

4.4 Simulation des données a partir des modeles stochastiques pro-

posés

Dans cette section, on présente la fagon de simuler des données & partir des deux modeéles
stochastiques proposés a la section 2.3. Rappelons que dans ces modeles, on modélise
le nombre d’individus susceptibles, retirés et décédés, notés respectivement par X(t),
Z(t) et D(t), ou t > 0. De plus, ces modeles font intervenir certaines des solutions de
(2.1), le systéme d’équations différentielles permettant d’obtenir le nombre d’individus

susceptibles, infectés et retirés dans le modele déterministe SIR.

4.4.1 Modele avec la loi binomiale

A la section 3.1, on a supposé qu'on a des observations du nombre d’individus suscep-
tibles et décédés aux instants 7 = 0,1,...,n. On a également supposé que le nombre
initial d’individus susceptibles est égal &4 z(, tandis que le nombre initial d’individus
décédés est égal a 0. Par conséquent, on doit générer des valeurs du nombre d’individus

susceptibles et décédés aux instants 7 = 1,2,...,n.

Rappelons que pour le modele avec la loi binomiale, {X(t), t > 0} est modélisé par
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un processus de mort pur avec px(t) = By(t) X (t). A la proposition 2.3.2, on a montré

que la loi conditionnelle de X (t) sachant X (s) est une loi binomiale

On propose Palgorithme suivant pour générer des réalisations du nombre d’individus
susceptibles aux instants 7 = 1,2,... ,n :

(i) on pose T =1;

(ii) on géneére X (7), qui, conditionnellement & X (7 — 1), est de loi binomiale

(iii) on pose 7 =7+ 1 et on retourne & ’étape (ii) si 7 < n.

Pour ce qui est du nombre d’individus retirés et décédés, rappelons que pour le modele
avec la loi binomiale, {Z(¢),t > 0} cst modélisé par un processus de Poisson non
homogene d’intensité yy(t) et que

z(t) N
Zvj, Z(t) >0

J=1

D(t) =

0, sinon,

olt les V; sont des varjables aléatoires indépendantes de loi binomiale B(1,p) et t > 0.
On a donc que pour 0 < s <t <u <w, Z(t) — Z(s) et Z(v) — Z(u) sont indépendants
et Z(t) — Z(s) est de loi de Poisson

Pa(t) - z(s)] _

Soit Lz () le nombre de nouveaux individus retirés entre les instants 7 — 1 et 7, c’est-
a-dire

Lo(t)=Z(7) - Z(7 - 1),
7=1,2,...,n. On aqueles L;(7) sont indépendants. Soit L(7) le nombre de nouveaux

individus décédés entre les instants 7 — 1 et 7, c’est-a-dire

Lp(r)=D(7)— D(r - 1),
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r=1,2,...,n. Etant donné que

Lp(r) = D(r)-D(r-1)

Z(T) Z(r—-1)
= 2V%- XY
Jj=1 j=1
Z(7)
= ) W,
j=Z(r—1)+1

Lp(7) est la somme de L,(7) variables aléatoires indépendantes de loi binomiale B(1, p).

On a donc que la loi conditionnelle de L (7) sachant L,(7) est une loi binomiale
B[LZ(T),p] )
On propose l'algorithme suivant pour générer des réalisations du nombre d’individus
retirés et décédés aux instants 7 =1,2,...,n:
(i) on pose 7 = 1;
(ii) on génere L(7), qui est de loi de Poisson
Plz(r) — z(1 — 1)]
et qui est indépendant de Z(7 — 1);
(i) on pose Z(1) = Z(t — 1) + Lz(7);

(iv) on génére Lp(7). qui, conditionnellement & L,(7), est de loi binomiale

B[La(7).1]
et est indépendant de D(r — 1);
(v) on pose D(1) = D(r — 1) + Lp(T);
(vi) on pose 7 =7 + 1 et on retourne a ’étape (ii) si 7 < n.
Mentionnons que pour chaque valeur de 7 entre 1 et n, les valeurs de X(7) et Z(7)
sont générées de facon indépendante, alors qu’il existe une dépendance entre ces deux
variables dans le modeéle avec la loi binomiale. Cette dépendance vient du fait qu’une
infection et un retrait ne puissent pas se produire simultanément. Etant donné qu’on
génére le nombre de nouveaux individus infectés et retirés sur un intervalle de temps,

on s’est permis de les générer de fagon indépendante.
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4.4.2 Modele avec la loi de Poisson

Soit Nx (t) le nombre total d’individus infectés au temps ¢. Rappelons que pour le modele
avec la loi de Poisson, {Nx(t), t > 0} est modélisé par un processus de Poisson non
homogene d’intensité Sz(t)y(t) et qu’on a posé X () = zg—Nx (). A la proposition 2.3.4,
on a montré que pour 0 < s <t < u < v, X(5)—X(¢) et X(u)— X (v) sont indépendants

et X(s) — X(t) est de loi de Poisson
P [x(s) - x(t)] .
Soit Lx(7) le nombre de nouveaux individus infectés entre les instants 7 — 1 et 7, c’est-
a-dire
Ly(r) = X(r - 1) = X(7),
7 =1,2,...,n. On a que les Lx(7) sont indépendants. On propose donc I'algorithme

suivant pour générer des réalisations du nombre d’individus susceptibles aux instants

T=1,2,.~,n: _
(i) on pose 7 =1;

(ii) on génére Lx(7), qui est de loi de Poisson

P [1‘(7’ -1)— :L'(T)]

et qui est indépendant de X (7 —1);
(iii) on pose X(1) = X (7 — 1) — Lx(7);
(iv) on pose T =T + 1 et on retourne a I'étape (ii) si 7 < n.

Pour ce qui est du nombre d’individus retirés et décédés, on en génére des réalisations
a ’aide de I'algorithme présenté a la section 4.4.1 pour le nombre d’individus retirés et
décédés, étant donné qu’ils sont modélisés de la méme facon dans les deux modeles. Pour
chaque valeur de 7 entre 1 et n, les valeurs de X(7) et Z(7) ont été générées de fagon
indépendante, étant donné qu’on a supposé I'indépendance entre ces deux variables dans

le modele avec la loi de Poisson.
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4.4.3 Résultats obtenus en simulation

Un des objectifs des modeles proposés est que les espérances de X (¢) et Z(¢) soient
respectivement égales & z(t) et & z(t), les solutions du modeéle déterministe. Pour les
deux modeles, on a simulé 5000 fois les valeurs de X (7) et Z(7) pour 7 = 1,2,...,n &
I’aide des algorithmes présentés aux sections 4.4.1 et 4.4.2. Dans les deux cas, on obtient
que la moyenne des valeurs générées est pratiquement égale aux solutions du systéme

déterministe SIR obtenues numériquement, tel que désiré.

Soit Y (¢) le nombre d’individus infectés au temps ¢. A la section 2.3, on a mentionné
que si on posait Y (t) = N — X (t) — Z(1), il se pourrait que Y (¢) < 0 pour les deux
modeles. De plus, il se pourrait que X(t) < 0 pour le modele avec la loi de Poisson.
En simulation, pour les deux modeles, ces problemes surviennent & partir de t = 20.
Cela s’explique par le fait que pour des valeurs de ¢ supérieures ou égales & 20, y(t) ~ 0
dans le systéme déterministe. Cependant, pour 'estimation de Ry, on s’intéresse a des
valeurs de 7 autour de ¢, = 12. Les cas ou X (¢) < 0 ou Y (¢) < 0 n’influencent donc pas

les résultats obtenus en simulation pour I’estimation de Ry.

4.5 Approximation de la fonction de masse de T,

L’étape suivante consiste & calculer la fonction de masse de T, 'estimateur de £, obtenu
a partir des données d’une seule épidémie. A la section 3.3, on a défini ¢5(7) comme le
nombre d’individus décédés dans le modele déterministe entre les instants 7 — 1 et 7,

c’est-a-dire
£o(r) = p2(r) - 2(7 = 1)]

et Lp(7) comme le nombre d’individus décédés dans le modele stochastique entre les

instants 7 — 1 et 7, c’est-a-dire

Lp(1) = D(r) = D(1 = 1),




r=1,2,...,n. A lasection 2.3.1, on a montré que Ly(7) est de loi de Poisson

P(to(r)),

T=1,2,...,n. Les valeurs de £,(7) sont représentées graphiquement  la figure 4.3. On
présente les valeurs de £5(7) jusqu’a 7 = 25, étant donné que £,(7) &~ 0 pour des valeurs

de T supérieures a 25. A la section 3.3.2, on a mentionné que T est obtenu en calculant

eolt)

J
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Figure 4.3 Graphique de £,(7)

la moyenne des valeurs de 7 pour lesquelles L,(7) est maximal, 7 = 1,2,...,n. Les
valeurs de £,(7) sont donc les parametres des n variables aléatoires de loi de Poisson &
partir desquelles on calcule T,. Si la valeur obtenue n’est pas entiére, alors on l'arrondit
afin que T soit un nombre entier entre 1 et n inclusivement. Pour ce faire, on arrondit
en prenant la partic cuticre, car c’est la méthode qui fait en sorte que le bials cmpirique
de T, est le plus petit. A la section 3.5.1, on a présenté le calcul de la fonction de masse

de T, qui peut se calculer comme suit :

PIT, = k] = f: P[T; =k, M = m)]

m=1

(4.1)
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ol M est le nombre de valeurs de 7 pour lesquelles L (7) est maximal. Il n’est cependant
pas possible d’obtenir la fonction de masse exacte de T, & partir de I’équation (4.1) et

des valeurs de £5(7) obtenues numériquement. Premiérement, étant, donné que
o0
P[Lo(1) > Lp(2)] = Y P[Lp(1) = i|P[Lp(2) < 1]
=1

et qu’on doit arréter la somme a une valeur finie en pratique, on ne peut qu’obtenir une
approximation de la probabilité que L(1) soit supérieur & L;(2). On note cette valeur
par a. De plus, étant donné que la valeur de n est grande et que M peut prendre des
valeurs entiéres entre 1 et 7, le temps de calcul de la fonction de masse de T, & partir
de I'équation (4.1) est extrémement long. On fixe donc une valeur maximale pour M,
le nombre de valeurs de 7 pour lesquelles Ly(7) est maximal, que I'on note par b. On
choisit une valeur de b qui fait en sorte que P[M > b] soit treés petite. Le choix d’une va-
leur de b inférieure & n fait également en sorte que la fonction de masse est approximée.
Comme on approxime la fonction de masse de T, la somme des probabilités n’est pas
égale & 1. On proposc de normaliser la fonction de masse en divisaut chacune des valeurs
par la somme des probabilités de la fonction de masse approximée. De cette fagon, la

somme des probabilités de la fonction de masse normalisée est égale & 1.

Soit

c= max({éD('r),'r =12,... ,n}) .

Pour le calcul de la fonction de masse de T3, on a utilisé
a=c+3vc,

car la probabilité qu’une variable aléatoire de loi normale N(c,c) prenne une valeur
supérieure & c+3./c est trés petite et qu'une variable aléatoire de loi de Poisson P(c) est
approximativement de loi normale N(c, ¢) lorsque c est relativement grand. De méme, la
probabilité qu'une variable aléatoire de loi de Poisson P(A) pour laquelle A < ¢ prenne
une valeur supérieure & ¢ + 3,/c est trés petite. Pour ce qui est de la valeur maximale

du nombre de valeurs de 7 pour lesquelles L, (7) est maximal, on a considéré le cas ol
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= 5. Aprés normalisation, on obtient la fonction de masse approximée de T, qui est
présentée a la figure 4.4. On présente les valeurs de la fonction de masse jusqu’a 7 = 24,
étant donné qu’elles sont pratiquement égales & 0 pour des valeurs de 7 supérieures a

24. Tl est & noter que la somme des probabilités avant normalisation est égale a 0,995.

Approaration de 1s fonction de mase de T
PP z

0 5 10 15 pi3] 5
Tz

Figure 4.4 Approximation de la fonction de masse de T

Comme cette valeur est presqu’égale a 1, on en conclut que les événements qui n’ont pas
été considérés dans le calcul de la fonction de masse de T ont une trés faible probabilité
de se produire, ce qui est conforme & qu’'on avait prévu. A partir de I’approximation de
la fonction de masse de T, on peut obtenir une approximation de 'espérance et de la

variance de 1. Les valeurs obtenues sont :

E(T,] = 12,521 ;

Var|T,] = 1,305.
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On peut ensuite calculer le biais, le biais relatif et I’erreur quadratique moyenne de T3,

notés respectivement par B[T], BR[T;] et EQM[T%], de la fagon suivante :

B[TZ] = E[TZ] -1z,
BR[TZ] = BLTZ] )

z

2
»

BQM[T}] = Var[ly] + (B[TZ])
Les valeurs obtenues sont :

B|[T,] =0,521;
BR[T}] = 0,043;

EQM][T}] = 1,576
Etant donné que t, = 12 et que E[T,] = 12,521, on a que
E[T;] -1<t, < E[T] (4.2)

et que T est un estimateur biaisé pour 7%, ce & quoi on s’attendait intuitivement. A
la section 3.3.2, on s’était basé sur I’équation (4.2) pour justifier la formule de p(7%),
Pestimateur de p obtenu & partir de T et des données d’une seule épidémie. Cette

justification est donc correcte avec les valeurs des parametres utilisées dans ce chapitre.

4.6 Approximation de la fonction de masse de T,

A partir de la fonction de masse de T, on peut calculer la fonction de masse de Ty,
Pestimateur de t, obtenu & partir des données de toutes les épidémies. Rappelons que
T, est calculé en prenant la partie entiere de la moyenne de 73", T3, ..., TS, ou TS
est Pestimateur de ¢, obtenu & partir des données de la ™€ épidémie. T, peut donc
prendre des valeurs entieres entre 1 et n inclusivement. Afin de calculer la probabilité
que T, soit égal a k, on fait la somme des probabilités de tous les événements qui font

en sorte que T, soit égal a k. Comme dans le cas du calcul de la fonction de masse de

T, on ne peut ohtenir qu’une approximation de la fonction de masse de TZ, car elle est
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obtenue & partir de 'approximation de la fonction de masse de T%. De plus, le fait que
n soit grand implique que le temps de calcul de la fonction de masse est énorme si on
considére tous les événements possibles. Pour réduire le temps de calcul, on ne considére
que les valeurs de T dont la probabilité est supérieure a 0,001 pour calculer la fonction
de masse de T 2, ¢tant donné que la probabilité des événements faisant intervenir les
autres valeurs possibles de Ty est tres faible. Comme & la section 4.5, on propose de
normaliser la fonction de masse en divisant chacune des valeurs par la somme des pro-
babilités de la fonction de masse approximée. De cette fagon, la somme des probabilités

de la fonction de masse normalisée est égale & 1.

Soit k le nombre d’épidémies considérées. Pour £ = 10, on obtient la fonction de masse
approximée de T, qui est présentée a la figure 4.5. On présente les valeurs de la fonction
de masse jusqu'a 7 = 24, étant donné qu’elles sont pratiquement égales & 0 pour des

valeurs de 7 supérieures a 24.

— - _Appredrastion de s fonction de mase de Tz avee 10 épidémies,

0. v — S

~
Fonction da maszes de Tz

o
w

1
pitl 25

Figure 4.5 Approximation de la fonction de masse de T, avec k = 10

Il est & noter que la somme des probabilités avant normalisation est égale a 0,994.
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Comme cette valeur est presqu’égale & 1, on en conclut que les événements qui n’ont
pas été considérés dans le calcul de la fonction de masse de T, ont une trés faible pro-

babilité de se produire, ce qui est conforme & qu’on avait prévu.
bl

A partir de I'approximation de la fonction de masse de TZ, on peut obtenir une approxi-
mation de 'espérance, de la variance, du biais, du biais relatif et de ’erreur quadratique

moyenne de TZ, de la méme fagon que pour T;. Les valeurs obtenues sont :

E[T,] = 12,060 ;
Var[T,] = 0,167;
BI[T;] = 0,060;
BR[T] = 0,005 ;

EQM[T,] = 0,171.

Tel qu’attendu, le biais et la variance de TZ sont inférieurs a ceux de 7. Au-dela de 10
épidémies, ’approximation de la fonction de masse est trés longue & calculer de cette
fagon. On peut cependant obtenir la distribution de T en simulation, qui constitue une
autre approximation de la fonction de masse de TZ. Pour ce faire, on géneére 5000 fois k
réalisations de L(1), Lp(2),...,Lp(n). Pour chacune des 5000 simulations, on calcule
TZ a partir des valeurs générées. Par la suite, on calcule la proportion des simulations
qui ont mené a T, = 7,7=1,2,...,n. Ces proportions constituent ’approximation de

la fonction de masse de TZ.

Cette aeuxiéme procédure d’approximation de la fonction de masse de fz a été ap-
pliquée pour différentes valeurs de k. On a représenté graphiquement le biais relatif,
la variance et I’erreur quadratique moyenne de T, en fonction de £ & la figure 4.6. On
remarque que le biais relatif, la variance et 'erreur quadratique moyenne de T, se rap-
prochent de 0 lorsque k augmente. Ce comportement est conforme a ce qui était attendu,
car on a montré a la section 3.5.3 que TZ est un estimateur fortement convergent pour

ts.
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Figure 4.6 Biais relatif, variance et erreur quadratique moyenne approximés de 7 en

fonction de &

4.7 Propriétés des estimateurs de p

On présente maintenant les résultats obtenus numériquement pour les propriétés de
p(tz), p(Ty) et ﬁ(fz), les trois estimateurs de p proposés au chapitre 3. Mentionnons
tout d’abord que la plus petite valeur de k, le nombre d’épidémies, qui a été considérée
est 2, étant donné que si kK = 1, on ne peut pas estimer la variance des estimateurs.

Les expressions permettant de calculer Pespérance et la variance de p(tz), p(Tz) et
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p(T) sont données a la proposition 3.3.1, & la proposition 3.3.3 et & la proposition 3.3.5

respectivement. Rappelons qu’a ces propositions, on n’a qu’une seule expression pour

Pespérance de l'estimateur, alors qu’on a deux expressions pour sa variance, soit une
P ) p P )

pour chaque modéle.

Cependant, les résultats obtenus numériquement et en simulation sont pratiquement
les mémes pour les deux modeles. Pour cette raison, on présente et on commente uni-
quement les résultats obtenus a partir du modele avec la loi binomiale dans cette section,
ainsi qu'aux sections 4.8 et 4.9. Les résultats obtenus a partir du modele avec la loi de

Poisson sont présentés a 'appendice A.

Tout d’abord, on a représenté graphiquement le biais relatif des trois estimateurs de
p en fonction de k, le nombre d’épidémies, a la figure 4.7. Au chapitre 3, on a montré
que le biais relatif de p(t;) est égal & 0. Pour ce qui est de p(T3), on s’attendait & ce
qu’il soit biaisé et que son biais ne change pas avec k. On remarque en effet que le biais
relatif de p(Tz) est égal & 0,78%, ce qui est toutefois tres faible. Enfin, on a montré
au chapitre 3 que ﬁ(f‘z) est un estimateur convergent pour p. Graphiquement, on voit
bien que le biais relatif de ﬁ(fz) se rapproche de 0 lorsque & augmente. Cependant, il

est plutdt élevé en valeur absolue pour de petites valeurs de k.

Afin de pouvoir comparer plus facilement le biais relatif de p(T5) et ﬁ(Tz) pour différentes
valeurs de k, on a représenté graphiquement la valeur absolue de ces biais relatifs a la
figure 4.8. On remarque que le biais relatif de p(T;) est inférieur en valeur absolue a
celui de [)(TZ) pour des valeurs de k < 10, alors qu’il lui est supérieur pour des valeurs

de k > 11.

On a représenté graphiquement la variance des trois estimateurs de p en fonction de k
pour le modeéle avec la loi binomiale a la figure 4.9. Il faut noter que le parametre p est

égal 4 66 660, d’ol1 les grandes valeurs de la variance des estimateurs.
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Figure 4.7 Biais relatif de p(t;), p(Tz) et ﬁ(fz) en fonction de k
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Figure 4.9 Variance de p(tz), p(Tz) ct 5(T,) en fonction de k, modele avec la loi

binomiale

On remarque que la variance de p(t;) est beaucoup plus petite que celle des deux
autres estimateurs de p. Le fait d’estimer i, que ce soit par T, ou T‘Z, entraine une
augmentation considérable de la variance de 1’estimateur de p obtenu & partir de cet
estimateur de ¢,. Au chapitre 3, on a calculé la variance de py (T5") & partir de 1'équation

suivante :
Var(jn (T;)] = E(Var[py (Tg)|T%") + Var(E[p (TE))|T2”)
et la variance de p(Tz) a partir de I’équation suivante :
Varlp(T)] = Varlpn (7).

Environ 99, 9% de la variabilité de p(T,) est due & la variabilité des T3, ¢’est-a-dire au
terme

Var(E[p (T)]|T77) .

Cette proportion est la méme peu importe la valeur de k. Pour ce qui est de ﬁ(TZ), on
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a calculé sa variance a partir de I’équation suivante :

k-1
k

Var|p(T,)) = E(Var[5(T)]|T2) + Var(E[p(T2)]|T;) + ——Cov|py (T2), po(T2)] -

Pour k£ = 10, environ 10% de la variabilité de ,5(7’:2) est due & la variabilité de T,
c’est-a-dire au terme

Var(E[(T)]|T%) -

La plus grande partie de sa variabilité, soit environ 89,9%, est due & la dépendance
entre les ﬁi(TZ), ¢’est-a-dire au terme

k —

L Govlar (7). pa(T5).

Le reste de la variabilité de p(Ty) et p(ffz), qui est inférieure a 0,1% de leur varia-
bilité totale, est due a la variabilité du nombre d’individus susceptibles aux instants
T =1,2,...,n. Cette source de variabilité est d’ailleurs la seule qui contribue a la va-

riance de p(t;), d’ou la petite variance de p(tz).

Malgré le fait que leur variance soit beaucoup plus élevée que celle de p(ty), les es-
timateurs p(T;) et p(fz) sont plus réalistes, car en pratique, on ne connait pas i, et
on doit Iestimer. On peut comparer la variance de 5(T2) et p(TVZ) en fonction de k. On
remarque que la variance de p('Tz) est inférieure & la variance de ﬁ(fz) pour des valeurs

de k < 17, alors qu’elle lui est supérieure pour des valeurs de k > 18.

Etant donné que la valeur de p est égale a 66660 et que, par conséquent, la variance
de p(Ty) et ﬁ(f”z) est tres grande, il peut étre intéressant de calculer le coefficient de
variation de ces estimateurs. En effet, le coefficient de variation mesure la dispersion
relative des estimateurs par rapport a leur moyenne. Rappelons que la moyenne de
p(tz) est égale & p, alors que la moyenne de p(Tz) et ﬁ(fz) est presqu’égale & p. De
facon générale, le coefficient de variation d’une variable aléatoire X de moyenne u et de
variance o2 est donné par :

CV(X) = % .
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On a représenté graphiquement le coefficient de variation des trois estimateurs de p en

fonction de k pour le modele avec la loi binomiale & la figure 4.10.
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Figure 4.10 Coefficicnt de variation de 5(t;), p(Tz) ct p(T;) en fonction de k, modéle

avec la loil binomiale

On remarque que le coefficient de variation de p(T5) et ﬁ(fz) n’est pas trop élevé. En

effet, il est inférieur & 10%, méme pour de petites valeurs de k.

Finalement, on a représenté graphiquement ’erreur quadratique moyenne des trois esti-
mateurs de p en fonction de k pour le modeéle avec la loi binomiale a la figure 4.11. Les
observations sur l'erreur quadratique moyenne des estimateurs de p sont pratiquement
les mémes que celles sur leur variance, étant donné qu’une grande partie de 'erreur qua-
dratique moyenne des estimateurs est due a leur variance. On remarque en effet que,
comme dans le cas de la variance, I’erreur quadratique moyenne de p(T;) est inférieure
a l'erreur quadratique moyenne de ﬁ(jv“z) pour des valeurs de & < 17, alors qu’elle lui

est supérieure pour des valeurs de k£ > 18.
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Figure 4.11 Erreur quadratique moyenne de p(t,), 5(Tz) et 5(Ty) en fonction de k,

modéle avec la loi binomiale

4.8 Propriétés des estimateurs de Ry

On présente maintenant les résultats obtenus pour les propriétés des trois estimateurs
de Ry obtenus & partir des trois estimateurs de p, soit Eo(tz), I?fo(TZ) et ﬁo(fz) Btant
donné qu'on n’a pas d’expression permettant de calculer ’espérance et la variance de
ﬁo(tz), RO(TZ) et ﬁo(f %), on présente les espérances et les variances obtenues en simu-
lation. Pour obtenir ces valeurs, on génére d’abord des données du nombre d’individus
susceptibles et décédés aux instants 7 =1,2,...,n pour k épidémies. Ces données sont
générées avec chacun des deux modeéles proposés en suivant la procédure décrite a la
section 4.4. Par la suite, on calcule les estimateurs p(t;), p(Tz) et p(T,) A partir des
données générées. On calcule ensuite les estimateurs ﬁo(tz), Ro(T) et ﬁo(fz) a partir

de la formule suivante :

Ro =

0
| &
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On fait 5000 simulations et on calcule la valeur moyenne et la variance des 5000
réalisations de chacun des estimateurs de Ry. A partir de ces valeurs, on peut calculer
le biais rclatif et ’erreur quadratique moyenne des estimateurs de Ry. Cette procédure
est répétée pour différentes valeurs de k, le nombre d’épidémies. La plus petite valeur
de k qui a été considérée cst 2, étant donné que si k = 1, on ne peut pas estimer la

variance des estimateurs.

Comme & la sections 4.7, on ne présente que les résultats pour le modeéle avec la loi
binomiale dans cette section. Les résultats pour le modeéle avec la loi Poisson sont

résentés a I'appendice A.
p PP

On a représenté graphiquement le biais relatif des trois estimateurs de Ry en fonc-
tion de k & la figure 4.12. On remarque d’abord que le biais relatif de }N?.g(tz) obtenu en
simulation est approximativement égal & O et ce, peu importe la valeur de k. Ce résultat
est similaire a celui obtenu pour p(t;), qui est un estimateur sans biais de p. Pour ce
qui est de ﬁo(TZ), on remarque d’abord que son biais relatif obtenu en simulation est
pratiquement nul pour 2 et 3 épidémies. Pour des valeurs de k > 3, le biais relatif de
ﬁO(TZ) varie entre —0,3% et —0, 7% environ, selon la valeur de k. Rappelons qu’il est
calculé & partir de p(T7), qui est un estimateur biaisé pour p. Enfin, on remarque que le
biais relatif de ﬁo(fz) se rapproche de 0 lorsque k& augmente. Ce résultat est similaire &
celui obtenu pour p'(ffz), qui est un estimateur fortement convergent pour p. Cependant,
il est plutdt élevé en valeur absolue pour de petites valeurs de k, comme c’est le cas

pour le biais relatif de 5(T%).

Comme on I'a fait pour p(T3) et p’(fz), on a représenté graphiquement la valeur absolue
du biais relatif de Bo(T5) et Ro(T) en fonction de k 4 la figure 4.13 afin de pouvoir les
comparer plus facilement. On remarque que le biais relatif de }~?,0(TZ) est inférieur en
valeur absolue & celui de éo(fz) pour des valeurs de k < 13, alors qu’il lui est supérieur
pour des valeurs de k > 14. Ce résultat est semblable & celui obtenu pour p(Ty) et

5(T). Rappelons que la valeur de k & partir de laquelle le biais relatif de 5(T;) devient
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inférieur & celui de p(Tz) est 11.

Biais relatif des estirnatens de Ry
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Figure 4.12 Biais relatif de Ro(t,), Ro(Tz) et Ro(T;) en fonction de k
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Figure 4.13 Valeur absolue du biais relatif de ﬁo(TZ) et }NZO(TZ) en fonction de k
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On a représenté graphiquement la variance des trois estimateurs de Ry en fonction de

k pour le modele avec la loi binomiale a la figure 4.14.

Yariane des estirnatens de Ky, modéle avec 1a lol binormale
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Figure 4.14 Variance de ﬁo(tz), }~20(TZ) et EO(TZ) en fonction de k, modéle avec la

loi binomiale

Tel qu’on l'avait observé pour les estimateurs de p, la variance de l'estimateur de Ry
obtenu 3 partir de £, }N?o(tz), est beaucoup plus petite que celle de Ro(T5) et IA?O(TZ).
Cette différence entre les variances s’explique d’ailleurs par la différence entre les va-

riances des estimateurs de p.

On remarque que la variance de ﬁo(Tz) est inférieure & celle de ﬁO(TZ) pour des va-
leurs de k£ < 21, alors qu’elle lui est supérieure pour des valeurs de k > 22. Ces résultats
sont semblables & ceux obtenus pour les estimateurs de p. Rappelons que la variance de
p(T) est inférieure a la variance de ﬁ(fz) pour des valeurs de k < 17, alors qu’elle lui
est supérieure pour des valeurs de k > 18. Mentionnons également que la variance des

trois estimateurs de Ry décroit lorsque la valeur de k£ augmente.
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On a représenté graphiquement ’erreur quadratique moyenne des trois estimateurs de

Ry en fonction de k pour le modele avec la loi binomiale 4 la figure 4.15.

Errsur quadratique moryerme des estimateirs de Ry, modele avee 15 loi binorniale
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Figure 4.15 Erreur quadratique moyenne de ﬁo(tz), EO(TZ) et EO(TZ) en fonction de

k. modele avec la loi binomiale

On remarque que lerreur quadratique moyenne de ﬁo(TZ) est inférieure a celle de
ﬁo(fz) pour des valeurs de k < 21, alors qu’elle lui est supérieure pour des valeurs de k >
22. Ces résultats sont semblables & ceux obtenus pour les estimateurs de p. Rappelons
que lerreur quadratique moyenne de p('Ty) est inférieure a ’erreur quadratique moyenne
de ﬁ(f‘z) pour des valeurs de k < 17, alors qu’elle lui est supérieure pour des valeurs de

k > 18.

4.9 Intervalles de confiance asymptotiques pour p et Ry

A la section 3.4, on a présenté des formules pour construire des intervalles de confiance

asymptotiques de niveau (1 — ) - 100% pour les parametres p et Ry & partir de p(tz),
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p(Tz), p T ), Eo tz), Ro(Tyz) et ﬁo . Les formules sont les suivantes :

Var , Var[p1 (¢
(ﬁ ty) Za/2\/ [,01 2) 7pTz + 242 fat Z)])y

arl 51 (T or 1)
P(Tz) — 2a/2 W A(Tz) + zq 2 w ,

|V t |V t
(_ _za/2 pl Z 7pT7)+za/2 pl z )

lorsqu’on utilise la variance théorique pour construire les intervalles de confiance pour

p. Pour les intervalles de confiance pour Ry, on a les formules suivantes :

~ [V 2) o [Var[p(t,
(Ro Za/2 2 ar[pl (t2) , R (1z) +za/ ’ar[pkl(t )]) )

o, [Var[p: (T3")] p (TE)] Var[p1(T3”)] T(l)
TJ) Za/2 2 [ - TZ)+ZG/2 2

~ Var xo [ Var[p, (¢
(RO o 20| [pl "RO )+ [Vasli »])

En pratique, on doit estimer Var[p;(t;)] et Var[p(T5")] pour construire les intervalles
de confiance pour p et Ry. A la section 3.4.3, on a proposé un estimateur sans biais pour
Var[p1(t;)] obtenu & partir des p;(tz), que I'on a noté S(¢;). De méme, on a proposé
un estimateur sans biais pour Var[p; (T ))] obtenu & partir des §;(75”), que 'on a noté
S(T3). Pour ce qui est de 'estimateur proposé pour V|[p;(t;)] obtenu & partir des p;(T5),
que ’on a noté S(fz), son espérance n'est pas égale & Var[p(t,)]. Elle est en fait égale
a IE(Var[p (Tz)lfz]) Cette valeur dépend de k, étant donné que la fonction de masse de
T, dépend de k. Afin de voir ordre de grandeur du biais de S (fd) et son comportement
en fonction de k, on ’a représenté graphiquement en fonction de k a la figure 4.16. On
remarque que le biais relatif de S (7:4) est inférieur & 0, 5% pour de petites valeurs de k
et qu’il diminue lorsque k£ augmente. Les intervalles de confiance construits & partir de
S(T,) devraient donc bien sc comporter, étant donné que le biais relatif de S(T,) est

tres petit.

En théorie, la proportion des intervalles de confiance & (1 — «) - 100% obtenus en si-

mulation qui contiennent le parameétre pour lequel les intervalles ont été construits
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Figure 4.16 Biais relatif de 5(7})

devrait étre approximativement égale & (1— «) - 100%. Cependant,-étant.donné que ..
les intervalles de confiance pour p et Rp sont asymptotiques, cette proportion n’est pas
nécessairement approximativement égale & (1 —a)-100% pour de petites valeurs de &, le
nombre d’épidémies considérées pour estimer p. On procede donc a une étude en simula-
tion pour obtenir la proportion des intervalles de confiance pour p et Ry qui contiennent
p ou Ry, selon le cas, pour différentes valeurs de k. Pour cette étude, on fixe le niveau

de confiance des intervalles de confiance 4 95%, ce qui correspond a a = 0, 05.

On commence par générer des données du nombre d’individus susceptibles et décédés
aux instants 7 = 1,2,...,n pour k épidémies. Ces données sont générées avec chacun
des deux modeles proposés en suivant la procédure décrite a la section 4.4. Par la suite,
on obtient les estimateurs p(t;), p(Tz), ﬁ(TZ), Ro(ts), Ro(T5) et R()(TZ) A partir des
données générées. On construit ensuite les intervalles de confiance asymptotiques a2 95%
pour p et Rg a partir des estimateurs de p et de Ry. Les valeurs de p et Ry sont connues,

étant donné que les données ont été générées & partir des solutions de (2.1) obtenues
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avec les parametres présentés a la section 4.1. Rappelons qu'on a p = 66 660 et Ry = 1, 5.
On fait 5000 simulations et on compte le nombre de simulations pour lesquelles les in-
tervalles de confiance asymptotiques pour p et Ry contiennent la vraie valeur de p et

Ry respectivement. Cette procédure est répétée pour différentes valeurs de k.

Pour chacune des simulations, trois intervalles de confiance pour p et Rg ont été cons-
truits & partir de chacun des trois estimateurs, pour un total de neuf intervalles de
confiance pour chacun des parametres. Tout d’abord, un intervalle de confiance a été
construit en utilisant la variance théorique de l'estimateur de p et z,/, le quantile de
la loi mormale. Par la suite, deux intervalles ont été construits & partir de la variance
estimée. Pour le premier intervalle construit & partir de la variance estimée, on a utilisé
Za/2, alors que pour le deuxiéme, étant donné qu’on utilise la variance estimée et que
certaines des valeurs de k considérées sont petites, on a utilisé £, /517, le quantile de
la loi de Student & k£ — 1 degrés de liberté. Rappelons que ¢, /5 x—; est tel que

PlTe-1 > tojp k-] = % ,

IS

si Ti_1 est de loi de Student a k — 1 degrés de liberté.

Pour la présentation des résultats dans les tableaux, la lettre V signifie que les in-
tervalles de confiance ont été construits a partir de la variance théorique, alors que la
lettre S signifie qu’ils ont été construits a partir de la variance estimée. Pour ce qui est
des quantiles, la lettre z signifie que les intervalles de confiance ont été construits en
utilisant z,/2, alors que la lettre ¢ signifie qu’ils ont €té construits en utilisant 4 /5 %) -
Rappelons qu’étant donné que les intervalles de confiance pour Rq font intervenir p,
on remplace p par la valeur estimée de p lorsqu’on construit I'intervalle de confiance a

partir de la variance estimée de I’estimateur de p.

Comme aux sections 4.7 et 4.8, on ne présente que les résultats pour le modeéle avec
la loi binomiale dans cette section. Les résultats pour le modéle avec la loi Poisson

sont présentés a I’appendice A. Le tableau 4.1 présente la proportion des intervalles de
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confiance asymptotiques & 95% pour p qui contiennent p pour les données générées par

le modele avec la loi binomiale.

Tableau 4.1 Proportion des intervalles de confiance asymptotiques pour p construits

& partir de p(t;), p(Tz) et [)(TZ) qui contiennent p, modele avec la loi binomiale

. ptz) p(Tz) p(17)
V, z S,z St V,z S,z S, t V,z S,z St

2 10,951 0,703 0,948 [ 0,932 0,555 0,762} 0,430 0,316 0,425

5 0,947 0,882 0,952 | 0,943 0,905 0,943 ] 0,632 0,589 0,634
10 | 0,954 0,924 0,951 | 0,945 0,908 0,937 0,784 0,760 0,782
15 10,954 0,934 0,950 | 0,942 0,926 0,944 | 0,860 0,841 0,857
20 10,952 0,935 0,951 0,942 0,921 0,940 | 0,894 0,877 (0,892
25 10,949 0,940 0,952 |0,941 0,925 0,938 | 0,919 0,909 0,920
30 | 0,952 0,946 0,953 0,931 0,923 0,935 0,933 0,928 0,934
35 10,955 0,945 0,951 | 0,935 0.928 0,936 | 0,944 0,934 0,941
40 | 0,952 0,942 0,950 | 0,934 0,927 0,936 | 0,945 0,936 0,944
45 [ 0,955 0,944 0,949 | 0,928 0,924 0,931 | 0,951 0,940 0,944
50 10,949 0,945 0,949 | 0,933 0,926 0,934 | 0,946 0,942 0,946
100 | 0,954 0,950 0,952 | 0,912 0,911 0,913 | 0,954 0,949 0,952

Tout d’abord, on comrmente les résultats obtenus pour les intervalles de confiance asymp-

totiques construits a partir de la variance théorique, c¢’est-a-dire ceux dans les colonnes

nommées V, z. Pour les intervalles de confiance construits a partir de 5(t,), la proportion

des intervalles qui contiennent p est approximativement égale & 95% et ce, peu importe

la valeur de k. On en conclut que la distribution de p(t;) s’approxime bien par une loi

normale méme pour de petites valeurs de k.

A la section 3.4, on a mentionné qu’étant donné que p(T3) est un estimateur biaisé

pour p, on s’attend & ce que la probabilité que 'intervalle de confiance pour p construit
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a partir de p(Tz) recouvre la valeur de p soit différente de 1 — «. Pour cet intervalle
de confiance, on remarque en effet que la proportion des intervalles qui contiennent p
diminue au fur et & mesure que k& augmente. Cela s’explique par le fait que plus & aug-
mente, plus les intervalles de confiance sont étroits et concentrés autour de I’espérance
de p(T2), qui n’est pas égale a p. Donc, les intervalles de confiance contiennent E[g(Ty)]

environ 95% du temps, mais ils contiennent p moins souvent.

Enfin, pour de grandes valeurs de k, la proportion des intervalles de confiance construits
a partir de ﬁ(’fz) qui contiennent p est approximativement égale & 95%. Cependant, pour
de petites valeurs de k, cette proportion est trés petite. Cela s’explique par le fait qu’on
utilise Var[p1(¢2)] plutét que Var[py(T5)] pour construire les intervalles de confiance. A
la figure 4.9, on remarque que la variance de ﬁ(TZ) est beaucoup plus grande que celle
de p(tz) pour de petites valeurs de k, ce qui est également le cas pour la variance de
ﬁl(fz) par rapport & la variance de p;(tz). Etant donné que p(Ty) est trop variable
par rapport a la largeur des intervalles de confiance pour de petites valeurs de &, peu

d’intervalles de confiance contiennent p.

Comme on I’a fait pour le biais relatif de p(Ty) et ﬁ(fZ), on s’intéresse & la valeur
de k a partir de laquelle la proportion des intervalles de confiance qui contiennent p est
plus pres de 95% avec ,5('_7“2) qu’avec p(T;). On remarque que cette valeur se situe entre

25 et 30 épidémies.

En pratique, on ne connait pas la variance des estimateurs de p et on doit ’estimer
pour construire les intervalles de confiance pour p. Les résultats pour les intervalles de
confiance construits a partir de la variance estimée sont ceux des colonnes nommeées
S,z et S t. Les commentaires relatifs aux intervalles de confiance construits a partir
de la variance théorique s’appliquent également pour ceux construits a partir de la va-
riance estimée. On remarque toutefois que peu importe 'estimateur de p utilisé pour
construire l'intervalle de confiance, la proportion des intervalles de confiance construits

avec le quantile de la loi de Student (colonne S,t) qui contiennent p est plus prés de
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95% que celle obtenue avec le quantile de la loi normale (5, z). Il est donc préférable
d’utiliser ¢4/ k1 Plutdt que z,/; pour construire les intervalles de confiance a partir de

la variance estimée.

Comme on l'a fait pour les intervalles de confiance construits & partir de la variance
théorique, on s’intéresse a la valeur de k & partir de laquelle la proportion des intervalles
de confiance qui contiennent p est plus prés de 95% avec [)('fz) qu’avec p(Ty), dansle
cas ol1 on utilise la variance estimée et ¢, /9 x_1. On remarque que cette valeur est entre

30 et 35 épidémies.

Le tableau 4.2 présente la proportion des intervalles de confiance asymptotiques & 95%
pour Ry qui contiennent Ry pour les données générées par le modele avec la loi bino-
miale. Les commentaires formulés sur les intervalles de confiance pour p s’appliquent
également dans le cas des intervalles de confiance pour Ry. Notons que dans ce cas-ci, la
valeur de k & partir de laquelle la proportion des intervalles de confiance qui contiennent
Ry est plus pres de 95% avec ﬁo(—f 7 ) qu'avec ﬁo(TZ), est entre 25 et 30 épidémies, lors-

qu’on utilise la variance estimée et t, /2 x_1-

Pour de petites valeurs de k, on peut s’attendre & ce que la précision des estimateurs
de Ry, C’est-a-dire la moitié de la largeur de l'intervalle de confiance, soit grande par
rapport a la valeur de Ry, étant donné que la variance des estimateurs de p est plutdt
grande. On a calculé la précision moyenne des estimateurs de Ry en sirnulation, lorsquion
estime la variance de I'estimateur de p et qu’on utilise ¢4/9 x—1. Le tableau 4.3 présente
les résultats obtenus pour ﬁo(tz), EO(TZ) et ﬁo(fd) avec des valeurs de k£ < 10. On
remarque que la précision moyenne de Ro(t,) et Ro(T) est toujours inférieure a 0,03,
ce qui est trés petit par rapport a la valeur de Rg (1,5). Par contre, pour ce qui est de
la précision moyenne de ﬁo(TZ), elle est égale & 1,359 lorsque & = 2, ce qui est trés

élevé, et égale & 0,425 pour k = 3. Elle est inférieure & 0,3 pour des valeurs de k > 4.



113

Tableau 4.2 Proportion des intervalles de confiance asymptotiques pour Fg construits

4 partir de Ro(t,), Ro(Tx) et Ro(T,) qui contiennent Ry, modéle avec la loi binomiale

L Ro(ts) Ro(Ty) Ro(T)
V,z S,z 5,1 V,z S,z 5,t V,z S,z 5,1

2 10,951 0,703 0,948 | 0,952 0,625 0, 761 | 0,430 0,317 0,425

5 0,947 0,882 0,952 (0,957 0,894 0,946 | 0,632 0,589 0,634
10 1 0,954 0,925 0,951 | 0,945 0,906 0,937 | 0,784 0,760 0,782
15 | 0,955 0,933 0,950 | 0,950 0,922 0,942 | 0,860 0,841 0,857
20 | 0,952 0,935 0,951 |0,943 0,918 0,934 | 0,894 0,878 0,892
95 0,949 0,940 0,951 | 0,946 0,921 0,932 | 0,919 0,909 0,920
30 10,952 0,946 0,953 | 0.940 0,917 0,927 | 0,933 0,928 0,934
35 10,955 0,945 0,951 | 0,942 0,922 0,930 | 0,944 0,934 0,941
40 | 0,952 0,942 0,950 | 0,940 0,922 0,930 | 0,946 0,936 0,944
45 | 0,955 0,944 0,949 | 0,933 0.916 0,924 | 0,951 0,940 0,944
50 | 0,949 0,945 0,949 | 0.939 0,918 0,924 | 0,945 0,942 0,946
100 | 0,954 0,949 0,952 | 0,917 0,905 0,908 | 0,954 0,949 0,952
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Tableau 4.3 Précision moyenne de Eo(tz), I:'EO(TZ) et I:'EO(TVZ) avec la variance estimée

et le quantile de la loi de Student, modéle avec la loi binomiale

Roft,) Ro(Ts) Fo(T) |
0,024 1,359 0,027
0,007 0,425 0,008
0,005 0,283 0,005
0,004 0,226 0,004
0,003 0,192 0,004
0,003 0,172 0,003
0,003 0,156 0,003
0,003 0,144 0,003
0,002 0,134 0,003
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4.10 Synthése des résultats

Rappelons que 'objectif était d’estimer Kq quand on dispose des données de k épidémies.
Pour ce faire, trois estimateurs de Ry ont été proposés, soit Eo(tz), EO(TZ) et EO(TZ).
Aux sections 4.7, 4.8 et 4.9, on a comparé ces estimateurs en se basant sur les critéres

de performance suivants :
(i) le biais relatif de I'estimateur ;
(ii) Perreur quadratique moyenne de 'estimateur ;

(ii) la probabilité de couverture des intervalles de confiance construits & partir de

P’estimateur ;
(iv) la précision moyenne de 'estimateur.

Dans ce qui suit, on fait une synthese de ces comparaisons. L’estimateur de Ry pour
lequel les résultats sont les plus intéressants en simulation pour chacun des criteres est
Ry(tz). Cependant, comme on I’a déja mentionné, cet estimateur n’est pas intéressant

en pratique, étant donné qu’on ne connait pas la valeur de t,.

On s’attarde donc & la performance de ﬁo(Tz) et ﬁo(fﬁ en fonction du nombre
d’épidémies (k). On a vu & la section 4.8 que le biais relatif de Ro(Tz) est inférieur en
valeur absolue a celui de ﬁo(’fz) pour des valeurs de k < 13, alors qu’il lui est supérieur
pour des valeurs de £ > 14. On a également vu que lerreur quadratique moyenne de
ﬁo(TZ) est inférieurc & celle de ﬁo(fz) pour des valeurs de k < 21, alors qu’elle lui est
supérieure pour des valeurs de k > 22. Enfin, a la section 4.9, on a vu que la valeur de
k & partir de laquelle la proportion des intervalles de confiance qui contiennent Ry est
plus prés de 95% avec ﬁo(fz) qu’avec ﬁo(Tz), est entre 25 et 30 épidémies, lorsqu’on

utilise la variance estimée et /o 5_1.

A la lumiére de ces résultats, on suggere d’estimer Ry par ﬁo(TZ) si le nombre d’épi-
démies (k) pour lesquelles des données sont disponibles est inférieur 4 20 et par Eo(fz)

si k > 20. Cette valeur de k représente en quelque sorte un compromis entre le biais



116

relatif et la probabilité de couverture des intervalles de confiance. En effet, le biais re-
latif de Ro(T,) est inférieur & celui de Ro(Tz) pour des valeurs de k > 14, alors que
la proportion des intervalles de confiance 4 95% qui contiennent Ry est plus grande
pour les intervalles construits a partir de ﬁo(fz) que pour ceux construits & partir de
}N?.O(TZ) pour des valeurs de k > 30. Les valeurs de k qu’on aurait pu choisir comme
seuil & partir duquel il est préférable d’utiliser ﬁo(fz) sont entre 14 et 30 épidémies. On
a choisi k = 20, car pour des valeurs de k > 20, le biais relatif de fio(TZ) est plus du
double de celui de Ro(Ty).

Lorsque le nombre d’épidémies est égal & 2 ou 3, le biais relatif de ]N?O(TZ) est inférieur
4 0,2% en valeur absolue, ce qui est inférieur aux autres biais obtenus avec Ro(Tz) et
EO(TZ) pour des valeurs de k < 25. Cependant, la variance de EO(TZ) est tres grande
pour ces valeurs de k. Cela fait en sorte que la précision des estimateurs est, en moyenne,
égale 4 1,359 pour k = 2 et 4 0,425 pour k = 3 en simulation. Comme Ry = 1,5, ces
valeurs sont beaucoup trop élevées. De plus, la proportion des intervalles de confiance
4 95% qui contiennént Ry en simulation est d’énviron 75% pour ces valeurs de k, ce
qui est tres faible. On suggére donc d’utiliser la méthode d’estimation proposée dans ce
mémoire quand on dispose d’au moins 4 épidémies pour estimer Ry, étant donné que la

précision des estimateurs est inférieure 4 0,3 si k > 4.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a proposé deux nouveaux modeles pour la propagation des épidé-
mies et une nouvelle méthode d’estimation du parametre Ry, qui est d’une importance

cruciale pour évaluer la virulence d’une épidémie.

Mentionnons qu’en simulation, les modeles se comportent bien pour les valeurs de t
utiles pour Iestimation. L’espérance du nombre d’individus susceptibles ct retirés est

bien égale a la solution du systéme déterministe SIR, tel que désiré.

Par rapport a d’autres approches, la méthode d’estimation de Ry proposée a 'avantage
d’étre basée sur des données disponibles en pratique. De plus, on n’a pas a faire de sup-
positions quant aux valeurs de certains autres parametres des modeles. Un désavantage
de la méthode est qu’on a besoin de données sur plusieurs épidémies. Dans le cas ol on
considére le nombre d’épidémies (k) comme étant le nombre d’années pour lesquelles on
a des données sur la grippe saisonniere, par exemple, la valeur de k£ n’est pas tres élevée.
Cependant, si on considére k¥ comme étant le nombre d’emplacements géographiques
pour lesquels on a des données sur la grippe saisonniére pour une année, k peut prendre

des valeurs plus grandes.

La procédure d’estimation de Rp proposée passe par estimation de p, un autre pa-
rametre des modeéles. On a présenté trois estimateurs pour p, chacun menant & un
estimateur de Ry. Tout d’abord, Eo(tz) a été présenté pour mettre en évidence le fait
que lestimateur de p associé, p(tz), est sans biais pour p, lorsqu’on suppose qu’on
connait la valeur de ¢,. Etant donné qu’on ne connalt pas cette valeur, on a proposé
deux estimateurs de Ry pour lesquels ¢, est estimé, ¢’est-a~dire EO(TZ) et éo(f7), qui

peuvent étre calculés en pratique. ]Aéo(fz) a 'avantage d’étre obtenu a partir de ﬁ(Tz),
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qui est un estimateur fortement convergent pour p. Quant a lui, EO(TZ) est obtenu
a partir de 5(Tz), qui est un estimateur biaisé pour p. Le biais de p(Tz) ne diminue

d’ailleurs pas lorsque k£ augmente.

On suggere d’utiliser ﬁo(TZ) si k < 20 et ﬁO(TZ) si k > 20. En suivant ces recom-
mandations, le biais relatif de estimateur de Rg est inférieur & 0,7% peu importe la
valeur de k. Pour des valeurs de & < 4, la précision des estimateurs est toutefois moins
bonne. On suggere donc d’utiliser la méthode d’estimation proposée dans ce mémoire
quand on dispose d’au moins 4 épidémies. Ces valeurs de k ont été obtenues en simula-
tion, & partir des valeurs qu’on a choisies pour les parametres. Elles peuvent donc varier
selon le choix des valeurs des parametres. Un recommandation générale serait donc
d’utiliser ﬁo(TZ) lorsque le nombre d’épidémies est petit et d’utiliser ﬁO(TZ) lorsque le

nombre d’épidémies est grand.

Rappelons que la méthode d’estimation proposée se base sur I'instant auquel le nombre
de nouveaux indi_vidus décédés est maximal. Une autre approche consisterait & se ba-
ser sur I'instant auquel le nombre de nouveaux individus infectés est maximal. Cette
approche a d’ailleurs été explorée. Elle a I'avantage de produire des estimateurs dont
la variance est beaucoup plus petite que ceux obtenus avec la méthode présentée dans
ce mémoire. Cependant, pour calculer ces estimateurs, on doit avoir des données sur le
nombre d’individus retirés, ce que 'on n’a pas en pratique. On peut obtenir une ap-
proximation de ces valeurs a partir du nombre d’individus décédés, mais cela suppose
qu’on connait la proportion des individus retirés qui sont en fait décédés. On pourrait
estimer cette proportion, mais & ce moment-la, la variabilité des estimateurs augmen-

terait. En somme, cette facon de faire, bien que prometteuse & premiére vue, semble

moins intéressante en pratique que celle qu’on a présentée dans ce mémoire.



APPENDICE A

RESULTATS POUR LE MODELE AVEC LA LOI DE POISSON

« 10 Variance dex esiraatenrs de p, modtle aves la lol de Polzson
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Figure A.1 Variance de p(tz), p(Tz) et /3(7~“Z) en fonction de k, modéle avec la loi de

Poisson
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Figure A.2 Coefficient de variation de p(t5), p(T3) et p(T%)

avec la loi de Poisson

en fonction de k, modele
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Figure A.3 Erreur quadratique moyenne de p(tz), p(Tz) et

modele avec la loi de Poisson

p(T) en fonction de k,
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“ariance dex estirnatewrs de Ry, raodéle avee la loi de Polsson
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Figure A.4 Variance de Ry(ty), Ro(T) et Ro(T5) en fonction de k, modele avec la loi

de Poisson
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Figure A.5 Erreur quadratique moyenne de Eo(tz), EO(TZ) et ﬁo(ﬂ) en fonction de

k, modele avec la loi de Poisson
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Tableau A.1 Proportion des intervalles de confiance asymptotiques pour p construits

a partir de p(t;), p(Tz) et ﬁ(fz) qui contiennent p, modeéle avec la loi de Poisson

N

pltz) p(Ts) p(T3)
V,z S,z St V,z S,z St V,z S,z St

)

k

2 10,951 0,685 0,947 | 0,927 0,552 0,757 | 0,435 0,313 0,434
5 10,952 0,875 0,946 | 0,939 0,898 0,937 | 0,627 0,578 0,623
10 | 0,951 0,919 0,951 | 0,957 0,923 0,951 | 0,795 0,768 0,795
15 | 0,952 0,933 0,953 | 0,948 0,928 0,948 | 0,858 0,843 0,859
20 10,952 0,938 0,951 | 0,945 0,928 0,947 | 0,898 0,885 0,898 |--
25 | 0,952 0,937 0,949 | 0,943 0,934 0,945 | 0,925 0,911 0,923
30 | 0,951 0,945 0,953 | 0,936 0,926 0,939 | 0,935 0,929 0,937
35 {0,952 0,946 0,955 (0,933 0,925 0,935 (0,941 0,936 0,944
40 | 0,948 0,944 0,950 | 0,934 0,933 0,941 | 0,942 0,938 0,944
45 | 0,951 0,945 0,951 | 0,930 0,926 0,931 | 0,946 0,941 0,947
50 10,947 0,946 0,952 | 0,928 0,924 0,935 | 0,945 0,944 0,949
100 | 0,950 0,948 0,950 | 0,906 0,906 0,909 0,950 0,948 0,950
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Tableau A.2 Proportion des intervalles de confiance asymptotiques pour Ry construits

& partir de Eo(tz), ﬁo(Tz) et ﬁo(fz) qui contiennent Ry, modele avec la loi de Poisson

Ro(tz)

Ro(T2)

Ro(T)

V. z

)

S,z

S, t

V,z

5,2

St

V, z

?

S,z

St

7

10
15
20
25
30
35
40
45
50
100

0,952
0,952
0,951
0,952
0,952
0, 952
0,951
0,952
0,948
0,951
0,947
0,951

0, 686
0,874
0,919
0,933
0,938
0,936
0,945
0,946
0,944
0,945
0,946
0,948

0,947
0,946
0,950
0,953
0,951
0,949
0,952
0,955
0,950
0,951
0,952
0,950

0,943
0,953
0,957
0,955
0,950
0,950
0,944
0,937
0,943
0,936
0,935
0,913

0, 604
0,887
0,923
0,924
0,926
0,925
0,920
0,919
0,925
0,920
0,916
0,899

0,758
0,938
0,949
0,947
0,939
0,940
0,932
0,932
0,934
0,927
0,925
0,904

0,435
0,627
0,795
0,858
0,898
0,925
0,936
0,941
0,942
0,946
0,945
0,951

0,314
0,578
0,768
0,843
0,885
0,911
0,929
0,936
0,938
0,941
0,944
0,948

0,434
0,623
0,795
0,860
0,897
0,923
0,936
0,944
0,944
0,947
0,949
0,950
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Tableau A.3 Précision moyenne de Ro(t,), Ro(Tz) et Ro(Ty) avec la variance estimée

et le quantile de la loi de Student, modele avec la loi de Poisson

Ro(tz) Ro(Ty) Ro(Ty)
0,029 1,354 0,033
0,009 0,427 0,010
0,006 0,285 0,006
~ _ 510,005 0,228 0,005 | - _
0,004 0,194 0,004
0,004 0,173 0,004
0,003 0,157 0,004
0,003 0,144 0,003
10 0,003 0,135 0,003

2 = w [\ =

© o N O
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