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RESUME

Dans cette recherche, nous avons pour but d’étudier I’utilisation des représentations
par des enseignants pour I’introduction du concept de dérivée. Pour ce faire, nous
avons observé deux enseignantes du cours de calcul différentiel au cégep pendant les
séances d’introduction de la dérivée. Nous avons ensuite effectué une analyse du
point de vue de la théorie des représentations de Duval et des représentations
fonctionnelles de diSessa et al., et Hitt.

Nous voulons, non seulement, connaitre quels types de représentations les deux
enseignantes utilisent, mais également de quelles fagons elles les gerent.

Nous remarquons une prédominance des registres verbal et algébrique et une
présence sporadique du registre graphique. De plus, nous observons un grand nombre
d’actions implicites sur les représentations.

Mots clés: Didactique des mathématiques, calcul différentiel, pratique
d’enseignement, représentations.



CHAPITRE 1 : PROBLEMATIQUE

1.1 Introduction

Nous savons que I’étude des mathématiques donne du fil & retordre a plusieurs €léves. Des
études en didactique des mathématiques mettent de I’avant des difficultés, de conceptions des
¢léves par rapport a cette matiere. Beaucoup de facteurs entrent en jeu lorsque vient le temps
de cibler des raisons possibles de toutes ces difficultés. L’éléve, la matiére, ’enseignant, le
milieu, plusieurs €¢léments doivent €tre pris en compte. Au niveau d’étude qui nous intéresse,
le collégial, il ne faut pas non plus négliger I’effet de la transition. A leur arrivée au Cégep,
bon nombre d’éléves subissent une fois de plus un décalage, une espéce de rupture par
rapport a la nouvelle matiére. Les enseignants du Cégep, qui ont une formation complétement
différente des enseignants du secondaire’, abordent la matiére d’une toute autre fagon. Par
exemple, on a observé que le niveau de formalisme augmente & I’ordre collégial (Corriveau et

Tanguay, 2007).

Prenons par exemple le cours de calcul différentiel qui est souvent offert lors de la premiére
session au Cégep pour les éléves en sciences de la nature entre autres. Nous ne croyons pas
nous tromper en disant que ce cours vient -avec son Jot de difficultés et les obstacles sont
difficiles a identifier. Plusieurs auteurs ont des points de vue différents sur la nature et la
cause de ces difficultés en calcul. Un de ces auteurs, Tall (1993), dans son article « Students’

Difficulties in Calculus » passe en revue les difficultés relevées par différents chercheurs.

' Au Québec, I’école secondaire cumule cinq années aprés six ans d’école primaire. Le collégial
(Cégep) dure deux ans avant des études universitaires. La formation des enseignants au secondaire
exige quatre années d’université qui joignent des cours de mathématiques, de didactique et des cours
en €ducation plus généraux. La formation des enseignants au collégial est purement en mathématiques.



Entre autres, il cite les problémes reliés aux concepts de limite et d’infini, & I’image mentale
restreinte des fonctions dans I’esprit des €léves, a la mathématisation des problémes, aux
manipulations algébriques, a la sélection et I’utilisation de différentes représentations, aux
préférences des €leves (et de plusieurs enseignants) pour une approche axée sur les méthodes
et procédures. De ces difficultés, on peut en ressortir des catégories. Certaines sont liées aux
concepts mathématiques en jeu, d’autres a la séparation de la compréhension procédurale et
de la compréhension conceptuelle et finalement certaines sont liées a la visualisation et

I’utilisation de différentes représentations.

1.2 Le concept

Dans ce projet, nous nous intéressons particulierement a un concept précis enseigné dans tous
les cours d’introduction au calcul; la dérivée. A premiére vue, la dérivée peut sembler simple,
mais elle est en fait trés complexe. En effet, la dérivée demande de mettre en lien différents
concepts mathématiques abstraits pour les éleves. Par exemple, les concepts de fonctions, de
limite liée aux processus d’infini, de continuité et de tangente ne peuvent étre séparés de la
définition de la dérivée. Nous n’avons qu’a nous référer a I’histoire de chacun de ces
concepts pour nous rendre compte qu’ils sont trés denses. Par exemple, la définition moderne
de fonction a pris tout prés de 4000 ans a apparaitre. De plus, il s’est écoulé beaucoup de
temps avant que les mathématiciens de 1’époque considérent les fonctions discontinues, ce
qui est encore difficile et contre-intuitif aujourd’hui. En effet, Hitt (1994) montre qu’un
groupe d’enseignants de mathématiques en pré-universitaire ou en premiére année
universitaire du Mexique ont encore de la difficulté avec cette notion. Hitt (ibid.) conclut que
ces enseignants voient, le plus souvent, la fonction comme une fonction continue définie par
une seule expression algébrique. Il affirme que plusieurs ont une tendance a penser seulement
en termes de fonction continue et qu’ils ont beaucoup de difficulté a les construire. Si méme
les enseignants ont cette conception, on peut s’imaginer que les éléves aussi auront une

pensée limitée aux fonctions continues.



On peut penser que le concept de fonction & lui seul cause beaucoup de difficultés aux éléves
de méme que celui de la continuité. Les concepts de limite et d’infini, eux, sont trés abstraits
et non intuitifs pour les étudiants. C’est que les intuitions attachées a ces concepts sont tres
ancrées chez les éléves, ce qui les empéche d’aller plus loin, ce qui devrait pourtant étre
nécessaire pour avoir une compréhension profonde de la limite (Williams, 1991). Selon
Sierpinska (1985), on peut classer en cinq catégories les obstacles liés a la notion de limite :
I” « Horror Infiniti », les obstacles liés a la notion de fonction, les obstacles géométriques, les
obstacles logiques et I’obstacle symbolique. De son c6té, Hitt (2003) reléve les principales
difficultés reliées au concept d’infini. L obstacle le plus important est le passage de I’infini
potentiel, plus proche de I’idée intuitive de I’infini, a la reconnaissance de I’infini actuel, qui
est le plus souvent utilisé dans les définitions mathématiques. Il s’agit aussi de la fagon
implicite a laquelle les enseignants ont recours pour le passage entre ces deux infinis. De
plus, lors de I’étude de la dérivée, les concepts de limite et d’infini sont totalement nouveaux
pour les éléves. Il est clair que les obstacles liés & ces concepts seront certainement toujours
présents lors de I’étude de la dérivée. Pour comprendre la dérivée, les éléves doivent
appliquer une limite. Pour pouvoir le faire de fagon efficace, il est primordial que celle-ci soit
bien comprise, mais selon les différentes recherches menées sur le sujet, la maitrise de cette

idée nécessiterait plus que quelques cours.

Un autre obstacle reconnu dans I’étude de la dérivée est le concept de tangente. Méme si, a la
base, le concept de dérivée représente la pente d’une droite tangente & une courbe, il semble
que la notion de tangente ne soit pas vue explicitement dans les cours de calcul. En effet, les
éléves arrivent en classe avec leurs propres conceptions sur la tangente, liée a leur étude de la
tangente a un cercle a I’école secondaire. Par contre, le passage de ce point de vue plutot
global de la tangente a un point de vue beaucoup plus local lorsqu’il s’agit de dérivée est trés
difficile (Biza, 2010). De plus, cette évolution est souvent laissée a la charge de I’éleve.

Effectivement, Castela (1995) dit :



« La tangente apparail comme un objel mineur d’enseignement, peu de
temps lui est donc consacré au sein du cours proprement dit. Ce manque
d’attention s’explique également par le sentiment, fréquent chez les
enseignants, de la facilité de cette notion envisagée comme une
généralisation supposée évidente du cas du cercle. Celle-ci va d’ailleurs
tellement de soi qu’elle va sans dire : 'usage du mot « tangente » est
présenté souvent explicitement comme naturel (cf. Terracher 1° S p.275,
édition 87) mais aucune référence explicite au cercle n'apparait. La
spécificité _de certaines propriétés _de la tangente au cercle, non
généralisables, n'est pas mise en évidence. Par contre, I'analogie est
suggeérée.’ » (p.14)

Dans I’apprentissage de la dérivée, ceci devient donc un obstacle important qui doit étre pris

en compte.

Enfin, il est évident que le concept de dérivée, qui englobe toutes ces notions, limite, infini,
fonction, continuité, tangente, se présente avec son lot de difficultés et d’obstacles.

Seulement deux exemples ont été relevés ici, mais d’autres obstacles sont liés a la dérivée.

1.3 Les différents types de compréhension

Il est aussi trés important de faire la distinction entre la définition d’un concept et le concept
dans son ensemble (définition, applications, utilisations, etc.). Evidemment, nous voulons que
les étudiants comprennent le concept dans son ensemble, ce qui va bien au-dela de sa
définition (Passaro, 2006). Ceci est d’ailleurs un des problémes relevés par Eisenberg et
Dreyfus (1991) dans leur article « On the reluctance to visualize in mathematics» : « He
[Monk, 1988] claims that although students do not have trouble with understanding
graphically represented data in a « pointwise » manner, serious difficulties do arise in
developing an « across-time » understanding which is exactly the kind necessary in
calculus.» (p. 28) On demande en fait a I’éléve de faire des liens entre les connaissances qu’il

a acquises dans le cours. Par contre, ceux-ci ne semblent pas évidents a faire pour eux. Nous

? Les extraits soulignés sont dans le texte original.



pouvons facilement faire un parall¢le avec le type de compréhension. La définition ponctuelle
serait associée a une compréhension procédurale de ce concept. C’est-a-dire que I’éléve serait
capable de I’utiliser ou de I’appliquer, mais cela dans un contexte précis ou il sait ce qu’il a a
faire. La compréhension globale quant & elle, serait associée & une compréhension
conceptuelle. Ce type de compréhension est attaché a la capacité de I’étudiant a reconnaitre
utilité d’un concept dans un probléme donné et a le combiner a différents concepts pour
dégager de nouvelles stratégies de résolution. Nous pouvons cependant nous demander si les
enseignants proposent aux €léves des problemes susceptibles de promouvoir un tel type de
compréhension. Evidemment, plusieurs approches existent quant a la nature d’une
compréhension conceptuelle. Nous définirons clairement ce que nous entendons par ce

concept dans le prochain chapitre,

Dans ’article mentionné précédemment, Tall (1993) appuie I’idée que la compréhension que
I’on retrouve chez les éleves du cours de calcul est beaucoup plus de type procédural que de
type conceptuel. Par contre, il ajoute que les éleves, et méme les enseignants, auraient une
préférence pour une compréhension plus algorithmique des notions en calcul. Williams
(1991) renforce cette idée en mentionnant que les deux types de compréhension sont séparés
chez les éléves. Or, la combinaison de ces deux types de compréhension ne serait-elle pas une
formule plus appréciable pour les €léves? Ainsi, ils posséderaient tous les outils nécessaires

pour pouvoir savoir, quand et comment appliquer un concept.

Du coté des éléves, beaucoup « voient les mathématiques comme statiques et composées en
grande mesure de procédures standardisées pour travailler avec des problémes routiniers »
(Selden, Mason et Selden, 1989, p. 50, notre traduction). Certains éléves prennent les
mathématiques un peu comme un jeu de mémoire et d’association, dans lequel il s’agit
d’utiliser la bonne formule au bon moment. Ce type d’éleve a beaucoup de difficulté
lorsqu’on lui demande de faire des problémes qui sortent des exercices auxquels il est
habitué. 1l ne sait plus quelle formule utiliser, il doit raisonner et cette tache dépasse sa

capacité de mémoriser.




Du c6té des enseignants, Sierpinska (1985) dit :

« Une des caractéristiques de ['enseignement classique de la limite est une
introduction rapide de théorémes relativement puissants qui permettent de
calculer des limites a ’aide de manipulations algébriques. Cela procure, en
général, une certaine satisfaction a l'enseignant, sans que soit assuré qu’il y
ait compréhension du fonctionnement de la notion. » (p.13)

C’est donc dire que I’enseignement classique ne favoriserait pas nécessairement chez les
éléves une compréhension conceptuelle. Nous pouvons par contre nous demander si ceci est
une pratique consciente de la part des enseignants. Font-ils vraiment le choix de promouvoir
une compréhension plus procédurale en laissant de coté la compréhension conceptuelle? Ce
qu’Odierna (2004) constate lorsqu’elle observe I’enseignement de deux professeurs du cours
de calcul intégral dans des Cégeps montréalais peut nous éclairer. Elle dit: « Puisque les
preuves et I’analyse [liée a 1’idée de conceptualisation] s’instituent souvent en obstacles et
font augmenter les taux d’échec, aucun des deux professeurs n’a jugé opportun de confronter
les étudiants a ces difficultés lors des examens. » (p.164) De ce fait, elle conclut donc que
« les lacunes conceptuelles ne semblent pas étre un obstacle dans la production d’examen. »
(ibid, p.166). Cela dit, il faut noter que la compréhension conceptuelle n’est pas explicitement
vérifiée aux examens, mais il ne faut pas nécessairement en déduire qu’elle en est totalement
absente. D’ailleurs, cette place donnée aux compétences plus procédurales dans les examens
peut aussi étre liée aux programmes. En effet, en analysant les programmes Odierna (2004) a

observé que « la place accordée a I’analyse ou a la preuve [y] est tres limitée [...] » (p.73).

Enfin, on peut penser que la dichotomie entre la compréhension procédurale et la
compréhension conceptuelle est grande et ce, autant chez les éléves que chez les enseignants.
De notre point de vue, cette situation représente un réel probléme dans ’enseignement et

I’apprentissage du calcul.



1.4 La visualisation et ’utilisation de différentes représentations

L’article d’Eisenberg et Dreyfus (1991) nous donne des exemples des difficultés rencontrées
lors de I’étude du calcul. Cet article aborde le sujet en deux étapes. D’abord, les auteurs
veulent établir I’existence d’une résistance envers la visualisation. Dans leur texte, ils
rapportent plusieurs études qui démontrent un réel probleme dans I’apprentissage du calcul.
Une des études rapportées est celle de Selden, Mason et Selden (1989). Ils ont proposé a un
groupe d’étudiants de force moyenne en calcul différentiel, c'est-a-dire des étudiants qui ont
réussi leur cours de calcul avec un C, une série de problémes non routiniers. Ces problémes
non routiniers sont selon nous un bon exemple des problémes pour évaluer les connaissances
conceptuelles et procédurales des €tudiants en calcul. Les résultats sont étonnants : « Aucun
étudiant n’est parvenu a résoudre totalement un probléme correctement. La majorité ne put
rien faire. » (p. 5, notre traduction) Les auteurs ont analysé les résultats selon les 85 essais de
solutions possibles. De ces 85 essais, 79 essais ne présentent « aucun progres raisonnable
vers une solution correcte ». Cela ne laisse que 6 solutions qui auraient pu mener vers

quelque chose de bien, mais qui restent incomplétes.

Finalement, cette étude montre bien que ces étudiants, qui ont, rappelons-le, réussi leur cours
de calcul différentiel, éprouvent des difficultés avec des problémes rattachés a cette matiére.
[l est toutefois justifié¢ de se demander si les étudiants avaient au préalable été€ en contact avec
un tel type de probléme; si I’enseignement avait été fait de fagon a privilégier une
compréhension conceptuelle. A partir d’une de ces études, Eisenberg et Dreyfus (1991)
exposent leur hypothése qu’une des causes importantes de ces difficultés soit la non-
exploitation des représentations visuelles (en liaison avec un apprentissage conceptuel plutot
que procédural). Ils attribuent la difficuité des étudiants & répondre au test de Selden, Mason

et Selden & leur manque de compréhension de I’utilisation de la visualisation.

Nous avons aussi refait cette expérience avec un groupe de vingt étudiants en enseignement
des mathématiques au secondaire (Dufour, 2009). Notre analyse était basée sur la théorie des

représentations de Duval (1993) (nous y reviendrons plus en détail dans le prochain chapitre)



afin de bien cibler ’hypothése d’Eisenberg et Dreyfus. Nos conclusions sont en accord avec
les allégations des chercheurs. En effet, les étudiants avaient beaucoup de difficultés a utiliser
différentes formes de représentations et surtout a effectuer des articulations satisfaisantes
entre celles-ci. Par contre, il s’agit de savoir d’ol provient cette résistance. Est-ce vraiment
les étudiants qui n’envisagent pas la visualisation dans la résolution de probléme ou est-ce
que ce sont les enseignants qui n’encouragent pas assez cette fagon de faire en ne I’utilisant

que tres peu?

1.5 Vers un questionnement

Apreés avoir vu plusieurs études qui nous démontrent qu’il y a un réel probléme au niveau du
concept de dérivée dans les cours d’introduction au calcul, il est légitime de vouloir agir.
Pour diminuer les difficultés rencontrées, il est primordial de bien connaitre la situation. Nous
savons que lors d’un engagement dans une activité d’apprentissage, en fait, plusieurs partis
sont impliquées : I’éleve, la matiére, I’enseignant, le milieu, etc. Il est clair que, pour que
I’activité « d’apprendre » soit efficace, tous les partis doivent étre pleinement engagés.
Lorsque les étudiants éprouvent des difficultés, on peut se demander d’ou elles proviennent,

lesquels des partis ne fonctionnent pas. Peut-€tre représentent-ils tous un obstacle?

Dans cette recherche nous nous sommes intéressées a I’enseignement. Evidemment, il y a un
lien direct entre la fagon dont les concepts sont présentés aux éléves, comment ils sont
travaillés en classe et la capacité des éleves a faire des liens, utiliser et appliquer ces concepts.
En effet, selon Tall (1993), il semble que I’enseignement procédural est plus présent chez les
enseignants que ’approche conceptuelle. Sierpinska (1985) affirme la méme chose. Aussi,
nous avons relevé précédemment qu’Eisenberg et Dreyfus (1991) pensent qu’une cause des
difficultés en calcul est la résistance a la visualisation. Selden, Mason et Selden (1989), eux,
évoquent le fait que les éleves ne peuvent pas résoudre des problémes non routiniers. Passaro
(2006) ose également exprimer cette idée : « Ainsi, nous avons la confirmation que la plupart
des difficultés qu’éprouvent les étudiants, en ce qui a trait aux transferts de registres de

représentation, sont certainement une conséquence de ’enseignement regu » (p.13). Pourtant,



depuis maintenant dix ans, nous voyons la promotion de I’articulation entre les différents
registres apparaitre dans les programmes du secondaire. On parle d’effectuer des passages
d’une représentation a une autre. Cependant, le ministére n’est pas aussi précis en ce qui a
trait aux programmes du collégial. En effet, nous ne retrouvons qu’une bréve description de
quelques éléments de compétence a atteindre, par exemple dans le programme de sciences de
la nature. Pour le cours de calcul différentiel, la compétence énoncée reste trés large :
« Appliquer les méthodes du calcul différentiel a I’étude de fonctions et a la résolution de
problémes. » (Ministére de I’Education des Loisirs et du Sports [MELS], n.d.) Bien siir, le
programme donne quelques précisions, mais la seule qui pourrait évoquer I’idée d’utiliser
différentes représentations est: « Reconnaitre et décrire les caractéristiques d’une fonction
représentée sous forme d’expression symbolique ou sous forme graphique. » (MELS, n.d.)
C’est que le ministére laisse la liberté aux Cégeps de développer plus en détails les
programmes des cours. Ainsi, les établissements doivent déterminer eux-mémes les
compétences ou objectifs des cours. Nous pouvons imaginer que les enseignants ont une
grande part de responsabilité dans I’élaboration de ces critéres. Cependant, en raison de leur
formation spécifique en mathématiques n’incluant pas de didactique, nous nous demandons si
les enseignants sont suffisamment avertis sur I’utilisation de différentes représentations pour
pouvoir les intégrer de fagon consciente dans les compétences ou objectifs qu’ils ont a
détailler. Par exemple, nous pouvons tout de méme apercevoir dans le plan du cours de calcul

différentiel d’un Cégep d’une région du Québec, les critéres suivants :

= [llustrer le concept de limite dans des situations courantes;

* Traduire en mots une expression symbolique ou apparait le symbole de
limite;

* Traduire en langage symbolique une situation décrite en langage courant, en

faisant appel aux différentes notations associées aux limites;

Méme si ces objectifs n’utilisent pas les mémes termes que ceux utilisés au secondaire, nous

pouvons faire un lien avec I’articulation des différentes représentations du concept. 1l est
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clair, que les enseignants en font probablement une utilisation intuitive dans leur pratique
mathématique personnelle, mais ce qui nous intéresse, ¢’est comment cette pratique se traduit

dans leur enseignement.

Un autre élément important a retenir est que plusieurs des recherches qui tirent des
conclusions au sujet de I’enseignement au collégial n’avaient pas nécessairement cet objectif
au départ. En effet, certaines sont plutdt centrées sur I’éleve, d’autres sur des obstacles
épistémologiques, par exemple. De plus, si certaines €tudes rapportent des difficultés des
¢leves avec ’utilisation des représentations, aucune ne s’est concentrée sur |’utilisation que
les enseignants en font, Nous pouvons donc considérer nécessaire une recherche centrée sur

I’enseignant au niveau collégial.

Le questionnement qui nous vient a I’esprit est : est-ce que les étudiants sont vraiment en
contact avec de telles maniéres de faire en classe? Clest-a-dire, de quelle fagon les
enseignants ont-ils recours aux différentes formes de représentations ou a différents types de
problémes pendant leur enseignement en classe? Nous croyons qu’il est intéressant d’émettre

un certain constat sur la place que donnent les enseignants a ces outils dans leur pratique.



CHAPITRE 2 : CADRE THEORIQUE

2.1 Les représentations

Nous avons mentionné dans le chapitre précédent que les étudiants avaient beaucoup de
difficulté a résoudre des problémes demandant une compréhension conceptuelle. Certains
chercheurs ont attribué ces difficultés a une incapacité a visualiser ou a travailler avec
différentes représentations. Nous parlerons d’abord de la visualisation comme le processus
de production ou d’utilisation, a la main ou a I’aide de la technologie, de représentations
géométriques ou graphiques de concepts, principes ou problémes mathématiques
(Zimmermann et Cunningham, 1991, p.1)’. En fait, il s’agit de voir la capacité de I’éléve a
utiliser cette visualisation pour atteindre un certain niveau de compréhension ou comme aide
dans la résolution de problémes (ibid). La visualisation n’est pas une finalité, mais une étape
vers la compréhension. Le fait de passer d’une représentation verbale, la question, & une
représentation visuelle par la visualisation, démontre déja une capacité a faire I’articulation
entre différents types de représentations. Par contre, il ne faut pas négliger le fait qu’il ne
suffit pas a I’étudiant de visualiser le probléme pour le résoudre ou le comprendre. La tache
ne s’arréte pas la. En effet, les représentations obtenues avec la visualisation ne doivent pas
étre isolées du reste des mathématiques. Zimmermann et Cunningham (ibid) parlent du
passage entre trois modes de représentations : symbolique, numérique et graphique. Leur
approche est du type TRM (Triple Representation Model ) des années 90 liée aux
représentations algébriques, numériques et graphiques. Une évolution des théories sur les
représentations (Janvier, 1987; Duval 1993) a fait remarquer I’importance de promouvoir

I’articulation entre les représentations, mais non restreinte a trois types de représentations. En

? «[...] the process of producing or using geometrical or graphical representations of mathematical

concepts, principles or problems, whether hand drawn or computer generated. » (Zimmermann et
Cunningham, 1991, p.1)
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fait, la représentation verbale et son articulation avec le reste des représentations sont aussi

devenus des sujets importants d’étude.

L’approche théorique de Duval (1988, 1993, 1995), présente le rapport entre la pensée
cognitive et le role des représentations sémiotiques externes d’un concept pour la
construction du concept en jeu. C’est-a-dire que, comme Janvier (1987), Duval a fait un
virage dans la recherche sur les représentations. Dans le passé, I’emphase a ét¢ mise sur les
représentations mentales, dans le cas de Janvier et Duval, leur emphase a été sur le réle des
représentations sémiotiques sur papier, €cran, etc, dans le développement de la pensée
mathématique. Pour eux, I’utilisation judicieuse de ces représentations est fondamentale pour
la compréhension conceptuelle des objets mathématiques. Robert et Boschet (1984) affirment
également que « the students who were the most successful were invariably those who could

flexibly use a variety of approaches: symbolic, numeric, visual.»> (dans Tall, 1993, p.6)

Pour élaborer notre méthodologie et pour appuyer I’analyse de nos observations, nous nous
servirons donc, d’une part, de I’approche théorique de Duval, en ce qui concerne I’utilisation
des représentations dites institutionnelles et d’autre part, d’une considération des
représentations non institutionnelles. Nous clarifierons la distinction que nous faisons entre

représentations institutionnelle et non-institutionnelle plus loin dans ce chapitre.

2.1.1 Théorie des représentations

Dans sa théorie des représentations, Duval distingue un objet mathématique de ses
représentations. En effet, comme les objets mathématiques sont abstraits (ils prennent forme
dans la pensée des individus), il affirme que « la possibilité d’effectuer des traitements sur les
objets mathématiques dépend directement du systéme de représentation sémiotique utilisé »
(Duval, 1993, p. 38) 1l entend par représentation sémiotique « une production constituée par
I’emploi de signes appartenant a un systéme [registre] de représentation qui a ses contraintes

propres de signifiance et de fonctionnement » (ibid, p.39). Un systeme de représentation
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sémiotique est dit registre sémiotique s’il satisfait ces «trois activités cognitives
fondamentales liées a la sémiosis [la production de représentations] » (ibid, p.41): la
Sformation d’une représentation identifiable, le traitement d'une représentation dans le
registre ou elle a été formée et la conversion d'une représentation vers un autre registre. En
revanche, il ne s’agit pas seulement de pouvoir effectuer ces activités pour atteindre la
« noésis », soit I’appréhension conceptuelle d’un objet. En effet, la « noésis » est associée a la
coordination des représentations appartenant a différents registres. Le schéma suivant (ibid,

p. 51) est une bonne synthése de toutes ces activités :

(Concept, object cognitif )
e 4 repr;ésenté -
- \

~—

— - - C - T~ -~
représentant d'un » représentant d'un
registre A autre registre B
3 A
1 2
Traitements|sur Traitements sur
le registre le|registre

Figure 2.1:Mod¢le de la représentation centrée sur la fonction d’objectivation,

Les fléches 1 et 2 correspondent aux transformations internes d'un registre. Les fleches
3 et 4 correspondent aux transformations externes, c’est-a-dire a des conversions de
représentation par changement de registre. La fleche C correspond a ce que nous
appellerons la compréhension intégrative d’une représentation : elle suppose une
coordination des deux registres. Les fleches en pointillé correspondent a la distinction
classique entre représentant el représenté. Naturellement, ce schéma envisage le cas le
plus simple de coordination entre deux registres. (Duval, 1993, p. 51)

Autrement dit, pour Duval (1993; 2006), la compréhension conceptuelle d’un objet
mathématique repose sur la capacité¢ de faire la coordination entre ses représentations dans
différents registres sémiotiques. Il (Duval, 2006) s’explique en ajoutant que la compréhension
conceptuelle est le fait d’étre capable de voir dans des figures (de différents registres) les

éléments nécessaires a résoudre un probleme. C’est ce qu’il veut dire par la coordination des
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registres que nous décrirons plus bas. Cela dit, nous pouvons déduire que dans la construction
d’un concept mathématique il est absolument nécessaire de construire une articulation entre
représentations, ce qui implique que, dans Penseignement, [’utilisation des différentes
représentations, sans prioriser une au ’autre, est importante pour la construction du concept
mathématique. En d’autres mots, la préférence que nous pouvons donner a I’une ou |’autre

des représentations doit étre faite une fois que le concept a été construit; et non I’inverse.

De ce point de vue, nous pouvons expliquer les erreurs et difficultés des éléves en regardant
leurs performances dans des activités de reconnaissance des éléments dans un registre de
représentation, de traitement des représentations a l’intérieur d’un registre et dans les
processus de conversion entre représentations de différents registres et nous voulons

connaitre la fagon dont les enseignants les considérent dans leur pratique.

2.1.2 Les activités liées aux registres de représentations

Nous aimerions revenir sur les différentes activités effectué¢es sur les représentations d’un
registre sémiotique afin de clarifier comment différencier le réle de chacune d’elles. En
premier lieu, la formation d’une représentation est tout simplement I’étape de production
d’une représentation d’un concept. Ensuite, il y a le traitement de cette représentation a
I’intérieur du méme registre sémiotique. Par exemple, factoriser une expression algébrique

demande un traitement d’une représentation dans le méme registre au départ et a ’arrivée.

La conversion demande une plus grande activité cognitive. Il s’agit d’une transformation ou
le registre de départ n’est pas le méme que le registre d’arrivée. Plusieurs ¢léments sont &
surveiller pour qu’une activité de conversion en soit vraiment une. D’abord, il faut s’assurer
qu’il s’agit bien d’une conversion d’un registre a un autre et non-pas de deux formations ou
traitements considérés parallélement. En effet, on peut énoncer algébriquement une fonction
et faire le graphique de cette fonction sans pour autant avoir construit une articulation

(mentale ou non) entre ces deux représentations. Dans ’activité de conversion (dans la
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coordination également), une reconnaissance des unités significatives dans les registres en jeu
est effectuée (Duval, 1988). Clest-a-dire que I’éléve doit reconnaitre les informations
particuliéres a un registre pour pouvoir les transformer en unités significatives du registre
d’arrivée. Par exemple, lors de la conversion de la représentation algébrique d’une fonction
polynomiale vers la représentation graphique, nous pouvons tenir compte des unités
significatives suivantes : signe du taux de variation, le degré du polynéme, I’ordonnée a

I’origine, etc.

Duval (1993) mentionne deux autres concepts a ne pas confondre avec la conversion : le
codage et Iinterprétation. On effectuerait un codage et non une conversion si, pour transposer
une représentation dans un systeme sémiotique différent, on utilise des regles prescrites de
correspondance entre les deux registres. La conversion deviendrait donc une procédure, ce
qui reléverait beaucoup plus d’une compréhension procédurale que d’une véritable
conceptualisation. Un exemple de codage donné par Duval (1993) est la transposition
graphique d’une fonction continue exprimée algébriquement point par point, sans que ceux-ci
ne soit finalement reliés. L’interprétation, quant a elle, ne demanderait pas un changement de
registre, mais plutot un changement de contexte ou de cadre de référence. Par exemple, faire

une analogie releverait de I’interprétation.

Finalement, discutons de la coordination entre différents registres sémiotiques qui représente
pour Duval un indice indispensable de la compréhension conceptuelle d’un étudiant. Ce qui
différencie la conversion et la coordination, est la capacité dans la coordination a repérer et
utiliser les éléments utiles de chaque représentation pour résoudre un probleme (Duval,
2006). En effet, on coordonnera des registres lorsqu’on pourra faire le passage de ’un a
I’autre dans le but d’en retirer les éléments ou stratégies de solution & un probleme. Pour ce
faire, il est évident que 1’on doit comprendre ce qu’implique chaque représentation et aussi
comment les assembler pour produire le résultat escompté. De plus, il est clair que pour
arriver a coordonner des registres sémiotiques, il faut d’abord pouvoir effectuer des

productions, des transformations et des conversions.
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Compte tenu de ce qui précede, la définition des registres sémiotiques est propre au domaine
observé. Dans notre cas, nous devons définir les registres sémiotiques par rapport a I’objet
étudié soit 'enseignement de la dérivée dans le cours de calcul différentiel. Nous avons
dégagé six registres sémiotiques : le schéma, le registre numérique, le registre verbal, le
registre graphique, le registre algébrique et le registre tabulaire. Les cinq derniers registres
respectent fes conditions établies par Duval et réunissent les différentes représentations que
peuvent prendre les concepts en jeu (fonctions, limites, continuité, infini). Nous avons ajouté
le schéma comme le fait Janvier (1987), méme si celui-ci ne respecte pas toutes les
conditions de Duval li¢ au registre. Il y a des dessins (schémas) que I’on utilise pour la
résolution des situations problemes et problémes qui ne sont pas directement liés & un registre
de représentation. Or, de ce point de vue, nous faisons une distinction entre schéma et

représentation figurale (Duval intégre cette derniére dans un registre).

2.1.3 Représentations institutionnelles vs représentations fonctionnelles et méta-
représentations

Bien que I’idée de Duval sur les représentations soit intéressante, on remarque qu’elle réunit,
implicitement, les représentations dites « institutionnelles ». Celles-ci sont rattachées aux
représentations plus formelies que nous retrouvons dans les programmes, les manuels et aussi
celles utilisées par les enseignants (Hitt et Morasse, 2009). Une représentation doit donc étre
reconnue par la communauté (professeurs de mathématiques, auteurs de manuels,

mathématiciens, etc) afin d’étre qualifiée d’institutionnelle.

Néanmoins, diSessa et al. (1991), Hitt (2003; 2006, 2007) et Hitt et Morasse (2009) dans
leurs recherches sur la construction des concepts de graphique, de limite, et de co-variation
entre deux variables, mettent au centre de leurs travaux les méta-représentations et les

représentations fonctionnelles.
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D’abord, précisons I’idée de diSessa et al. (1991) sur les méta-représentations. Ils définissent
le concept de « meta-representational competence, by which we mean the faculty to generate,
critique, and refine representational forms.» (p.118) Il est trés important pour eux de
soulever le fait que cette compétence ne requiert aucune habileté particuliére en ce qui
concerne les représentations. En fait, en ajoutant le terme « méta », ils veulent amener ’idée
intuitive de la production d’une représentation qui peut aider a expliquer une situation, un
phénomene. On parle donc d’un type de représentation qui ne colle pas nécessairement aux
représentations établies par I’institution (il n’existe pas nécessairement un registre, si I’on
veut). On ameéne plutdt 1’idée de pouvoir créer et modifier une représentation viable et

intuitive d’un concept mathématique.

De son c6té, Hitt (2003;2006;2007) s’intéresse aux représentations fonctionnelles. Ces types
de représentations référent aux premiéres images que 1’éleve se fait en rapport avec un
concept donné. Il associe, en termes généraux, celles-ci aux représentations spontanées des
¢leves. Dans Hitt et Morasse (2009), on ajoute que ces représentations sont particuliérement
présentes lors de la construction d’un concept a travers des interactions sociales. En effet, le
travail collaboratif permettrait aux éléves d’ajuster leurs représentations fonctionnelles pour
se rapprocher de plus en plus des représentations institutionnelles telles que définies

précédemment. Une définition plus précise (Hitt, 2009) est :

« In our previous investigations about the sub concept of covariation, we
analysed the institutional representations (representations that teachers
use, those found in textbooks or on computer screens when using a
mathematical software,...) and the other non-formal representations, that
emerge in a non routine mathematical task, those external
representations are the product of the cognitive structure we call
Sfunctional representations, as : The cognitive structure a student
produce when trying to understand and solve a non-routine task. This
kind of internal structure is an operational knowledge before action (it
controls and guides actions), and the product (external representation)
allows the student to understand the mathematical task and act in a
structured way to approach the solution. »

Cet élément théorique améne un aspect important qu’il ne faut absolument pas négliger

lorsque I’on traite de la théorie des représentations sémiotiques de Duval. L’éleve n’aura
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probablement pas toujours d’emblée les représentations institutionnelles en téte. Comme I’a
signalé Karsenty (2002) dans son étude, les adultes ayant regu un enseignement traditionnel
observés a travers le temps, vont oublier les mathématiques apprises a I’école. En
conséquence, Hitt et Morasse (2009) suggerent qu’il vaut mieux planifier les tdches
d’enseignement, pour faire émerger les représentations fonctionnelles des éléves, et

promouvoir leur développement pour arriver aux représentations institutionnelles.

Evidemment, les représentations fonctionnelles sont, le plus souvent, liées a I’éléve. Les
représentations utilisées par les enseignants, en général, font partie des représentations
institutionnelles. Cependant, quelques enseignants utilisent des métaphores ou des analogies
(p.e. « I’infini est comme ’univers, sans limites... ») dans leur enseignement qui sortent du
cadre théorique de Duval. Alors, nous voulons dans ce projet observer comment sont utilisées
les différentes représentations (institutionnelles ou non) par I’enseignant. Notre objectif est
donc double, d’un coté, il est lié & la fagon dont les enseignants, dans leur pratique, utilisent
les différentes représentations sémiotiques liées, principalement, a la théorie de Duval, dites
institutionnelles; et, de I'autre, il consiste en [’analyse des représentations non

institutionnelles que les enseignants utilisent dans leur pratique.

2.1.4 Les représentations dans la pratique

Puisque la compréhension conceptuelle des étudiants repose sur leur capacité a effectuer les
différentes activités décrites précédemment, il nous apparait logique que ’enseignement qui
leur est dispensé fasse appel a différents registres sémiotiques et aux activités qui y sont liées.
Ceci peut se manifester a travers différentes €tapes de l’enseignement, soit pendant
I’introduction des concepts mathématiques en tant que tels, soit dans les exemples proposés,

les taches suggérées par le manuel ou autre chose.

Il est évident que I’enseignement requiert au moins deux registres dés le départ, le registre

verbal et un autre registre souvent algébrique pour traduire au tableau ce que I’enseignant



19

explique verbalement. Méme si les enseignants semblent conscients de la difficulté des éléves
avec les manipulations algébriques (Corriveau et Tanguay, 2007), le registre algébrique reste
probablement le plus utilisé chez les enseignants (Hitt, 2000, voir plus bas) et donc, en
conséquence, chez les étudiants. En fait, pour I’apprentissage, du point de vue théorique de
Duval, aucune représentation ne devrait étre préférée aux autres. C’est seulement une fois le
concept construit, qu’une priorit€ peut étre donnée soit & un type de représentation ou un
autre. Néanmoins, il faut toujours considérer que dans la résolution de problémes non-
routiniers ou dans la résolution de situations problémes, la coordination entre les
représentations est fondamentale. Ainsi, I’idée n’est pas seulement de présenter les
différentes représentations en parallele, mais aussi d’effectuer les activités de transformation,

de conversion et de coordination avec les éléves.

Une étude de Hitt (1998) montre que les enseignants n’articulent pas les différents registres
ou éprouvent de la difficulté a le faire. Il dit: « Dans I’enseignement des mathématiques la
grande majorité des professeurs continuent a privilégier le syst¢tme de représentation
algébrique sans considérer que les recherches sur I’enseignement signalent I’équilibre qu’on
doit octroyer a 1’'usage de différentes représentations dans la construction de concepts et la
résolution de problémes. » (Hitt, 2000, p. 268) L’étude émet I’hypothése que cette difficulté
proviendrait de la nature des tdches proposées en classe (Hitt, 1998, dans Passaro 2006).
L’enseignement offert dans les Cégeps est souvent magistral et truffé d’exemples. La nature
des exemples donnés et la stratégie utilisée pour les résoudre sont trés importantes. Encore
une fois, en plus de connaitre les différentes représentations d’un concept, il faut démontrer
que ces représentations peuvent étre articulées de diverses fagons pour résoudre un probléme.
On peut alors se demander si tous les exemples et tdches proposés par I’enseignant sont de
nature algorithmique, est-ce qu’il sera possible pour I’étudiant de coordonner les différents

registres.

Nécessairement, les tdches proposées, que ce soit a travers les exemples donnés en classe, les
problémes du manuel ou les devoirs, doivent encourager les étudiants & utiliser différentes

représentations. A ce sujet, Eisenberg et Dreyfus (1991) suggérent que les problémes non
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routiniers seraient un moyen efficace d’amener les étudiants vers ces représentations. On voit
d’ailleurs un bon exemple de cela dans la thése de Hardy (2009). Sa recherche porte sur
I’influence des taches routinieres et des régles de I’institution sur la perception des étudiants a
propos du savoir a connaitre sur le concept de limite. En effet, elle expose que les étudiants
sont plus enclins a argumenter, a justifier et a valider leur réponse lorsqu’ils sont face a une

tache qui ne leur semble pas familiere.

2.2 Eléments qui peuvent mener a I’utilisation de différentes représentations
2.2.1 Les différents types de taches

Certains types de tiches peuvent favoriser I’utilisation de différentes représentations
plus que d’autres. En effet, les taches dites non-routinieres pourraient jouer ce role
(Selden, Mason et Selden, 1989). On peut distinguer la tiche routini¢re de la tdche
non routini€re en parlant d’exercice et de probléme. En effet, I’exercice est la tache
routiniére proprement dite, faisant appelx a une notion mathématique et une stratégie
de résolution vue en classe. Bien que la communauté didacticienne semble s’entendre
sur la définition d’un exercice, il n’en est pas de méme pour le probleéme. Nous avons
choisi de le définir au sens de Hitt (2004) qui colle & notre choix théorique des
représentations sémiotiques. Cette définition est ce que nous entendrons par une tache

non routiniére :

« Un probléme sera plus complexe qu’un exercice du point de vue
cognitif. C'est-a-dire que si un énoncé ne fait pas appel a une
procédure déterminée, qu’il nous oblige a la construction d’une
représentation particuliére interne qui fera la liaison entre différentes
représentations de ce qui est en jeu, qui va promouvoir ['articulation
entre ces différentes représentations et qui va aussi nous permettre de
produire des représentations sémiotiques particuliéres liées a l’énoncé
en question, alors cet énoncé la, sera pour nous un probléme. » (Hitt,
2004, p.352)
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A Pinstar d’Hardy, ce type de probléme inciterait également certains étudiants « & combiner
différentes techniques et concepts, a remettre en question leurs propres idées et leur confiance

envers la calculatrice, et a étre attentifs a leurs mauvaises conceptions » (Hardy, 2009, p.
199)".

De son c6té, Robert (1998), avec le souci de développer des outils d’analyse des contenus
mathématiques a enseigner au lycée et a ’université (ce qui peut représenter le Cégep et
"université ici), partage en trois catégories les différents types de tiches. Elle les décrit
comme étant des niveaux de mise en fonctionnement des connaissances des éléves. Le niveau
technique est associé a une mise en fonctionnement qui est indiquée et isolée dans laquelle
I’¢éleve devra effectuer I’application directe de théorémes, propriétés, définitions ou formules.
Nous associons ce niveau a ’exercice que nous avons décrit précédemment. Le niveau des
connaissances mobilisables serait & mi-chemin entre ’exercice et le probléme non routinier
défini plus tot. En effet, ce niveau demanderait une application des théorémes et autres plus
approfondie. Méme si ces mises en fonctionnement sont encore indiquées; c'est-a-dire que ce
qui est en jeu est explicite, ce niveau demande un début d’organisation des savoirs. Nous y
associons donc des activités de productions ou de transformations dans différents registres de
représentations. Finalement, le niveau des connaissances disponibles impose a I’éléve de faire
le choix de sa stratégie de résolution. Il doit ainsi « [...] savoir résoudre ce qui est proposé
sans indication, [...] aller chercher lui-méme dans ses connaissances ce qui peut intervenir. »
(Robert, 1998, p.166). Nous avons associé les problémes non routiniers a ce niveau de mise
en fonctionnement. Ainsi, ¢’est dans ce type de probléme que nous retrouverons des activités

de conversion ou de coordination.

 « When dealing with these types of problems, students eventually — before or after my intervention —
positioned themselves as Learners, bringing together different techniques and concepts, challenging
their own beliefs, their confidence in the calculator, and being suddenly aware of their
misconceptions. »
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2.2.2 La technologie

La technologie peut étre un autre élément qui inciterait I’étudiant & se tourner vers d’autres
types de représentations. Entre autres le recours aux registres tabulaire et graphique peut étre
facilité et construit plus rapidement en utilisant un outil technologique tel qu’une calculatrice
graphique ou un systéme de calcul symbolique comme Maple par exemple. En dépit de leur
enthousiasme pour ’utilisation des technologies, Hitt et Kieran (2009) nous mettent en garde
par rapport aux problémes que pourraient déclencher une utilisation non appropriée de la
technologie. Effectivement, son utilisation requiert une réflexion sur la tache demandée dans
le contexte technologique. Il ne s’agit pas simplement d’ajouter un outil technologique & une

tAche pour que celle-ci soit efficace et constructive.

De son coté, Lagrange (2000) rappelle des aspects tres positifs que peut avoir I'utilisation de
la technologie tout en émettant quelques réserves. En effet, s’il met en avant la potentialité de
la technologie pour promouvoir la compréhension conceptuelle, il présente deux
caractéristiques de I’utilisation de la technologie en classe : I’immédiateté des gestes et la
double référence. La derniere peut représenter pour lui une contrainte de |’utilisation de la
technologie avec laquelle les enseignants doivent tenir compte. Il s’agit en fait de la référence
a la fois a un objet mathématique et & un objet plus de type informatique. Afin de bien utiliser
la technologie, I’¢leve doit effectuer une certaine conversion d’un registre usuel dans un
environnement papier-crayon a un autre registre dans un environnement informatique. Or,
nous avons vu précédemment qu’une telle conversion n’est pas nécessairement facile. Ainsi,
["utilisation de la technologie peut mener a des erreurs ou des conceptions nouvelles dont les
enseignants doivent étre conscients, afin d’utiliser [’outil technologique le plus
judicieusement possible. Pour que I’utilisation de la technologie soit bénéfique, Lagrange
(2000) ajoute, entre autres, une condition: « [...] que les éleves aient une connaissance

suffisante du concept en jeu, ainsi que de la fagon dont la machine le traite. » (p.7)
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2.3 Obstacles épistémologiques

Pendant nos observations, nous risquons fortement de wvoir apparaitre des obstacles
épistémologiques liés au concept de dérivée et aux autres concepts en jeu. 1l nous apparait
important de définir ce que nous entendons par obstacle épistémologique, concept
controversé dans le milieu. Ce concept est né avec Bachelard (1938) dans le contexte des
sciences. C’est plus tard que Brousseau (1976/1983) I’a repris dans le contexte de la
didactique des mathématiques, en lien avec I’étude des phénoménes d’apprentissage des
mathématiques. L’ épistémologie a pour but d’étudier I’origine logique, la valeur et la portée
d’une science. Ainsi, les obstacles dits épistémologiques vont se lier & I’origine logique, la
valeur et la portée des concepts mathématiques étudiés. Cependant, I’idée de Brousseau va
beaucoup plus loin, sa définition est formelle et complexe. En somme, il associe I’obstacle
épistémologique & une connaissance qui « donne [...] des avantages appréciables dans un
certain domaine, mais qui se révéle fausse ou tout a fait inadaptée dans un domaine nouveau
ou plus vaste » (Brousseau, 1997, p. 18). Autrement dit, ce sont des connaissances anciennes
qui offrent une résistance & |’acquisition d’une nouvelle connaissance. De plus, I’hypothése
générale de Brousseau est que « certaines des difficultés des éléves peuvent se rassembler
autour d’obstacles attestés par I’histoire. » (Brousseau, 1998, p.138) Il s’agirait en fait
d’observer les connaissances qui ont posé problémes dans I'histoire, pour se préparer aux
difficultés des étudiants. Les travaux de Sierpinska (1985) et ceux d’Artigue (1990) dégagent
que « ce qui fonde en quelque sorte les obstacles épistémologiques, c’est leur apparition et
leur résistance dans [’histoire des concepts considérés, ainsi que 1’observation de conceptions
analogues chez les éleves. » (p.254) Artigue (ibid) ajoute également qu’on remarque que les
obstacles épistémologiques vont souvent de pair avec d’autres types d’obstacles, didactiques

par exemple, qui sont liés a I’enseignement.

Ainsi, les notions du cours de calcul différentiel n’échappent pas a ce concept d’obstacles
épistémologiques. D’ailleurs, Sierpinska (1985) a déja relevé certains obstacles
épistémologiques liés au concept de limite que nous pourrons rencontrer lors de notre étude

sur le concept de dérivée.
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2.4 Les concepts

2.4.1 La dérivée

Il est intéressant de se tourner vers I’histoire pour mieux comprendre les difficultés ou enjeux
liés a ce concept. De plus, en observant de plus prés comment la dérivée a été « inventée »,
on peut voir que les représentations et les activités cognitives qui y sont attachées ont joué un
role important. Soulignons qu’afin de faire cette revue historique du concept, nous nous

sommes beaucoup basée sur les travaux de Grabiner (1983) et de Boyer (1949).

La premiére étape dans |’élaboration du concept de la dérivée est son utilisation. En effet,
selon Grabiner (1983): « The derivative was first used; it was then discovered; it was then
explored and developed; and it was finally defined. » (p. 195). Méme si les grecs avaient déja
développé des méthodes pour trouver la tangente a différentes courbes, celles-ci étaient assez
« locales ». C'est-a-dire, qu’il existait une méthode pour une certaine courbe et une autre
méthode pour une autre courbe. Quand René Descartes (1596-1650) et Pierre de Fermat
(1601-1655) ont amené ce que I’on appelle la géométrie analytique en 1630, les méthodes
lides a la géométrie synthétique des grecs sont devenues insuffisantes. En effet, la géométrie
analytique affirme que toute courbe peut €tre représentée par une équation et donc,
inversement, que toute équation détermine une courbe. C’est la coordination entre différentes
représentations d’une fonction (équation et graphique) qui a amené le domaine a s’étendre.
En effet, la géométrie analytique a créé le besoin de méthodes généralisables, ce qui était

impossible les méthodes des grecs.

C’est Pierre de Fermat en 1630 qui a semé I’idée de la dérivée que I’on connait aujourd’hui.
Voulant résoudre des problémes d’optimisation avancés, Fermat invente une méthode pour
trouver les extrema impliquant une quantité de plus en plus petite. On comprend qu’il
s’agissait d’une représentation fonctionnelle basée sur une idée intuitive qu’il avait.
Cependant, ceci était li¢ au concept de limite et d’infini, des concepts clés dans |’¢laboration

de la dérivée. Remarquons, qu’on ne parle pas encore de probléme de tangente a une courbe.
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En effet, le lien entre la méthode de Fermat et les tangentes n’avait pas été fait au départ. A
son tour, Johann Hudde (1628-1704) porte sa contribution en formulant, de fagon générale, la
méthode de Pierre de Fermat en 1659. C’est un moment de I’histoire ol on assiste a une
conversion et une évolution d’une représentation intuitive et fonctionnelle vers une
représentation plus formelle et générale. Avec ces travaux, la vision de la tangente change.
De la définition des grecs qui la décrivaient comme une ligne qui touche une courbe sans la
couper et habituellement, qui n’a qu’un point en commun avec cette courbe (Grabiner, 1983),
la définition devient moins statique. Effectivement, on parle maintenant d’une droite sécante
dont les deux points d’intersection avec la courbe se rapprochent de plus en plus jusqu’a se
confondre (ibid). Evidemment, cette définition permet de faire la coordination entre la
méthode pour trouver les extrema et celle pour trouver une tangente, en 1660. Le concept se
développe et se précise lentement, en résolvant différents types de problémes
« géomeétriques » et en impliquant des concepts comme la limite, I’infini, la continuité et bien

siir les fonctions.

On peut dire que la « branche » des mathématiques que |’on désigne maintenant comme étant
le calcul a vu le jour avec Isaac Newton (1642-1727) et G. W. Leibniz (1646-1716). Ces deux
mathématiciens avec des approches somme toute assez différentes, ont pu faire avancer les
mathématiques en posant trois gestes principaux. C’est ici que les concepts d’intégrale, de
dérivée, d’aires, de taux de variation arrivent. En effet, la premiére chose que ces
mathématiciens ont faite est de concentrer les méthodes déja existantes pour trouver des
extremums, des aires ou des tangentes en deux concepts plus généraux: la dérivée et
I’intégrale (Grabiner, 1983). De plus, ils ont tous deux créé¢ une notation pour rendre le travail
sur ces concepts plus facile et universel. Ce sont ces nouvelles représentations des concepts

qui deviendront par la suite les représentations institutionnelles par excellence. La notation de

Newton, liée a la physique est toujours présente aujourd’hui dans ce domaine : x. Celle de

Leibniz a aussi su traverser le temps, car c’est une des notations les plus utilisées encore

df ou d/:i(xx)

aujourd’hui:; . Finalement, ils ont aussi travaillé a prouver le théoreme

fondamental du calcul qui veut que la dérivée et I’intégrale soit mutuellement des inverses.




26

Bref, Leibniz et Newton ont introduit beaucoup de représentations différentes pour les

concepts d’intégrale et de dérivée.

Leur vision respective de la dérivée n’était pas tout a fait la méme. Newton avait une vision
tres liée a la physique. I décrivait la dérivée comme une fluxion, un taux de flux ou de
changement, mais ce qu’il entendait par fluxion n’était pas trés clair. Aux questions souvent
posées par rapport & ce concept, Newton répondait intuitivement qu’il s’agissait d’une
vitesse. Pour Leibniz, la « dérivée » désignait plutdt un ratio de différences d’infiniment
petits, un quotient différentiel. Le probléme est qu’il est admis par la communauté des
mathématiciens de I’époque que I’infiniment petit n’obéit pas aux axiomes d’Archimede
(287-212 A.J-C.) et que ces axiomes sont & la base du traitement des ratios pour les grecs.
Leibniz a donc énoncé plusieurs régles de dérivation. Il voulait en fait, « créer une véritable

arithmétique de I’infiniment petit » (Hamel et Amyotte, 2007, p. 81).

Plusieurs questions demeurent sur cet infiniment petit. Quelle est cette quantité que ’on traite
parfois comme zéro et parfois non? Newton répond en 1687 que c’est « the limit of the ratio
of vanishing increments » (Grabiner, 1983, p. 200). Notons que Newton a une vision de
I’infini trés liée a I’infini « actuel » ce qui influence sa vision de limite. Il la voit comme un
ultime ratio qu’une variable ne peut dépasser. On associe sa vision de la limite a une borne.
Rappelons qu’Archiméde avait déja introduit implicitement ce concept en inscrivant des
polygones réguliers dans un cercle de rayon 1. Il avait en effet émis le raisonnement que plus
le nombre de c6tés augmente plus le périmétre du polygone se rapproche de la circonférence

du cercle, la limite de son périmétre étant égale ici a la circonférence de ce cercle.

Dans les années suivantes, le concept de dérivée a été exploré et a évolué. Les plus grands
développements ont certainement été faits par Brook Taylor (1686-1731) et Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813). Taylor a apporté sa contribution en développant, en 1715, un outil
pour aider & la résolution d’équations différentielles (problémes déja étudiés par d’Alembert,

Bernouilli et Euler...). Cet outil est encore bien connu aujourd’hui sous le nom des séries de
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Taylor. Elles ont aussi été retravaillées par la suite par Colin MacLaurin (1698-1746),
Léonhard Paul Euler (1701-1783) (séries de puissance) et Lagrange (1736-1813). Ces deux
derniers travaillent les séries infinies de fagon algébrique (on parle de I’algébre des séries
infinies). Lagrange propose finalement une définition de la « dérivée » en 1797. 1 dit, et
pense aussi I’avoir prouvé, que pour toute fonction, il existe un développement en série de

puissance tel que f(x+h)= f(x)+ p(x)h+q(x)h*+... ou il nomme p(x)la fonction
dérivée de f et la note plus tard f'(x) . Le plus important dans I’idée de Lagrange, en plus du

nom et de la notation, est certainement le fait que la dérivée n’est plus un ratio, mais bien une

fonction. Cette définition contribue grandement a I’émancipation du concept de dérivée.

Finalement, Augustin Louis Cauchy (1789-1857), en 1823, propose une nouvelle définition

de la dérivée, en mots, trés algébrique et plus rigoureuse que les précédentes. Il la

Jx+h) - f(x)
h

défini comme étant hm
h—0

. Avec cette définition, il combine évidemment

une vision différente de la limite. Il n’aborde pas le fait qu’une variable puisse atteindre ou
non sa limite, mais il laisse tomber I’idée de borne (instauré par Newton) en admettant I’idée
que la variable puisse dépasser sa limite. Sa vision treés algébrique de ces concepts [’Taméne a
utiliser souvent les inégalités pour prouver par exemple, le théoreme des valeurs
intermédiaires. En 1840, on précise la distinction entre convergence et convergence
uniforme, ce qui rend la définition de Cauchy encore plus rigoureuse. Peu de temps apres, en
1850, Karl Weierstrass (1815-1897) donne plus de rigueur aux découvertes de Cauchy en
faisant la conversion des définitions en mots de Cauchy dans un langage plus symbolique
incluant, bien sir, des inégalités. Comme Weierstrass enseigne ces nouvelles représentations,
plutdt que de les publier, ce sont ses étudiants qui les diffuseront. On peut donc associer des
contributions de Schwartz, Heine, Pincherle, Cantor... a des avancées dont Weierstrass a €té

I’initiateur.
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2.4.2 L’infini

Nous n’avons pas beaucoup abordé le concept d’infini dans le précédent survol de I’histoire
de la dérivée. L’infini représente pourtant un concept important en mathématiques et plus
particulierement en calcul différentiel et intégral. Tous s’entendent pour dire que I’infini est

un concept trés complexe des mathématiques.

L’idée intuitive de I’infini est née il y a trés longtemps. Déja au Vle siécle A. J-C, il y avait
deux visions distinctes de I’infini, ’une dite continuiste ol I’on considére le nombre,
I’espace, le temps et la matiére comme divisibles & ’infini; et I"autre dite atomiste ou I’on
croit en I’existence d’¢éléments premiers indivisibles et homogénes. L’idée d’infini a
poursuivi son chemin pendant de nombreuses années avant que Bernard Bolzano (1781-
1848) apporte une clarification importante au XIXe siécle. En effet, dans son livre paru aprés
sa mort « Paradoxes sur I’infini » (1851), Bolzano réfute un axiome d’Euclide qui affirme
que « le tout est toujours plus grand qu’une partie » en donnant des exemples explicites de
bijections entre deux segments (voir Hitt, 2003). Galileo Galilée (1564-1642) avait d’ailleurs

mis certains de ces axiomes en doute plus d’une centaine d’années auparavant.

Plus tard, le travail fait pour I’avancée du calcul différentiel et intégral a mené a I’évolution
du concept d’infini. En effet, les mathématiciens de cette époque ont beaucoup travaillé sur
I’idée d’infiniment petit, ce qui les amene a traiter la notion d’infini. C’est avec Georg Cantor
(1845-1913) que nous obtenons un autre pas important dans la compréhension du concept
d’infini mathématique. En effet, Cantor compare deux ensembles infinis en associant les
¢léments de chacun des ensembles. Il essaie ainsi de mettre en place une véritable

arithmétique de I’infini.

C’est 4 la suite de tous ces travaux que nous pouvons enfin avoir une idée plus précise de ce
que sont I’infini actuel et I’infini potentiel. L’infini traité comme un tout, dans sa totalité, est

en fait ce qu’on entend par I’infini actuel, I’infini potentiel étant plutdt rattaché a une idée
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intuitive d’un processus sans fin. Dailleurs, Emmanuel Kant (1724-1804) avance que I’infini
potentiel peut se concevoir a travers une expérience, alors que I’infini actuel ne peut se
construire qu’a travers une réflexion (dans Hitt, 2003). Ceci explique peut-étre un peu

pourquoi les éleves ont autant de difficulté a faire le passage entre ces deux visions.

2.4.3 L’enseignement des concepts de limite, de continuité et d’infini

Nous aimerions amener une réflexion sur I’enseignement des concepts complexes que sont la
limite, la continuité et ’infini. En effet, des concepts ayant causé autant d’ambiguités dans
I’histoire ne sont certainement pas simples a enseigner. D’abord, considérons le concept de
limite et par le fait méme celui d’infini. Il est clair qu’il n’est pas facile d’avoir un discours
qui tienne compte de deux visions de Uinfini présentées précédemment. L’idée intuitive pour

verbaliser 'expression lim f(x)= L est de se baser sur la vision de I’infini actuel. En effet,
X —a

lorsque I’on parle de la limite, il va de soi de parler d’un processus qui fait qu’étant donné un
voisinage autour de L, on peut trouver un voisinage autour de a, tel que toutes les images des
valeurs & ’intérieur de ce dernier voisinage, en excluant la valeur a, vont « tomber » dans le
voisinage choisi de départ. Ce type de représentation est littéralement associé a la vision de
EN 4 . > ’ 9 .
I’infini actuel, mais nous convenons qu’on ne peut pas se détacher de ce type d’infini pour
verbaliser le concept de limite et ce n’est pas ce que nous souhaitons. Soyons clair, les deux
visions sont importantes pour la construction du concept. En fait, nous retrouvons aussi la
vision de I’infini potentiel dans I’étude de la limite. Etonnamment, on ne peut pas échapper a
v is yie : n . . loébri

[’idée de I’infini potentiel méme dans les représentations algébriques comme nous le verrons
plus tard. Il se crée de cette fagon une rupture entre les représentations qui sont basées sur
I’infini actuel et d’autres représentations qui, elles, sont basées sur I’infini potentiel. Cette

dichotomie peut créer des difficultés chez les éléves.

Un autre élément doit étre considéré. 1l faut se rappeler que I’idée d’une limite atteignable ou

pas a été un probléme chez les mathématiciens du 19° siécle (Schneider, 1992). En effet, la
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vision de I’infini actuel liée a la limite peut amener & voir la limite comme inatteignable. En
fait, c’est I’idée qu’on peut avoir par rapport au discours d’un enseignant qui utiliserait des
représentations verbales lies a I’infini actuel : il pourrait évoquer a la fois la conception que
la limite est inatteignable. Nous savons que cet obstacle est de type épistémologique, et c’est
la raison pour laquelle on devrait en tenir compte dans |’enseignement des concepts de limite

et dérivée.

2.4.4 La tangente

Un autre concept dont nous devons tenir compte dans I’enseignement de la dérivée est la
tangente. En effet, les éléves arrivent au Cégep avec des conceptions sur la tangente
construites par I’étude de Ja tangente au cercle. A ce sujet, Vivier (sous-presse), inspirée des
travaux de Castela (1995) entre autres, reconnait une « rupture » entre ces conceptions et
celles qui sont nécessaires & I’étude de la notion de dérivation. En effet, il releve que
I’enseignement de la dérivée s’appuie sur des conceptions différentes de la tangente qui sont
probablement tres loin des conceptions intuitives des éleéves. Vivier (ibid) parle alors de deux
catégories distinctes de conceptions : les conceptions géométriques (celles des €leéves en lien
avec la tangente au cercle) et les conceptions analytiques’ (celles nécessaires pour étudier le
calcul). Par contre, on peut se demander si dans I’enseignement de la dérivée, il existe une

dialectique entre ces deux catégories pour que les éieves puissent passer de ’une a I’autre.

Biza (2010), Castela (1995), Fischbein (1987), pratiquement tous inspirés de Vinner (1982),
avaient déja soulevé la présence de ce conflit entre différentes conceptions. En effet, chacun a
pu réaliser des études sur les conceptions des €léves sur la tangente et ainsi, voir comment
celles-ci les influencent dans leur étude de la dérivée. Un exemple intéressant de

questionnaire est celui de Vinner (1982), que I’on retrouve dans Fischbein (1987), dans

* Par exemple, « la conception que la tangente est la limite des sécantes en un point de la courbe ».
Notons que cette conception est & la fois le support et le résultat du concept de dérivée.



31

donnée (voir figure 2.2), de déterminer s’il est possible d’en tracer plus d’une et finalement

de définir le concept de tangente. La figure 2.3 donne les résultats que Vinner avait obtenus.

Figure 2.2: Courbes données aux ¢éléves (Vinner, 1982)
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Ces résultats nous font comprendre que I’idée intuitive des éléves par rapport & la tangente
reste tres présente lors de ’étude de la dérivée. De plus, on note que ces idées, probablement
influencées par I’étude de la tangente au cercle, vont a I’encontre des conceptions nécessaires

a I’étude de la dérivée.

2.5 Objectif et questions de recherche

Le principal objectif de notre recherche, rappelons-le, est de faire une analyse des
représentations (institutionnelles ou non) que les enseignants utilisent dans leur enseignement
quand ils/elles introduisent le theme de la dérivée. Comme il a ét€ mentionné que les
étudiants éprouvent des difficultés a faire évoluer leurs représentations fonctionnelles et a
effectuer la coordination de différents registres lors de la résolution de certains problémes, il
nous apparait important de voir comment les enseignants utilisent les représentations. Pour ce
faire, nous voulons pouvoir capter les différentes utilisations des représentations dans la
pratique d’enseignants choisis. Probablement que le but de I’enseignant est d’arriver a
I’institutionnalisation des connaissances; mais, il y a, a fortiori, dans tout processus
d’enseignement des mathématiques, une utilisation des représentations non institutionnelles,
qui sont plus attachées a I’intuition ou a la compréhension et a I’action (représentations
fonctionnelles). Alors, notre analyse portera sur tous les types de représentation

(institutionnelles ou non) autour du concept de dérivée utilisés par les enseignants choisis.

Ces deux premiers chapitres nous menent directement a des questions de recherche claires.
En effet, basées sur "objectif principal de savoir si les enseignants intégrent eux-mémes a
leur pratique et ce de fagon explicite différents types de représentations, nous avons dégagé

les questions suivantes :

o Quels types de représentations, institutionnelles ou non, retrouve-t-on dans

la pratique d’un enseignant lors de I’introduction du concept de dérivée?
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o Comment utilise-t-il ces différentes représentations dans la communication

avec les éléves?

Afin de répondre 4 ces questions, une approche qualitative qui vise |’observation des
pratiques d’enseignants en action sera de mise. En effet, ces questions référent directement
aux pratiques naturelles d’enseignants. Nous justifierons ce choix de méthodologie et les

détails du déroulement dans le prochain chapitre,



CHAPITRE 3 : METHODOLOGIE

3.2 Conditions de ’expérimentation

3.2.1 Choix des participantes

Nous avons choisi deux enseignantes pour participer a cette recherche. Nous tenons d’abord a
les remercier de nous avoir si généreusement ouvert les portes de leur classe. En effet, il n’est
pas facile de trouver des enseignants préts a se soumettre a un tel exercice, mais il est
primordial pour la recherche de pouvoir accéder a ces moments clés. Nous tenons également
a mentionner que notre but n’est pas de critiquer ces deux enseignantes, mais d’éclairer les
fagons dont celles-ci utilisent les représentations. En aucun cas, nous ne voulons remettre en

question les compétences des personnes.

Au départ, nous avions contacté une seule enseignante qui s’est rapidement montrée
intéressée. De plus, en parlant de ce projet dans son milieu, sa collegue, qui donnait aussi le
cours de calcul différentiel, a voulu aussi y participer. Ainsi, sans avoir une intention
particuliére de comparer les pratiques des deux enseignantes, nous trouvions intéressant pour
le projet d’avoir deux enseignantes participantes. En effet, le projet n’allait qu’étre plus riche

de cette fagon.

Nous désignerons la premiere sous le nom fictif de Louise. Louise est une enseignante
d’expérience qui a une formation universitaire de premier cycle en mathématiques. Apres
trente-trois ans de service pour le méme collége, elle s’est spécialisée dans I’enseignement du
cours méthode quantitative, mais au fil des années, elle a aussi €té responsable du cours de

calcul différentiel (NYA). La deuxiéme, que nous appellerons Josée, a une formation
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universitaire de deuxiéme cycle en mathématiques. Par la suite, elle a fait un retour aux
études pour obtenir son dipléme en enseignement des mathématiques au secondaire. Aprés
avoir enseigné deux ans au secondaire, surtout a la premiére année du deuxiéme cycle, elle a
rejoint I’équipe de Louise. Elle a donné le cours de calcul intégral I’année précédente et elle

donne pour la premiére fois cette année celui de calcul différentiel dans ce collége.

Les deux participantes présentent des caractéristiques intéressantes. D’abord, leur expérience
et leur formation sont tout a fait différentes. En effet, I’'une est expérimentée et n’est formée
qu’en mathématiques, et I’autre est au début de sa carriere et posséde une formation en
enseignement. De plus, nous avons aimé ’idée qu’elles travaillent dans le méme collége, et
ce, avec une grande collaboration. Effectivement, pour la session d’automne 2009, elles
étaient toutes les deux responsables du cours de calcul différentiel. Elles ont fait preuve d’un
bon travail d’équipe en développant ensemble le plan de cours, les devoirs et les examens

ensemble.

3.2.2 Le milieu

Le collége ol nous sommes allée observer Louise et Josée se situe dans une région éloignée
du Québec. Il s’agit d’un colleége comptant un peu plus de mille étudiants provenant de
diverses écoles secondaires de la région. Chaque année, le colleége regoit deux a trois groupes
en sciences de la nature. Evidemment, ce nombre restreint d’étudiants peut contraindre
certains choix de cours dans le programme. Néanmoins, le cours de calcul différentiel, soit le
cours qui nous intéresse, est suivi par tous les étudiants en sciences pendant leur premiére

session.

3.2.3 Les connaissances préalables des éléves

Nous sommes allée observer deux groupes de premiere année en sciences de la nature. Ces

éléves ont donc rempli les exigences préalables pour accéder a ce programme, c'est-a-dire les
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cours de physique et mathématiques « avancés » au secondaire. Le Programme de Formation
de I’Ecole Québécoise n’étant pas encore en vigueur au secondaire au moment ou ces
étudiants ont fait leurs études a ce niveau, on peut parler en terme de mathématiques et

physique 436 et de mathématiques, physique et chimie 536.

De plus, nous n’avons pas commencé I’observation au tout début de la session d’automne.
Avant notre arrivée, ils ont vu la limite et la continuité. Selon le plan de cours, les
enseignantes devaient couvrir : ’historique du concept de limite, I’approche contextualisée,
graphique, numérique et analytique du concept de limite, I’existence d’une limite d’une
fonction en un point, les types de limite, les stratégies d’évaluation d’une limite, la continuité
(en un point, sur'un intervalle) et les types de discontinuité (voir annexe A pour un extrait du

plan de cours).

Nous sommes arrivée au début de I’étude du concept de dérivée, c'est-a-dire avec les notions
de taux de variation moyen, taux de variation instantané et dérivée en un point. 1l était
primordial pour nous de voir comment le concept était présenté aux éleves. Nous voulions

savoir comment les enseignantes abordaient I’étude de ce concept.

De plus, nous devons mentionner qu’un aspect important de tous les cours de mathématiques
au Cégep observé est I’étude et I’utilisation du logiciel Maple. Comme le programme en
sciences de la nature veut initier les éléves a la programmation et aux algorithmes
informatiques, le college a pris la décision de le faire par le biais de ce logiciel dans tous les
cours de mathématiques. Ainsi, dans le plan du cours de calcul différentiel, on retrouve des
séances en laboratoire informatique pour I’initiation au Jogiciel Maple, ils apprennent donc &
utiliser le logiciel tout en faisant du calcul différentiel. Quant a I’initiation a la

programmation, elle sera faite dans les autres cours de calcul.
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3.3 Collecte de données

3.3.1 Entrevues préalables

En premier lieu, nous allons mener une entrevue préalable semi-structurée, afin d’en savoir
un peu plus sur les enseignantes; expériences, philosophie d’enseignement, leur perception de
leurs cours, entre autres. Nous espérons que cette entrevue pourra apporter des précisions a
des questionnements qui pourraient surgir lors de la deuxi¢me étape de la collecte de
données. Nous voulions avoir le plus d’information possible pour ainsi étre en mesure de

mieux comprendre I’origine de certaines décisions prises par les enseignantes.

3.3.2 Séances en classe

Afin d’obtenir les informations que nous désirons, nous avons opté pour ’observation
directe. Ce choix méthodologique a été fait pour acquérir le plus d’information possible sur la
pratique des enseignantes. De plus, il était important pour nous que les enseignantes ne
changent pas leur pratique en raison de notre présence, c’est pourquoi notre présence en
classe était passive et les enseignantes ne savaient pas que notre attention €tait principalement
portée sur les représentétions. Aussi, compte tenu de notre cadre théorique, il n’est pas
évident de cibler les moments ou ’enseignante allait utiliser les différents registres de
quelques fagons que ce soient. 1l était donc important d’étre |a pendant toutes les séances,
pour pouvoir justement essayer de reconnaitre les moments privilégiés par les enseignantes

pour introduire d’autres registres.

Nous avons ainsi capté sur vidéo plusieurs séances en classe choisies. Nous avons ciblé les
premieéres séances d’introduction du concept de dérivée. Nous avons suivi les enseignantes
dans un de leurs groupes. Le groupe de Josée est formé de vingt-quatre étudiants et celui de

Louise comporte vingt étudiants.
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3.3.3 Les taches

Nous allons étudier certaines tiches soumises aux éléves au cours de séances, que ces taches
proviennent du manuel ou qu’elles aient été¢ construites par les enseignantes. Comme
certaines taches favorisent |’utilisation de différents registres, cette analyse des taches pourra
nous donner un indice & propos des divers types de registre sémiotique privilégiés par les
enseignantes. A notre demande, les enseignantes nous ont remis: une liste de taches
provenant du manuel officiel du cours (« Calcul différentiel », Hamel et Amyotte, 2007), les
devoirs, cumulatifs pour la note du cours, et les examens soumis aux étudiants. Ainsi, nous
pourrons, au besoin, nous référer aux énoncés originaux des taches évoquées en classe. Il est
a noter qu’une analyse détaillée du manuel aurait dépassé largement ’objectif de notre
recherche. Ainsi, sans laisser de c6té la variable « manuel scolaire », nous ne prendrons en

compte que les parties du manuel effectivement utilisées par les enseignantes.

3.4 Plan d’analyse

Afin d’analyser les séances en classe que nous avons filmées, nous allons dans un premier
temps nous concentrer sur les registres sémiotiques de représentation que les enseignantes
utilisent aux différents moments de la séance et aux représentations non institutionnelles.
Nous allons déterminer les registres sémiotiques sollicités par les enseignantes tout au long

des séances en classe.

Les registres sémiotiques possibles relevés pour le moment sont : verbal, graphique, schéma,
algébrique et numérique. Nous coderons le registre verbal RV quand I’enseignante donnera
des explications en langage naturel. Nous distinguerons également RVO pour des
explications données seulement oralement et RVE pour des explications écrites en langage
naturel au tableau. Comme I’enseignement est un métier qui exige |’utilisation de ce registre,
nous essaierons de cibler des représentations particuliéres. En effet, nous coderons les

synonymes utilisés pour un méme concept, par exemple, dérivée, taux de variation
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instantané, vitesse instantanée. Nous ciblerons également des verbalisations spécifiques & un
concept, par exemple, comment ’enseignante verbalisera le concept de limite. Nous coderons
le registre graphique RG quand I’enseignante se référera de fagon explicite a un graphique
que ce soit en le dessinant au tableau ou en utilisant un autre support comme un logiciel
informatique ou un graphique du manuel. Nous coderons les schémas RS quand I’enseignante
fera appel a un dessin (non graphique) pour représenter une situation quelconque. Rappelons
que nous utilisons le schéma au sens de Janvier (1987). Nous coderons le registre algébrique
RA quand I’enseignante utilisera toute forme d’expression algébrique. Finalement, nous
coderons le registre numérique RN quand |’enseignante aura recours a un exemple
numérique. Finalement, nous coderons le registre tabulaire RT quand I’enseignante aura
recours a une table de valeurs. Et de fagon explicite, nous allons faire référence aux

représentations non institutionnelles que les enseignantes évoquent pendant leur pratique.

Dans un deuxiéme temps, nous repererons les endroits ou il y a changement de registre ou
une utilisation de plusieurs registres en méme temps. 1l s’agira alors de définir les activités
reliées au changement de registre suggéré par Duval soit la reconnaissance, la production, la
transformation, la conversion ou la coordination (voir section 2.1.2), Pour ce faire, nous
utiliserons des symboles déja utilisés par Hitt, Guzman et Paez (2001). Afin de procéder a
I’analyse de leurs données avec la théorie des représentations, ils ont codifi€¢ chacune des

activités reliées a la théorie des représentations ainsi :

Rv, Ra, Rg, Ry — Reconnaissance des éléments d’un registre sémiotique

TvT, TaT, TgT, TnT — Transformations internes a I’intérieur d’un méme registre

sémiotique

Cos—>a Caog Cyva...— Conversions (transformations externes) de

représentations entre deux registres sémiotiques différents

Cvera Caos Cve¢og...— Coordination de représentations entre différents

registres sémiotiques



4]

PSy, PS4, PSG, PSy — Production de représentations dans la résolution d’un probléme

De plus, il sera important de reconnaitre les activités qui peuvent sembler étre une conversion
ou une coordination, mais qui n’en sont pas. Comme nous I’avons mentionné dans le cadre
théorique, un codage ou une interprétation ne représente pas pour Duval une conversion ou

une coordination.

Evidemment, ce processus de codification sera fait en boucle jusqu’a saturation. C'est-a-dire
jusqu’a ce qu’aucune nouvelle utilisation ou activité liée a des représentations de types

fonctionnelles ou institutionnelles ne soit répertoriée.



CHAPITRE 4 : ANALYSE

4.1 Introduction

En guise d’introduction & ce chapitre d’analyse, nous voudrions commenter briévement les
entrevues préalables qui ont été menées de fagon semi-dirigée avant le début des observations
en classe. Pendant ces entrevues, nous avons abordé plusieurs points avec les enseignantes :
leur formation, leur vision de leur enseignement, le plan de cours, leur vision de la

technologie, entre autres.

Commengons par I’entrevue de Louise, I’enseignante expérimentée. Dans son enseignement,
elle cherche a garder I’éléve actif, a diminuer les moments de cours magistral et a privilégier
une approche variée. Selon Louise, il est important de poser beaucoup de questions aux
¢éléves et de leur laisser du temps pour qu’ils puissent s’exercer par eux-mémes. Elle accorde
également une importance particuliere a la réalisation de résumés. Elle dit trouver important
que I’éleve puisse construire par lui-méme des schémas qui démontrent les différents liens
entre les concepts étudiés. Pour ce qui est de la technologie, Louise affirme qu’il est inutile
de vouloir se battre contre son utilisation. En effet, les €leves y ont recours depuis leur plus
jeune age, il serait un peu utopique de penser leur enlever maintenant et croire qu’ils sauront
se débrouiller sans. Elle ajoute : « [...] parce que mon but, ce n’est pas qu’ils soient capables
de calculer le zéro, c’est qu’ils sachent qu’ils ont besoin du zéro pour chercher leur
maximum, leur minimum, leur point d’inflexion, ces choses-1a! » Par ces propos, on sent que
Louise a le désir d’aller au-dela des méthodes, elle aimerait que les éléves sachent quand
utiliser un concept. Elle parle aussi de sa préférence pour que les éléves comprennent plutdt
qu’ils n’apprennent par cceur. Elle insiste également sur le c6té appliqué du cours. Elle
précise qu’avant, le cours était trés théorique, maintenant, il a pris une tendance plus

appliqué. C’est d’ailleurs la principale raison pour laquelle c’est le manuel de Hamel et
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Amyotte (2007) qu’elle a choisi. On retrouve dans ce manuel, selon elle, différentes sphéres

d’application du calcul différentiel.

De son c6té, Josée nous a aussi éclairée sur sa fagon d’enseigner et sur sa perception du cours
et des éleves. Elle dit privilégier une alternance entre des périodes plus magistrales et des
moments ou les éléves travaillent et posent des questions. Elle accorde beaucoup
d’importance aux questions des éléves, elle commence d’ailleurs chacun de ses cours en y
répondant en grand groupe. Elle pergoit les concepts en jeu dans le cours de calcul comme
étant assez simples. En fait, elle précise que ce cours consiste beaucoup plus en des
techniques que les éléves doivent pratiquer. Aussi, méme si la preuve n’est pas tres présente
dans le plan de cours, Josée a le souci de travailler le sens de Ia déduction et de la logique des
¢éleves. Elle mentionne également I’idée de se faire une idée intuitive des concepts. De plus,
Josée est aussi trés intéressée par le coté plus appliqué du cours. Elle a d’ailleurs affirmé
aimer les problémes donnés dans le manuel qui couvrent différents champs d’application.
Pour ce qui est de I'utilisation de la technologie, Josée veut habituer les éleves a étre plus
autonomes envers la calculatrice. Elle comprend que cet outil peut les aider, mais elle a
quand méme le désir d’en diminuer I'utilisation. De plus, comme ’enseignante s’intéresse
particuliérement aux démarches utilisées par les éleves, elle ne voit pas ’intérét de toujours

avoir recours a la calculatrice.

Enfin, ajoutons que les deux enseignantes parlent de I’idée que la matiére en calcul n’est pas
si difficile et que ce qui cause le plus de difficulté selon elles, ce sont les manipulations
algébriques. De plus, les deux ont fait un test diagnostique pour que les éléves puissent cibler
leur difficulté et ainsi, se faire aider au centre d’aide en mathématiques ou en séance d’aide
individuelle avec leur enseignante. Elles utilisent également le méme manuel qui définit un
peu l'ordre d’introduction des différents concepts, en plus de partager tous les autres

documents, travaux et examens.
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4.2 Analyse des séances en classe de Louise

4.2.1 La premicre séance : taux de variation moyen et taux de variation instantané

Au tout début de la legon, Louise essaie de faire fonctionner I’ordinateur, mais puisqu’elle
n’y arrive pas, elle fait un retour sur les concepts étudiés depuis le début de I’année. Pendant
ce résumé, elle n’écrit pas au tableau (elle essaie toujours I’ordinateur), elle ne fait que
verbaliser les principaux aspects du cours jusqu’a maintenant. Elle se situe donc dans le
registre verbal oral tout en évoquant d’autres registres tels les registres graphique et
algébrique. Il est question, dans ce résumé, de la raison pourquoi ils ont étudié les différents
types de fonctions, des notions de continuité et de limite. Le résumé fait appel a des
représentations plutdt institutionnelles. En effet, lorsque Louise améne le concept de
continuité, les éleves font immédiatement le lien avec les trois conditions pour qu’une
fonction soit continue en un point. Le groupe commence a énumérer ces conditions, mais il
s’arréte avant d’avoir donné les trois conditions parce que la conversation dévie vers des cas
d’indétermination. Finalement, Louise abandonne [I’idée d’utiliser I’ordinateur. Tout semble
indiquer que Louise n’utilise pas trés souvent I’ordinateur, et I’opportunité de donner aux
¢éleves une idée dynamique visuelle de la dérivée n’a pas pu avoir lieu. Elle mentionne alors,

qu’ils continueront le cours comme d’habitude, avec craie et tableau.

4.2.1.1 Le taux de variation moyen

Tout d’abord, on retrouve un premier exemple de conversion entre une représentation verbale
orale et une représentation algébrique. En effet, Louise aborde le concept de vitesse moyenne
(elle a I’intention d’utiliser un exemple du manuel en utilisant cette notion pour introduire la
dérivée en un point). Une éléve donne sa vision de la vitesse moyenne comme étant la
distance totale sur le temps total, ce que Louise interprete comme étant la variation de la
distance sur la variation du temps. Elle fait une conversion lorsqu’elle passe & une

représentation verbale, mais écrite au tableau (voir figure 4.1).
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Figure 4.1: Représentation verbale écrite de la vitesse moyenne (5 :28)

Cette représentation écrite contient quelques références a une formule mathématique avec le
signe d’égalité et la barre représentant une division. La derni¢re étape de cet épisode consiste
a obtenir une représentation algébrique de ce concept. Louise demande aux éléves de lui dire
le symbole qui représente une variation et celui qui représente une distance. Les éleves savent
rapidement répondre que ce sont respectivement delta (A) et « s ». Méme s’il serait aussi
possible d’associer la distance au symbole d, il n’est pas rare de voir, dans les manuels, s

pour exprimer une position ou une distance. Elle arrive finalement & écrire la formule de la

vitesse moyenne ainsi : X
!

D’autre part, en plus d’effectuer une conversion entre deux ou méme trois représentations,
nous pouvons également remarquer une évolution du formalisme de la représentation. En
effet, si la représentation en mots, qu’elle soit dite ou écrite reste une représentation
informelle, la derniére représentation du concept est trés institutionnalisée. On remarque
également dans ce bref épisode I’absence de la représentation numérique, de la représentation
tabulaire et de la représentation graphique de la vitesse moyenne. On peut imaginer que
I’enseignante sait trés bien ce qui s’en vient et la représentation graphique par exemple sera

justement sa porte d’entrée pour débuter son exemple.



46

4.2.1.2 La vitesse moyenne : un exemple®

L’exemple introduit par Louise dans cette legon est tiré du manuel (voir figure 4.2).

EXEMPLE 2.4

On lance une balle vers le haut A partit d’une hauteut de 1 m avec une vitesse
initiale de 9,8 m/s La position de la balle (sa hauteur mesurée en métres) ¢ s
ap1ds son lancement est donnée par la fonction s(r) = 4,92 + 9,8t + 1 Déter-
minons le taux de variation moyen de la position de la balle sur I'intervalle de
temps [1;1,5]

Onaque
As  s(1,5) - s(1)
At 1,5-1
4,675 5.9
05
= 2,45 m/s

On constate que le taux de variation moyen s’exprime ici en metres pat seconde,
puisque ce taux est le quotient de As (la variation de la position) exprimée en
metres et de Az (la variation du temps) exprimée en secondes. La position de la
balle diminue donc, en moyenne, de 2,45 m/s sur l'intervalle [1; 1,5]. Le taux de
variation moyen de la position d'un mobile est appelé vitesse moyenne. On pouirait
donc dire que la vitesse moyenne de la balle sur Pintervalle [1;1,5] est -2,45 m/s
Le négatif indique que la position (la hauteur) de la balle a diminué sur I'inter-
valle considéré.

Figure 4.2 : Exemple pour l'introduction du taux de variation moyen (Hamel et Amyotte, 2007,
p. 69)

Nous analyserons plus en détail cet exemple plus loin dans le chapitre (voir section 4.4),
Mentionnons également qu’elle ne donne pas la page de référence aux éléves. Elle veut
utiliser le probléme, mais ne veut pas que les éléves sachent ce qui s’en vient. D’ailleurs, elle
ne fait pas exactement la méme chose que dans [’exemple donné dans le manuel. En fait, le
manuel calcule le taux de variation moyen sur ’intervalle [1 ; 1,5] ce qui leur donne un TVM

de -2,45 m/s. L’enseignante, elle, a fait le taux de variation moyen sur ’intervalle [0,5 ; 1,5].

A la suggestion d’un évaluateur, un extrait de verbatim accompagne cet épisode de la premiére séance
de Louise (voir Annexe B).
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Ce qui lui donnera finalement un TVM de 0 m/s. On peut imaginer que Louise a peut-étre fait
une erreur lorsqu’elle a transcrit le probléme. En effet, lorsque le groupe trouve un TVM de
0 m/s, elle semble surprise. 11 y a également une autre différence entre les deux traitements de
cet exemple. Le manuel ne se référe pas au graphique de la situation tandis que ce sera la
porte d’entrée de Louise. Le manuel ayant traité cet exemple au préalable dans le chapitre
avait bien représenté la situation graphiquement. Par contre, il n’y fait pas référence dans la
poursuite de I’exemple. Finalement, I'ordre de présentation des représentations est trés
différent dans les deux exemples. En effet, le manuel introduit d’abord algébriquement et
graphiquement, de fagon générale, le concept de taux de variation moyen et il passe ensuite a
’exemple. Du coté de Louise, elle introduit algébriquement le concept de vitesse moyenne et
commence avec I’exemple en variant les représentations. Elle introduit a la fin, une fois que
les €éleves ont pu le voir en contexte dans I’exemple, les représentations institutionnelles et

générales des concepts.

[1 faut également noter un élément important. Louise avait I’intention de faire I’exemple avec
les éleves a I’aide de la technologie. En effet, elle avait préparé un programme Maple qui
montrait la représentation graphique de la situation avec les deux points en jeu de couleurs
différentes et le tout était animé. Comme nous |’avons mentionné plus tdt, cette initiative n’a
pas fonctionné. Nous voulions tout de méme souligner I’ouverture de I’enseignante pour

I’utilisation de la technologie.

Afin de bien faire ressortir [utilisation des différentes représentations que fait I’enseignante,
voyons plus en détail la fagon dont elle aborde cet exemple. Aprés avoir lu le probleme et
écrit 1a formule au tableau, elle entame une réflexion sur la formule. D’abord, mentionnons
que la situation peut étre ambigiie. En effet, le probléme dit « on lance une balle vers le
haut », deux visualisations sont donc possibles. On peut ici parler d’une balle lancée a la
verticale ou d’une balle lancée vers le haut, mais qui suit une trajectoire courbe. La situation
n’a pas été discutée et on ne sait pas vraiment I’idée que les éléves se font sur le contexte. En
fait, ils sont passés directement a la représentation graphique de la fonction qui donne la

hauteur de la balle & un temps donné.
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Comme nous I’avons dit, nous allons analyser I’exemple donné dans le manuel. Seulement,
nous voulons signaler qu’au début du manuel, les auteurs utilisent la définition de vitesse
moyenne liée a la situation d’un mobile en mouvement, et quand ils reprennent le méme
exemple dans la section de la dérivée, ils utilisent la définition liée au vecteur vitesse
moyenne qui fait appel & la notion de déplacement (voir figure 4.3). La différence n’a pas été

discutée avec les éléves.

DEFINITION

 DEFINITION |

SR

SR R VITESSE MOYENNE
moyenne-

incé parcoufue La vitesse moyenne d'un mobile est
R S e le taux de variation moyen de la
position du mobile.

Figure 4.3: Définition de la vitesse moyenne dans le manuel Hamel et Amyotte (2007, pp. 6, 69)

Louise veut ensuite que les éleves interprétent la formule et décident si elle a du sens.
Verbalement, elle les invite a observer la hauteur initiale de la balle, c'est-a-dire au temps
initial de zéro. Elle ne remplace pas dans la formule tous les ¢ par zéro (manipulation
algébrique) pour obtenir finalement la bonne réponse, une hauteur de 1 métre. Elle pense
peut-étre que les éléves sont capables de faire cet exercice mentalement. Ceci requiert un
effort cognitif certain. Il s’agit d’effectuer une conversion de la représentation algébrique
pour obtenir une représentation numérique, une transformation sur la représentation
numérique pour obtenir le résultat et finalement, une coordination entre la représentation
numérique et I’énoncé du probléme (verbal écrit) et tout ¢a mentalement seulement. C’est
dire qu’au moins trois registres sont impliqués en plus du contexte. Elle leur donne un indice
en associant la variable ¢ a x. Ces deux variables sont des représentations institutionnelles.
Evidemment, le ¢ qui représente le temps est admis par la communauté mathématique et la
variable x représente la variable indépendante, c’est justement a cette caractéristique que

Louise semble vouloir faire allusion en faisant cette comparaison.
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Par la suite, elle tentera d’effectuer une conversion des représentations algébrique et verbale
de la situation vers une représentation graphique. Certains ¢leves identifient bien la parabole.

Elle leur demande alors, si elle a « besoin de la tracer du c6té négatif » (voir extrait 4.1).

L: Si on regardait le graphique de cette courbe-la. Avez-vous une idée de |’allure du
graphique? [Elle trace et identifie les axes.]

E3 : Une parabole.

L : Une parabole... [elle part pour aller la tracer] Est-ce qu’on a besoin de la tracer du ¢6té
négatif?
Es : Non.

E3 : Non, 2 moins que tu ailles dans le sous-sol!

L : Dans le sous-sol...ben 1, ton négatif des t c’est ici la [en montrant le deuxiéme quadrant].
Mais si elle descend dans le sous-sol, 1a, ce serait ¢a [en montrant I’axe des y dans le
quatriéme quadrant]. Donc, on est sir qu’au départ, on part de |1 métre [elle place I’ordonnée
a I’origine] et elle va avoir [elle trace la parabole] cette allure-la. Et ¢a, si vous auriez vu,
¢’était tres beau avec Maple. Vraiment magnifique, mais... Il faut s’organiser avec la main.
Ici, on va avoir notre deux [elle écrit I’échelle du graphique], ici on va avoir trois, ici on va
avoir un.

Extrait 4.1: Conversion vers la représentation graphique de ’exemple (7 :03)

Cette question peut amener une confusion du coté des éléves. Qu’est-ce qu’elle veut savoir
ici? La courbe est tournée vers le bas (coté négatif) ou la courbe a des coordonnées négatives
(les quadrants du plan cartésien en jeu dans la situation)? Une intervention d’un éléve nous
fait comprendre qu’il a en téte pour sa part la position de la courbe dans le plan cartésien.
Pour lui répondre, Louise effectue déja une coordination entre la représentation graphique et
’énoncé de la situation. Elle interpréte, suite & I’intervention de I’éléve qui parle de la
position de la personne qui lance la balle (« @ moins que tu ailles dans le sous-sol »), ce que
représente graphiquement « étre dans le sous-sol ». En amenant I’idée du « sous-sol », on
peut penser que |’¢éleéve parle de la position de la personne qui lance la balle plutdt que de la
position de la balle. Il dit : « Non, a moins que TU AILLES dans le sous-sol! » Pourtant, la
situation est indépendante de la position du lanceur, une personne lance une balle vers le haut
a partir d’un métre, peu importe ou cette personne est placée. Dans son explication,

I’enseignante a probablement supposé que I’éleve parle encore de la position de la balle et
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interprete donc les paroles de ce dernier comme I’idée de placer I’origine au rez-de-chaussée
et que la balle en tombant peut continuer jusque dans le sous-sol. Ce sont deux situations

différentes.

Finalement, elle trace le graphique assez rapidement mettant [’accent sur I’ordonnée a
’origine qui est a 1 (voir figure 4.4). Ensuite, elle écrit ’échelle de ’axe horizontal en
prenant soin de placer le zéro de la fonction entre deux et trois et le sommet est & vis-a-vis
x=1. Une fois que les ¢léves ont reconnu au départ la formule d’une parabole, Louise trace
I’allure du graphique en tenant compte des informations données par la formule et I’énoncé
de la situation. Par contre, il faut mentionner que ces informations sont prises en compte de
fagon plutdt implicite, c'est-a-dire que Louise n’explique pas comment elle fait pour tracer la

courbe. La conversion qu’elle effectue comporte alors des sous-entendus.

Figure 4.4: Représentation graphique de ’exemple (7 :54)

Certes, la représentation graphique est propre a la situation et a été faite selon les régles de
I’art dictées par I’institution, mais on peut se demander si cela est clair pour les éleves. On
peut penser qu’ils ont déja travaillé les types de fonctions au début de la session et que Louise

suppose qu’ils sont a I’aise avec ce genre de conversion, mais rien ne nous |’assure.

Ensuite, elle commence une série de conversions entre toutes les représentations de I’exemple

pour trouver une vitesse moyenne et par le fait méme, pousser le concept plus loin. Elle
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arrive donc a trouver un taux de variation moyen en demeurant dans I’exemple (elle
généralisera le concept tout de suite aprés, mais nous analyserons cette partie plus loin). La
question qu’elle pose est claire : on cherche la vitesse moyenne (concept déja introduit au
préalable) pour un intervalle de temps donné soit [0,5 ; 1,5]. Elle fait tout de méme une
premiére conversion (représentation verbale orale a écrite) en transcrivant sa question au
tableau et en ayant recours 4 un certain symbolisme mathématique, celui de I’intervalle. Elle
utilise ensuite une représentation graphique (voir extrait 4.2). Elle délaisse assez rapidement

la représentation graphique pour retourner vers la représentation algébrique.

L : Si je vous demandais graphiquement, a quelle hauteur était la balle, lorsqu’il y avait point
cing [0,5] seconde d’écoulé?

E1: On remplace les t par point cinq [0,5].

L : Graphiquement? On va venir ici, a point cing [0,5], la hauteur de la balle serait [elle trace
le point (0,5, s(0,5)) dans le graphique], ¢a ici. D’accord avec moi?

Es : Oui.
L:Aun point cing [1,5], on va étre ici [elle trace le point (1,5, s(1,5))]. Vous imaginez que
c’est tres bien tracé! Ce point-la [(0,5, s(0,5))], il était rouge et ce point-la [(1,5, s(1,5))], il

était bleu. C’était cute! Quand je vais calculer la vitesse moyenne, qu’est-ce que je vais faire
pour calculer la vitesse moyenne?

E3 : On relie les deux points.

L : Eh, au niveau algébrique.

Extrait 4.2: Début de la recherche d’une vitesse moyenne (8 :12)

D’ailleurs, on peut voir que certains éléves ont de la difficulté a la suivre. En effet, elle
demande de penser au niveau graphique et pose la question « [...] qu’est-ce que je vais faire
pour calculer la vitesse moyenne ?7». Une éléve répond par rapport au graphique. Elle parle de
relier les points, ce qui est une idée intéressante puisqu’on fait le lien entre la vitesse
moyenne et la droite qui relie les deux bornes de I’intervalle. Par contre, Louise la ramene au
niveau algébrique. On peut penser que pour Louise, le mot « calculer », qu’elle a utilisé dans
sa question, référe au registre algébrique de fagon implicite évidemment. D’ailleurs, nous
verrons plus tard que lorsqu’elle demande aux éléves de calculer une dérivée, la plupart se

référe a une représentation algébrique.
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Elle trouve finalement chez les €léves la réponse qu’elle attendait, la formule : variation de
distance sur variation de temps. Notons que cette fois, les éléves parlent bel et bien de
variation. On peut penser qu’ils ont adopté la représentation institutionnelle de la formule
pour la vitesse moyenne du mouvement d’un mobile (mouvement d’une automobile, par
exemple) et ['utilise pour la nouvelle situation du mouvement vertical. Puis, elle retourne sur
le graphique pour mettre en évidence les variations (voir figure 4.5) au moyen de marches
d’accroissements propres a 1’étude du taux de variation d’une fonction. Ces va-et-vient entre
les différentes représentations peuvent étre nommés coordination des représentations de la
part de I’enseignante. On se demande si cette coordination peut étre suivie par les éléves.

Sont-ils capables de faire ces allers-retours aussi rapidement que Louise?

Figure 4.5: Manipulation sur la représentation graphique (9 ;:22)

Par la suite, elle va faire la conversion a partir de deux représentations (graphique et
algébrique) vers une représentation numérique afin d’obtenir le résultat pour la vitesse
moyenne dans I’intervalle donné. Avant de passer aux calculs, elle introduit le concept plus
général de la vitesse moyenne, soit le taux de variation moyen ou le TVM. On ne peut pas
vraiment parler d’une conversion ici puisque Louise ne fait que sortir du contexte pour avoir
un terme plus général. Au sens de Duval, on appellerait cet exercice une interprétation. Il est

toujours intéressant cependant de remarquer que Louise a un souci de généralisation. Elle
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passe d’une représentation plus informelle (dans le contexte de la vitesse’) vers une

représentation institutionnelle.

Apres que les éléves aient calculé la vitesse moyenne, on voit un exemple de coordination
entre la représentation graphique et la représentation numérique. Dés qu’elle obtient le TVM
qui est de 0 m/s, elle va directement ajuster son graphique en conséquence. Elle le fait a haute
voix (représentation verbale orale), méme si elle n’explicite pas vraiment le processus. On
peut en déduire qu’il est important pour elle que le graphique représente la situation de fagon
juste. Apres, elle replace le point a nouveau en disant « qu’il n’a pas d’allure 1a » (voir extrait
4.3). Cependant, Louise ne revient pas a une interprétation dans le contexte du probléme ;
que fait un TVM=0 pour les points choisis? Le sous-entendu dans cette coordination est que
le taux de variation moyen nul représente une pente nulle (liée a la sécante qui est la droite
horizontale) entre les deux bornes de I’intervalle. Cependant, les éléves ne connaissent pas
encore cette représentation du TVM et Louise a pour objectif de leur faire découvrir. 1] est
donc primordial, pour ce qui s’en vient, que la pente sur le graphique soit en accord avec le
résultat obtenu. pour le TVM, mais dans le présent, cela fait une manipulation difficile a

suivre pour les éleves.

L : Ca veut dire ici que mon point, probablement que mon un point cing la [1,5], il serait
comme ¢a ici [elle ajuste son graphique]. La droite, elle serait horizontale. [pause] Ce qui
nous fait une vitesse moyenne de zéro. Quelles sont les unités? La distance, elle est en...
metre et le temps, il est en seconde. Zéro métre seconde. Est-ce que ¢a I’a du sens? Je vais
replacer mon point ici, parce que 1a, on voit bien que mon point, il n’a pas d’allure la. Le
point, il va étre comme ¢a [elle réajuste encore son graphique]. Bel exemple! Qu’est-ce que
¢a veut dire ¢a? Si je vous demande, le zéro, qu’est-ce qu’il représente?

Extrait 4.3: Coordination des représentations numérique et graphique (12 :08)

Il s’agissait ensuite de pouvoir comprendre ce que représente ce 0 m/s. Une éleve

répond : « Quand la vitesse est constante. » Nous pensons que cette réponse vient du fait que

7 Cette représentation reste tout méme prés d’une représentation institutionnelle puisque ce contexte est
trés utilisé dans les manuels et que le taux de variation moyen est souvent comparé a la vitesse
moyenne.
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I’éléve a essayé de faire une liaison entre les différentes représentations graphique,
numérique et verbale dans le contexte. Il est vrai qu’un taux de variation nul ou une pente
horizontale sont souvent associés, dans ce contexte, & une vitesse constante. Probablement
que I’enseignante cherche « la pente » comme réponse (représentation institutionnelle) et
comme la réponse de 1’éléve est plus intuitive, moins formelle, ’enseignante continue de
chercher. Le probléme est qu’ils font une interprétation de la vitesse moyenne dans le
contexte d’un mobile en mouvement qui ne suivrait pas nécessairement une trajectoire

verticale. Tout semble indiquer que Louise et les éléves ne font pas attention au contexte.

Comme la réponse qu’elle semble attendre ne vient pas, elle décide de faire intervenir une
nouvelle représentation graphique. Elle trace une nouvelle droite sécante avec une pente qui
pourrait se rapprocher de deux. En bref, le concept de « pente » est plus évident a voir sur
cette derniere représentation. Les ¢éleves font finalement le lien trés peu de temps aprés que la
seconde droite ait été tracée. Bien siir, en plus de la pente plus accentuée sur la deuxie¢me
droite, la comparaison des deux fournissait aussi un indice. La caractéristique qui a changgé
entre les deux droites, c’est I’inclinaison ou la pente. Nous pouvons peut-étre croire que les
¢éléves ont davantage coordonné deux représentations du méme registre (comparaison des
droites) que fait une réelle coordination entre le registre numérique et graphique. Tout de
méme, I’idée d’association entre le z€ro et la droite horizontale et entre le deux et la droite

inclinée est bien présente. S’ils ne I’ont pas fait sur le champ, I’idée pourra leur rester en téte.

En espérant rappeler le concept de droite sécante rapidement, Louise utilise une
représentation verbale. En effet, elle leur demande comment on nomme une droite qui passe
par deux points. 1l y a évidemment plusieurs réponses possibles a cette question. Lorsqu’elle
se rend compte du silence des éléves, elle raffine sa représentation (transformation dans le
méme registre) et parle plutét « d’une droite qui coupe une courbe en deux points ». Les
éleves reconnaissent immédiatement le concept et donnent & Louise la représentation
institutionnelle qu’elle cherchait : la droite sécante. On remarque que ce changement subtil de

la représentation verbale donne un tout nouveau sens a cette derniére.
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Le moment est venu pour Louise de faire un petit résumé de la legon. Nous avons remarqué
qu’elle a souvent recours a ce genre de court sommaire. Nous croyons que ¢’est une fagon
pour elle d’assurer une certaine structure a la legon qui lui sert a elle, mais aussi aux éléves.
Dans ce résumé, elle revient sur les principales représentations utilisées jusqu’a maintenant
pour parler de taux de variation moyen (voir extrait 4.4). Bien sir, le registre verbal oral

demeure dominant dans ce résumé.

L : [...] Donc, le taux de variation moyen [elle souligne TVM au tableau et montre la
formule], qui représente en physique la notion de vitesse moyenne, représente graphiquement
la pente de cette sécante-la [en pointant |a droite sécante sur le graphique]. Est-ce que ¢a va
pour ce concept-1a?

E3 : Oui.
L : C’est clair pour tout le monde? Ca fait que si je vous demande de me calculer un TVM, si

je vous demande de calculer la vitesse moyenne, si je vous demande de calculer la pente de la
sécante...c’est la méme chose.

Extrait 4.4: Premier résumé de I’exemple (13 :44)

En effet, Louise utilise tous les synonymes possibles pour représenter le taux de variation
moyen. Par contre, nous pensons que pour elle certains mots (oral ou écrit) font références a
différents registres. Par exemple, on peut penser que la pente est un terme fortement associé
au registre graphique. En parlant de la pente, nous croyons qu’elle veut amener I’image
mentale de la représentation graphique du TVM (elle dit en fait: «[¢a] représente
graphiquement la pente de cette sécante-1a »). Aussi, comme nous ’avons dit précédemment,
on peut croire que le mot « calculer » est lié au registre algébrique, aux formules et équations
d’un concept. Ainsi, lorsqu’elle ajoute ce verbe dans ses questions, elle évoquerait la
représentation algébrique du concept. Evidemment, tout ceci est implicite et fait partie des

sous-entendus du discours de I’enseignante.
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4.2.1.3 Généralisation : le taux de variation moyen

Apres avoir fait ce résumé, Louise passe a I’étape de généralisation du concept de taux de
variation moyen. Dans cet épisode, les représentations institutionnelles sont & I’honneur. En
effet, elle cherchera a rendre la représentation, d’abord algébrique, la plus formelle possible.
C’est pourquoi elle passe de la fonction s(¢) a la fonction f(x), de I’intervalle [0,5 ; 1,5] &
intervalle [a; b]. Elle introduit également la notation avec [I’intervalle en indice:

« TVM |, = » Dans ce cas, on peut parler de transformation a P’intérieur du méme

registre, mais pas de conversion puisqu’on ne fait finalement qu’un changement de contexte.
Avec I’aide des ¢leves, elle obtient finalement sa représentation algébrique formelle et
générale. Elle passe ensuite a la représentation graphique (générale). En fait, elle y fait
référence en utilisant la représentation verbale orale « ¢a représente la pente de la sécante ».
Ici, encore une fois, elle rend clair le lien qu’elle fait entre cette représentation verbale et le
registre graphique en posant la question: « Et si je vous demande, géométriquement ou
graphiquement, qu’est-ce que ¢a représente? » Et elle y répond par: « Ca représente la
« pente de sécante» ». Elle ne refait pas une représentation graphique en lien avec la nouvelle
représentation algébrique qu’elle a obtenue, mais elle précise tout de méme que celle qui est

au tableau est une représentation particuliere, pour un contexte donn¢.

Avant de passer au concept de vitesse instantanée, Louise dit quelque chose d’intéressant.
Pour s’assurer de la compréhension des éléves sur ce qu’ils viennent de voir elle dit: « Ca va
le parallele entre les deux? » Cette phrase est trés riche pour nous. Elle peut évoquer deux
éléments. Le premier fait référence au travail fait en contexte versus le concept plus général.
Elle veut peut-étre s’assurer que le parallele entre ce qu’ils ont vu dans un contexte particulier
et le concept en général a bien été fait. D’un autre coté, il est peut-€tre également question,
implicitement, du parallé¢le entre les représentations. Elle cherche peut-étre & savoir si les
éléves ont bien fait le parallele entre les synonymes (représentations verbales), la
représentation graphique et les représentations algébriques qu’elle a utilisées. Les deux
hypothéses peuvent paraitre semblables, mais nous croyons qu’il existe une différence entre

évoquer un paralléle entre un cas particulier et une généralisation et évoquer un parallele
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entre les différentes représentations d’un concept. Nous ne pouvons cependant pas étre

certains de ce que Louise évoquait vraiment en disant cette phrase.

4.2.1.4 La vitesse instantanée : un exemple

Dans les prochaines minutes de sa legon, Louise utilisera le méme exemple qu’auparavant,
mais cette fois pour introduire le concept de taux de variation instantané. Elle commence en
évoquant une représentation verbale plus intuitive du concept (elle ne donne pas tout de suite
le nom formel). Elle parle de calculer la vitesse précise en un point. Méme si un éleve parle
de la tangente, Louise ignore sa réponse et se tourne vers la représentation graphique. C’est &
ce moment que commence un autre épisode ol représentations graphique, verbale, algébrique

et gestuelle se cotoient.

Elle va d’abord tenter de rapprocher le point qui était a (1,5, s(1,5)) plus pres de (0,5, s(0,5)).
Elle déplace donc le point directement sur la courbe du graphique. Ensuite, Louise va
commencer a utiliser le vocabulaire li¢ au concept de limite. Elle explique qu’elle veut se
rapprocher de plus en plus prés de ce point ((0,5, s(0,5)). Plus tard, elle déplace le point une
fois de plus, mais cette fois, elle le fait varier directement sur I’axe horizontal plutdt que sur
la courbe. Elle veut peut-&tre expliciter la variation du temps. Ceci consiste en une
coordination des registres verbal et graphique appuyée par des gestes. Elle demande alors aux
éléves, comment elle pourrait nommer le point qu’elle a placé tout prés du point fixe (0,5,

s(0,5)) (voir extrait 4.5).

L : Si maintenant, je voulais vraiment évaluer le point presque rendu dessus [le point (0,5,
$(0,5))]...Qu’est-ce qui se passe au niveau du delta t si je me rapproche de plus en plus prés?

E3 : 1l va étre petit.

L : Il va étre petit. Le delta t va étre petit donc il va tendre vers...
El : Zéro point cing un petit peu plus!

L : Le delta t Jui...
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E2 : Il va tendre vers zéro.

L : Il va tendre vers zéro. Ca fait que si je voulais avoir la « vitesse instantanée » donc au
point, point cing, qu’est-ce que je vais utiliser comme concept vous pensez?

Extrait 4.5: Infini potentiel versus infini actuel (17 :49)

L’enseignante, au moment de verbaliser la situation, utilise I’infini potentiel : « Qu’est-ce qui
se passe au niveau du delta t si je me rapproche de plus en plus prés? »; et a la fin de cet
extrait, elle mentionne la vitesse instantanée liée a I’infini actuel. 1l est clair que dans la
communication orale on ne peut pas échapper a I’utilisation de I’infini potentiel. Nous
pouvons alors nous demander si les €léves peuvent se rendre compte de cette subtile

différence de point de vue.

Elle cherche a effectuer une conversion a partir des représentations graphique et verbale vers
une représentation algébrique. Un €leve évoque le concept de limite, mais elle ne veut pas
tout de suite aller vers cette représentation. Elle cherche les coordonnées du point. Elle
commence méme a faire la représentation en disant « 0,5 plus... ». Un éléve ajoute que ¢a
dépend. Elle utilise immédiatement cette réponse pour rejoindre ’idée de variation. Une
¢léve semble aller un peu plus loin en donnant une représentation fonctionnelle de ce que
I’enseignante cherche : « 0,5 et un petit peu plus. » Voild un indice qui nous permet de
penser que cette éléve congoit la limite comme inatteignable. Une conception assez répandue
d’ailleurs chez les éleves (Hitt, 2003; Hitt, 2006, Sierpinska, 1985; Odierna, 2004). Par
ailleurs, on voit que I’éléve a une confusion entre 0,5+At et At. On pourrait aussi lier son
raisonnement au concept d’infini potentiel : un processus qui se poursuit a I’infini sans jamais
atteindre la limite. Louise va donc transformer le «petit peu plus» de I’éléve en
représentation formelle, 0,5+ Af. Nous venons de voir une conversion du registre verbal
(appuyée par le registre graphique) vers une représentation algébrique, et ce, a travers
plusieurs transformations a I’intérieur du registre verbal (de fonctionnelle a formelle) avant

d’arriver a un début d’une représentation algébrique.
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La classe en est donc & la notation de I’intervalle [0,5 ; 0,5+ At], quand Louise ajoute I’idée
de calculer le TVM sur cet intervalle. C’est sans trop de difficulté qu’ils arrivent a la formule

nécessaire (voir figure 4.6).

Figure 4.6:Vers une représentation algébrique de la vitesse instantanée (17 :51)

Mais ce n’est pas tout, ce TVM n’est pas vraiment ce qu’ils cherchent. Rappelons que Louise
veut trouver la vitesse précise en un point. C’est avec cette idée qu’elle pose la question : « Si
maintenant, je voulais vraiment évaluer le point presque rendu dessus [le point fixe (0,5,
$(0,5))]...Qu’est-ce qui se passe au niveau du delta t si je me rapproche de plus en plus
prés? » Encore une fois, on reconnait bien le vocabulaire li€¢ au concept de limite : « presque
rendu dessus », « rapproche de plus en plus pres ». On peut également penser qu’elle essaie
de rendre clair le fait que ce sera la limite de At puisqu’elle dit explicitement « ce qui se passe

au niveau du delta t». Quand une éléve parle du point qui se rapproche, Louise remet

I’accent sur le delta t. Finalement, un éléve répond avec le vocabulaire probablement attendu
. . . s o .

par Louise «tend vers zéro». C’est a ce moment que Louise introduit une nouvelle

représentation verbale, la vitesse instantanée pour amener les éleves vers la représentation

formelle du concept sous-entendu, la limite. 1l s’en suit une gymnastique algébrique pour

arriver a la représentation algébrique en contexte de la vitesse instantanée et finalement

obtenir la représentation générale verbale, le taux de variation instantané ou TVI (voir figure

4.7).

Figure 4.7:Représentation en contexte du taux de variation instantané (19 :33)
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4.2.1.5 Le calcul d’une vitesse instantanée : une limite

Le prochain épisode de la séance est consacré a la résolution de ce taux de variation
instantanée au point (0,5, (s(0,5)). D’abord, I’enseignante demande aux éléves de résoudre le
probléme par eux-mé€mes pendant qu’elle circule dans la classe. Par contre, on remarque que
pendant ce temps accordé au travail personnel et en équipe, Louise fait plusieurs
interventions. A peine une minute aprés le début de I’épisode, elle rappelle au groupe qu’ils
ont déja travaillé ce genre de limite et la premiere chose qu’ils avaient a faire était « d’aller

chercher les valeurs pour chacune des fonctions dans ces points-lay.

Un moment intéressant de cet épisode est quand elle voit que certains éléves sont bloqués a
I’évaluation de s(0,5+At). Elle prend alors la parole (intervention #2) pour leur rappeler « la
notion de boite». Elle propose aux éléves d’évaluer d’abord s de boite (s(d)). On voit
I’utilisation de cette méthode le plus souvent au début du secondaire pour aider les éléves a
apprendre a manipuler des expressions algébriques. Nous devons avouer que nous étions
quand méme surprise que ’enseignante ait recours a cette fagon de faire pour des éleves du
Cégep. Nous avons un bon indice que les éléves ont beaucoup de difficultés non seulement a
faire des manipulations algébriques, mais nous dirions méme avec leur compréhension
conceptuelle de ce que représente la variable t dans une fonction s(t). Effectivement, la
difficulté ne reléve pas seulement d’une manipulation, mais également de remplacer le t par
le 0,5+At. Ceci demande une conversion a |’intérieur du méme registre (au-dela du
traitement) que les éléves ont de la difficulté 4 mener. Finalement, elle obtient la fonction
s(0) avec les boites remplies par le (0,5 +At) (voir figure 4.8) et elle les laisse travailler avec

cette expression,

Figure 4.8: Traitement de s(0,5+At) (22 :32)



61

Dans cet extrait, nous pouvons pratiquement parler d’un retour en arriére en ce qui a trait aux
représentations. En effet, elle commence avec une représentation trés formelle et elle crée une
nouvelle représentation (celle avec la boite) qui est plus fonctionnelle. L’enseignante

semblait cependant préparée a rencontrer ce type de difficulté chez les éléves.

Plus tard, il y a un autre moment intéressant, initi¢ par un éléve. Celui-ci demande & Louise si
la réponse pourra étre la méme que celle obtenue précédemment lors du calcul du TVM  soit

0 m/s (voir extrait 4.6).

E3 : Madame? Ca veut-tu dire que ¢a va donner la méme réponse que tantot?
L : Mmm!
E10 : Mais tout est dans la pente!

L : Mmm, non! Ca me surprendrait. Est-ce que ¢a pourrait donner zéro comme réponse parce
que tantdt ici [le calcul précédent], ¢ca nous a donné zéro 1a. Est-ce que vous pensez que ¢a
pourrait donner zéro comme réponse?

E3 : Ben non!

L : Parce que qu’est-ce que ¢a va représenter vous pensez?

E3 : Ben ol tu ’as lancé!

L : Non, la balle elle est rendue ici [a (0,5, s(0,5))]. Qu’est-ce que ¢a va représenter?
E9 : Ben, la balle est lancée. ..

L : [Elle trace la tangente au point (0,5, s(0,5))]. La, vous imaginez que ¢’est comme ¢a, je ne
touche pas la mais... Qu’est-ce que ¢a représente cette droite-1a?

E1 : Une tangente.

L : Une tangente. Donc, quand je vais faire ce calcul-la [elle pointe la formule du TVI au
tableau], ¢a va me donner la PENTE de cette tangente-1a [elle pointe la droite tangente au
tableau.] Est-ce que c’est zéro la pente de cette tangente-1a?

Es : Non.

L : Donc, je suis slir que ce ne me donnera pas zéro. Je suis certaine que cette réponse-1a [en
pointant la limite (TVI)] ce ne sera pas zéro.

Extrait 4.6; Anticipation de la réponse (23 :20)

Un éléve répond rapidement et un peu naifvement, i notre avis, que « tout est dans la pente! ».

L’enseignante pose alors la question au reste de la classe. Méme si les éléves répondent que
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non, elle continue son investigation, pour pouvoir donner la raison pourquoi ce ne sera pas
zéro. Elle les améne sur la réflexion de ce que va « représenter» la réponse. La représentation
mentale de celui qui a posé la question se clarifie un peu lorsqu’il répond que ¢a donnera
I’endroit ot nous avons lancé la balle. Il y a plusieurs éléments que nous pourrions interpréter
avec cette réponse. L’éléve associe le taux de variation instantané a I’endroit ot nous langons
la balle et il pense que cet endroit pourrait étre zéro. Ses représentations semblent confuses.
Dans cet extrait, nous pouvons constater que les éléves font un effort pour donner une
réponse en contexte. Louise reste dans la représentation graphique pour donner une
interprétation visuelle de la dérivée comme la pente de la tangente sans vraiment revenir au

contexte.

Enfin, Louise répond a I’éléeve que la balle a déja €té lancée et elle pointe aussi I’endroit ou
elle est rendue sur le graphique et continue de chercher une réponse a sa question : pourquoi
ce ne sera pas zéro? Elle se tourne vers la représentation graphique et directement, elle trace
la droite tangente au point (0,5, s(0,5)). D’abord, les éléves semblent reconnaitre que cette
droite représente bien la droite tangente. Aprés, Louise effectue la coordination de fagon
explicite en reliant la réponse aux calculs qu’ils sont en train de mener a la pente de la
tangente qu’elle vient de tracer et ce toujours hors-contexte. On peut alors se demander :
Qu’est-ce que zéro représenterait dans ce contexte? Une vitesse en un point qui serait zéro, ¢a
voudrait dire quoi? De plus, dans cet épisode, Louise souléve implicitement la validation a

I’aide du graphique en montrant que la pente ne sera pas zéro.

Aprés leur avoir laissé un peu plus de temps pour évaluer la limite, elle le fait avec eux. Elle
commence par faire quelques traitements sur la représentation algébrique. En effet, elle
remplace le s(0,5+Ay) et s(0,5) par leur évaluation respective dans la fonction s. Ce qui la

méne vers une nouvelle représentation algébrique (de transition) (voir figure 4.9).
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Figure 4.9:Vers I’évaluation de la limite (26 :36)

Notons également que lors de la production de la nouvelle représentation, Louise n’a pas mis
le symbole de limite au départ. C’est une fois que le rapport a été écrit qu’elle a ajouté la
limite. Une fois arrivée a cette représentation, une éléve demande a Louise de faire avec eux
I’évaluation de s(0,5+A¢). Alors, Louise retourne vers I’expression avec la boite dont nous
avons parlé plus tot (voir figure 4.8) et fait plusieurs manipulations algébriques. Une chose
intéressante est qu’elle a recours & la multiplication verticale (nouvelle représentation

algébrique) pour calculer (0,5+At)>.

[Is reviennent par la suite a leur expression de la limite (voir figure 4.9) pour poursuivre avec
son évaluation. Cet épisode (voir extrait 4.7) est particulierement intéressant au niveau des
représentations du concept de limite et d’infini par I’enseignante. En effet, Louise fait un
processus mental d’évaluation de la limite. Ce processus est une prédiction de la limite (en
remplagant le At par zéro) qui servira & savoir comment I’évaluer par la suite. Cette
anticipation est bien sir, une représentation informelle puisqu’on ne peut pas formellement
remplacer le At par zéro. Par contre, le caractére « informel » de cette manipulation n’est pas
vraiment explicité aux éléves. On peut donc voir ['utilisation de représentation algébrique
erronée :
—4.9(AtY? +4,9At +4,675-4,675 0

lim A 0

Par contre, méme si nous voulions expliciter ce phénomene aux éléves de fagon formelle,

ceux-ci n’ont pas les outils nécessaires pour pouvoir comprendre les représentations
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formelles (impliquant € et 8). En revanche, Louise utilise un processus de prédiction de la

limite sans rendre compte de son caractére informelle.

L : Qu’est-ce qu’on peut faire avec notre équation ici

. —4.9(A)*+4,9At + 4,675 - 4,67 .
[llm (A" + At+ > 675 1?7 [pause] Si je remplace mon delta t par zéro,
Ar—0

qu’est-ce que ca va me faire?

E3 : Ben, quelque chose qui ne se peut pas. -
L : Quelque chose qui ne se peut pas...

E3 : Une indétermination.

: 0 . : .
L : Zéro sur zéro [elle écrit : =6 et C.I.] qui est un cas d’indétermination. Qu’est-ce qu’il

faut faire avec ce cas d’indétermination 1a?
E4 : [inaudible]

L : Donc, mettre le delta t...en évidence. Si on met delta t en évidence...[elle efface une
partie du tableau, mais elle garde le graphique et les formules de TVM et de TVI.] Ca va me

donner la limite lorsque delta t tend vers zéro [ [y Af ...]...si on met le delta t en évidence,

Ar—0
qu’est-ce que ¢a donne? Moins quatre point neuf delta t plus quatre point neuf sur delta t
. —4,9A1+ 4,9 , i
[hm At—A[—]. Qu’est-ce qu’on peut faire avec ga?
Ar—0

E5 : Annuler les deltas t.

L : Simplifier les deltas t. [Elle trace un trait sur les deltas t dans 1’équation.] Et quand on
passe a la limite...Qu’est-ce que ¢a va me donner comme réponse?

El : Quatre point neuf [4,9].
L : Quatre point neuf! [Elle écrit ...=4,9 au bout de I’équation.]

Extrait 4.7: Evaluation de la limite (28 :00)

En effet, elle dit qu’elle remplace le At par zéro, elle égalise méme I’expression de la limite a
I’indétermination 6 sans mentionner que cette notation permet I’anticipation d’un résultat qui

ne représente pas un nombre et qu’il faut utiliser une certaine méthode (certaines
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manipulations algébriques) pour arriver 4 un résultat. Par contre, elle écrit I’inscription C.I1.% a
coté du 6 . Peut-étre est-ce pour elle un signe que le travail n’est pas terminé ou une fagon

d’expliciter le fait que cette expression est « spéciale ». On peut penser que 1'éléve
s’autorisera donc a traiter At comme €tant €gal & zéro. Ainsi, lorsqu’elle évalue la limite pour
la deuxieme fois (une fois que des At ont été simplifiés), elle arrive & 4,9, mais pourquoi? Si

on suit les représentations données par |’enseignante, la réponse est 4,9 parce que At est égal

a zéro et non parce que |y 4,9A¢=0. Précisons une fois de plus que les éléves ne
p q 1m ptus ¢
A0

pourraient pas, a ce niveau, travailler avec la représentation formelle. Ce que nous avangons
ici, c’est qu’ils sont obligés de travailler avec ce type de représentations informelles, mais
qu’ils pourraient étre conscients du caractére informelle de ces derniéres pour semer I’idée

que le processus de calcul de la limite ne reléve pas que d’une substitution.

Par la suite, Louise se questionne sur la validité de la réponse. Ici, sa fagon de revenir au
contexte est de préciser les unités de mesure de la réponse (métre/seconde). Elle demande ce
que cette réponse représente. Au fond elle cherche (et obtient) la représentation verbale
formelle, la vitesse instantanée et une référence a la représentation graphique formelle, la
pente de la droite tangente. Louise essaie aussi de valider la réponse a I'aide de la
représentation graphique en comparant le signe de la pente (sur le graphique) et le signe de la
réponse obtenue. Elle suggere également aux éléves de se donner « des références pour
vérifier si ¢a fonctionne». Nous interprétons cette invitation donnée aux €leves comme la
promotion de la coordination entre différentes représentations. Il est vrai que pour Louise,
une telle coordination semble surtout utile pour une validation, quand, en fait, ce pourrait étre

fait avant, pendant et aprés la résolution d’un probleme.

¥ Pour Cas d’Indétermination.
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4.2,1.6 Généralisation du concept de vitesse instantanée : le taux de variation
instantané

Apres que les éléves aient trouvé la vitesse instantanée dans |’exemple donné, Louise procéde
a une généralisation du concept. Ici, ’exercice reléve beaucoup plus de I’interprétation que

d’une réelle conversion. Il s’agit de remplacer la fonction s(f) par la fonction f(x) et les

points donnés par (a, f(a)) et (b, f(b)). Certes la représentation algébrique devient de
cette fagon plus institutionnelle, mais il s’agit plus d’une révision de ce qu’ils viennent de

voir. D’autant plus que T’utilisation de I’exemple demeurait déja un peu éloignée de son

contexte.

Louise poursuit avec un résumé des représentations du taux de variation instantané. Elle
commence par des représentations verbales en utilisant toujours des synonymes du concept
pour en parler : Taux de variation instantané, TVI. Elle compare aussi les représentations,
verbalement, de deux concepts différents, le TVM, qui est sur un intervalle et le TVI qui est
en un point précis. Louise évoque également la représentation algébrique du TVI
verbalement. Elle dit la formule en mots et elle ajoute la limite de Ax tend vers zéro
seulement a la fin. Ensuite, Louise rappelle la représentation graphique du TVI. Elle doit
d’ailleurs reprendre un éléve qui voit la dérivée comme la tangente, I’enseignante précise
gu’il s’agit de la pente de la tangente. Encore une fois, la représentation graphique n’apparait
pas dans le résumé, elle ne fait qu’appel a la représentation mentale de celui-ci. Elle ajoute
cependant au tableau que la formule algébrique implique (voir figure 4.10) la pente de la

tangente.

Figure 4.10: Résumé du concept de taux de variation instantané (32:05)
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II est difficile d’expliquer pourquoi Louise décide d’utiliser le symbole d’implication a ce
moment. Nous ne savons pas si elle I’utilise comme une fleche sans vraiment considérer le
sens mathématique de ce signe ou si elle 'utilise justement pour le sens mathématique qu’il
représente. Elle semble utiliser ce symbole, qu’elle reprend d’ailleurs a quelques reprises
dans cet épisode, afin de marquer I’équivalence entre les différentes représentations. Dans ce
cas, si elle cherche a utiliser un symbole mafhématique pour la représentation verbale écrite,
elle devrait opter pour I’égalité ou la double implication qui serait mathématiquement en
cohérence avec ce qu’elle veut dire. C’est également a ce moment qu’elle introduit une
nouvelle représentation verbale du concept en question, la dérivée (qu’elle écrit au tableau
avec le symbole d’implication). Elle en profite pour rappeler certains synonymes du concept :
« Donc, quand on vous demande de calculer une dérivée en un point, ¢’est qu’on vous
demande de calculer le taux de variation instantané, ¢’est qu’on vous demande de calculer la
pente de la tangente. C’est ¢a une dérivée. » Louise donne aussi la notation de la dérivée « f

prime de a» ( f'(a)), une nouvelle représentation algébrique, tout en précisant qu’il y aura

d’autres notations qu’ils verront plus tard. Finalement, pour la troisi¢me fois dans ce court
épisode (environ 2 minutes), elle répete les différentes représentations verbales et évoque la
représentation graphique (dérivée, TV], taux de variation instantané, pente de tangente).

Remarquons que le contexte (vitesse) n’est pas mentionné par Louise. Tout semble indiquer

. + Ax) —
que ce qui est important, c¢’est d’arriver a la formule ilmo Jx A; J(x)

interprétation visuelle comme par exemple, le calcul de la pente de la tangente a la courbe en

et a une

X.

Afin d’obtenir une autre représentation institutionnalisée, elle remplace le Ax dans la
représentation algébrique par h. En fait, elle commence en disant que |’écriture avec Ax n’est
pas toujours évidente, donc pour faciliter la manipulation, on le remplace par h. Et elle écrit
au tableau « Ax=>h ». On remarque I’utilisation du symbole d’implication. En fait, elle veut
probablement dire que Ax est équivalent é h et non que Ax implique h. En effet, Ax

représente une incrémentation a partir de x et A n’sst pas li¢ explicitement a x.
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Elle produit tout de suite une nouvelle représentation algébrique pour la dérivée, c'est-a-

fla+h) - f(a)
h

dire /'(a) = |im

h—0

. Elle fait aussi encore une fois référence au registre

graphique en parlant de la pente de la tangente au point x égal a a (ce qui devrait étre en fait

le point (a, f(a))).

4.2.1.7 Un premier essai

Le dernier épisode de cette séance consiste en un exercice que Louise donne pour que les
¢léves essaient de calculer une dérivée. Elle leur donne I’exercice suivant, en leur annongant
que ¢’est un exercice facile: si on a la fonction f(x) = x2—1, calculer /'(3) . En énongant
I’exercice, Louise en profite pour rappeler les différentes représentations verbales du concept

en jeu (ce qu’elle fait souvent) tout en donnant une représentation écrite (voir extrait 4.8) :

L: [...] Et je vous demande de me calculer f prime de trois [ f'(3)]. J'aurais pu vous
demander, calculez-moi le taux de variation instantané lorsque x égal a trois. J’aurais pu aussi
vous demander; donnez-moi la pente de la tangente qui passe par le point trois f de trois.
Toutes ces questions-1a, ¢’est la méme chose que le concept de dérivée. [...]

Extrait 4.8: Louise donne Pexercice a faire (34:50)

A peine le travail commencé, un éléve demande ce que h représente. Louise répond, assez
fort pour que tout le monde entende, en verbalisant I’équivalence entre Ax et h. Apres, elle
prend la parole devant tout le groupe et leur suggére de commencer par écrire la formule,

f'(3) égale la formule générale. Ici, ’enseignante fait appel a une représentation verbale

qu’elle n’a pas utilisée trés souvent, « la formule générale ». On remarque d’ailleurs que
certains éléves ne peuvent faire la coordination entre les représentations qu’ils connaissent et
la formule générale, ils ne peuvent faire 1’association parmi toutes les formes qu’ils ont vues :

« C’est laquelle la formule générale? » (36 :14) Louise est obligée de faire une association

fla+m-f(a)
h

explicite entre la représentation algébrique f'(a) = |im
h—0

qui est écrite au
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tableau et la représentation verbale « formule générale». Peu de temps aprés, une autre éléve
éprouve des difficultés a gérer le h, elle confond en fait # et x. Louise donne par la suite un
autre indice aux éléves en leur disant que le a dans la formule est égal a 3. En fait, les éléves
doivent faire une transformation a |’intérieur d’un méme registre (algébrique). Il y avait deux
difficultés possibles pour arriver a faire cette premiere transformation. La premiére était de
repérer la bonne représentation a transformer, ce que Louise a éclairci lors de sa deuxiéme
intervention au groupe. La deuxieme était de comprendre que le 3 de la question représente
en fait le a de la formule, ce que Louise vient de clarifier par sa troisiéme intervention au

groupe.

Ensuite, la deuxieme étape a réaliser est une autre transformation sur une représentation

algébrique. Il s’agit en fait d’évaluer la limite. D’abord, il faut évaluer f(3+Ah) et
f(3)pour obtenir une nouvelle représentation algébrique. Au départ (pour
évaluer /(3 + h)), la plus grande difficulté a surpasser est la signification du #. Comme on a

déja vu, deux éleves ont demandé de I’information au sujet du & et d’autres plus tard se
poseront des questions a ce sujet. Par exemple, une autre éléve pense que le h représente en
fait la fonction f(x). Les éleves semblent avoir beaucoup de difficultés & effectuer la liaison
entre deux représentations algébriques que Louise leur a demandée, c'est-a-dire la
représentation avec le Ax et celle avec le A. D’ailleurs, ils ont déja éprouvé des difficultés a
manipuler le Ax, alors le changement de représentation est encore plus demandant

cognitivement pour eux.

En voyant que les éléves ont pu réaliser la premiere transformation et obtenir la bonne

. fG+hm-/f(3)
e h

représentation ( f'(3) =]j

h—0

) et en ayant plusieurs questions au sujet du

h, Louise décide de faire une quatriéme intervention pour éclaircir ce point. Comme les
éleves ont de la difficulté a évaluer (3 + h), elle leur propose d’utiliser la boite pour

faciliter la manipulation algébrique. Elle écrit donc la fonction avec la boite qu’elle remplit

par la suite avec le (3+h). Elle ne fait pas toutes les manipulations, elle laisse le soin aux
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éléves de calculer le (3+h)2 Elle leur dit également qu’ils devront trouver le f(3) et ajoute
que la suite sera plus facile. Nous pensons aussi que I’évaluation de la limite une fois qu’ils
auront remplacé f(3+ h) et f(3) par leur expression respective sera plus facile. En effet, &

cette étape, nous pouvons parler d’une activité de codage au sens de Duval. 1l leur suffira

d’utiliser les procédures apprises dans les cours précédents pour I’évaluation d’une limite’.

Finalement, Louise revient sur la réponse obtenue par plusieurs éléves ( f'(3) = 6). Elle

demande alors aux éléves ce que représente cette réponse. A la suggestion d’un éléve, ce 6 est
b

la pente d’une tangente et Louise précise en rappelant que c¢’est la pente de la tangente au
point(3, f(3)). Notons finalement que I’exercice a été résolu entierement dans le registre

algébrique. Elle profite de ce moment pour faire un dernier petit résumé des différentes
représentations qu’ils ont vues. Louise commence en posant des questions aux €leves pour
faire des associations entres les représentations (voir extrait 4.9). Elle passe de pente de
tangente (une représentation verbale lie a une représentation graphique mentale pour Louise)

a TVIet aladescription en mots de la représentation algébrique.

L : Dong, si je vous demande dérivée, qu’est-ce que ¢a veut dire une dérivée? 1l faut que dans
votre téte ¢a fasse clic...

Es : Pente de tangente.

L : ...et ¢a représente une pente de tangente. Et pour [’évaluer, qu’est-ce qu’il faut utiliser
nécessairement?

El : Limite.

L : Avant!

E9: TVL

L :Le TVIoui et le TVI comment on fait pour le calculer?
E9 : La limite.

L : La limite lorsque h tend vers zéro de f de'x plus h moins f de x sur h.

Extrait 4.9: Dernier résumé de Louise (42:25)

® Evidemment, nous faisons abstraction ici de la fagon dont ils ont appris ces procédures qui viennent
avec leur lot de conceptions erronées et d’obstacles épistémologiques. Nous avons d’ailleurs
mentionné une part de ces difficultés un peu plus haut dans le texte.
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4.2,1.8 Résumé de I’analyse de la séance 1

Analyse centrée sur I’enseignante

Dans ce qui suit, nous allons résumer quelques résultats de [’analyse globale de la premiére

séance par rapport a I’enseignante :

a) Au début I’enseignante a voulu utiliser la technologie avec un programme qu’elle a fait
avec le logiciel Maple. Comme I’ordinateur ne fonctionnait pas, elle n’a pas pu 'utiliser.
Elle a probablement voulu présenter en forme dynamique le processus des sécantes pour

arriver a la tangente.

b) Louise fait souvent des résumés qui reviennent sur les différentes représentations. L’extrait
4.7 est un bon exemple. Dans ces résumés, elle se situe le plus souvent dans le registre
verbal, mais elle évoque parfois d’autres registres de fagon implicite et plus rarement

explicitement.

¢) Elle évoque verbalement des représentations d’autres registres (graphique, algébrique),

cela peut faire appel a des représentations mentales.

d) Elle utilise trés souvent les représentations institutionnelles. Méme si I’introduction & la

dérivée est faite dans « un contexte réel », elle fait peu de référence au contexte.

e) Le registre verbal oral est trés présent dans son discours, appuyé par le ton et les gestes

pour marquer des mots importants.
f) Les représentations graphiques sont, le plus souvent, utilisées comme validation.

g) Il n’y a pas un enseignement lié a I’utilisation des représentations comme moyen de
contrdle (dans le sens de Saboya, 2010) dans la résolution des exercices et des problemes.
Par exemple, la représentation graphique pourrait jouer comme €lément d’anticipation du

résultat,

h) Dans le discours de Louise, on peut trouver fréquemment des changements de
représentations pour essayer de donner aux éléves plus de représentations autour du

concept en jeu. On peut noter que ces processus de traitement et de conversion entre les
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représentations manquent en général d’explication, c¢’est-a-dire qu’il n’y a pas une
analyse des unités significatives que [’on peut ressortir dans une représentation, et son
association avec celles de I’autre représentation. Par exemple, [’enseignante a du penser

que I’équivalence entre lim S +0x)- /() et lim f h}?_f(x)

Ax >0 Ax ho0

est évidente

pour les éléves. Aussi, on remarque la méme chose dans le processus de conversion entre

la derniére représentation et la représentation graphique correspondante.
i) On peut remarquer que les schémas sont absents de |a séance.
j) Elle utilise le signe = au lieu de parler d’équivalence des expressions Ax et A.

k) I1'y a un abus de langage par exemple avec « I’idée de substitution » (elle utilise Ax — 0

comme Ax = 0) dans le calcul de limites.

[) Le contexte physique est lié au calcul du vecteur vitesse instantanée et I’enseignante en
réalité est centrée sur le TVI, ainsi elle laisse de c6té toute interprétation physique en se
penchant directement sur le contenu mathématique. On ne voit pas, ni chez ’enseignante
ni dans le manuel une explication de la vitesse moyenne (vers un vecteur vitesse
moyenne) pourtant essentiel pour pouvoir comprendre le phénoméne physique auquel

’exemple fait référence.

m) En tenant compte des travaux de Janvier (1987), Duval (1988 et 1993) et ceux de Hitt
(1994, 1998, 2003, 2006) nous pouvons nous apercevoir que I’enseignante donne une
priorité a la représentation algébrique. Prenons un exemple li¢ a I’idée (métaphore) de la

boite pour les calculs de f(x + /) pour approfondir cette derniere affirmation. En fait,

’enseignante fait seulement allusion au processus de substitution algébrique.

Analyse centrée sur les réponses des éléves

Bien que I’éléve ne soit pas au cceur de notre objectif de recherche et de notre analyse, étant
donné que Penseignante a utilisée un enseignement semi-magistral, nous avons pu repérer

quelques éléments intéressant concernant les éleves. Ainsi, nous avons pris la décision de les
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rapporter a des fins informatives seulement. Ces éléments nous semblaient apportés une plus

grande profondeur & notre travail.

A)

B)

Evaluation de f(a + h) (transformation dans le registre algébrique). Les éléves ont eu
de la difficulté a faire un calcul de ce type. L’utilisation des représentations numériques
ou graphiques ne semble pas étre une option chez-eux pour mieux comprendre la tiche.
L’enseignante a mis en jeu ce qu’elle appelle « la boite vide [ ] ». Cette astuce semble

fonctionner chez les €leves d’un point de vu procédural.

Les éleves ont de la difficulté avec le changement de variable. En effet, le passage de Ax

a h semble amener une confusion.

Comme nous avons vu dans le cadre théorique, la construction du concept d’infini

mathématique a été difficile pour les mathématiciens. Selon Brousseau (1976/83 et 1997), en

faisant une interprétation de I’ceuvre de Bachelard (1938) dans le contexte de la didactique,

on peut repérer les obstacles de type €pistémologique dans I’histoire des mathématiques. De

ce point de vue, nous pouvons détecter quelques obstacles épistémologiques dans certaines

interventions des éléves.

A) Certains éléves montrent qu’ils ont la conception que la limite est inatteignable. Par

exemple, ils vont souvent parler de s’approcher de plus en plus pres, ou d’une « valeur un

petit peu plus » (voir extrait 4.5).

B) Nous avons vu (voir extrait 4.5) comment ’enseignante ne peut pas échapper a la

verbalisation de I’infini potentiel : « Qu’est-ce qui se passe au niveau du delta t si je me
rapproche de plus en plus pres? ». Ce probléme dans la langue naturelle du passage d’un
infini a ’autre, va promouvoir un obstacle chez les €éleves. Au niveau opérationnel, il
semble que cet obstacle ne soit pas un probléme. Certains éléves vont méme réussir les
examens avec une idée centrée sur I”infini potentiel. 1ls pourront avoir leur dipléme, mais

s’ils continuent leurs études universitaires, 1’obstacle pourrait émerger a nouveau. Nous
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n’avons pas trouvé ce résultat dans la littérature. Une analyse plus fine nous montre que
dans la communication mathématique liée a I’infini, la notion d’infini potentiel est
présente méme dans la notation. Qu’est-ce que ¢a veut dire que delta t tende vers 0
(At — 0)? C’est I’idée que la variable change, qu’elle se déplace. C’est I’idée qu’il y a un
certain mouvement. Quand la définition formelle de convergence ne fait allusion a aucun

mouvement, c’est une notion statique, rien ne bouge.
D) Le paragraphe précédent nous ameéne a réfléchir sur I’interprétation possible des éléves

d’une expression comme glrr%) S(a+ hg—f(a) =

/(@) . Une étude comme celle de

Hardy (2009) pourrait nous donner quelques indices de I’interprétation des éleves du
Cégep de ce que signifie le processus de calcul d’une limite, c’est-a-dire, essayer de

comprendre ce que signifie pour I’éléve I’expression algébrique en mots:

. Expression algébrique
lim

‘ O [Interpretation du processus]  [Valeur de la limite]
{A quelle valeur } (taux de variation)

la limite doit étre
calculée

4.2.2 La deuxiéme séance : la fonction dérivée

Malheureusement, nous avons €prouvé des problémes techniques lors de ’enregistrement de
cette séance. Nous avons sur vidéo les vingt-six premiéres minutes d’une séance qui durait en
réalité cent vingt minutes. Cependant, il faut mentionner qu’une grande partie de la legon
était consacrée au travail personnel. Ainsi, nous pouvons quand méme voir un résumé des
notions vues au cours précédent, un exemple du calcul de [’équation d’une tangente,

I’introduction de la droite normale et du concept de fonction dérivée.
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4.2.2.1 Un résumé du cours précédent

Louise amorce son cours avec un rappel de la notion de taux de variation moyen. Elle essaie
de retrouver les différentes représentations qu’ils avaient obtenues pour ce concept.
L’enseignante fait appel a la visualisation pour obtenir les représentations des éléves : « Est-
ce que... quand on parle du taux de variation moyen, qu’est-ce que vous voyez dans votre
téte? » [l n’est pas clair, & quel type de représentation Louise fait référence. Ce pourrait tout

aussi bien étre une formule qu’un graphique, ou qu’une description en mots. La premiére qui

. b)— : : .
ressort est la formule algébrique w que Louise n’écrit pas pour I'instant. Elle
-a

demande ensuite aux éléves s’ils peuvent voir une fonction dans leur téte et dire ce que serait
le TVM (une autre représentation utilisée au cours précédent) sur cette fonction. Nous
pensons qu’a ce moment-la, Louise fait clairement allusion a une image graphique. Selon
nous, elle cherche a retrouver la représentation qu’elle avait fortement associée au registre
graphique : la pente de la droite sécante. Un éléve suggére justement que ce pourrait étre une
droite sécante. Elle décide de produire une représentation graphique (voir figure 4.11), en

proposant aux éleéves de toujours se faire une image dans leur téte.

Figure 4.11: A la recherche de la représentation graphique du TVM (0:54)

On constate que la représentation graphique aide les éleves a faire les associations demandées
par ’enseignante. En effet, on retrouve rapidement les représentations « taux de variation
moyen entre a et b » et « pente de la sécante ». Dans la premiére, on parle de a et b comme

des points et aussi de (a, f(a)) et de (b, f(b)) sans faire une distinction entre les points dans le
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domaine de définition de f et les points dans le plan cartésien. Ceci semble implicite pour
I’enseignante et on ne sait pas si c’est clair pour les éleves. Finalement, elle trace la droite
sécante sur le graphique et en profite pour rappeler une fois de plus toutes les représentations

JS(b)-f(a)

b-a

du taux de variation moyen: la pente de la sécante, le TVM, . Dans son

approche, I’enseignante choisit a et b de fagon arbitraire et ne mentionne que a est fixe et que

b varie, quand elle va introduire le TVI par exemple (voir plus bas).

Apres, elle passe au concept de taux de variation instantané. La premiére représentation
qu’elle utilise est TVI et les €leves |’associent rapidement au taux de variation instantané et a
la pente de la tangente. Elle trace donc la tangente au point (a, f(a)) (elle a fixé de fagon
implicite le point &) sur le graphique. Pour trouver la représentation algébrique du TVI, elle
demande aux éléves comment elle pourrait faire pour le calculer. Ceci est un indice de plus
qui porte a croire qu’elle associe le terme « calculer » au registre algébrique, a une formule.
Dés que la question est posée, la notion de limite est évoquée. Louise retient cette réponse en
disant qu’on peut étre certain que ce sera une limite, mais elle ne dit pas pourquoi. Pourquoi
savons-nous que ce sera une limite? Selon nous, la raison pour laquelle nous devons faire une
limite n’est pas claire dans le discours de Louise. Nous pensons que cette « certitude »
reléverait plus d’une procédure que d’une réelle compréhension de la situation par les éléves.
Ils arrivent tout de méme & écrire la représentation algébrique désirée :

NICGIORIC)
AT A

. Cependant, une éléve a parlé de la limite quand x tend vers 0.

L’enseignante 1’a reprise en précisant qu’il s’agissait de la limite quand la variation des x
(Ax ) tend vers 0. On peut remarquer que cette notation est loin du b choisi. Dans le discours
de Ienseignante, il est sous-entendu que a+Ax=b = Ax=b-a et nous pouvons

douter de la clarté de cette implication pour les éléves.

Ensuite, Louise fait le parall¢le entre le TVI en général et le TVI dans un contexte en

physique. Evidemment, elle parle de la vitesse instantanée puisqu’ils ont fait un exemple avec
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ce contexte au dernier cours. Elle en parle trés rapidement en disant qu’il s’agit d’un exemple

« entre autres » en physique.

Enfin, elle rappelle deux autres représentations pour le TVI: la dérivée et f'(a). Avec ces
deux derni¢res représentations, on peut dire qu’elle a revu les différentes représentations pour
le concept de taux de variation instantanée. Elle en rappelle tout de méme quelques-unes

avant de passer a un exemple.

4.2.2.2 Un exemple : ’équation de la tangente en un point

L’exercice donné par Louise consiste a trouver I’équation de la tangente au point
(1, f(1))quand f(x) =3x*-2x+ 5. Avant de laisser travailler les éléves individuellement
ou en équipe, elle tient d’abord a développer une stratégie de résolution. La premiére étape
qu’elle leur propose est d’évaluer f(1). Assez simplement, les éléves savent faire la

conversion de la représentation algébrique vers la représentation numérique.

Aprés, elle aborde la question plus directement : « Je veux ’équation de la tangente. Si je
vous demandais, c’est quoi une tangente? » De prime abord, nous pensions que Louise
voulait s’attarder un moment sur la définition de la tangente. Elle voulait en fait, faire
I’association du concept de tangente a une droite et donc a 1’équation d’une droite. En effet,
méme si certains éleves parlent de couper une courbe, la réponse qu’elle retient est que la
tangente est une ligne droite sans faire ressortir d’autres propriétés de la tangente. En groupe,
ils arrivent & établir le lien entre une droite et son équationy =mx+b. En fait, cette
représentation est celle de Louise. Les éléves, eux proposenty = ax + b, mais Louise leur
suggere de remplacer le a par le m pour ne pas confondre le a de la pente, et ’abscisse du
point(a, f(a)) . Remarquons que le role de b est différent aussi, par contre aucune distinction

pour le b de I’équation (ordonnée a I’origine) et |’abscisse b.
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Par la suite, Louise morcelle un peu la question. Elle pointe les deux parameétres de
I’équation, m et b, en disant qu’il ne reste plus qu’a les trouver. En prenant pour acquis que
les éléves comprennent pourquoi, elle affirme que s’ils trouvent mm, ils pourront ensuite
trouver b (valeur de b liée a 'ordonnée a I’origine). La question devient alors, comment
trouver m? 1l s’agit de faire le lien entre ce taux de variation, la pente de la droite et la notion
de dérivée (voir figure 4.12). Méme si les éléves savent associer le m a la pente ou au taux de
variation, c¢’est Louise qui fait la transformation (a I’intérieur du registre algébrique) jusqu’a

la dérivée au point(l, f(1)). Elle met en évidence que m = f'(1) et laisse du temps aux

¢éleves pour le calculer. Ainsi, la tdche de I’éléve dans cet exercice est procédurale.

Figure 4.12: Une premiére étape dans la résolution de I’exercice (6:53)

Apreés avoir aidé quelques éléves a faire la transformation de la représentation algébrique de
f'(a) acellede f'(1), elle revient au tableau pour faire cette étape en groupe. Ils obtiennent

la formule (voir figure 4.13) :

Figure 4.13: Représentation algébrique de la dérivée (13:08)

Comme au dernier cours, Louise suggere aux éléves de calculer a part f(1+ Ax)et (1)
avant de commencer & évaluer la limite. Elle s’intéresse plus particuliérement &

S (1+ Ax) (voir figure 4.14) puisqu’ils ont déja trouvé f(1). Une fois de plus, pour s’assurer
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que les €leves savent bien faire les transformations de la représentation algébrique, elle a
recours au truc de la boite. Notons également que le département de mathématiques du
Cégep a organisé des sessions d’aide pour les éleves qui ont des difficultés avec ce genre de
manipulations. Nous pouvons en conclure que les enseignants de mathématiques de ce Cégep
sont conscients de ces problémes. Il faut aussi préciser que les séances d’aide sont données
par un autre enseignant. On peut imaginer que cet enseignant aura sa propre approche.
Utilisera-t-il aussi la « boite »? Est-ce que les é1éves pourront se retrouver dans les différentes

représentations utilisées?

Figure 4.14: Evaluation de [ (1 + Ax) (14:40)

Pendant que Louise effectue ces manipulations, une éléve I’interroge sur I’équivalence de h
et Ax. L’éleve en question a préféré utiliser le h pour faire I’exercice, mais elle conserve un
doute sur I’équivalence de ces deux représentations. Louise lui assure que c’est la méme
chose et continue. Plus tard, la méme éléve revient avec sa question : « Est-ce que c’est
obligatoirement Ax qu’il faut écrire? » Par cette insistance, nous interprétons que I’éleve ne
peut pas bien coordonner ces deux représentations. Méme si I’enseignante lui assure qu’elles
sont équivalentes en mentionnant ce qu’elles représentent (voir extrait 4.10), nous pouvons

nous demander si I’éléve comprend bien pourquoi.

L : Vous auriez pu...on a vu la semaine passée que ¢a [Ax], on avait remplacé ¢a par h. Que
vous utilisiez delta x ou que vous utilisiez h, ¢’est la méme chose. Le delta x, on I’utilise au
début pour nous faire comprendre que c’est la variation des x. Alors que si on met h, ben 1a,
on ne sait plus trop, mais le h, ¢’est la variation des x. [...]

Extrait 4.10: Explication circulaire de I’équivalence entre Ax et h (15:41)
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Louise revient au probléme en intégrant la nouvelle représentation de f(1+ Ax) dans
’expression de la limite. Délibérément, elle n’ajoute pas a I’expression le 6 qui représente en
fait le /(1). Comme ¢’est une erreur fréquente qu’elle a remarquée chez les éléves, elle veut

la mettre en évidence pour qu’ils y portent une attention particuli¢re par la suite.

Aprés avoir obtenu I’expression compléte du taux de variation instantané, |’enseignante
commence a évaluer la Jimite avec la méme procédure qu’au cours précédent (voir figure
4.15). Rappelons que la premiere étape consiste en la prédiction de la limite telle qu’elle est

exprimée. En fait, elle ne parle pas d’évaluer la limite, elle parle directement de remplacer le

Ax par zéro et utilise le signe d’égalité pour montrer I’indétermination — . Plus tard, une éléve
fo)

lui demande si elle doit absolument écrire ce 5 ou si elle peut simplement continuer ses

manipulations. Louise lui répond que peu importe finalement, cette étape sert seulement a

savoir comment poursuivre les calculs.

Figure 4.15: Evaluation de la limite (17:16)

Elle enchaine immédiatement, & la suggestion des éléves, avec la deuxieme étape qui est de
mettre le Ax en évidence pour pouvoir le simplifier avec le dénominateur. En fait, pour parler
de cette étape, elle utilise le terme « éliminer » les Ax. C’est un éléve qui I’utilise en premier,

mais Louise reprend elle aussi cette représentation verbale pour parler de la simplification.
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Maintenant qu’ils savent que f'(1) =4, Louise revient avec la question de départ qui est de
trouver ’équation de la droite tangente au point (1, /'(1))quand f(x) =3x?—-2x+S5. En
effet, ’exercice n’est pas fini. Ils ont trouvé m = f'(1) = 4, ils doivent maintenant trouver

I’ordonnée a ’origine de la droite. Pour ce faire, une éléve propose « d’introduire le point ».
On comprend qu’elle parle du point (1, 6). Ainsi, Louise fait la conversion du point (1, 6) a
[’équation 6 = 4(1) + b et « déduit » que b est égal a 2. Cette fois, elle n’effectue pas les
manipulations algébriques de fagon explicite. Elle semble croire que les éléves sont a I’aise
avec ce type de manipulations (mettre un point dans I’équation d’une droite et isoler le

parametre inconnu). IIs répondent (voir figure 4.16) ainsi a la question de départ.

Figure 4.16: Rassembler tous les éléments pour répondre a la question (19:24)

A la fin de I’exemple, une éléve améne un élément intéressant. Elle demande 2 Louise :
« Dans le fond le point la, qu’on peut trouver c’est mettons, si c’est /(2), ¢a aurait
été(2, f(2))? » Nous interprétons cette question comme une intuition qu’a I’éleve de
généraliser le processus. Louise en profite pour faire un petit résumé des étapes a suivre pour
résoudre un tel type de probleme. En effet, elle remplace, en pointant les différentes étapes au
tableau, le 1 et f(1) par 2 et f(2) respectivement. Au passage, Louise parle de
I’importance de la rigueur mathématique dans 1’écriture. En effet, en plus des difficultés avec
les manipulations algébriques, elle remarque aussi que les éléves ne sont pas toujours
rigoureux dans D’écriture de leur solution. Elle leur fait remarquer quelques éléments
auxquels il faut faire attention par exemple ne pas oublier d’écrire le « prime » lorsque

f'(a) esten jeu.
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4.2.2.3 Introduction de la droite normale

Louise introduit le prochain sujet de sa legon : « Dans les exercices, on va aussi vous parler
de I’équation de la normale. » Elle ne s’attardera pas tres longtemps a ce concept. Elle en fait
d’abord une représentation graphique trés simple et intuitive. En effet, elle trace une droite au
tableau en disant que c’est une tangente méme si cette droite n’est ni tangente & quoi que ce
soit. Elle ajoute ensuite une droite perpendiculaire a la « tangente » en nommant I’endroit ou
elles se coupent, le point a (voir figure 4.17). Dans ce cas, il est légitime de nommer le point
d’intersection a, puisque le schéma n’est pas installé dans un plan cartésien. Cependant, on
peut penser que Louise a une image mentale plus formelle et est capable de visualiser
mentalement les implicites de la représentation (un plan, un point(a, f(a)), une courbe qui
passe par ce point et dont la premiere droite est tangente en ce point et la deuxieéme normale

en ce point). Par contre, on peut facilement douter que les €léves aient pu s’imaginer la méme

représentation que Louise.

Figure 4.17: Représentation d’une droite tangente et d’une droite normale a cette tangente
(21:13)

Apres avoir fait la représentation graphique, Louise demande aux éléves: « Quelle est la
particularité de deux droites qui sont perpendiculaires au niveau de leur pente? » Certains
éléves se souvenaient de cefte caractéristique et savent la formuler: « C’est 1’opposé de
I’inverse ». Louise utilise cette réponse pour donner une représentation algébrique des deux
taux de variation dans la situation qui les intéresse c'est-a-dire celui de la droite tangente et de
ta droite normale (voir figure 4.18). Ensuite, elle décrit en mots les étapes pour trouver

I’équation qui revient en fait & faire le méme processus que pour trouver |’équation de la
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droite tangente, en ajoutant cette transformation algébrique sur le taux de variation de la

droite tangente pour obtenir celui de la droite normale.

Figure 4.18: Taux de variation de la droite tangente et celui de 1a droite normale (21:48)

4.2.2.4 La fonction dérivée

Dans ce dernier épisode, Louise annonce dés le début son objectif: généraliser. Elle
commence en essayant de montrer aux éléves que le processus pour trouver Ja dérivée en un
point sera toujours le méme. Ainsi, elle conscientise, implicitement, les éléves a Iutilité
d’obtenir une formule plus générale. Elle reprend en fait la fonction qu’elle avait donnée

précédemment ( f(x) = 3x2—2x +5) et demande aux éléves quelle serait leur stratégie pour
trouver f'(2) . lls arrivent & donner la représentation algébrique nécessaire pour démarrer la
résolution. Elle ne leur demande pas de tout calculer, elle leur demande plut6t ce qu’il ferait
pour calculer /'(3). Sans écrire la représentation algébrique, le groupe s’entend pour dire

qu’il ferait la méme chose, mais avec 3. C’est & ce moment qu’elle dit explicitement qu’il

faudrait toujours recommencer le processus et qu’elle introduit le terme de fonction dérivée.

Aprés, I'objectif de Louise est de retrouver la représentation algébrique formelle de la
fonction dérivée. Elle met les €léves sur la piste en disant et écrivant : « De fagon générale,

f'(x)=...» 1l est intéressant de voir que ce sont les éléves qui effectuent les

transformations algébriques nécessaires pour passer de la formule de f'(a) vers celle
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de f'(x). Une fois la représentation obtenue (voir figure 4.19), Louise rappelle et introduit

différents termes et notations de la fonction dérivée. Elle parle alors de dérivée au

. d
point(x, f(x)), de pente de tangente, de f'(x), de dérivée de f par rapport & x, a’i’ et de
x

: d : :
dérivée de y par rapport a x, a’_y (voir figure 4.19). Finalement, elle demande aux éléves de
X

calculer f'(x) pour la fonction qu’ils ont déja travaillées, f(x) =3x2—-2x+5.

Figure 4.19: Différentes représentations pour la fonction dérivée (25:00)
4.2.2.5 Résumé de ’analyse de la séance #2

Analyse centrée sur ’enseignante :

a) L’enseignante conserve son habitude de faire des petits résumés. Dés le début, elle
résume le cours précédent et tout au long de la séance, elle rappelle souvent les

différentes représentations.

b) Elle prend parfois des « raccourcis » dans ses représentations verbales qui peuvent
réduire la rigueur de celle-ci. Par exemple, elle parle souvent du point @ quand en

fait, elle fait référence au point(a, f(a)) .

¢) Les roles de a, de b et de Ax ne sont pas explicités. En fait, avec la formule

li f(a+2ax)— f(a)
1m A

Ax—0

, il n’y a aucune référence a I’égalité a+Ax = b.
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Dans le calcul de I’équation y =mx + b, il n’y a aucune référence au changement du

réle de b.

L’utilisation de représentations graphiques est pratiquement mise de c6té, En fait,
dans toute la legon, on ne peut en voir qu’une seule dans le résumé du début. Elle fait
aussi référence a ce qui pourrait rappeler une représentation graphique lors de
I’introduction de la droite normale, mais elle est incompléte. Nous la qualifierons

donc de schéma.

Les registres algébrique et verbal dominent entieérement cette séance. En effet, dans

[’exemple, qui prend la majeure partie du cours, Louise n’a recours qu’a ces derniers.

Les représentations qu’elle utilise sont le plus souvent tres formelles. Nous pouvons
exclure I’égalité de la limite & 6 et sa représentation graphique de la droite normale.

Sinon, Louise a recours a des représentations institutionnelles.
Elle considére le processus de limite comme une substitution de Ax par 0.

En utilisant une représentation graphique « quelconque », I’enseignante prend une
fonction quadratique et les points a et b dans les premiers quadrants. Il y a une

tendance aussi au calcul d’une pente positive.

Analyse centrée sur les éléves :

A) Les éleves sont de plus en plus & I’aise & manipuler eux-mémes certaines

représentations algébriques. Par exemple, ce sont eux qui ont proposé & Louise la

généralisation de la représentation algébrique de f'(a) vers celle de f'(x) .

B) La confusion est encore présente chez plusieurs éléves par rapport a I’équivalence de

Ax et h. Nous doutons qu’ils comprennent réellement ce que ces symboles

représentent,



86

4,2.3 La troisiéme séance : dérivée et continuité

Dans cette séance, Louise fait comme a I’habitude et fait un petit résumé des derniers
concepts vus en classe. Ensuite, elle introduit quelques notions importantes concernant la
dérivée et la continuité. Elle fait d’ailleurs la démonstration formelle d’un théoreme. Par la
suite, elle revient sur la notion de limite, résumé qui sera utile aux éléves pour 1’examen.

Finalement, elle répond a des questions individuelles des éléves.

4.2.3.1 Résumé des derniers concepts vus

Le cours débute cette fois-ci par le commentaire d’une éleve. Elle s’exprime sur le fait qu’elle
est trés a Iaise a trouver des TVM ou TVI lorsque ceux-ci sont demandés de fagon explicite
et pour une fonction donnée, mais qu’elle se perd lorsqu’il s’agit de faire [a méme chose dans
un contexte ou les tdches ne sont pas explicites. Ce commentaire vient confirmer un probléme
que nous avons soulevé au premier chapitre. En effet, les éleves ont plus de difficultés avec
des problémes contextualisés ou des problémes de type non-routiniers. lfs sont plus a I’aise a

résoudre des exercices dans lesquelles la démarche a suivre est claire.

Louise associe ces difficultés a la recherche de mots-clés. Pour surpasser cette difficulté, elle
fait un résumé des différentes représentations des concepts de TVM et TVI. A travers cet
épisode, elle rappelle les synonymes utilisés pour le taux de variation moyen, TVM, pente de

fb)-fa)

la sécante et la représentation algébrique de celui-ci, 5
-a

. Ensuite, elle fait la méme
chose pour le taux de variation instantané. Elle parle du TVI, de la dérivée, de la pente de la

d, . . .
tangente, de f'(x) et degf. Au passage, elle précise un peu cette derniere notation. Pour

mettre en évidence que le « /» est pour le « nom » de la fonction & dériver et que le « x » est

la variable par rapport a laquelle on dérive, elle fait un exemple avec la fonction g(k) qui
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devient d—‘;’: Au fond, elle utilise différentes représentations dans un méme registre pour

rendre la notion plus claire. Elle se tourne ensuite vers la représentation algébrique de la

fera)-f() o
=)

dérivée que les éleves retrouvent assez rapidement : f'(x) = ]im
Axr—0

fait aussi allusion & la dérivée de fen un point particulier, mais elle conseille tout de méme

aux éléves de toujours commencer par f'(x) .

Jusque-1a, on peut remarquer que Louise n’a eu recours & aucune représentation graphique.
Cependant, elle pose une question qui la menera a en produire une (voir extrait 4.11). Par
cette question, Louise essaie de reprendre le concept en profondeur, au-dela des simples

procédures.

L :[...] Est-ce qu’il y a quelqu’un qui peut m’expliquer pourquoi il y a une limite qui
apparait dans la dérivée? Pourquoi la dérivée, c’est une limite?

E3 : Parce que la tangente, elle effleure le...
E16 : Cest le seul point qu’elle coupe.
E14 : C’est un petit peu plus a coté!

L : Ben, ce n’est pas si mal. Si vous vous souvenez, ¢’est qu’on était parti de la sécante. On
s’était pris deux points [elle fait la représentation graphique}...Eh ben, ce n’est pas si mal
aujourd’hui! On était parti de notre sécante. Donc ici, on avait un premier point, ici, on
avait un deuxiéme point. Entre les deux, on avait une variation de x. J’avais pris mon
point et je I’avais rapproché le plus prés possible [elle prend le deuxiéme point sur la
courbe et le déplace sur la courbe]. Si je le rapproche le plus pres possible, qu’est-ce qui
se passe avec delta x?

E16 : 1l tend vers zéro.

L : 1l tend vers zéro. Et on avait vu que la notion tendre vers zéro, comment on traduit ¢a? On
traduit ¢a avec la notion de limite. C’est siir que quand on I’a travaillé nous autres, on I’a
toujours fait approcher de ce bord la [limite a gauche], mais il approcherait aussi de ce
coté-la [limite a droite]. Donc, & gauche et a droite. La notion de limite a gauche, limite a
droite est toujours présente. Parce que ¢a [ f'(x)] a la condition que sa limite 4 gauche
donne la méme valeur que sa limite & droite.

Extrait 4.11: Discussion sur la dérivée et la limite (4:15)
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Nous nous arrétons d’abord aux représentations spontanées des éléves. Il est intéressant de
voir qu’un €leve parle de couper la courbe tandis que deux autres insistent sur le fait que la
droite ne fait qu’effleurer la courbe, ou s’en approcher. Cette derniere vision pourrait étre liée
a I’infini potentiel. Par contre, les éléves ne mentionnent jamais le processus du passage de la
droite sécante & la droite tangente. Nous pouvons ainsi se demander s’ils ont vraiment une
idée intuitive d’un processus infini ou s’ils ne considérent la droite tangente que comme un

objet fixe. Ce qu’ils décrivent est plus le concept de tangente en soi que I’idée de limite.

De son c6té, Louise semble reconnaitre que leur intuition est incompléte et rappelle
immédiatement leur point de départ, la droite sécante. Elle refait également le processus de
fagon visuelle en ayant recours a une représentation graphique. Dans son explication, elle se
situe clairement dans la vision de I’infini potentiel : « le rapproche le plus prés possible »,
« tend vers zéro ». Elle associe finalement ces représentations verbales au concept de limite.
Elle précise également le fait que la variation des x va « se rapprocher » de chaque c6té du
point souhaité. Ce qu’elle n’avait jamais fait jusqu’a maintenant en parlant de la dérivée (elle
ne mentionnait qu’un cdté), implicitement elle avait induit la croyance que Ax> 0. Elle
évoque ainsi I’idée de limite a gauche et de limite a droite qui lui servira dans la suite de cette

séance.

4.2.3.2 Un théoréme sur la dérivée et la continuité

Dans cette partie de la legon, Louise va faire une démonstration formelle du théoréme
suivant: si f(x) est une fonction dérivable en x =a, alors f(x)est continue enx =a .

Avant de commencer la preuve, Louise fait appel & I’intuition des éleves. En réponse a la
question « si une fonction est dérivable en un point, est-ce qu’elle sera continue en ce point »,
les éleves évoquent I’idée de limite & gauche et limite & droite. Maintenant que la réflexion
est installée chez les éléves, Louise commence la preuve. Elle produit d’abord la formulation

formelle de ce théoréme qu’elle écrit au tableau (voir figure 4.20).
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Figure 4.20: Représentation formelle du théoréme 4 démontrer (9:25)

Tout au long de la démonstration, Louise s’efforce de rendre le processus le plus clair
possible. Pour elle, le théoréme est important, mais le processus de démonstration semble
I’étre tout autant. Pour commencer la preuve, Louise dit: « On va partir avec f{x) est
dérivable en x=1 et on va démontrer que ¢a va vouloir dire, ¢a va impliquer [= ] que la
fonction f(x) est continue en x=a. Ok, 1a, vous remarquez que j’ai juste un bord. Dérivée,
continuité...on va prouver ¢a.» Ces propos ici servent a préciser le rbéle du signe
d’implication. En effet, elle met I’accent sur I’idée qu’on connait quelque chose et qu’a partir
de ¢a, on va en prouver une autre. Elle cherche aussi a préciser que I’implication est simple
(juste un bord). Cependant, cette représentation verbale conserve quelques sous-entendus.
Pour elle, il est clair maintenant que I’inverse de cette implication n’est pas compris dans la
démonstration. Ceci n’est peut-&tre pas si clair pour les éléves qui ne sont pas trés habitués au
concept d’implication. Ils n’auront probablement pas le réflexe de se demander si
’implication est simple ou double, et d’évaluer toutes les conséquences que cela pourrait

inclure.

Louise pose I’information connue: si la dérivée de fx) existe en x=a, donc

f(a+Ax)- f(a)

S@=1im ™ . Elle a effectué une conversion entre la représentation
Ax

-0

verbale et une représentation algébrique qui comporte cependant un sous-entendu : comme la
dérivée existe, cette limite existe aussi. Comme elle veut montrer que f(x) est continue, elle
veut déterminer les trois conditions pour qu’une fonction soit continue en un point. Nous
nous rappelons que ces conditions sont devenues assez procédurales pour les éleves. Ils
relient, le plus souvent, le terme « continuité » a ces trois conditions. Par contre, nous ne
pouvons pas conclure sur leur compréhension de ces conditions. Louise les écrit au tableau
(voir figure 4.21) et conclut que pour montrer que f{x) est continue enx = a, il suffit de

démontrer la derniére condition.
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Figure 4.21: Les trois conditions pour qu’une fonction soit continue en un point (10:47)

Cependant, la raison pour laquelle la démonstration de la troisiéme condition confirme aussi
les deux autres conditions n’est pas explicite. D’ailleurs, lorsqu’elle demande aux éléves s’ils
sont d’accord, leur « oui » est trés timide et peu convaincu. Elle continue en pointant ce qu’ils
connaissent (la définition de la dérivée) et met I’accent sur le premier terme du numérateur
fla+Ax). Louise commence alors une série de manipulations algébriques pour faire la

démonstration que la troisiéme condition est bien remplie. Elle suppose en premier que

x =a+ Ax, ce qui la meéne a I’égalité suivante : |1y /(¥) = ]1m /(@ + Ax). Quand elle

x—=a Ax—0
fait cette manipulation, son but est clair pour elle, mais il n’est peut-étre pas tout a fait

explicite pour les éléves. Elle n’a pas encore précisé¢ qu’elle cherche a transformer la

représentation  algébrique |1 f(x)  vers la  représentation  algébrique
. a+Ax)—- f(a . )

f(a)= lIim J( Ai /(@) . Elle a fait quelques sous-entendus en pointant souvent ce
Ax—0

qu’elle connait (la dérivée) par exemple, mais elle n’a pas formulé son objectif précisément.
Dans cette conversion, elle a explicité qu’elle donne une valeur a x qui est a+Ax et que donc,
X — a devient a+Ax — a et que celui-ci a son tour devientAx — 0. Ceci reste un

processus de transformation algébrique assez difficile pour les éleves. De plus, I’abus de

J(x+Ax) - f(x)
Ax

langage est présent & nouveau. Quand on calcule |im
Ax—0

, il est sous-

entendu que Ax est un infiniment petit lié¢ a x et que x +Ax tends vers x quand Ax tend vers

zéro. L’enseignante a pris a+Ax quand Ax tend vers zéro, alors a + Ax = a.
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Par la suite, elle précise qu’elle désire obtenir la définition de la dérivée de f{a) a partir de

lim /) =]1m f(a + Ax). L’objectif devient probablement plus clair pour les éléves,

x—a Ax—0
mais les raisons de ce processus ne le sont peut-étre pas. Elle poursuit donc les
transformations algébriques. Louise fait deux étapes de fagon assez semblable. D’abord, elle

soustrait et ajoute le f{a) et utilise une propriété des limites pour obtenir la représentation

suivante : [y f(a+Ax) - f(a) + ]|1m /(@) Ensuite, elle divise et multiplie Ax et fait

Ax—0 Ax—0

appel & une autre propriété des limites pour avoir la représentation suivante:

lim J(a+hx) - J(a) *limAx+]im f(@). Pendant ces transformations, Louise

Ax—0 Ax Ax—>0 Ax—0

insiste sur le fait que les expressions doivent toujours rester €quivalentes. Elle traite les
propriétés des limites en assumant que les éléves les connaissent bien et en ne vérifiant pas
les conditions qui y sont attachées. En effet, elle ne fait qu’évoquer les propriétés des limites
en général et ne spéeifie pas & laquelle elle fait référence. De plus, pour pouvoir « séparer les
limites » comme elle dit, les limites doivent exister, elle ne le vérifie cependant pas. La
transformation devient confuse pour les éléves. Une éléve se demande d’ailleurs comment

’enseignante arrive a ces représentations.

Finalement, Louise évalue les limites dans la derniére représentation qu’elle a obtenue. Elle

obtient assez rapidement, puisque c¢’était ’objectif de toute fagon, que

Iim Jlatdn)- (@) f'(a). Ensuite, elle évalue ]|imAx. Elle arrive aussi

Ax—0 Ax Av—o

rapidement & zéro ne donnant pas vraiment d’explication. Finalement, elle évalue

]im / (@). Louise s’attarde un peu plus longtemps sur cette limite et fait méme appel a un
Ax—0

exemple. Elle prend la |1 3 pour expliciter le fait que la limite d’une constante donne la

x—5

constante. Elle se retrouve alors avec la représentation algébrique f'(a)-0+ f{a) qui lui

donne évidemment f(@). Elle conclut en rappelant qu’elle est partie de |3 f(x) et qu’elle

X—=a

est arrivée a I’égaler a f{a).
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Avec toutes ces manipulations, les éléves ont pu perdre de vue I’objectif qui était de montrer
que f(x) respectait la troisiéme condition pour la continuité d’une fonction en un point, ce qui
impliquait les deux autres conditions et ce qui impliquait que le théoréme était vrai. Nous
pensons que la conclusion est un peu rapide. En effet, Louise a fait quelques conversions
mentales pour y arriver. Par exemple, dans son discours, elle dit que la fonction est continue
grace aux manipulations qu’ils ont fait et au fait que la dérivée existait. Par contre, on ne sait
pas en quoi ¢’est important que la dérivée existe et ce, parce qu’elle n’a pas rendu les
conditions de I’utilisation des propriétés des limites explicites. En effet, dans le processus que
Louise a fait, on pourrait ne pas se soucier que la fonction est dérivable ou non. Elle reconnait

que |im Jla+Ax) - (a) * [imAx est égale & f'(a)e0, mais ne précise pas que

Ax—0 Ax Ax—o0

f'(a)doit absolument exister pour que Ion puisse poursuivre les manipulations.

Probablement que cela est évident pour elle. Elle ne pense donc pas a le préciser aux éléves.
Il faut remarquer qu’il y a trés peu de démonstrations dans ce cours. En accord avec le
programme de sciences de la nature du Cégep observé, le premier cours veut seulement
initier les éléves a la démonstration en en faisant au tableau avec eux. Plus tard dans leur

programme, ils devront pouvoir réaliser eux-mémes des démonstrations.

Enfin, elle dit aux éléves qu’ils doivent retenir seulement le théoréme, mais elle revient sur le
processus qu’elle a utilisé pour le démontrer (voir extrait 4.12). Pour ce faire, elle reste dans

le registre verbal et énumeére les étapes sans nécessairement les justifier.

L: [...] Vous voyez comment je suis partic. On connait ¢a [la dérivée] pour montrer la
continuité, pour prouver la continuité j’ai & démontrer ¢a... [...] Posons nos affaires et tout
simplement aprés ¢a, on ajoute, on enléve, on multiplie, on divise. Il faut toujours s’assurer
de garder les mémes choses. ..

Extrait 4.12: Résumé du processus de démonstration (18:09)
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4.2.3.3 Application d’une implication logique sur un théoréme

Dans cet épisode, Louise effectue en fait une implication logique qui veut que si A= B, donc
«non B»= «non A ». Nous avons donc le théoréme « si f{x) est une fonction dérivable en
x=a, alors elle est continue en x=a» et on obtient que «si f{x) n’est pas continue en
x=a= f{x) n’est pas dérivable en x=a ». Cette implication n’est probablement pas évidente
pour les éléves qui connaissent peu de notions de logique. Pour aborder cette fagon de voir le
théoréme, Louise I’amene sous forme de question : « Si une fonction n’est pas continue, est-
ce qu’elle est dérivable? Si une fonction est discontinue en un point x=a, est-ce que la dérivée
de f{a) va exister? » Intuitivement, plusieurs éleves répondent non, mais un éléve répond oui.
Pour pouvoir trouver la réponse, Louise évoque « les trois conditions de discontinuité ». En
fait, il s’agit de trois cas ou la fonction peut étre discontinue. 11 est important de comprendre
qu’il n’est pas nécessaire que la fonction réponde aux trois « conditions » pour affirmer sa
discontinuité, ce qui €tait le cas pour les trois conditions pour la continuité. Louise n’explique
pas cette subtilité et les éleves ne la releveront peut-€tre pas d’eux-mémes. Elle commence
par le cas ol f{a) n’existe pas. On comprend que pour chaque cas ou une fonction est

discontinue, elle vérifiera si la dérivée existe.

Pour le premier cas, f{a) n’existe pas, Louise régle la question assez rapidement. En fait, elle
pose la question aux éléves en prenant une représentation verbale assez suggestive: « Si f{a)
n’existe pas, est-ce que je peux avoir une pente de tangente & un point qui n’existe pas? » La
question comporte en fait déja une certaine transformation de la représentation. En effet, elle
commence en parlant de f{a) qui n’existe pas et aprés elle parle d’un point qui n’existe pas.
Elle a interprété f{a) comme le point (a, f{a)) qui ne peut pas exister puisque f{a) n’existe pas.
Elle part ensuite de cette idée pour préciser que ce genre de démonstration est intuitive et

donc informelle (voir extrait 4.13).
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L : Ca veut dire qu il n'y a pas de pente de tangente au point en x égal a a [x=a]. Pis s’il n’y
a pas de tangente, il n’y a pas de pente. Pis s’il n’y a pas de pente, il n'y a pas de dérivée. Ca
c¢’est une démonstration intuitive. Ce n’est pas une démonstration formelle. C’est juste pour
vous permettre de comprendre. [...]

Extrait 4.13: « Démonstration intuitive » (20:32)

Elle observe maintenant la deuxieéme raison pour laquelle une fonction serait discontinue en

un point: si la ]y f(¥) n’existe pas. Louise traduit cette représentation verbale par la

x—a

représentation algébrique suivante : |1 /(¥) # [im./(x). De 13, I’enseignante effectue

x—a” x—a®
une autre conversion. Elle passe a la dérivée. Comme la dérivée est aussi une limite, quand
on calculera la dérivée, la limite a gauche et la limite & droite ne seront pas pareilles et donc,
la dérivée n’existera pas. Nous pensons que cette derniére conversion ne sera pas facile pour
les éléves. En effet, ils sont habitués de calculer la dérivée sans passer par la limite & gauche
et la limite a droite. De plus, quand ils ont vus la représentation graphique du concept, ils
n’ont fait la limite que d’un c6té. En début de cours, Louise a parlé du fait qu’au fond, la
variation des x diminue de chaque ¢6té du point observé, mais c’était la premiere fois qu’elle
le disait explicitement. Nous doutons que tous les éleves aient pu comprendre cette idée. Pour
renforcer son explication, elle demande aux éléves de lui donner un exemple « de limite a
gauche différente de limite & droite ». Un éleve évoque une fonction discontinue par saut.
Louise ne conserve pas cette réponse et précise qu’elle cherche un exemple graphique. C’est
finalement elle qui trace une fonction et les tangentes en un point de discontinuité qui n’ont
évidemment pas la méme pente (voir figure 4.22) ce qui permet de conclure que la dérivée

n’existera pas en ce point.

Figure 4.22: Représentation graphique d’une fonction discontinue (22:53)
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Enfin, méme si la limite existe en un point de discontinuité, cela n’implique pas que la
dérivée existe. Louise illustre également ce troisiéme cas & ’aide d’une représentation
graphique (voir figure 4.23). Elle demande aux éléves s’il serait possible de tracer la

tangente au point de discontinuité.

Figure 4.23: Une fonction discontinue en un point (23:30)

Dans ses explications verbales et avec ses gestes, elle insinue qu’il serait possible de tracer
plusieurs tangentes (voir une infinit¢) et que cela n’a pas de sens. Elle en conclut que la
fonction n’est pas dérivable en ce point. En fait, dans cette fonction, le probléme n’est pas
qu’il existe une infinité¢ de tangente, c’est plutét qu’il n’en existe aucune. Cependant, pour
expliquer cette conclusion, nous avons besoin de la définition de Ia tangente'’, ce que

I’enseignante n’a pas introduit dans son cours.

Finalement, elle peut conclure que si une fonction n’est pas continue en un point, elle n’est

pas dérivable en ce point.

' Certaines définitions de tangente 4 la courbe évoquent I’idée que celle-ci doit former un angle nul
avec la courbe au point de tangence et pour mesurer cet angle, on peut faire appel au concept de cercle
osculateur.



96

4.2.3.4 L’implication inverse du théoréme

Dans cet épisode, Louise observe I’implication inverse du théoréme qu’ils ont prouvée en
début de legon. C'est-a-dire, qu’elle cherche a savoir «si une fonction est continue, est-ce
qu’elle est dérivable? » Elle utilise encore une fois plusieurs fagons de formuler sa question

(est-ce que f'(x) existe si la fonction est continue?). Les avis sont mitigés parmi les éléves,

mais Louise leur donne la réponse assez rapidement en leur disant que pour prouver que ¢a

ne fonctionne pas, il suffit de donner un contre-exemple. C’est aussi Louise qui propose
d’observer la fonction f(x) = ‘x‘ . Elle a probablement recours a cet exemple parce qu’ils ont

déja démontré en classe que cette fonction était continue. Elle s’intéresse particuliérement au
point x=0 et une éléve lui demande pourquoi. En fait, on peut remarquer que Louise a dit
qu’elle voulait un contre-exemple, mais peut-étre que ce que représente un contre-exemple
dans cette situation n’est pas clair pour les éleves. Qu’est-ce qu’on cherche en fait en

observant cette fonction?

1l s’agit de déterminer si f'(0) existe. Elle se tourne alors vers la représentation graphique

(ou géométrique, elle utilise les deux termes) et la représentation algébrique de la fonction
valeur absolue de x. Elle annonce qu’elle coordonnera les deux représentations. Un éléve fait
remarquer a Louise que f{0) existe avec un ton qui indique que pour lui le probléme s’arréte
[a. Il nous donne un indice qu’il n’a pas vraiment compris I’enjeu de la situation. Quand elle
demande aux éléves de prédire ce que serait la dérivée a zéro, certains pensent que ¢’est zéro
et d’autres pensent qu’elle n’existe pas. Elle fait alors la limite a gauche et la limite a droite.
Pour bien exprimer ces deux concepts, elle utilise des gestes et trace les tangentes sur la

représentation graphique et les représentations algébriques des deux limites sous une forme
un peu inhabituelle (f'(07)=-1 etf'(0")=1). Pour arriver & cette représentation

algébrique, les éléves ont effectué une conversion a partir de la représentation graphique. Ils
ont été capables de déterminer la valeur de la pente a partir du graphique. IlIs peuvent en

conclure que la limite & gauche est différente de la limite a droite.
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Louise reformule ensuite sa question en ajoutant un élément important : « si la fonction est
continue, alors est-ce que la dérivée existe toujours? » Cette représentation particuliere améne
une éleve a affirmer que « ¢a pourrait exister ». Alors, Louise renforce son affirmation en
disant que « ¢a ne veut pas dire que ce n’est jamais vrai. Mais ce n’est pas toujours vrai. »

L’enseignante leur donne un autre contre-exemple a I’aide de la représentation graphique de

la fonction \/; . Cet exemple est spontané, en ce sens qu’elle n’avait probablement pas prévu
le donner. Les représentations verbales qui ’accompagnent possédent beaucoup de sous-
entendus (voir extrait 4.14). En effet, elle ne mentionne pas le concept de limite, méme si elle
y fait référence. Parce qu’en fait, elle fait la limite & droite et la limite a gauche de la fonction
et non la dérivée a droite et la dérivée a gauche pour x = 0. C’est intéressant de signaler que
les représentations graphiques pour introduire le TVI utilisées par I’enseignante sont liées au

calcul de la dérivée par la droite seulement.

L. : [...] Parce qu’a zéro, on est sur un intervalle, la fonction est continue si ¢’est zéro un petit
peu plus, mais quand je fais la dérivée d’un petit peu plus et d’un petit peu moins et la, le un
petit peu moins n’existe pas donc la dérivée n’existerait pas la! [...]

Extrait 4.14: Etude de la dérivabilité de la fonction \/; en x=0 (28:42)

Pour finir cet épisode de la legon, elle repose les questions qu’ils viennent d’observer soit :
Est-ce qu’une fonction dérivable est continue? Est-ce qu’une fonction continue, sa dérivée
existe toujours? Si une fonction est discontinue, est-elle dérivable au point de discontinuité?
En fait, elle avertit les éléves que ce sont ces trois choses qu’ils doivent retenir. De plus, pour
la premiere fois depuis le début des observations, Louise fait référence au manuel de fagon
explicite pour autre chose que des exemples ou des devoirs. En effet, elle indique aux éléves
les pages du manuel a consulter sur le contenu de la legon (Hamel et Amyotte, 2007, p.81-

83).
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4.2.3.5 Résumé de la notion de limite : des procédures

Pour terminer la partie théorique du cours, Louise décide de poser des questions sur quelques
éléments de la notion de limite en vue de I’examen. Ce résumé, depuis le début, est trés axé
sur les procédures a utiliser dans différents cas d’indétermination. En fait, ¢a devient
rapidement un jeu d’association entre un cas d’indétermination et la stratégie a adopter pour
le « lever ». De plus, c’est presque toujours le méme €léve qui répond aux questions. Un
moment intéressant est quand elle corrige I’éléve en question qui dit I"infini négatif qu’elle
associe a I’idée d’un peu moins que I’infini. Louise a cru important de préciser « qu’un peu

moins que I’infini, ¢a n’a pas de sens ».

42.3.6 Trois explications d’un méme exercice

Le reste de la legon est dédié au travail individuel ou en équipe. Pendant ce temps, Louise est
disponible a I’avant de la classe pour répondre aux questions. Il se trouve que dans cet
épisode tous les éléves semblaient avoir des problémes avec le méme exercice (voir figure
424, #2). En effet, elle a expliqué I’exercice deux fois avant que deux autres éléves lui
demandent la méme explication et qu’elle décide de le faire en grand groupe. Dans les
prochaines lignes, nous allons observer I’évolution de I’explication de Louise & travers son

utilisation des représentations.



99

CEXCRCICES 8.6
| 3 13 - s v, ;" A
1, Déermine les ks reglton A0 I puns temwratles Lo fepatmy Vs )vest pat

Sérivubte Higuge 2121 Juskilg voare repnase.

FlGirRE 2.2 ¥ =
NEd

- te

!
} MY
e
4 -
o
¥
. i
R s
i - s
7 -, Py o .
— Al l"" ’J-“"_“ r % o
b "I SN ! 7 ]
,.\-’_‘
e
l e [
"
/
2|
Sl 1 bonctan contime (3] = | i
Sl 1

1 av Monweegque /x| s derivableeny = 3
i bE Monlzez gue f1x)a'esl pus Sémmahlo o6 X = 1
Figure 4.24: Exercice #2 (Hamel et Amyotte, 2007, p.84)

Les deux premieres explications sont faites a deux éleves séparément. Malgré qu’il s’agisse
du méme exercice, les explications de Louise sont assez différentes dans ’ordre des
représentations utilisées ou dans sa stratégie d’intervention générale. Pour la premiére éléve,
Louise entre immédiatement dans la question du manuel. En effet, elle traduit directement la

question a ’aide d’une représentation algébrique, c'est-a-dire a ['aide de la définition de la

. 3+Ax)- f(3 ) ) .
dérivée: llm J( )= J( ). D’ailleurs, I’enseignante mentionne a chacune des
Ax—0 A.:C

personnes aidées et méme au reste de la classe, que cette étape doit devenir un automatisme,
On peut parler d’un encouragement vers ’apprentissage d’une procédure & mettre en pratique
lorsque certains mots-clés sont reconnus. Pour pouvoir suivre la procédure qu’elle a mise en

place avec les éléves, soit évaluer f(3+Ax) et f(3) d’abord, elle effectue une
transformation algébrique sur I’équation de f(x). En fait, il s’agit de passer de la forme

valeur absolue a la forme fonction par partie. Cependant, dans le cas de la premiere éleve,
elle fait cette transformation de fagon assez implicite. Elle passe d’une forme a I’autre sans

représentation algébrique intermédiaire et sans trop d’explications verbales non plus. Ces
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sous-entendus occastonnent d’ailleurs quelques confusions chez I’éléve qui n’apparaitront

que plus tard.

L’évaluation de f(3+ Ax) ne se fait pas sans difficulté. En effet, I’éléve a beaucoup de
difficulté & comprendre la manipulation algébrique nécessaire. Louise a besoin d’avoir
recours a son « truc » de la boite. Méme avec cette approche, elle doit aussi utiliser un autre

exemple ( f(x) = 2x+5). Cet épisode est particuliérement intéressant (voir extrait 4.15).

L :[...] Regarde, sije te donne ¢a [ f(x) = 2x + 5 ].-Juste ¢a. Si je te demande de me faire f
de trois plus delta x [ /(3 + Ax) ], qu’est-ce que tu me fais?

E16 : Je vais faire 2 fois trois plus delta x plus ¢ing.

L:[2(3+ Ax) + 5] Hmm. C’est exactement ¢a que tu me fais ici. L, je te dis f de x vaut x
moins un [ f(x) = x —1] . Fais-moi f de trois plus delta x [ /(3 + Ax)].

E16 : Ben je fais f de trois plus delta x moins un.

L : Reprends, je n’ai pas bien compris, je pense!

E16 : Trois plus delta x. ..

L:[f(3+Ax) =3+ Ax—1]Ouinc’est ¢al C’est parce que tu m’as mis un f devant!
E16 : Ah ok!

L : C’est pour ¢a que je ne savais pas si tu voulais me rajouter un f. Donc, ¢a veut dire que ¢a
va me donner deux plusdeltax [ f(3+Ax)=3+Ax—-1=2+Ax].

Extrait 4.15: Pour évaluer /(3 + Ax)

En fait, Louise prend I’exemple pour mettre en évidence qu’elle remplace x par 3+ Ax. Elle
demande & I’éléve comment elle ferait pour évaluer f(3+ Ax) quand f(x)=2x+5.

Cependant, ¢’est I’enseignante qui écrit. Alors, quand I’éleve lui répond qu’elle aurait « 2 fois
trois plus delta x plus cing », nous pouvons nous demander si I’éléve a vraiment appliqué le 2

a (3+ Ax) ou seulement au 3. C’est Louise qui met les parenthéses (2(3 + Ax) + 5 ), mais on

ne sait pas si I’éléve aurait fait de méme. Finalement, Louise continue d’avancer et obtient la
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nouvelle représentation de f(3+ Ax), soit 2+ Ax. Ensuite, elle a aussi besoin

d’évaluer f(3) . Pour ce faire, elle n’a recours qu’a une représentation verbale. En effet, elle
fait le processus de transformation de fagon mentale, méme si I’éléve doit prendre un temps

de réflexion, elle semble étre d’accord avec la nouvelle représentation de f(3), soit 2. Elle

arrive assez bien par la suite & obtenir les nouvelles représentations algébriques pour la

dérivée et conclue que la dérivée existe pour x = 3.

Aprés, Louise propose de calculer f'(1) comme le manue! P’indique. Pour démarrer
I’exercice Louise effectue d’abord a I’aide de I’équation de f(x) qui est par partie une

prédiction ou une anticipation de la réponse ce qui lui permet d’élaborer une stratégie de
résolution. Cette étape est tres pertinente, mais elle semble rester implicite pour I’éléve. En
effet, Louise fait cette étape de fagon verbale en utilisant des représentations qui contiennent
des sous-entendus. Par exemple, elle dit : « Sauf qu’a gauche et a droite, ma limite n’est pas
la méme chose. Je ne serai pas dans la méme partie de fonction, » Considérant le fait que

I’éléve a eu de la difficulté a comprendre la représentation de f(x) par partie et a
évaluer f(3+ Ax), on peut penser que cette explication de Louise est incompléte pour
I’éléve. En fait, Louise évalue mentalement f(I1+ Ax) quand Ax tend vers 0" et vers 0",
Effectivement, plus tard, I’éléve est perdue. Elle ne sait plus comment évaluer f(1+ Ax) et

¢’est pourquoi Louise produit un schéma pour "aider a visualiser la fonction par partie (voir

figure 4.25).

Figure 4.25: Schéma pour visualiser la fonction par partie (44:48)

Mentionnons qu’en faisant le schéma, Louise parle de ce qui se passe «avant» et

« aprés » x =1, mais elle ne discute pas de ce qui se passe a x =1.Elle parle aussi du c6té
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« positif » et du c6té « négatif ». Cette représentation verbale peut étre difficile & comprendre
pour I’éléve qui distingue habituellement ces deux « ¢6tés » a partir de zéro, alors que dans

ce cas, la valeur critique est 1.

Le schéma semble é&tre utile pour [Iéléve et elles obtiennent finalement
que f(14+Ax)=—-(1+Ax)+1=-1-Ax+1=-Ax. On remarque que Louise a rendu les
représentations algébriques « intermédiaires » plus explicites cette fois-ci. Par contre,
lorsqu’il s’agit d’évaluer la limite, elle n’explique plus ce qu’elle fait. En fait, elle passe

iy L0+ 40— 1)
et LY

directement de la représentation la  représentation

. —Ax - - :
hm— = -1 et ce, autant pour la limite & gauche que la limite & droite. On observe
Ax—0"

également que Louise ne parle pas de (1), elle ne mentionne que ¢’est égal a zéro. Cette

étape est complétement mentale.

Finalement, c’est en faisant plusieurs transformations et conversions de fagon sous-entendues

A fO) o SO89 - £0)
Ax 1111 Ax

=1. L’éléve est

que Louise obtient |1m

Ax—0"
capable de faire la derniére étape soit de comparer les deux limites et conclure que la dérivée
n’existe pas au point x =1. Par contre, elle continue a poser des questions, lorsque Louise
essaie de généraliser la dérivabilité de la fonction valeur absolue. En effet, I’éléve se
demande pourquoi 1 est la valeur critique dans ce cas. Cette interrogation nous donne un
indice comme quoi certaines représentations utilisées précédemment par I’enseignante ne
sont pas bien comprises. En premier lieu, la représentation de I’équation de la fonction
comme une fonction par partie aurait pu faire comprendre a I’éléve pourquoi 1 est une valeur
critique. De plus, le schéma aurait aussi pu lui fournir cette information. Par contre, on peut
penser que comme certaines conversions et transformations appliquées sur ces
représentations soient restées sous-entendues, I’éléve n’a peut-€tre pas pu conceptualiser les

notions mises en évidence par ces représentations et ainsi, ces derniéres ne jouent pas un
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aussi grand role qu’elles auraient pu. Enfin, Louise discute tout de méme sur la valeur
critique de la fonction valeur absolue. Elle fait apparaitre ce qui pourrait s’apparenter a une
représentation graphique, mais trés spontanée. C'est-a-dire, qu’elle utilise ses mains pour
former le V du graphique de la fonction valeur absolue. Par contre, méme si I’éléve est

capable de voir que la valeur critique est a la pointe de ce V, nous doutons qu’elle puisse faire
I’association entre la représentation algébrique ( f(x) = /x - 1’) et le graphique. Comme cette

représentation n’est pas installée dans un plan cartésien, il peut étre difficile pour I’¢léve de
conceptualiser que ce -1 dans |’équation fait subir une translation au « V », ce qui change la

valeur critique. Encore une fois, cette coordination comporte des sous-entendus.

Dans sa deuxieme explication, Louise décide de discuter de la fonction valeur absolue au tout
début. Elle pose alors des questions a 1’éléve sur le processus de la fonction pour qu’elle

rende toujours une valeur positive. Elle fait aussi des représentations algébriques et verbales

intermédiaires pour rendre la transformation de [I’équation de f(x)=‘x—1‘ a

-x+1 si x<l _ o ) ' . R
f(x): i plus claire. Ainsi, par la suite, lorsque Louise produit le méme
x-1 si x21
schéma que pour I’éleéve précédente, cet éléve semble mieux comprendre et participe méme a
sa production. C’est lui qui questionne Louise sur la valeur critique x=/. Il remarque que le
schéma a un point fermé et un ouvert a x = / (voir figure 4.25). On peut penser que I’éléve
comprend mieux la situation. Il est conscient qu’il y a une valeur critique et aussi du
processus de la fonction. Par contre, nous ne pouvons confirmer que cela est dii au fait que

Louise a rendu ces actions plus explicites. Cependant, nous pouvons quand méme remarquer

que les conversions entre différentes représentations sont plus claires.

Ce n’est qu’aprés avoir fait ces observations que Louise commence ’exercice. Pour la
premiére partie de I’exercice, ’enseignante rend plus explicite ses manipulations. Par

exemple, aprés avoir évaluée a part f(3+Ax) et f(3), elle continue le calcul

fB+A0)-f(3) _ 2+ Ax -2 Ax

'3 =1 i =y — =1. Il faut mentionner
O=lim™ " “lm—— ~limy,
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également que I’évaluation de  f(3+ Ax) et f(3) n’a pas causé de difficulté a cet éléve.

Pour ce faire, Louise a utilis¢ le schéma et comme il semblait bien le comprendre les

manipulations ont été bien faites. Aussi, avant de simplifier |{y— =1, I’éléve a eu le
Ax—0

réflexe d’évaluer la limite. Evidemment, il arrivait a une indétermination, mais il s’est vite

rendu compte qu’il pouvait simplifier I’expression et obtenir 1.

Dés que Louise a écrit la deuxiéme partie de I’exercice, f'(1), I’éléve a reconnu que x = / est

une valeur critique. En fait, il dit : « C’est 1a que ¢a change ». Nous pensons que le processus
explicite de transformation et de conversion (équation, schéma) a contribué a cette remarque
de I’éleve. L objectif est déja plus clair pour lui. A I’aide, du schéma, il a pu prédire que Je
processus de résolution ne serait pas le méme. D’ailleurs, cette fois, pour élaborer sa stratégie
de résolution, Louise fait une prédiction du probiéme plus explicite. L’¢éléve est facilement
capable de repérer I’objectif, calculer la limite & gauche et la limite a droite et les comparer.
Pour évaluer ces deux limites, I’enseignante est aussi plus explicite. En effet, comme

pour f'(3), elle utilise des représentations algébriques écrites pour exprimer toutes les étapes
de la transformation. Elle prend aussi soin de discuter de f(1) a haute voix et d’écrire le

zéro dans une représentation, ce qu’elle n’avait pas fait dans I’explication précédente. Pour la
limite a droite, elle va un peu plus vite, mais elle s’assure tout de méme que 1’éléve

comprend. En effet, elle remplace directement le f(1+ Ax) etle f(1) dans la représentation

de la limite. C'est-a-dire qu’elle les évalue mentalement et effectue la transformation de la
limite en méme temps. Comme elle avait rendu le processus explicite dans [’exemple
précédent (avec la limite & gauche), nous pensons que I’idée de le faire mentalement cette fois
est intéressante. En effet, nous pouvons penser que I’éléve avait bien compris le processus
pour la limite & gauche. Alors, il est intéressant de pousser le degré de conceptualisation un
peu plus loin en faisant appel a des représentations mentales (comme on s’est d’abord assuré
que le processus était clair). L’éléve semble pouvoir suivre en faisant aussi un certain
processus mental et arrive a conclure que la fonction n’est pas dérivable en x = /. On peut
mentionner que cette fois Louise n’a pas recours & une représentation graphique. Méme si la

précédente était spontanée (le V avec les mains), elle ne s’y réfere pas pour cet éleve.
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Comme deux autres €léves viennent poser la méme question, Louise décide, en accord avec
le groupe, de faire ’exercice au tableau. Nous ne parlerons que de certains €pisodes de cette
explication puisqu’elle ressemble beaucoup a celle faite au deuxieme éléve, dans I’ordre des
interventions et dans les représentations utilisées. En effet, elle commence par étudier la
fonction valeur absolue en effectuant explicitement les transformations algébriques sur
I’équation de f(x) et en produisant le méme schéma que précédemment. Dans son étude de
la fonction algébriquement, elle ajoute des exemples dans le registre numérique (elle calcule
‘5| et ‘— 3‘) pour rendre explicite le processus de la fonction. Un éléve parle de ce qui se

passe a x = / et Louise précise que le 1 pourrait étre associ€ a I’une ou I’autre des parties de
la fonction, mais que par convention, elle le met avec la partie associée aux valeurs plus

grandes que 1.

Une autre discussion qui a eu lieu lors de la résolution de I’exercice en groupe concerne la
continuité. En effet, un éléve avait la conception que comme ¢’est une fonction par partie,
elle était discontinue (conception intuitive que ’on trouve chez les étudiants et certains
enseignants, voir Hitt, 1994). Louise a di rectifier cette idée en précisant que la fonction était
bel et bien continue. Elle a aussi ajouté qu’elle était continue, mais non dérivable. Les

conditions de la continuité d’une fonction n’ont pas €té €voquées.

Plus tard, aprés qu’elle ait déterminé la stratégie a adopter (limite a gauche et limite a droite)
et qu’elle ait évalué la limite a gauche, elle se rend compte que les éleves ne sont pas
concentrés. En effet, comme elle continuait de leur poser des questions régulicrement, elle a
bien observé qu’elle avait de moins en moins de réponse. Alors, elle a pris une courte pause

et a repris ses explications a partir du calcul de f'(1) et a pu terminer I’exemple.

Enfin, nous voulons ajouter que Louise dans son vocabulaire fait souvent référence a I’infini

potentiel. Elle parle souvent de s’approcher vers la gauche ou la droite. Cette vision est aussi
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ressentie dans le traitement de son schéma. Elle parle de sa « position » par rapport & un

« avant » ou « apres » et elle ne mentionne que rarement ce qui arrive quand x =/. D’ailleurs,

on peut aussi se poser la question pourquoi elle utilise ce schéma. Il est vrai qu’il est utile et

amene des ¢léments importants pour la compréhension des €léves, mais la question est :

pourquoi pas un graphique? Depuis le début de nos observations, Louise est attachée a des

représentations qui sont plus formelles, il est étonnant de voir comment cette fois, elle utilise

une représentation fonctionnelle. Qui plus est, les éléves qui sont venus la voir

individuellement semblaient connaitre I’allure du graphique de la fonction valeur absolue.

4.2.3.7 Résumé de ’analyse de la séance #3

Analyse centrée sur I’enseignante :

b)

d)

Louise a rarement recours, de fagon intuitive a une représentation graphique.
D’ailleurs, elle n’en utilise aucune (une seule référence en faisant le graphique avec

ses mains) lors de ses explications individuelles aux éléves.

Louise pose encore beaucoup de questions aux él¢ves et fait parfois appel a leur
représentation spontanée ou intuitive. Par exemple, elle leur demande leur idée sur le
théoréme qu’elle énonce avant de le prouver. Elle améne souvent les théorémes sous

forme de questions.

Elle utilise le signe d’implication et quelques régles de I’implication (logique), mais
elle ne rend pas ce processus explicite aux éleves. Par exemple, elle mentionne que la
fleche (I’implication) est seulement d’un c6té, sans préciser ce que cela comporte

comme conséquence.

On retrouve beaucoup de sous-entendus dans les explications de Louise. Par contre,
on voit qu’elle ajuste son utilisation des représentations et rend les processus plus
explicites pour les éléves. En effet, lors de sa deuxieéme explication, elle utilise plus

de représentation et les actions posées sur celles-ci sont plus claires.
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e) Elle répéte souvent que I’association entre la dérivée (et les différents synonymes en
mots) et sa représentation algébrique (la limite) doit devenir un automatisme. Nous
associons ces répétitions a la promotion d’un apprentissage plus axé sur les

procédures que sur une approche conceptuelle.

f) Le discours de I’enseignante est souvent |ié & une vision de I’infini potentiel.

Analyse centrée sur les éléves ;

A) Les éléves éprouvent plus de difficultés avec les problémes contextualisés ou de type

non-routinier. En effet, une éléve en a fait mention explicitement.

B) Leur vision de I’infini est liée a I’infini potentiel. Ceci est peu étonnant étant donné

que 'enseignante utilise des représentations trés liées a cette vision.

C) Il est difficile de dire si les éléves comprennent bien le processus de limite liée a la
dérivée. En effet, on peut imaginer qu’ils ont une image plus associée a la droite
tangente en tant qu’objet statique qu’au processus qui transforme une droite sécante

en droite tangente.

4.3 Analyse des séances en classe de Josée

4.3.1 La premiére séance : Vers la dérivée

La premiére chose que Josée fait & chaque cours est d’écrire un ordre du jour au tableau. Pour
aujourd’hui, le menu est un retour sur le mini-test fait la veille, la vitesse moyenne et la
vitesse instantanée, la droite tangente. Bien que les éleves ne sachent pas encore
nécessairement & quoi servent ces termes, ils ne manqueront pas de le consulter pour

répondre aux questions de I’enseignante tout au long de la legon.
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Donc, telle qu’elle I’a annoncé, Josée fait une bréve allusion au mini-test qu’ils ont fait
pendant le cours précédent. Elle précise qu’elle est trés contente des résultats et que le seul
¢lément qu’elle a remarqué était au niveau de la rigueur mathématique. En effet,
I’enseignante annonce aux €léves qu’ils ont eu de la difficulté avec I’écriture. Cette remarque
nous prévient que Josée est trés attachée a la rigueur mathématique. Cependant, comme elle
fait allusion a I’écriture, nous pouvons penser que pour Josée la rigueur mathématique est
associée au registre algébrique. Nous essaierons d’éclaircir ce point dans I’analyse de cette

séance.

Lors du retour sur le mini-test, elle fait aussi allusion a un rapport qui leur a causé de la

fx+hm) - f(x)

difficulté : P . Elle I"écrit tout de suite au tableau et annonce qu’il sera I’objet

de la legon d’aujourd’hui. Il est & noter qu’elle conservera cette représentation verbale

« rapport » pendant un long moment dans la legon.

4,3.1.1 Taux de variation et vitesse moyenne

AQRFAC)

—-a

Pour débuter réellement la legon, elle €crit une autre expression, , au tableau

qu’elle désigne également par le mot « rapport ». Elle s’intéresse ensuite aux représentations
spontanées des €leves par rapport a cette expression : « Est-ce que ¢a vous dit de quoi? » Une
éléve répond que c’est une vitesse moyenne. Cette représentation fonctionnelle est
intéressante. L éléve associe le taux de variation directement & un contexte précis. Nous
pouvons penser que cette réaction de I’éléve vient de Iinstitution. En effet, le taux de
variation moyen est souvent introduit, dans les manuels ou les cours, avec le contexte de
vitesse. Il est possible de penser que I’interprétation des représentations, en contexte vers
général, a peut-étre mal été institutionnalisée. Ainsi, I’éléve conserve la représentation en
contexte de cette expression. Cela dit, Josée est bien contente d’obtenir cette réponse, elle

I’écrit d’ailleurs au tableau (représentation verbale écrite). Elle en cherche d’autres, mais
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comme les éléves n’ajoutent rien, elle poursuit avec deux représentations (algébrique et

verbale) et elle y ajoute un graphique (voir figure 4.26).

Figure 4.26: Représentation graphique d’un taux de variation (3:12)

Ce graphique est une représentation institutionnelle que 1’on peut voir assez souvent dans les
manuels, entre autres: une parabole ouverte vers le haut, visible dans le premier quadrant
seulement, les mesures sont reportées sur les axes pour trouver les coordonnées, I’utilisation
de (a, fa)) et (b, f(b)) comme points. De plus, elle utilise aussi un langage formel pour

désigner les points en tragant le graphique : « c'est I'image de a, c'est fde a [ f(a)]». Elle
porte ensuite I’attention des éléves sur la variation entre f(a) et f(b) en tragant les

marches d’accroissement sur le graphique, sans tracer la droite sécante. Elle interroge les
éléves sur la notation de cet « écart ». Josée fait ainsi une conversion de la représentation
graphique vers une représentation algébrique ou vice versa puisque la représentation
algébrique a déja été donnée (I’idée, c’est de la retrouver). Elle fait notamment le méme
processus pour la variation entre a et b. Elle retourne voir les représentations des éléves.
Josée leur demande a nouveau, mais maintenant avec I’appui du graphique, si ce rapport
(celui des deux écarts) leur rappelle quelque chose. Elle trouve presque immédiatement la
réponse qu’elle semblait attendre: la pente. Donc, si la représentation algébrique était
associé¢e a une représentation verbale en contexte, la représentation graphique est liée a I’idée

de pente. On peut se demander pourquoi la représentation verbale « taux de variation » n’est
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pas sortie encore. Ceci peut étre un autre indice qu’au niveau de I’institution, le concept de

pente est fortement associé & une représentation graphique.

Aprés avoir fait sortir I’idée de pente, elle cherche a savoir c’est la pente de quoi. Les éléves
répondent que c’est la pente de la tangente. Josée fait immédiatement I’hypothése que les
¢éleves ont pris cette réponse dans |’ordre du jour qui est €crit au tableau. Elle ne retient pas
cette réponse et parle de la droite qui relie ces deux points. Cette représentation reste vague,
fonctionnelle. Cette droite est en fait une droite sécante, mais Josée n’a pas introduit cette
représentation institutionnelle. Elle coordonne finalement toutes ces représentations en disant
que la fagon de calculer cette pente, qu’elle pointe au tableau, c’est ce rapport, également

écrit au tableau (coordination algébrique et graphique).

Par la suite, nous pensons que Josée a eu le souci d’institutionnaliser ces propos. En effet, elle
commence par la production d’une nouvelle représentation verbale, détachée de tout contexte
ou de représentation graphique, le taux de variation. Pour accompagner son discours
(représentations verbales), elle €crit au tableau : pente de la droite AB, taux de variation. Elle

ajoute également sur son graphique un A et un B sur les points (a, f(a))et (b, f(b)). Elle

se préoccupe de bien coordonner le graphique avec sa représentation écrite. Nous nous
demandons si de parler de la droite AB pourrait faire référence a une droite finie, ce qui n’est

pas le cas ici.

Elle cherche ensuite & avoir des exemples des éléves pour un taux de variation. Comme
personne n’en donne, elle se lance dans une énumération de différents contextes ayant un
taux de variation. Elle mentionne la vitesse de propagation d’un virus, la croissance d’une
population, la vitesse de déplacement et finalement un exemple un peu confus, le dosage d’un
médicament qui finit en fait par étre le taux d’hormone dans le sang selon la concentration de
ce médicament. 1] est intéressant de noter que trois des quatre contextes nommés par
I’enseignante sont aussi des exemples donnés par le manuel, ceci est un indice que le manuel

a probablement une place importante dans la préparation de ]’enseignante.
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4.3.1.2 Un premier exemple : la masse d’un bébé

Maintenant qu’elle a introduit les représentations verbales « vitesse moyenne », « pente et

fb) - fla)

—-da

taux de variation », qu’elle en a donné une représentation algébrique, , et une

représentation graphique (voir figure 4.26), Josée commence a traiter un premier exemple en
contexte. Elle commence par tracer un nouveau graphique tres semblable. Elle identifie I’axe
horizontal comme étant le temps en mois et ’axe vertical comme étant /g masse d’un bébé.
En fait, nous croyons qu’elle cherche & faire une coordination entre la situation en mots et le
graphique. Par contre, elle n’a pas vraiment énoncé la situation, on la déduit & travers la
construction du graphique, comme si elle produisait deux représentations en méme temps :

elle étudie I’évolution de la masse d’un bébé par rapport au temps en mois.

La courbe que Josée a tracée ne représente pas vraiment la situation dont elle parle.
D’ailleurs, elle précise aux éleves : « Je vous donne une forme, mais vraiment une forme...
comme ¢a, au hasard. » On peut en conclure que la représentation graphique est une
représentation spontanée de I’enseignante et qu’elle n’est pas en lien avec un contexte précis.
Elle ne s’assure pas que la coordination entre le graphique et la situation peut étre faite de
fagon efficace. En effet, si ’on essaie d’interpréter le graphique (voir figure 4.27) par rapport
a la situation, certains éléments ne se coordonnent pas. Par exemple, la courbe se poursuit
dans le deuxiéme quadrant. Ce pourrait étre interprété comme €tant la masse du bébé pendant
qu’il est encore dans le ventre de la meére, mais dans ce cas, la courbe ne devrait certainement
pas étre décroissante. Ainsi, I’utilisation de cette représentation graphique est floue. En effet,
tout en faisant la promotion d’une telle utilisation, I’enseignante montre en méme temps que
le type de représentation graphique utilis€ a peu d’importance pour elle. Cependant,
rappelons que Josée au tout début de la legon a parlé de rigueur mathématique. On peut
penser que pour Josée, la rigueur mathématique soit davantage associée au registre algébrique

qu’au registre graphique.
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Voyons tout de méme comment elle traite cet exemple. Elle place les points (2, m(2)) et
(4, m(4)) sur le graphique (voir figure 4.27) et demande aux éléves comment trouver le taux

de variation entre ces deux points. Les éleves savent bien coordonner la question, le
graphique et la représentation algébrique vus précédemment. Le groupe obtient alors la
m(4)—m(2)

4-2

formule

Figure 4.27: Représentation graphique de ’exemple 1 (6:50)

Il est intéressant de voir que méme si elle utilise un contexte, Josée conserve des
représentations algébriques formelles. En effet, elle n’effectue pas la conversion vers une
représentation numérique, par exemple. En contexte, il aurait été possible de donner des
valeurs a m(4) et m(2) pour pouvoir calculer réellement le taux de variation. Il est
envisageable que Josée trouve inutile d’effectuer cette précision puisque ce concept a déja été
étudié par les éléves. Elle pense probablement qu’ils pourront aisément interpréter ce rapport

sans nécessairement avoir besoin d’une valeur exacte.

Justement, elle cherche a savoir comment les €leéves interpréteraient ce rapport en
contexte. Une €léve revient avec le concept de moyenne, la méme éléve d’ailleurs qui
avait suggéré 1’idée de vitesse moyenne au début de la legon. Josée précise en disant :
« C'est EN MOYENNE... [pause]| Je saurai de combien sa masse a augmenté. En
moyenne... ¢'est ¢a? De combien sa masse a augmenté par mois. » Le concept de

moyenne est un peu nouveau dans la legon jusqu’ici. Méme s’ils ont parlé de vitesse
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moyenne au début, le sens de ce terme n’a pas vraiment ¢été défini encore. 1ls ont
parlé de taux de variation, mais pas de taux de variation moyen. Ce qui nous amene a
nous questionner sur le sens de ce dernier terme. Il est vrai que le taux de variation
moyen est un taux de variation. Par contre, nous pensons que le terme « moyen » sert
a préciser le type de droite que nous observons. En effet, c’est ce terme, « moyen »,
qui fait la distinction entre le traitement d’une droite en général et le traitement d’une
droite sécante a une courbe. Tout est dans I’objet d’étude. Ici, ¢’est la courbe qui nous
intéresse. On calcule le taux de variation moyen sur des intervalles pour mieux
comprendre cette courbe. Dans un cas général du taux de variation, I’objet de I’étude
est la droite. On peut aussi souligner que le concept de taux en soi indique I’idée
d’une moyenne. On se demande alors si ce n’est pas un pléonasme, ou un abus de
langage que d’utiliser ces deux termes dans la méme représentation. Ce n’est pas une
erreur que de parler de taux de variation quand on parle du taux de variation moyen,

mais nous pensons que la précision aide 1’éleéve a se repérer.

4.3.1.3 Un deuxiéme exemple : un trajet en voiture

Ensuite, Josée passe & un autre exemple dans un contexte plus connu. D’abord, observons le
début de la mise en situation. En fait, dés le début, elle utilise simultanément deux registres
pour expliquer le contexte : le registre graphique et le registre verbal oral. Par contre, on
observe un décalage entre ces deux représentations. La représentation graphique ne
représente pas exactement la modélisation du probleme. On peut penser qu’en voulant
coordonner ces deux types de représentations, Josée a omis certains détails et ce, pour la

deuxieme fois dans cette [e¢on.

Essayons d’abord de décrire la situation que 1’enseignante a probablement voulu construire.
Précisons que par souci d’anonymat, comme |’enseignante utilise les noms de villes réels de

la région, nous avons préféré les remplacer. Alors, une personne fait un parcours en voiture
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de Ville 1 a Ville 2. On s’intéresse au temps écoulé comme variable indépendante et a la
distance parcourue comme variable dépendante. On observe, en premier lieu, la vitesse
moyenne entre les deux villes et aussi la vitesse moyenne entre d’autres villes pendant le
trajet. Plus tard, nous voudrons calculer la vitesse instantanée pour un moment donné. Pour
ce faire, il faut mathématiser la situation et considérer les villes comme des points, avec une
distance et un temps qui y sont associés. Ainsi, nous allons parler de la vitesse instantanée a

la Ville 3 (cette partie sera décrite plus loin), la Ville 3 étant considérée comme un point.

Voyons maintenant la représentation graphique que Josée a faite de la situation (voir figure
4.28). Une fois de plus, elle dit aux éléves qu’elle prend la méme forme que pour I’autre
situation et que ¢a ne veut pas dire que ¢a représente la situation. On peut se demander,
pourquoi elle utilise une représentation graphique dans le cas ou elle ne représente pas
vraiment la situation. Nous pouvons faire [’hypothese que I’institution est a I’origine de cette
utilisation, ¢’est-a-dire qu’elle fait comme dans le manuel et ¢’est tout. De plus, la formation
de Josée, qui est double, peut aussi étre a I’origine de ce choix. En effet, on remarque que
Josée est probablement plus a I’aise avec le registre algébrique en accord avec sa formation
en mathématiques. D’autre part, sa formation en didactique peut I’amener a considérer
I’utilisation de graphiques et de contextes dans son enseignement. Cependant, elle n’est peut-

étre pas en mesure de contrbler cette utilisation.

Figure 4.28: Représentation graphique de ’exemple 2 (9:19)
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Notamment, la courbe utilisée pour modéliser la situation n’est pas cohérente avec les
explications données verbalement. Pour cette situation, on devrait avoir fait une désignation
des axes en premier (le temps comme variable indépendante représentée dans I’axe
horizontal, et la distance parcourue comme variable dépendante, représentée dans ’axe
vertical). Or, I’enseignante écrit & une position sur I’axe horizontal deux noms, le nom d’une
ville (qu’elle désigne oralement comme sa position) et un moment de la journée et n’identifie
pas du tout pour I’instant [’axe vertical (elle ajoutera plus tard I’abréviation « dist » pour
désigner deux endroits sur I’axe vertical). Ceci peut étre a I'origine de difficultés de
coordination chez les éléves. L’interprétation que 1’on peut faire malgré le mélange des
notations est que I’axe horizontal représente les heures pendant une journée (14h00 et
16h00). On peut supposer que I’origine, pour elle, est probablement 0h00, méme si dans ce
cas, la graduation de I’axe serait imprécise. Alors, étant donné la situation et la courbe du
graphique, on peut penser que pour aller de Ville | a Ville 2, on fait d’abord un déplacement
négatif jusqu’a une certaine ville ou un certain moment, ce qui veut dire que la distance
parcourue diminue. Ceci est difficile a interpréter dans ce contexte. En plus, Josée ne fait pas
cet exercice d’interprétation du graphique (conversion du graphique vers une représentation
verbale). Donc, elle ne voit pas que les deux représentations sont incohérentes et ne peut donc

pas montrer aux éleves comment faire une telle conversion.

Elle essaie quand méme de clarifier un peu la représentation graphique plus loin (voir extrait
4.16). Verbalement, elle désigne I’axe vertical comme étant une distance en pointant des

points en tant que position a une certaine ville.

J:[...] La [position sur ’axe des y], ¢’est ma position a Ville 1. Je m’en vais a Ville 2. Je
suis rendue a Ville 2 aprés tant d’heures. Disons ici [heure de départ], c’est a 14h00. Ca
prend combien de temps?

El : 1h30.

J : Disons que je respecte trop mes limites de temps [elle écrit 16h00 sous Ville 2 pour
I”heure d’arrivée]. Je suis rendue a Ville 2. Je connais ma position a Ville | et je connais ma
position a Ville 2 [elle I’indique sur I’axe des y]. Donc, je calcule... ce n’est pas évident de
’avoir ici. Comment je calcule le taux de variation? Ca me donnerait quoi? [Voir figure 4.28]
Entre les deux points? Je ne sais pas si vous voyez. Non, ce n’est pas clair?

Extrait 4,16: Tentative de clarification du graphique (8:27)
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Alors, lorsqu’elle demande aux éléves d’interpréter le taux de variation aprés avoir tracé les
marches d’accroissement entre Ville | et Ville 2, un éléve répond que c’est le temps que ¢a
prend. Ce dont il parle, ¢’est la variation du temps (variable indépendante) plutdt que le taux
de variation. Josée revient sur le graphique et revoit chacune des variations. Elle demande
aux ¢leves ce que représente I’écart entre les deux distances qu’elle pointe sur I’axe vertical.
Les éleves répondent qu’il s’agit de la distance. Elle commence par accepter cette réponse,
mais précise ensuite que c¢’est une distance parcourue entre la Ville | et la Ville 2, que c’est
un écart. Les représentations verbales qu’elle utilise & ce moment sont claires. Par contre, on
peut encore une fois remarquer que le graphique n’est pas cohérent avec ces représentations
puisque I’écart sur le graphique ne représente pas la distance parcourue entre les deux villes.
Ensuite, elle raméne I’idée du temps écoulé et du rapport entre ces deux écarts qui représente
le taux de variation. Elle fait référence a une représentation algébrique et une représentation
verbale institutionnelle. Elle mentionne a nouveau le rapport, mais cette fois elle dit « le
rapport de la distance sur le temps », alors qu’il s’agit en fait du rapport de la variation de la
distance sur la variation du temps. Elle utilise une représentation verbale que I’on peut

retrouver parfois dans le vocabulaire des éléves.

Josée passe ensuite & |’interprétation de ce taux de variation que les éléves identifient comme
la vitesse. Elle précise en disant vitesse moyenne et en donnant un exemple (voir extrait
4,17). Elle interpréte la vitesse moyenne comme étant une « vitesse a peu prés ». Elle a raison
lorsqu’elle propose aux €léves différentes vitesses réelles possibles en un point de ’intervalle
si on connait la vitesse moyenne sur cet intervalle. Par contre, elle ne peut pas dire que c’est a
peu prés 90. En effet, la vitesse peut étre 50 km/h, ce qui est loin d’étre 90 km/h. Cette
représentation verbale (« a peu prés ») est le reflet d’une fausse conception de la moyenne

(Johnson, 1985 dans Gattuso et Mary, 2005).

J: Vitesse? Vitesse moyenne! Vous voyez? Si je trouve que cette vitesse, elle est par
exemple, 90. Qu’est-ce que ¢a veut dire? En mots.

Es : On va a & peu prés 90.

Es : En moyenne.
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J: A peu prés, entre Ville 1 et Ville 2, je roulais a 90. Rendu a Ville 3, 2 combien je roulais?
El: A 50. [Note : La limite de vitesse dans Ville 3 est de 50 km/h.]

J: A 50, bon trés bien. Ca peut étre 50, ¢a peut étre 60, ¢a peut étre 70. Je ne peux pas donner
comme ¢a la valeur exacte. Par contre, j’ai une idée que...en moyenne, entre les deux, c’est
90. Cependant, ma vitesse elle, a chaque point, que ce soit a Ville 2 ou & Ville 4 ou peu
importe, elle peut varier. Elle peut étre 100, elle peut étre 110, 50, 30.

Extrait 4.17: Interprétation du taux de variation moyen dans la situation donnée (10:06)

Un autre élément est intéressant dans cet extrait. Lorsque I’enseignante demande la vitesse
rendue a la Ville 3, un éléve répond 50 km/h. On peut interpréter un possible décalage entre
la vision de Josée et celle de I’éleve. En effet, elle voit la Ville 3 comme un point (comme
nous I’avons supposé dans 1’énoncé du probléme), mais nous pensons que I’éléve voit plutot
Ville 3 comme un intervalle. En effet, il est bien connu dans la région que la vitesse limite sur
la rue principale de ce village est de 50 km/h. Nous pensons que la réponse de I’éléve est
beaucoup plus lice & ce fait qu’a une compréhension de ce que I’enseignante voulait

transmettre.

Dans I’étape suivante de son exemple, Josée désire obtenir une représentation algébrique de
sa situation, ¢’est-a-dire du taux de variation moyen entre la Ville | et la Ville 2. Cependant,
lorsqu’elle arrive pour écrire le rapport désiré, elle a besoin d’un moment pour réfléchir. Elle
décide alors de nommer la courbe f et de nommer les points (avec une troisiéme

représentation) (a, f(a)) pour la Ville 1 et (b, f(b)) pour la Ville 2. Ainsi, elle obtient une

représentation algébrique en contexte qui est exactement la méme que celle introduite

AQRPAC)

auparavant hors contexte (;— ). Josée s’est complétement détachée de son
-a
contexte. On ne peut pas dire qu’elle a effectué une réelle conversion vers la représentation

algébrique, puisqu’elle a « arrangé » la représentation graphique pour pouvoir avoir une

représentation algébrique connue.
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Dans les minutes suivantes, |’enseignante introduira le concept de taux de variation
instantané. Elle parle d’abord en utilisant une représentation fonctionnelle, une idée intuitive
du taux de variation instantané. Elle cherche la vitesse a une Ville en particulier (Ville 5) et
lorsqu’elle demande comment faire, Mathieu, un éléve, répond qu’il faut trouver la tangente.
Cette fois-ci nous pensons que I’éléve ne fait pas que copier ce qui est écrit & I’ordre du jour.
Il a probablement réellement I’intuition que si on veut trouver la vitesse en un point, il faut
trouver une droite qui passe seulement par ce point, mais ce n’est qu’une hypothése. Méme si
Josée essaie pendant un court moment de comprendre ce qu’il veut dire et surtout pourquoi il
a eu cette idée, elle préfere délaisser cette réponse pour I’instant. Nous pensons qu’elle veut
vraiment passer par une approche intuitive vers le concept de taux de variation instantanée
qui implique une limite. A cette fin, elle retourne vers le taux de variation moyen. Elle fait
référence a des taux de variations moyens entre Ville 5 et des villes de plus en plus proches
de Ville 5. Méme si elle ne fait que référence a différents taux de variation moyens sans
mentionner explicitement que les villes qu’elle considere sont de plus en plus proches de
Ville 5, Mathieu reconnafit le concept de limite. Josée lui demande quelques précisions, mais
comme les réponses de Mathieu ne sont pas trés claires et surtout parce qu’il va probablement

un peu trop vite, elle esquive le commentaire de 1’éléve pour retourner & son explication.

Cette fois-ci, elle utilisera la représentation graphique pour pouvoir effectuer la conversion
vers la représentation algébrique. Pour que cette conversion se fasse de fagon efficace, elle
fait intervenir des représentations verbales orales qui sont propres au concept de limite, ce
vers quoi elle veut aller (voir extrait 4.18). Pour bien analyser ce passage, il faut aussi
considérer les gestes que Josée fait en verbalisant son idée. En effet, elle fait le geste de deux
points qui se rapprochent sur une droite horizontale imaginaire en utilisant les noms de Villes
qui se rapprochent de la Ville 5. Rappelons qu’elle avait associ¢ les noms de ville a des
points. Cependant, plus loin, elle parle de raccourcir la distance sur laquelle elle va calculer la
vitesse moyenne. La distance étant associée a l’axe vertical, la représentation peut étre
confuse pour les éléves. Par ces gestes nous comprenons bien qu’elle continue de parler de la
variable indépendante, mais il demeure que les représentations verbales sont remplies de

sous-entendus et créent potentiellement des difficultés aux éléves dans ce cas.
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J: Regardez. Plus j’avance ou plus je m’approche de Ville 5 [elle fait rapprocher ces deux
mains sur une ligne horizontale imaginaire] ou plus je calcule ma vitesse moyenne entre une
ville qui est plus proche de Ville 5...qu’est-ce qui arrive? Si je calcule ma vitesse entre Ville
5 et Ville 1, ¢a me donne une vitesse moyenne a laquelle j’ai roulé, mais ¢a reste tout de
méme que ¢a ne me donne pas une idée trés précise sur ma vitesse a Ville 5. Si je calcule
maintenant, par exemple, ma vitesse entre Ville 7 et Ville 5, ¢ca va me donner toujours, ma
vitesse moyenne entre Ville 7 et Ville 5. Vous me suivez? Si par contre, je m’approche, je
suis rendue a Ville 8. Qu’est-ce que ¢a va me donner?

E6 : Ben...
J: Vous étes perdus?

E8 : Ben non, dans le fond, plus qu’on va s’approcher plus qu’on va arriver proche de la
vitesse.

E4 : Dans le fond. .. il faut calculer la limite dans le fond.

J . Plus je raccourci la distance sur laquelle je vais calculer la vitesse moyenne, qu’est-ce qui
va arriver?

E6 : On va s’approcher de la valeur.
J 1 Plus je m’approche de la vitesse réelle a ce moment-la.

E6 : 1l faut calculer la limite dans le fond.

Extrait 4.18: Conversion vers la représentation algébrique du taux de variation instantané
(13:13)

A la fin de extrait 4.18, les éléves identifient le concept de limite. Alors, Josée introduit le
terme « vitesse instantanée » en précisant qu’il correspond a la vitesse exacte a la Ville 5.
Pour la trouver cette vitesse, elle dit qu’elle prend ses vitesses moyennes et elle les
« approche davantage du moment ou je serai a Ville 5 ». Notons que c’est la premiére fois
qu’elle parle de s’approcher d’un « moment » dans toute sa verbalisation pour la limite. Ici,
on peut dire que la situation est chaotique. En effet, Ville 5 a été placée sur I’axe de la
variable indépendante, le temps, et elle parle de s’approcher de la Ville 5. Quelle variable est
en jeu? Elle s’approche d’un point de vue physique, alors on parle de réduction de la

distance, mais elle fait référence a 1’axe horizontal, qui est 1ié au temps.

Elle continue la conversion en faisant intervenir cette fois le registre verbal écrit. Elle a
recours @ un mélange entre la représentation verbale écrite et la représentation algébrique.

Notamment, la notation qu’elle utilise fait référence au registre algébrique en y faisant
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intervenir des symboles qui sont associées a ce registre comme le signe d’égalité ou 1’écriture
en indice (voir figure 4.29). Elle verbalise finalement la vitesse instantanée comme étant la

limite des vitesses moyennes, sans spécifier la limite par rapport a quoi,

Figure 4.29: Représentation verbale écrite de la vitesse instantanée (15 :02)

Elle termine la conversion en retournant vers la représentation algébrique de la vitesse
moyenne (voir figure 4.30). Elle essaie de faire un paralléle avec le contexte en associant b
d’abord a la Ville 5 puis ensuite a la Ville | et a a la Ville 5. Donc, elle parle toujours de se
rapprocher davantage de Ville 5 (voir extrait 4.19). On peut déduire que a est fixe et que b
devra s’en approcher. Un éléve fait d’ailleurs un nouveau paralléle avec le contexte en
précisant que c’est le temps qu’on fait varier. C’est intéressant que I’éléve ait pu faire la
coordination des représentations (graphique, verbale et algébrique). Or, Josée revient avec la
représentation que c’est b qui varie et non le temps. Elle formule finalement une
représentation verbale institutionnelle « il faut que mon b tende vers a» et compléte la

représentation algébrique de la vitesse instantanée (voir figure 4.31).

Figure 4.30: Représentation algébrique de la vitesse moyenne (15:36)

J: Quand je m'approche davantage de Ville 5, ma vitesse moyenne, elle va aller vers la valeur
de ma vitesse instantanée. C'est-a-dire, c'est une limite de f'de b moins fde a
S(b) - f(a) |

[lim , disons que mon a c'est Ville 5. Mon b, qu'est-ce que je ferais varier?
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E3: Le temps!

J: b. C'est que b, je m'approche davantage de Ville 5, c'est-a-dire qu'il faut que mon b tende
vers a.

Extrait 4.19: Vers la représentation algébrique de la vitesse instantanée (16;00)

Figure 4.31: Représentation algébrique de la vitesse instantanée (16:41)

Méme si elle a fait référence au contexte a quelques reprises pendant la production de la
représentation algébrique, cette derniére demeure dénuée de contexte. Mis a part le fait
qu’elle nomme cette représentation la vitesse instantanée plutdt que le taux de variation

instantané, rien ne nous dit que cette formule est liée a un contexte.

Finalement, elle fait un retour vers le registre graphique (voir figure 4.32) pour expliquer le
phénomeéne de la limite. Encore une fois, Josée a recours a une gestuelle pour appuyer sa
verbalisation. En fait, elle trace un nouveau graphique, trés semblable aux deux autres, pour

montrer I’évolution de droites sécantes vers une droite tangente.

Figure 4.32: Vers une visualisation du concept de limite (17:27)
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Avant de tracer une deuxieme droite sécante, elle fait référence au contexte de I’exemple en
disant qu’elle se rapproche de la Ville'S et fait une marque sur I’axe horizontal. Pourtant, la
représentation graphique nous laisse penser qu’elle veut faire une représentation plus
générale, pas nécessairement reliée au contexte. D’ailleurs, elle ne fait référence que
verbalement a la Ville 5. Elle prend soin de nommer les droites sécantes sur le graphique : vit
1 et vit 2. Pourtant, la droite ne représente pas vraiment la vitesse, ¢’est plutdt la pente de
cette droite qui donne la vitesse. Avec cette deuxieéme droite, elle fait la coordination entre la
représentation verbale « vitesse moyenne » ét la pente de cette droite. Elle se rapproche une
troisiéme fois de Ville 5, verbalement, mais de a sur le graphique et elle fait la coordination
entre la vitesse moyenne. Mentionnons que Josée dans toutes ces explications, parle de droite

qui relie deux points, de droite entre deux points, mais jamais elle ne parle de droite sécante.

Les éléves remarquent que la droite s’incline de plus en plus. Josée, elle, dit plutét qu’elle
bascule et qu’a un certain moment, elle va devenir... et Mathieu reconnait le concept de
tangente. Josée est surprise de trouver si rapidement le terme qu’elle cherchait. Elle s’informe
aux éléves s’ils connaissaient déja le concept de tangente. Plusieurs répondent que oui, donc
Josée tient cette réponse pour acquise et trace la tangente sur le graphique (voir figure 4.33).

C’est un indice qu’elle ne reviendra probablement pas sur ce concept.

Figure 4.33: Représentation graphique du taux de variation instantanée (19:08)

1l est bien de remarquer que la représentation graphique que Josée vient de faire est
pratiquement la méme que celle que I’on retrouve dans le manuel (Hamel et Amyotte, 2007,

p. 71). On ’associe alors & une représentation institutionnelle.
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Enfin, elle fait une coordination des différentes représentations qui sont au tableau ou qu’elle
a verbalisées. Elle pointe la représentation algébrique de la vitesse moyenne en disant que ¢a
donne la pente qui relie deux points (sans mentionner le concept de droite sécante). Apres,
elle pointe la représentation algébrique de la vitesse instantanée en disant que ¢a donne en fait

la pente de la tangente au point(a, f(a)), qu’elle écrit également en mot au tableau.

On remarque que tout au long de cet épisode, méme si Josée semble vouloir généraliser les
concepts, elle ne parle que trés rarement de taux de variation. En effet, elle parle de vitesse
moyenne et de vitesse instantanée qui sont des représentations liées & un contexte. Pourtant,
elle ne reste pas vraiment dans le contexte quand il s’agit de la représentation graphique ou

algébrique.

4.3.1.4 Retour vers le deuxi¢éme exemple

Comme elle a introduit le concept de taux de variation instantané (vitesse instantanée), elle
retourne vers son exemple de la masse d’un bébé dans le temps. Elle efface le graphique qui
est au tableau, en laissant les formules, et refait le graphique du premier exemple (voir figure
4.27) en identifiant bien les axes. Elle produit aussi dans ce court épisode plusieurs
représentations verbales différentes pour exprimer le concept de taux de variation instantané

dans le contexte (voir tableau 4.1).

Tableau 4.1: Représentations verbales pour le taux de variation instantanée dans le contexte de

la masse
# Représentation verbale Moment
#1 « Et je veux évaluer comment la masse a changé en deux mois | 20 :40

[elle entoure le point (2, m(2)) sur la courbe dans le
graphique]. »

#2 « De combien elle a augmenté la masse de ce bébé? » 20:50

#3 « A deux mois exactement, je veux savoir la vitesse a laquelle le | 21 :10
poids a augmenté. »
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#4 « Ce n'est pas une vitesse en fait, c'est la variation du poids aprés-| 21 :17
deux mois, plus exactement. »

#5 « Ici, on ne peut pas aller en deux mois et donner la valeur a | 21 :23
laquelle, il a changé. »

Elle ajoute au tableau le point (4, m(4))

#6 « De combien a changé ma masse a deux mois? » 21 :44

#7 « Tout ce que je sais... je sais que ma masse & deux mois, elle | 21 :53
valait une valeur, mais je ne sais pas de combien elle a changg. »

#8 «Je sais combien elle vaut la masse, mais je ne sais pas de | 22 :04
combien elle a augmenté. »

Observons d’abord la premiere représentation dans le tableau 4.1. On peut penser que cette
formulation peut amener une confusion chez les éléves. En effet, « en » référe & une variation
de temps tandis que « comment » réfere plus a un taux de variation. De plus, le fait qu’elle
entoure le 2 sur le graphique nous donne I’indice qu’elle cherche probablement le taux de
variation instantané pour t = 2. Elle transforme par la suite |a représentation verbale (#2, voir
tableau 4.1). Dans I’optique ou elle cherche a trouver le taux de variation instantané, les deux
représentations ne refletent pas I’objectif de |’enseignante. On cherche un accroissement pour
un instant précis. Nous pensons que de parler de comment (comme dans la premiere

question) représente mieux le contexte plutot que « combien » qui référe a une différence.

Ensuite, elle leur demande ce que la réponse a ces questions serait en termes de vitesse. C’est
intéressant de voir comment elle utilise les deux contextes. En effet, comme elle n’a pas
vraiment introduit le terme de taux de variation instantané (représentation plus générale), elle
doit parler en termes de vitesse instantanée. Cependant, on constate que dans cet exemple, ce
terme est plus difficile @ comprendre et & interpréter. Finalement, les éleves reconnaissent le
concept de vitesse instantanée a travers les questions de Josée. Elle interpréte la vitesse
instantanée dans le contexte de la masse avec la représentation verbale #3 et #4 dans le

tableau 4.1. Ici, elle essaie de passer du contexte de la vitesse au contexte du poids. Elle
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change le mot vitesse par le mot variation. Elle précise également ’idée qu’on parle d’un
changement. On ne parle pas d’une valeur exacte a deux mois, on parle d’un taux de
variation, d’un rythme auque!l la masse du bébé change & deux mois. Elle renforce ce propos

avec la représentation #5 dans le tableau 4.1.

Apres, elle ajoute sur le graphique le point (4,m(4)) et pose une autre question (#6, tableau

4.1). Cependant, avec I’ajout du deuxieme point, une éléve n’est plus certaine qu’on parle
d’un taux de variation instantané. En effet, elle répond a la question en mentionnant la
différence des masses. Cette réponse était prévisible, avec la formulation de la question qui
commence par « de combien», qui réfere a une différence et 1’ajout de ’autre point.
L’enseignante précise son idée de taux de variation instantané lié¢ a la fagon qu’a la masse de
changer (#7 et #8, voir tableau 4.1). En effet, elle explique qu’elle ne peut pas savoir
simplement en observant le graphique. Ce que le graphique lui donne directement c’est la
masse a ce moment-la. Cependant, elle veut savoir comment elle change la masse, comment

elle varie.

Par la suite, elle veut expliciter le concept de limite. Elle commence par prendre le taux de
variation moyen pour ’intervalle [2,4] . Elle ne fait que donner la formule algébrique, elle ne

le calcule pas dans le registre numérique. Apres, elle veut prendre un moment plus pres de
deux mois. Elle donne la représentation algébrique du taux de variation moyen pour
I'intervalle [2,3]. Elle résume le processus qu’elle est en train de faire en disant qu’elle
regarde les variations de la masse jusqu’a ce qu’elle soit rendue a deux mois, avec des temps
de plus en plus proches de deux mois. Elle continue le processus toujours en parlant de
« combien » la masse a changé. Finalement, elle prend une pause pour réfléchir a la situation.

Elle n’est pas confortable avec la situation et s’arréte.

A la fin de cet épisode, ’enseignante dit explicitement qu’elle est stressée. Nous croyons que

notre présence en classe, malgré que nous soyons déja allée sans la caméra, lui cause du
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stress. Elle nous en a d’ailleurs fait part aprés la séance. Elle décide de ne pas finir cet

exemple et d’en prendre un nouveau dans lequel elle sera plus confortable.

4.3.1.5 Un troisi¢éme exemple ;: hors contexte

Nous observerons maintenant un épisode dans lequel I’enseignante traite un autre exemple,
mais cette fois hors contexte. Pratiquement tout cet épisode, d’une durée approximative de
dix minutes, se déroule dans le méme registre. Evidemment, toujours appuyé par le registre
verbal (oral et écrit), le registre algébrique domine cette partie de la legon. Son exemple
consiste a calculer la dérivée, mais elle utilise « vitesse instantanée » de la fonction

f(x)=x%=2 aupoint (2, f(2)) ou (2,2) (voir extrait 4.20).

J:[...]Je prends une fonction. F de x égal x carré moins 2. [ f(x) = x*—2]. Ca, ¢ava

mieux. Et je veux calculer la vitesse instantanée en deux. [Elle écrit ET dit.] Vitesse
instantanée en 2... Au point 2 [ (2;...)]. C'est quoi I'image de 2 dans ce cas-1a?

[Silence]
E2 : f de deux [pas tres fort].

J: Ca donnerait deux. [(2;2)]. Comment on calcule cette vitesse instantanée?

Extrait 4.20: Enoncé de la question pour le dernier exemple (25:10)

On note que lorsqu’elle demande I’image de 2, un éléve répond f(2), alors que I’enseignante
demandait, de fagon sous-entendue, d’évaluer f(x) pourx =2 .1l s’agit en effet, du type de

représentation que Josée a utilisé pour désigner ’image d’une fonction pour un x donné
jusqu’a maintenant (par exemple m(2) ou m(4) dans I’exemple sur la masse). Le passage du

registre algébrique au registre numérique (algébrico numérique) était donc sous-entendu.
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On voit rapidement que I’enseignante est plus a I’aise de travailler avec ce registre
(algébrique). Dés le début, elle signale son confort en disant « Ah! Ca, ¢a va mieux! » en
parlant de I’exemple qu’elle a pris ( f(x) = x2—2). De plus, on peut aussi le déduire par sa

fagon de présenter son exemple. Elle dit faire appel a un exemple « plus concret ». Par contre,
cet exemple, dépourvu de toute mise en situation, est plutdt abstrait que concret. Si pour elle,
ce genre d’exercice est plus concret, c’est qu’elle sera certainement plus a ’aise a gérer ce
type d’exemple. On peut supposer que ce comportement est li¢ au type d’études qu’elle a fait.
C’est bien connu que le registre dominant dans les études supérieures en mathématiques est

le registre algébrique.

Donc, elle demande aux éléves de trouver la vitesse instantanée recherchée, qu’elle
nomme m, une représentation institutionnelle trés ancrée pour une pente. On observe un petit
décalage entre Josée et les éléves quand un éléve lui donne la formule pour évaluer I’image
de 2, quand en fait, elle était passée a autre chose déja. Un autre éléve évoque le concept de
limite, mais d’un ton trés doux. Josée prend tout de suite cette réponse, pointe la formule de
la dérivée et effectue la transformation nécessaire pour obtenir la représentation algébrique

pour ’exercice ( hm f(b—)_;j@

b—>2 -

). Elle s’intéresse ensuite a d’autres représentations que

les €léves lui suggérent. Un éléve conseille d’écrire x2 —1. Nous croyons que I’éleve veut
tout simplement débuter le processus d’évaluation d’une limite qu’il a appris précédemment
dans le cours. Cependant, [’enseignante parlait plutdt de transformer la représentation sans
pour autant avancer dans le processus d’évaluation de la limite. Elle cherche & obtenir des

notations différentes de la méme représentation algébrique.

Par la suite, elle va effectuer, a deux reprises, des transformations dans le méme registre pour
obtenir différentes notations algébriques équivalentes d’un point de vue mathématique (voir

figure 4.34) de la dérivée.
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Figure 4.34: Les différentes notations algébriques de la dérivée (28:43)

Les trois notations obtenues appartiennent au groupe des représentations institutionnelles de
ce concept. D’abord, "utilisation du @ et du & pour exprimer le fait que I’on regarde entre
deux points. Ensuite, I’introduction du & pour mettre en évidence que I’on se rapproche d’un
des deux points. Enfin, Iutilisation de Ax pour exprimer la variation d’une certaine valeur de
x. Tous ces symboles sont des conventions admises par I’institution. Une fois de plus, on voit
que pour elle, ces manipulations sont simples a effectuer. Il est clair qu’elle comprend trés
bien I’équivalence entre les trois notations. Par contre, on peut se demander si ce travail de
manipulation est explicite pour les €éleves. Méme si [’équivalence est correcte d’un point de

vue mathématique, il faut savoir si on a une équivalence cognitive de la part de 1’éléve.

Il est également intéressant de voir que Josée a introduit la notation avec le & avant celle avec
le Ax. La notation Ax est un peu plus explicite selon nous, une variation sur I’axe horizontal.
Comme les éléves connaissent déja le symbole de variation, on aurait pu penser que ce

dernier aurait été plus clair pour eux, mais ce n’est qu’une hypothése.

Aussi, elle écrit la premiére représentation sans trop donner d’explications. C’est a la
demande des éléves qu’elle précise sa pensée (voir extrait 4.21) en parlant entre autres de la

notion d’entourage.
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J: Ah! C'est la méme écriture, c'est juste que mon b... mon b est situé prés de deux hein.
Quand je fais tendre mon & vers deux, c'est-a-dire que je me situe dans un entourage de deux
[elle fait des parenthéses en geste]. Ben deux plus ...

El: Clest quand A tend vers zéro.

J: A quel moment il est autour de deux, ¢a va étre quand mon A tend vers zéro. C'est des
notations qui sont différentes, mais qui signifient la méme chose. Est-ce qu'il y a une autre
fagon de I'écrire aussi?

Extrait 4.21: Verbalisation de I’équivalence des trois représentations algébriques (27:40)

Elle commence ses explications en disant que c’est la méme écriture ce qui est intéressant
puisque justement ce qui différencie ces représentations c’est leur écriture. En fait, elle veut
probablement dire que ¢a représente la méme chose. Elle le formule d’ailleurs a la fin de
I’explication : « C’est des notations qui sont différentes, mais qui signifient la méme chose. »
Avec cette verbalisation les éléves pourront peut-étre interpréter le A comme délimitant un
entourage autour de 2. Ainsi, plus A tend vers zéro plus I’entourage est petit. Cette
interprétation reste tout de méme sous-entendue, il n’est pas certain que les éléves le

percoivent de cette fagon.

Ensuite, elle ajoute la représentation avec le Ax. Elle précise encore une fois que ce n’est
qu’une question de notation. Elle dit aussi que Ax doit tendre vers zéro pour qu’il reste
proche de 2. Cette fagon de le formuler est liée a I’infini potentiel. Finalement, Josée a
introduit trois représentations algébriques équivalentes pour le taux de variation instantané

(méme si elle parle toujours de vitesse instantanée).

Elle décide d’utiliser la représentation avec le A pour poursuivre son exemple. Elle la réécrit
dans la haut du tableau avec le m= qui la préceéde. Elle interroge les éleves pour savoir quoi
faire. Un éléve suggere de remplacer et il précise : « tu remplaces £ ». On peut penser que
I’éléve voulait déja faire le processus de prédiction de la limite. Il voulait probablement
« remplacer h [par zéro] ». Son projet est défait lorsque Mathieu suggere lui d’écrire « deux

plus h & la deux [(2 + A)* ] ». Josée reprend sa réponse et lentement elle écrit I’expression au

complet (voir figure 4.35).
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Figure 4.35: Vers I’évaluation de la limite (29:50)

On remarque qu’elle a remplacé le f(2) directement par 2 puisqu’il I’avait déja calculé. Par
contre, il fallait suivre le discours de ’enseignante pour le savoir, certains éiéves ont pu
penser qu’elle remplagait le /(2) par 2 tout simplement parce qu’elle enléve le f et non parce

qu’elle I’évalue dans la fonction.

Ensuite, explicitement, Josée fait appel a la procédure qu’ils ont apprise récemment :
« Premier réflexe pour évaluer une fonction, c¢’est quoi? ». Elle parle méme d’un réflexe,
comme quoi elle s’attend a ce que les éléves connaissent trés bien cette fagon de faire. Un
éléve répond avec une représentation fonctionnelle, intuitive : « On regarde si ¢a marche! »
Cette phrase référe au processus de prédiction d’une limite (nous en avons parlé dans
I’analyse de la premiére séance de Louise, voir section 4.2.1). On veut savoir si on trouvera

un cas d’indétermination.

Josée commence a évaluer la limite. En fait, elle remplace le & par zéro dans sa formule. I

faut noter qu’elle ne le dit pas explicitement. Elle fait les calculs (dans le registre numérique)
comme si h était zéro. De plus, & la fin, lorsqu’elle obtient —, elle I’écrit au bout de
I’expression entre parentheses, elle n’utilise pas de signe d’égalité (voir figure 4.36). Ainsi,
de fagon implicite, elle sous-entend aux éléves que ce 6 est « temporaire », qu’il n’existe

pas vraiment. On doit reconnaitre qu’elle envoie des signes comme quoi ce processus est

mental et que le résultat est « intermédiaire ».
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Figure 4.36: Cas d’indétermination (30:10)

Josée se tourne vers les éleves pour connaitre la prochaine étape de résolution. Un éléve
répond : « Tu distribues ton carré. » La fagon dont ’éléve I’a dit référe a une erreur commune

chez les éléves ou (A +2)* = (h*+ 2?). Nous ne pouvons pas dire avec certitude que c¢’est ce

que I’éléve aurait fait, mais sa représentation verbale nous le laisse croire. Josée le corrige en
disant plutét qu’il faut faire le développement nécessaire et elle attend que les éléves lui
donnent la réponse. Comme un ¢€leve lui donne une mauvaise réponse, elle leur rappelle
I’algorithme pour mettre un bindme au carré de fagon verbale et en pointant les termes en
jeu : « Ca au carré [elle pointe le premier terme (2)], plus ¢a au carré [elle pointe le deuxiéme
terme ()] plus... le double de leur produit. » Elle obtient une nouvelle représentation
algébrique (voir figure 4.37) dont elle vérifie I’équivalence avec les autres. En effet, elle

rappelle que toutes ces expressions doivent étre équivalentes.

Figure 4.37: Troisi¢me représentation algébrique pour évaluer la limite (30:55)

Une ¢léve a besoin de revenir en arriére, car elle ne comprend pas les manipulations qui ont
été faites entre la premiére (voir figure 4.36) et la deuxiéme (voir figure 4.37) représentation.
Il s’agit en fait du moment ou Josée a évalué f(2+ h) et f(2). Pour lui expliquer, Josée
écrit I’équation de f(x), mais remplace les x par des boites (0). Rappelons que Louise a

aussi utilisé cette technique et elle parlait de boite & remplir. Josée, voyant que cette
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représentation ne semble pas éclairer ’éleve, écrit I’équation de f(x) en remplagant le x par
y. Elle se retrouve avec f(y)= y*—2 et remplace le y par (2 + A). On peut se demander

pourquoi Josée n’a pas poursuivi avec I’idée de la boite. En effet, le choix du yp est discutable
puisque cette variable est trés utilisée dans I’étude des fonctions et est le plus souvent
associée a la variable dépendante. Ici, y représente la variable indépendante, ce qui peut

amener la confusion de I’éléve.

’

Une fois de plus, elle se tourne vers les €léves pour connaitre la prochaine étape de la marche
a suivre. Un éleve parle de « les rassembler ». On comprend qu’il veut rassembler les termes
semblables. C’est ce que Josée fait en disant qu’elle peut « simplifier » certains chiffres. Elle
se retrouve avec la quatrieme représentation et non la derniére de son parcours vers

I’évaluation de la limite (voir figure 4.38).

Figure 4.38: Quatriéme représentation de I’évaluation de la limite (32:20)

Les éléves lui suggérent ensuite de mettre en évidence le . Cette fois-ci, Josée s’intéresse a

la raison de cette étape. Elle explique que c’est le A qui cause « le trouble » ici, que la forme
0 . , , -
—, elle vient de ce h, en sous-entendant que I’on remplace £ par 0 dans I’expression pour

évaluer la limite. C’est en le mettant en évidence qu’on peut le simplifier et ainsi obtenir la

limite qui est 4 (voir figure 4.39).
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Figure 4.39: Derniére représentation de I’évaluation de la limite (33:10)

Elle associe cette réponse a la vitesse instantanée au point (2,2). Et pour la premiére fois dans
cet exemple, elle fait référence a une représentation graphique sans toutefois la produire. En

effet, elle dit (voir extrait 4.22 et figure 4.40):

J: C'est la vitesse instantanée. Graphiquement, c'est quoi?
E3: La tangente.

J: Tangente. [Elle écrit ET dit.] Vitesse instantanée en deux point deux [(2,2)], est égale a
deux [m=2]. Sauf que graphiquement, qu'est-ce qu'on avait dit? Ca, ¢a correspond a la pente
de... :

El: Ce n'est pas deux, c'est quatre.

J: Oui, merci, ce n'est pas deux, c'est quatre. La pente de la tangente en deux point deux
[m(2,2)=4].

Extrait 4.22: Référence au registre graphique (3:24)

Figure 4.40: Représentation verbale écrite de la vitesse instantanée (34:36)

Lorsqu’un éleve répond que graphiquement la vitesse instantanée représente la tangente,
Josée ne le reprend pas tout de suite. Comme elle est en train d’effacer le tableau, elle ne fait
que répéter que c’est une tangente. Cependant, aprés, elle précise que ¢a représente la pente
de la tangente. Il est intéressant de voir comment le concept de pente, encore une fois, fait

fortement référence au graphique. Nous pouvons penser que Josée peut visualiser le
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graphique et la pente de la tangente, mais est-ce que les éléves peuvent le faire aussi? On se
demande aussi pourquoi la représentation verbale « pente » est reliée au registre graphique

plus que le taux de variation par exemple.

Par la suite, Josée veut connaitre I’équation de la droite tangente au point (2, 2). Un éléve lui
suggere de remplacer le y par 2. Nous croyons que sa méthode consiste en fait & mettre dans

I’équation y = 4x + b, le point (2, 2). Ce qui lui donnerait :

2=4Q2)+b
2=8+b
-6=b

Cette facon de faire est plutét institutionnelle. En effet, il s’agit d’une méthode utilisée au
secondaire. Cependant, Josée préfere leur montrer sa technique qui, selon elle, « marche tout
le temps ». Par cette fagon d’introduire la méthode, elle explicite I’idée d’algorithme, de

procédure.

Elle fonctionne ainsi :

-2
i—2=4
y-2=4(x-2)
y=4x-8+2
y=4x-6

Cette méthode est trés semblable & la méthode évoquée par I’éleve. La seule différence est
qu’on commence par I’équation du taux de variation plutdt que I’équation de la droite. Selon
nous, elle demande quelques transformations algébriques de plus et donc un plus grand effort
cognitif. En plus, dans cette méthode, on doit manipuler un rapport avec des binémes ce qui
peut causer des difficultés chez les éleves. D’ailleurs, un éleve se demande comment on est

arrivé a la troisiéme ligne de la démarche. Josée aura besoin d’ajouter des explications par
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rapport a cette manipulation. [l est difficile de dire pourquoi Josée est si attachée a cette fagon
de faire. Elle dit que cette méthode évite de se souvenir de I’équation de la droite et de faire

intervenir un @ et un b (en référence a la représentation institutionnelle y = ax + b). En fait,

probablement que pour elle, la formule du taux de variation est plus claire et surtout plus en
lien avec le contexte en jeu (recherche du taux de variation d’abord et de I’équation de la

droite ensuite).

Aprés avoir trouvé ’équation de la droite tangente au point (2, 2), Josée introduit finalement
la représentation verbale plus générale de la vitesse instantanée: le taux de variation
instantané. De plus, elle fait un rappel de ce qu’ils ont vu avant et elle dit une chose
intéressante : « La vitesse moyenne, on a vu graphiquement, ¢a correspond au taux de
variation. Ben 13, la vitesse instantanée, c'est le taux de variation instantané. Ca s'appelle
instantané pour parler de vitesse instantanée. » Elle fait donc une distinction entre un taux de
variation et un taux de variation instantanée. De plus, elle fait référence a la représentation
vitesse instantanée, mais le « instantané » n’est pas la pour étre en lien avec la vitesse, mais

plutdt pour observer le taux de variation en un point précis.

4.3.1.6 Un résumé

Apres avoir fait cet exemple, Josée se lance dans un court résumé des concepts qu’ils ont vus
depuis le début du cours. Nous pouvons facilement associer cet épisode a
I’institutionnalisation. D’abord, elle écrit deux représentations verbales qu’elle associe a la
représentation algébrique institutionnelle qu’elle a le plus souvent utilisée, c'est-a-dire celle
avec le h. Elle réécrit également la représentation écrite m qu’elle a aussi utilisée a plusieurs

reprises lors des exemples (voir figure 4.41).
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Figure 4.41: Résumé des représentations verbales et algébriques du taux de variation instantané
(39:00)

Par la suite, elle veut ajouter une référence au registre graphique. Elle écrit presque la méme
représentation verbale que celle qu’elle vient d’écrire pour introduire le graphique. Elle fait
une représentation semblable a toutes celles qu’elle a utilisées tout au long du cours et associe
la pente & m (voir figure 4.42). Elle le répéte méme plusieurs fois. Finalement, elle revient
avec la vitesse instantanée qu’elle associe aussi a m. Nous pouvons observer qu’elle ne
précise pas si une représentation est plus générale qu’une autre ou si elle appartient a un
contexte en particulier. On peut penser qu’elle traite toutes les représentations au méme
niveau et qu’elle peut utiliser chacune d’entre elles dans n’importe quelle situation. Pourtant,

on connait son attachement pour les représentations algébriques.

Figure 4.42: Deuxié¢me partie du résumé représentations verbales et graphique du taux de
variation instantané (40:13)
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4.3.1.7 Introduction de la droite normale

Le dernier épisode de la legon consiste a introduire la droite normale. Elle commence par la
propriété de deux droites perpendiculaires. Quelques éléves pensent que les droites auront le
méme taux de variation, d’autres pensent qu’il sera inversé. Josée insiste sur le « inversé »
sans définir ce qu’elle entend par ce terme. Elle évoque aussi une autre propriété que « le
produit de leur taux de variation sera... », mais elle ne finit pas sa phrase méme si un éléve a
la fausse idée que ce sera zéro.. A vrai dire, le produit du taux de variation de deux droites
perpendiculaires est -1. Elle va plutdt faire une coordination entre une représentation verbale
et graphique. En effet, elle se référe a la tangente au graphique et trace la droite
perpendiculaire & cette droite et qui passe aussi par le(a, f(a)). Elle formule ainsi la
définition de la droite normale : la droite normale est la perpendiculaire & la tangente a la

courbe au point(a, f(a)).

Aprés ’avoir définie, elle s’intéresse a 1’équation de cette droite normale. Une éléve suggére
de trouver le taux de variation de la tangente et aprés de I’inverser. Josée semble satisfaite de
cette réponse qui manque pourtant, a notre avis, de précision. En effet, en plus d’inverser le
taux de variation de la droite tangente, il faut aussi trouver son opposé. Peu de temps apreés,
Josée précise qu’elle I’inverse (la pente) et ajoute le signe moins. Elle utilise ensuite
I’exemple précédent. Elle avait un taux de variation de 4, alors elle obtient le taux de
variation de -1/4 et fait la méme méthode algébrique pour trouver I’équation qu’auparavant,
sans vraiment expliciter toutes les étapes de manipulations. Elle fait les transformations
algébriques de fagon mentale et nous doutons que les éleves aient pu le faire aussi rapidement

que I’enseignante.
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4.3.1.8 Résumé de ’analyse de la séance #1

Analyse centrée sur I’enseignante :

b)

d)

g)

h)

Josée privilégie le registre algébrique. Elle semble plus confortable avec ce registre.
Par exemple, elle dit explicitement que I’exemple (qui se situe dans le registre

algébrique) est beaucoup mieux et plus concret pour elle.

La représentation verbale « pente » est rapidement associée a la représentation

graphique. Par exemple, quand elle demande ce que représente le taux de variation

‘moyen graphiquement, les éleves répondent d’emblée « la pente ».

Elle introduit le concept de taux de variation moyen, d’abord de fagon générale, hors

contexte.

Elle utilise toujours la méme représentation graphique (voir figure 4.26 par exemple).
Clest-a-dire une courbe parabolique ouverte vers le haut et représentée dans le

premier quadrant.

Elle ne fait pas de verbalisation des situations en contexte avant de commencer la
coordination vers d’autres registres (les exemples de la masse du bébé ou du voyage

en voiture). Cette facon de faire rend ses coordinations confuses.

Les représentations graphiques des situations présentées ne modélisent pas
nécessairement le contexte. En effet, on retrouve la masse d’un bébé qui sera

diminuée pendant les derniers mois de grossesse par exemple (voir figure 4.27).

Josée sort souvent du contexte dans ses représentations algébriques. En effet, par

exemple le taux de variation moyen entre deux villes dans le contexte du voyage est

f(®) - fa)

———-—-—~ ce qui ne fait pas référence a la situation.

b—a

Elle ne mentionne pas le concept de droite sécante.
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j) L’enseignante a une préférence pour la représentation verbale « vitesse moyenne » ou
« vitesse instantanée ». En effet, elle a tendance & utiliser ces termes méme

lorsqu’elle n’est pas dans le contexte de vitesse.
k) Lorsque Josée introduit les différentes représentations algébriques du taux de

variation instantané, elle commence par la représentation limw, poursuit
boa —-da

avec Hmw et finalement termine avec limw. Ce choix
h

h=0 Ax—0 Ax
est surprenant, puisqu’en général, on utilise £ pour remplacer le Ax qui est plus
difficile a manipuler. De plus, le Ax reste quand méme plus explicite sur le processus.
Il est clair que pour elle, les trois sont équivalentes et peut-étre pas seulement
mathématiquement équivalente, mais également dans leur facilité a étre interprétées

ou comprises.

4.3.2 La deuxiéme séance : Révision et exemple

Dans cette séance, Josée reprend I’essentiel des concepts vus au cours précédent. C’est en
répondant aux questions des éléves, et méme avant, qu’elle s’est rendue compte qu’elle
n’avait pas introduit la matiére aussi clairement qu’elle ’aurait voulu. Donc, la legon
commence par quelques é/éments par rapport a la rigueur mathématique. Ensuite, elle revient
sur les concepts de taux de variation moyen et de taux de variation instantané. Elle introduit
également le terme de dérivée et fait plusieurs exemples en plus de laisser du temps de travail

individuel ou en équipe pendant lequel elle répond aux questions des éleves.

4.3.2.1 La rigueur mathématique

C’est dans le mini-test qu’elle a donné au cours précédent le début de nos observations que
Josée a remarqué certaines erreurs d’écriture de la part des éléves. Elle traduit ces erreurs par

le manque de rigueur mathématique. Elle en avait déja parlé au cours précédent, mais cette
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fois, elle est plus explicite sur le type d’erreurs qu’elle a vu. Pour les faire voir aux éléves,

: —h)-
elle reprend ’exercice qu’ils ont fait dans le mini-test soit : calculer |1m J(x 2 /(%)
h—0

pour f(x)=3x%. Elle ne fait pas toutes les manipulations, mais elle écrit certaines

représentations algébriques en faisant délibérément des erreurs typiques que les éléves ont

faites dans le test.

Elle reléve quatre erreurs. D’abord, elle €crit une nouvelle représentation algébrique sans
conserver le symbole de la limite devant (voir figure 4.43). Les éléves le remarquent trés vite.
C’est a ce moment qu’elle souligne pour la premiere fois (dans ce cours) I'importance de
conserver ’équivalence entre les lignes : « C’est que pour passer d’une ligne a une autre, il
faut s’assurer que ce soit exactement équivalent. Exactement équivalent, ¢a veut dire que si je
ne reprends pas la chose telle quelle, bien, il faut que je m’assure que j’ai au moins son
équivalent. » Elle insistera beaucoup sur cet élément tout au long de la legon. Méme
lorsqu’elle fait des exemples, apres avoir écrit une nouvelle représentation algébrique, elle
mentionne ’équivalence. En fait, on pourrait parler de coordination d’une représentation
verbale et de représentations algébriques. Ce qui est certain, c’est qu’elle rend ce processus

explicite pour les éleves.

Figure 4.43: La conservation du symbole de limite (4:48)

Une autre erreur qu’elle met en évidence est I’inverse de la précédente. C'est-a-dire I’abus du

symbole de limite, quand les ¢leves le conservent méme une fois que la limite a été évaluée.

Elle donne comme exemple |1y (6x +3-0). Elle verbalise cette erreur comme un signe de
h—0

limite qui est superflu. En fait, lorsque vient le temps de vérifier 1’équivalence des deux
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représentations terme a terme (comme elle le fait souvent, en mettant des crochets pour
distinguer les différents éléments équivalents), elle dit qu’une seule expression (6x+3-0)

est en fait équivalente a la fois au symbole de limite et au rapport dont on prend la limite.

Elle insiste également sur I’écriture du signe d’égalité si tel est le cas entre deux expressions.
C’est la troisieme erreur qu’elle releve. Elle indique que c’est important de montrer le lien

qui existe entre deux expressions. Finalement, la derniére erreur qu’elle voit est ce type

d>écriture | {yp = 6x . Pour rendre I’erreur plus explicite, elle utilise une autre représentation
h-0

avec le sin (sin =1/2). Les éléves remarquent assez rapidement qu’on doit faire sin de
quelque chose. Ainsi, il est facile pour Josée de faire le paralléle avec la limite; on doit faire

la limite de quelque chose.

4.3.2.2 Révision du taux de variation moyen

Comme au cours précédent, elle commence avec I’expression

M. Elle produit
b-a

également, presque en méme temps, une représentation graphique (voir figure 4.44). Nous
remarquons que le graphique est semblable a ceux produits lors du cours précédent (toujours
la forme d’une fonction quadratique, dans le 1* quadrant, sans définir les axes). Nous
sommes peu surprise de le voir réapparaitre. En effet, Josée semble trés attachée a cette

forme.

Figure 4.44: Représentation graphique du taux de variation moyen (8 :41)
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Lorsque Josée interroge les ¢léves sur la représentation graphique de I'expression algébrique
donnée, plusieurs répondent d’emblée qu’il s’agit de la pente. Par contre, il n’est jamais
précisé ni par I’enseignante ni par les éléves qu’on parle d’une droite sécante. On le voit bien
sur la représentation graphique, mais la coordination entre la représentation graphique et la

représentation verbale ne se rend pas jusque-la.

Par la suite, elle veut ressortir les « caractéristiques » liées a cette expression. Nous doutons
cependant du terme choisi. En effet, elle ressort différents synonymes verbaux de cette
expression algébrique (conversion), mais est-ce que ceux-ci sont vraiment des
caractéristiques? Il est vrai que les différentes représentations d’un méme concept donnent
des informations (caractéristiques) différentes sur ce concept. Par contre, elle ne fait
qu’évoquer la représentation graphique et ne ressort pas la caractéristique que celle-ci
pourrait nous donner (la droite sécante). Attardons-nous plutdt sur les trois synonymes que

Josée met de I’avant (voir figure 4.45).

Figure 4.45: Différentes représentations verbales du taux de variation moyen (10:35)

Comme elle vient de faire le graphique, elle commence par le mot « pente ». Pour elle, cette

représentation est liée au graphique, elle parle du point de vue géométrique.

Ensuite, elle cherche a connaitre la représentation « mathématique » du concept. Un éléve
répond avec la vitesse moyenne. Rappelons que cette représentation était la plus utilisée par

Josée lors du dernier cours. Elle I’utilisait méme si elle n’était pas dans un contexte de
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distance et de temps. Josée reprend cette réponse [’associe a un contexte. Il n’est pas clair
dans sa verbalisation si elle parle d’un contexte parmi d’autres ou si LE contexte associé a
cette expression algébrique est celui de la vitesse. Cependant, avec son utilisation fréquente
de cette représentation, nous sommes plus portée a concevoir la deuxiéme hypothése. Du
moins, nous pouvons penser que c’est ce que les éléves vont retenir. Pour renforcer I’idée du
contexte, efle rappelle ’exemple qu’elle a fait au cours précédent concernant un voyage

d’une ville a une autre. Elle fait une interprétation de la vitesse moyenne (voir extrait 4.23),

J:[...] Donc, quand je calcule ce... cette pente [elle pointe le graphique], ben, ¢a me donne 2
peu prés la vitesse moyenne a laquelle je roulais entre Villel et Ville2. En moyenne, je
roulais a telle vitesse. Donc, en contexte, ¢a me donne une vitesse moyenne, a peu prés, si on
se fie & notre contexte de la derniére fois, celui de Villel et Ville2, je voyageais entre les
deux.

Extrait 4.23: Interprétation de la vitesse moyenne (9:26)

L’association de la moyenne a quelque chose « de & peu prés » est une fausse conception
fréquente chez les éléves (Johnson, 1985 dans Gattuso et Mary, 2005). Méme si on ne se
trouve pas dans un contexte ol la moyenne est I’objet d’étude, Josée, en utilisant ce type de
représentation verbale, pourrait renforcer cette conception. De plus, pendant ces explications,
elle se réfere au graphique qui est déja au tableau (voir figure 4.45). Encore une fois, cette
fagon d’utiliser le graphique nous donne un indice sur I'importance que donne Josée a la

cohérence entre la situation et le graphique.

Enfin, elle revient avec son idée de représentation mathématique de

f®)-f@

—-d

’expression Un éleve a I’idée d’une wvariation. Josée transforme

immédiatement cette représentation en « taux de variation » et elle fait le lien avec la vitesse
qui est « moyenne » pour préciser que ce taux de variation est aussi moyen (taux de variation
moyen). Dans le discours de Josée on peut observer la primauté qu’elle donne a la
représentation algébrique: « Tu [’as pris en notes. Ici c’est graphique, ici, c’est

mathématique, ici en contexte... »; comme si les autres représentations n’étaient pas
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mathématiques. On peut d’ailleurs noter que si la pente est directement associée au

f®)-f@)

—-d

graphique, le taux de variation moyen est souvent associé¢ a la représentation

Au dernier cours, nous avons vu que Josée avait une relation particuliére avec le registre
algébrique. En effet, c’est souvent ce registre qu’elle privilégie dans la résolution des
exercices et il est clair qu’elle s’y sent plus a I’aise. De plus, les remarques a propos de la
rigueur mathématique sont associées, la plupart du temps, a des représentations algébriques.
D’un autre c6té, elle n’applique pas cette rigueur mathématique au concept de la limite, elle
va promouvoir 1’idée que le processus du calcul des limites est un processus de substitution.
Aussi, en considérant, probablement inconsciemment, que les représentations autres
qu’algébrique ne sont pas mathématiques, sa rigueur ne s’applique pas. Nous pouvons
imaginer que pour Josée, en accord aux résultats de recherche de Cunningham, Eisenberg,
Dreyfus, Hitt et Zimmerman entre autres, les mathématiques ont une connotation trés

fortement liée au registre algébrique.

4.3.2.3 Révision du concept de taux de variation instantané

Josée continue d’utiliser la représentation graphique « générale » pour illustrer le taux de
variation exact en un point dans son contexte de voyage. Elle trace la tangente et demande
aux éleves de lui dire ce qu’ils feraient. Cependant, elle ne leur laisse pas le temps de
répondre et effectue la coordination entre les représentations : « Je crois que vous faites le
lien, la vitesse, elle serait la pente de cette tangente, c’est ¢a? » Elle cherche alors a produire
la représentation algébrique de cette idée et par le fait méme, elle donne une verbalisation

intéressante du processus de limite (voir extrait 4.24).

J: On s’entend que si vous essayez de calculer la pente de cette droite de la méme fagon,
c'est-a-dire que vous devez calculer la moyenne de la vitesse entre Ville2 et Ville2, c’est ¢a?
Si je veux calculer la vitesse moyenne entre Villel et Ville2, ben, je mettrais la vitesse
moyenne Villel et Ville2, mais si je veux la vitesse moyenne a Ville2, ben, je ferais la
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moyenne entre Ville2 et Ville2, mais on s’entend que ¢a, ¢a ne donnerait rien. Ca me
donnerait quoi? Ca me donnerait un zéro sur z€ro [6 ]. Ca ne marcherait pas... d’aller le

calculer comme ¢a directement, mais cependant, on s’entend que plus je prends une distance
[elle rapproche ses mains de plus en plus] courte, plus j’ai une estimation plus fidéle a la
vitesse a VilleZ.

Extrait 4.24: Verbalisation du passage de taux de variation moyen a taux de variation instantané
(11:16)

Comme elle a une tangente, donc qu’elle a un seul point commun entre la droite et la courbe,

elle fait comme si elle calculait la vitesse moyenne, mais avec un seul point. Evidemment, ce

: : - . 0 .
calcul est impossible (y'—y—l). Pour elle, dans ces conditions, le — est inconcevable. Par
X, — X,

contre, les éléves ont en téte le concept de limite et ils ont appris que 6 gst une

indétermination qui peut étre « contournée ». En effet, comme nous avons discuté surtout

dans les analyses des séances de Louise, ’idée de contradiction d’écrire qu’une expression

est égale a —6 n’a pas €té mise de I’avant par les enseignantes. Nous pensons que ce ne sera
pas un automatisme pour les éléves que 6 est une aberration mathématique (dans ce cas ou il

. : : 0
n’y a pas de limite). Est-ce vraiment clair pour eux que le 6 « peut » apparaitre que dans un

contexte ou il y a des limites, et encore? Finalement, dans cet extrait, on peut remarquer
I’importance de faire attention au calcul des limites. Josée fait une promotion de I’idée de
substitution dans le calcul des limites et on ne voit pas comment elle peut conclure en ayant

cette contradiction (extrait 4.24). Dans son discours, nous percevons une espece de

contrainte : « pour éviter le résultat 6, il faut faire des manipulations algébriques... », le

sin(x)

probléme survient quand on doit calculer des limites comme |jyy———%, la limite n’existe
x

x—0

pas!
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Aprés qu’elle ait utilisé le vocabulaire relié¢ au concept de limite (« une distance de plus en
plus courte », «de plus en plus en s’approchant »), Josée produit une représentation
algébrique du concept de taux de variation instantané. Pour ce faire, elle se situe a cheval
entre un contexte et I’expression générale. En effet, elle produit la représentation formelle

i M, mais en la verbalisant dans son contexte de voyage entre Villel et
boa b-a
Ville2. On peut probablement parler d’une coordination entre différentes représentations
méme si le lien est difficile a faire. En effet, elle associe b a un point dynamique qui se
rapproche de Ville 2 et apres b devient la ville qui change. L’explication est difficile a suivre
et surtout, il y a un effort certain a faire pour associer les bons termes aux bonnes

représentations.

Comme pour le taux de variation moyen, elle veut maintenant trouver les trois

isti : . b)y- f(a
« caractéristiques » de cette expression |ym fb) - f(a)
b—a —da

. Elle commence par celle en

contexte, puisqu’elle vient d’en parler, la vitesse instantanée. Elle trace alors un nouveau
graphique pour illustrer le processus dynamique de la limite. Le nouveau graphique est
pratiquement identique au premier (voir figure 4.46). Elle y trace deux droites sécantes et fait
le geste avec sa main d’une droite sécante qui devient la droite tangente. Ainsi, elle
coordonne sa verbalisation avec la représentation graphique. Ce qui la méne a une nouvelle
représentation verbale, la pente de la tangente. Enfin, elle ajoute rapidement le terme taux de

variation instantané.
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Figure 4.46: Représentation graphique du processus de limite (14:15)

Dans sa révision, Josée ajoute différentes notations de I’expression algébrique du taux de
variation instantané. A la suggestion d’une éléve, elle commence par remplacer le b par
a+ Ax. L’éleve sait méme expliquer que Ax va tendre vers zéro. Pour bien faire les
transformations algébriques, Josée utilise le graphique pour expliquer ce que ce Ax représente
(on peut soulever que dans ce cas, on ne sait pas le rdle de x , on pourrait donc utiliser Aa par
exemple). Elle dit: « [...] j’essaierais de calculer la vitesse moyenne tout autour, a coté de
Ville 2.» Cette verbalisation peut faire la promotion de la conception que la limite est
inatteignable et est liée a la vision de I’infini potentiel. En effet, en utilisant les mots
« autour » et « a cOté », nous avons vraiment I’impression que ce ne sera jamais a. Sans
mentionner que Ax est une variation des x, elle fait la conversion de « autour de a » vers les

représentations algébriques a + Ax et a+h.

Aprés, I’enseignante entame une réflexion sur le fait qu’une limite se considére des deux
¢otés d’un point en simultané. Lorsqu’elle demande aux €leves de quel coté se trouve a+ Ax
ou a+h, un éléve répond qu’il est a droite. Alors, Josée explique qu’il peut étre des deux
cotés. Elle reprend ses termes pour dire que « étre a c6té », ¢a veut autant dire a gauche qu’a
droite et elle ajoute : « Donc quand on dit a c6té, ¢a [elle pointe sa représentation graphique],
c’est juste un réflexe et je place mes points toujours a droite, mais ¢a ne veut pas dire que je
vais prendre toujours une valeur plus grande. » Cette affirmation est révélatrice pour nous.
Josée nous témoigne qu’elle est consciente qu’elle fait le processus toujours du méme coté.
Nous avons méme la confirmation que cette fagon de faire a fait croire aux éléves, au moins a

un, que la limite allait étre seulement a droite et par conséquent, que Ax > 0. On peut se
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demander, comme elle sait que sa représentation pourrait étre plus claire, si elle le mentionne

méme aux éléves, pourquoi la fait-elle toujours de cette fagon?

Finalement, elle obtient les deux autres représentations algébriques formelles du taux de

variation instantané: |jm fla+dx) - f(a) et lim f(a+h})l—f(a).

Ax—0 Ax h—0

Elle produit

également un petit schéma, une ligne horizontale qui montre comment on peut s’approcher de
chaque c6té de a. En expliquant ce schéma, elle conserve un vocabulaire lié & I’infini

potentiel et a la conception que la limite est inatteignable.

4.3.2.4 Un exemple

Comme exemple, Josée demande aux éléves de trouver la vitesse instantanée en y = 3 pour

la fonction f(y) = 2y*. Les représentations utilisées dans la question peuvent créer de la

confusion chez les éléves. D’abord, elle demande de trouver la « vitesse » instantanée quand
au fond, elle ne se situe pas dans un contexte. Elle entre en contradiction avec son explication
précédente. En effet, elle avait bien dit que cette représentation verbale était pour un contexte
particulier. De plus, elle utilise dans sa représentation algébrique y comme variable
indépendante. Or, les éléves qui ne sont déja pas habitués a traiter une variable indépendante
représentée par une autre lettre que x ont également une vision trés ancrée de y comme étant
la variable dépendante. C’est donc leur demander beaucoup de transformations impliquant

des représentations institutionnelles fortes.

Aprés, ils arrivent a produire la représentation algébrique qui dictera la stratégie de

fG+hm)-f03)
h

résolution : hm

h—0

. Mentionnons que c’est Josée qui a décidé d’utiliser la

représentation avec le A. Avant d’entamer les manipulations algébriques, Josée pose une

uestion peu commune aux éléves. Elle leur demande de formuler d’autres questions
p
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auxquelles la réponse serait cette méme représentation algébrique. Les éléves qui ne sont pas
habitués a réfléchir dans ce sens (réponse — question), ont du mal a comprendre ce que Josée
veut dire et répondent intuitivement avec des possibilités de transformations de la
représentation algébrique pour se rapprocher de la réponse. Ils se tournent en fait vers la
procédure de résolution qu’ils connaissent. Josée finit par leur donner un fort indice en
pointant les trois termes écrits au tableau pour représenter le taux de variation instantané. Les
éléves parviennent alors & formuler des questions, mais on peut se demander s’ils ne font que

dire les mots qu’ils voient au tableau ou s’ils comprennent vraiment le but de ’exercice.

Maintenant, ils peuvent commencer les manipulations algébriques. Josée utilise une
représentation verbale nouvelle pour le résultat attendu. Elle parle de « quantité », méme si ce
mot est assez général, nous doutons que ce soit un terme approprié au résultat. Elle fait aussi
quelque chose qu’elle fait assez souvent, elle nomme I’expression m. Ainsi, elle peut réécrire
des nouvelles représentations algébriques en les égalisant a m ce qui rend explicite que toutes
les représentations sont €quivalentes. Pendant les manipulations, elle coordonne bien les
représentations algébriques et verbales. En effet, elle appuie beaucoup sur la conservation de
[’équivalence et rend toujours explicite quel terme équivaut & quel terme dans les anciennes
et nouvelles représentations. Elle utilise les gestes, les mots et aussi les crochets pour
expliciter ses transformations. Par exemple, elle dit: «[...] On s’assure qu’on a une

équivalence mon premier bloc, celui-la [ f(3+ /)], son équivalence, c’est 2(3 + h)?*, ¢a,

¢’est le premier bloc. Moins, le deuxiéme bloc, c’est quoi? » et elle continue de cette fagon.

Aussi, pendant les manipulations, elle laisse des erreurs « de rigueur mathématique » qui
semble intentionnelles. Par exemple, elle oublie de mettre 7 — 0 sous le symbole de limite.
A chaque fois, ce sont les éléves qui lui font corriger. Elle n’a pas besoin de mettre plus
d’accent sur les erreurs, les éléves semblent les voir. De plus, elle rend la plupart des
transformations explicites, mais il y a quand méme quelques fois, ou elle néglige certaines

représentations « intermédiaires ». Par exemple, elle passe directement de f(3) a 18 sans
écrire 2(3)*. Elle le dit, mais ne ’écrit pas. Justement, plus tard, une éléve s’interroge sur la

provenance du 18. Voila un indice de plus que les représentations écrites sont aussi

importantes.
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On retrouve également une verbalisation dont nous avons déja discuté dans I’analyse de la
premiére séance. Il s’agit de parler de « distribuer le deux » pour parler du développement
d’un binéme au carré. Par contre, cette fois, [’enseignante utilise aussi ce terme. Plus tard,
elle effectue vraiment une distribution et cette fois elle a recours a des fléches pour bien

mettre en évidence la transformation algébrique.

Enfin, Josée éprouve des problémes avec son choix de variable qu’elle a fait au début (y
comme variable indépendante). Lorsqu’elle veut trouver I’équation de la droite tangente, elle

APAC)

a recours a sa technique habituelle soit 3
x_

=12. C’est en produisant cette

représentation qu’elle se rend compte qu’il y a quelque chose qui cloche. En effet, dans cette
équation, y représente la variable dépendante et un x apparait pour représenter la variable
indépendante ce qui n’est pas en cohérence avec les représentations algébriques précédentes.
Elle demande alors aux éléves de trouver ce qui ne va pas dans sa représentation. lls
n’arrivent pas a repérer complétement le probleme, mais une éléve mentionne tout de méme
que I’utilisation du y la méle dans cet exemple. Pour lever la confusion, Josée change le y

dans [’équation de la fonction de départ (f(y)=2y* devient f(x)=2x%). Cette

manipulation a alors différentes conséquences selon nous. Par exemple, méme si y n’apparait
pas vraiment dans le calcul de la limite, la cohérence entre ces deux représentations devient

=0 _,

X —

douteuse. Elle poursuit alors avec en mentionnant que ce n’est pas le méme

y. Les représentations deviennent évidemment confuses. Enfin, un éléve demande s’il peut
utiliser sa propre technique pour trouver I’équation d’une droite. On en conclut que certains
éleves restent quand méme attachés a leur fagon de faire soit introduire un point connu dans

I’équation y = ax + b (voir section 4.3.1).
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Cet épisode se termine par une discussion sur I’utilit¢ de la droite normale. Il est vrai que
sortie de son contexte, il n’est pas évident de donner I’utilité de ce concept. Josée essaie de

trouver un sens a tout ¢a et parle de la distance la plus courte entre deux droites.

4.3.2.5 Introduction d’une notation et un exemple

Josée introduit pour la premiére fois la notation f'(a). Elle en parle en disant que c’est tout

simplement une autre fagon d’écrire le taux de variation instantané. Elle fait aussi le parall¢le
avec son utilisation de la lettre m, qu’elle utilisait souvent pour ne pas réécrire toujours toute

I’expression algébrique. Par contre, elle précise que f'(a) est beaucoup plus clair. En effet,

cette notation représente exclusivement le taux de variation instantané de la fonction f

enx =a.

Par la suite, elle traite un autre exemple : Si f(x) = 6x2 -1, trouver f'(1). Sa procédure et

les représentations qu’elle utilise sont trés semblables & I’exemple précédent. Elle met bien en
évidence |’équivalence entre les représentations algébriques en verbalisant et en mettant des
crochets. La différence cependant est qu’elle utilise la représentation algébrique avec Ax
plut6t que celle avec A. On reconnait qu’elle essaie de varier les représentations. Vers la fin
de I’exemple, elle fait quelques manipulations verbalement, qu’elle n’écrit pas, mais le fait de

fagon assez explicite, en s’assurant que les €leves suivent.

4.3.2.6 La fonction dérivée

Afin d’introduire la fonction dérivée, Josée passe par I’utilité de cette derniere. Maintenant
qu’ils « savent » calculer la dérivée d’une fonction en un point particulier, elle leur demande
si ¢’est réaliste de vouloir a chaque fois calculer pour un seul point : « imaginez qu’on doit en

calculer plusieurs ». Dans cet épisode, elle accompagne son discours d’une représentation
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graphique. 1l s’agit du graphique habituel que Josée choisit. Elle ’utilise pour illustrer
I’infinité de points possibles dont on peut calculer leur dérivée. Donc, la verbalisation de
Josée au début de cette partie propose un outil pour économiser nos énergies (pour faire de
moins longs calculs). Elle renchérit en disant qu’il s’agira d’une « recette magique » (voir
extrait 4.25). Nous observons dans la fagon qu’a Josée d’introduire la fonction dérivée qu’elle
insiste beaucoup sur le fait que c’est pratique, sur le coté procédural de ce concept. En effet,
toutes les explications qu’elle donne sur le passage du cas particulier au cas général sont liées

a une technique.

J:[...] A ce moment-la, on définit... Bon, enfin, on se donne une fagon de faire. On va aller
faire les choses de fagon plus globale, et dés que... ben c’est comme si on se donne une
recette magique, et dés qu’on se donne un point, hop, je prends le point, je le mets dans ma
formule et je I’ai la dérivée. Qu’est-ce que ¢a veut dire, c’est que... C’est ce qu’on appelle la
dérivée d'une fonction. La dérivée en général. Ce qu’on avait vu c’était la dérivée en un seul
point, mais 1a en général, ce serait quoi? Et... C’est la méme chose que ce qu’on a vu, sauf
que ¢a va étre avec un x.

Extrait 4.25: Introduction de la fonction dérivée (1 :47 du deuxiéme DVD)

En fait, elle ne donne pas de définition conceptuelle de f'(x) . D’ailleurs, elle ne parle pas de
la fonction dérivée, elle parle de la dérivée d’une fonction. Cette représentation est exacte,
mais elle ne met pas en évidence qu’elle est bel et bien une fonction, que I’on peut interpréter
dans son ensemble. Il est vrai qu’ils en sont au tout début de |’apprentissage, nous pouvons
penser que cette fagon de voir la dérivée viendra plus tard. Elle produit tout de méme la

représentation algébrique qui se trouve & étre une transformation de celle de f'(a):

Jx+h)-f(x)
. :

S'(x)= lhil’%’l

Ensuite, elle donne un exemple : Evaluer la dérivée de la fonction f(x) = 2x2. Avant

d’entreprendre les manipulations algébriques nécessaires, elle demande aux éléves de faire
une sorte d’anticipation du résultat. La question n’est pas facile. Pour pouvoir faire cette

anticipation, les éléves doivent pouvoir effectuer d’abord la production d’une représentation
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algébrique, puis certaines manipulations sur celle-ci, et ce, mentalement. En fait, Josée veut
les amener & remarquer que la variable x sera toujours présente dans la réponse. Nous
doutons que les éléves puissent réellement faire cette activité mentale, mais le fait que Josée
mette ce point de I’avant pourra leur permettre de porter une attention particuliére au

traitement de x dans I’exemple.

Ils commencent |’exemple en effectuant les transformations nécessaires a la représentation

Jx+h)-7(x)
h

. Encore une fois, toutes les manipulations sont

algébrique /'(x) = |im
h—

0
effectuées assez clairement. En effet, Josée insiste sur I’équivalence entre les représentations
ce qui I’oblige a rendre les transformations explicites. Elle écrit la plupart des représentations
algébriques « intermédiaires » et sinon, elle s’efforce de les dire lentement et de les répéter.

Le groupe arrive & produire la fonction dérivée de la fonction f(x) = 2x2, f'(x)=4x.

Enfin, pour montrer aux éléves que ce calcul €quivaut a calculer la dérivée en un point, mais

pour tous les points de la fonction, elle leur demande de calculer f'(3), qu’ils ont déja
calculé dans un exemple précédent et aussi f'(5). Elle rend les calculs de ces deux dérivées

explicites et les éléves peuvent constater que les deux fagons de faire leur donnent le méme

résultat.

4.3.2.7 Aide individuelle aux éléves

Les étapes théoriques analysées précédemment sont parfois entrecoupées de temps pour faire
un peu de travail personnel ou en équipe. Pendant ces périodes, Josée circule dans la classe
pour répondre aux questions des éléves. 11 a été tres difficile d’avoir des enregistrements de
I’aide qu’elle donne aux éleves di au bruit dans la classe et parfois a I’inaccessibilité avec la

caméra de I’endroit ou Josée se trouvait.
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Nous avons tout de méme pu remarquer que Josée a a répondre a des questions plutot de
base. En effet, nous voyons les éléves éprouver des difficultés avec les manipulations
algébriques, I’évaluation des fonctions pour x+ /A, I’interprétation d’une fonction en
contexte, etc. Par exemple, certains éleves démontrent de la difficulté avec le développement
d’un binéme au carré ou au cube. Une autre fois, dans un contexte d’aire d’un disque par
rapport au rayon, I’éleve a beaucoup de difficulté a transformer la représentation algébrique

générale pour ’exprimer avec A et r, les variables en jeu dans la situation.

Un autre élément que nous relevons est |la tendance de Josée a aller vers des procédures pour
répondre aux éléves. Par exemple, lorsque les éléves ont de la difficulté a développer un
bindme au carré ou au cube, elle fait référence a la formule générale. Elle cherche a se
rappeler une formule apprise par cceur. En effet, Josée suggere a I’éléve de prendre son aide-
mémoire (fourni par le manuel) dans lequel on trouve la formule générale nécessaire, et ce,
méme si un autre éléve avait proposé de le développer au long. Une autre fois, une éléve a de
la difficulté a comprendre ce qu’elle doit calculer. Elle finit par cibler, qu’elle doit trouver un
taux de variation instantané, mais exprime clairement & Josée, qu’elle ne comprend pas
pourquoi. Elle ne comprend pas le contexte. L’enseignante se tourne vers la représentation
algébrique que I’éléve devra manipuler pour obtenir la réponse. On voit Josée utiliser une

approche qui est plutot, selon nous, procédurale.

4.3.2.8 Résumé de ’analyse de la séance #2

Analyse centrée sur I’enseignante :

a) Nous remarquons que Josée, dans sa pratique, favorise le registre algébrique. 11 est
vrai qu’elle y accorde beaucoup d’importance. En effet, elle traite les exemples le

plus souvent seulement dans ce registre et y accorde une attention particuliere dans



b)

c)

d)
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son discours. En effet, on sent que pour elle, les mathématiques sont fortement liées
au registre algébrique. Par exemple, elle a associé la représentation algébrique du
taux de variation (moyen ou instantané) a la représentation mathématique du concept.
De plus, elle parle de la rigueur mathématique en faisant une association claire avec
I’écriture ou encore une fois, le registre algébrique. D’ailleurs, on observe qu’elle n’a
pas les mémes regles de rigueur quant & ’utilisation de représentation graphique. Une
fois de plus, nous signalons une perspective théorique sur les représentations,
I’importance de promouvoir I’articulation entre représentions dans la construction de
concepts mathématiques, étant donné qu’une représentation représente partiellement

le concept mathématique en question.

Dans I’approche de Josée de donner dans son enseignement une primauté aux
représentations algébriques, elle prend aussi une position implicite sur ce que sont les
mathématiques. Quand elle fait référence aux représentations algébriques elle les
nomme comme ¢€tant des représentations mathématiques et nomme les autres
représentations comme il est habituel de les nommer, soit représentation graphique

par exemple.

Les interprétations verbales du concept de moyenne de Josée peuvent induire une
fausse conception. En effet, le fait de parler d’une moyenne comme étant «une

quantité a peu pres » refléte une fausse conception sur la moyenne.

A certains moments, il est clair que Josée est consciente des limites de certaines de
ses représentations. Par exemple, quand elle affirme qu’elle montre toujours la limite
s’approchant du coté droit du point. En fait, elle démontre qu’elle sait que la
représentation est incompléte, elle le dit méme explicitement aux éléves. On peut

alors se demander pourquoi elle n’ajuste pas les représentations graphiques.

La communication orale autour de la limite oblige I'utilisation de I’infini potentiel
qui fera la promotion de la conception que la limite est inatteignable: « je
m’approche de plus en plus sans arriver a la limite », idée intuitive qui se développe
de fagon naturelle. Cette conception peut persister méme aprés avoir suivi des cours

de calcul plus formels.
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II faut noter que dans le manuel, on donne une définition de limite en forme verbale
(écrite) ou on ne peut pas échapper a la notion d’infini potentiel, mais les auteurs
Hamel et Amyote (2007, p. 12) signalent implicitement que la substitution n’est pas

valable. On dit que la limite de la fonction f(x)quand x tend vers a vaut L, si la
fonction f(x) prend des valeurs de plus en proches de L, lorsque x prend des

valeurs de plus en plus proches de a, mais différentes de a. On écrit alors

Jimf(x) = L. Cette définition en mots, correspond a: ¥V £>0, 3 >0 tel que

xX—=a

0 <‘x —a‘ <o = If(x)—L|<5. Ici le « mais différentes de a » est équivalent a
O<‘x~a‘.

Nous devons reconnaitre que Josée essaie de varier les représentations algébriques.
Par exemple, elle fait les calculs d’une dérivée le plus souvent avec &, mais parfois
elle utilise Ax. Elle utilise la fonction f(), ou y est la variable indépendante. Elle a
parfois recours & une représentation graphique, surtout lorsqu’il s’agit d’une partie

« théorique », elle le fait peu pour les exemples.

Josée effectue les transformations dans le registre algébrique le plus souvent de fagon
claire et explicite. En effet, le fait d’insister beaucoup sur la notion d’équivalence
entre les différentes représentations I’améne a rendre les manipulations explicites.
Elle met de I’emphase avec des représentations verbales (en faisant référence a des
blocs pour suivre les €quivalences terme a terme), avec des gestes ou avec des

symboles comme des crochets.

Parfois, Josée fait une anticipation de la réponse. Par exemple, pendant I’exemple du
calcul de f'(x) pour la fonction f(x)=2x?, elle anticipe verbalement qu’elle

trouvera un x dans la réponse finale,
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Analyse centré sur les éléves :

A) Nous remarquons que les éléves sont influencés par les représentations que Josée a
utilisées pour introduire le taux de variation instantané. En effet, a quelques reprises
certains éléves montrent qu’ils croient que lorsqu’on prend la limite du rapport en

jeu, on se trouve du c6té droit de a.

B) Josée ressort des erreurs d’écriture faites par les éléves qui, selon nous, peuvent
révéler des erreurs de compréhension: Oubli ou abus du symbole de limite,
évaluation de la limite de « rien », oubli du signe d’égalité entre les représentations

équivalentes.

4.3.3 La troisiéme séance : Continuité et dérivabilité

A I’ordre du jour, écrit au tableau, on peut lire ce qui constituera I’ensemble de cette legon :
répondre & des questions des éléves en groupe, faire le lien entre la dérivabilité et la
continuité d’une fonction, étudier un point particulier et finalement répondre a des questions

individuelles des éleves.

4.3.3.1 Quelques exemples en groupe

Au début de cette séance, Josée offre la possibilité aux éléves de poser des questions
auxquelles elle répond devant tout le groupe. Trois questions en lien avec des exercices et
problémes proposés par le manuel sont posées pendant cet épisode. D’abord, un probléme en

contexte (voir figure 4.47) :
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2. On veut cldturer un potager de [orme carrée avant une superficie de A m-.

a) Déterminez la fonction donnant la longucur L de la cldture du potager
selon sa superficie. (Indice: Déterminez d'abord la longueur ¢ du ¢0té d'un
carré de A m*)

b) Déterminez la dérivée de ta fonction L{A). Tndiquez bien les unités.

¢) En utitisant la réponse obtenue en b, déterminez L'{100).

d) Donnez une interprétation géométrique et contextuelle de L'(100).

¢) En utilisant la réponse obtenue en b, déterminez L'(156,25).

{) Donnez une interprétation géomdétiigue ¢t contextuelle de L7(156,25).

Figure 4.47: Exercice proposé par le manuel (Hamel et Amyotte, 2007, p. 80)

Il est intéressant de voir comment Josée cible les difficultés possibles de ce probléme. Elle
dit: « Ah ok, bon, 14, ils donnent... de toute fagon ici, je pense que la difficulté, c’est la
modélisation hein? Ce n’est pas comprendre le probléme. C’est passer du texte & I’écriture
mathématique, c’est ¢a? » En fait, ici, Josée dissocie la modélisation, le passage du texte a
I’écriture mathématique (conversion d’une représentation verbale vers une représentation
algébrique (sous-entendu)) de la compréhension. Nous pouvons imaginer que pour elle la
compréhension est de savoir faire les manipulations algébriques nécessaires une fois que
I’expression algébrique a ét¢ mise en place. Cela nous donne un autre indice de I’importance

que donne Josée & la manipulation algébrique.

Elle entame le probléme en ressortant les mots-clés de 1’énoncé (carré, superficie égale a A).
La partie a) de la question demande de déterminer la fonction donnant la longueur L de la
cloture selon sa superficie. Josée ressent le besoin de discuter de la définition de la longueur.
En effet, dans ce probleme, 1’idée de longueur peut étre contre-intuitive pour les éleves. Ils
sont habitués lorsqu’ils ont a faire a une forme géométrique, telle un carré dans ce cas, que la
longueur représente un cdté de la forme (par exemple la longueur et la largeur d’un
rectangle). Par contre, dans ce cas, la longueur représente le périmétre de la figure. C’est
cependant un type d’exemple qu’ils ont siirement traité antérieurement : cloturer un terrain,
mettre des bandes a une patinoire sont des contextes que I’on peut retrouver dans les manuels
du secondaire. Josée a recours a un schéma pour préciser ce qu’on entend par longueur dans

ce probleme. Elle fait aussi une analogie avec les murs de la classe. On parle de la longueur
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d’un mur (d’un cbté d’un rectangle) et non de tout le tour de la classe. Elle cherche également
a obtenir le terme plus formel pour la longueur de la cldture ou « le tour de toute la
superficie », soit le périmetre. Elle se retrouve avec quatre représentations différentes de la

longueur de la cléture : L, longueur, périmetre et le schéma.

Pour résoudre le probléme, elle va d’abord nommer un c6té du carré ¢. Une représentation
commune du cdté d’une figure géométrique. Les ¢€leves reconnaissent rapidement que
L = 4¢. Maintenant, la tdiche demande d’exprimer L en fonction de 4. Josée cherche donc
exprimer ¢ en fonction de 4, mais la raison de ce processus reste implicite. Les éléves savent

identifier le lien entre ces deux variables et appliquer les manipulations nécessaires pour

obtenir que ¢ = VA et finalement que L = 44 .

Le deuxiéme exercice demande de trouver la dérivée de fonctions de différents types. C’est la

premiére fonction qui cause des problémes aux éléves pour I’instant : f(x) =4 .

Josée reprend la question en poussant les éléves vers une conversion du registre verbal vers
un autre registre inconnu: « quand ils disent de trouver la dérivée, c’est quoi? Qu’est-ce qu’il
faut comprendre de ¢a? » Au départ, on ne sait pas trés bien vers quel registre elle veut les
diriger, mais rapidement, on se rend compte qu’elle veut voir la représentation algébrique
apparaitre. Quand un éléve donne une notation différente de la dérivée ( f'(x)), elle le
redirige vers « les calculs ». Elle en profite tout de méme pour rappeler les différents
synonymes du concept y compris la vitesse instantanée, méme si I’exercice n’est pas dans ce
contexte. L’enseignante coordonne les différentes représentations pour résoudre I’exercice.
En effet, elle trace la représentation graphique de la fonction, en plus de travailler aussi sur sa
représentation algébrique. Elle produit aussi ’expression algébrique de la dérivée de cette
fonction. Pour ce faire, elle utilise le terme vitesse instantanée pour le méme exemple hors

contexte. De plus, elle interpréte la fonction f(x)=4 (voir extrait 4.26). On voit la

coordination des différentes représentations dans cet extrait.
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J . [...] Peu importe le x que je prendrais, ¢a donnerait... toujours quatre [elle trace plusieurs
points sur le graphique]. Peu importe le X, son image, ce sera toujours quatre. Donc... peu
importe ce que j’al ici a I’intérieur, ¢ca me donnerait quatre. Le premier bloc, ¢’est quatre, le

. 4-4
deuxiéme, c’est quatre, sur deltax [ /'(x) = |ijm——1
Ax—0 Ax

Extrait 4.26: Coordination des représentations de la fonction f(x) =4

: . .0 :
Elle arrive alors a I’expression f'(x) = hm——. Afin de poursuivre la résolution de cet
Ax—0

exercice, elle sollicite I’avis des éléves. Comme Josée |’avait probablement prévu, certains

tombent dans le piége et clame la présence d’indétermination (6 ). Méme si Josée sait que ce

n’est pas la bonne réponse, elle poursuit avec leur idée et leur demande d’expliquer plus en

détail ce résultat. Voyons comment elle gére cet épisode (voir extrait 4.27) :

J : Ah, c¢’est une indétermination? [A la suggestion d’un éleve] Ok! Caici la [E ], ¢ca

ressemble a... ¢’est un zéro sur zéro [6 1?

ES : Oui.

J : Parce que mon delta x égale a zéro?
E3 : Non.

J . Mon delta x, il vaut quoi?

E3 : Plus...

J : C’est un petit peu plus que z€ro ou un petit peu moins que z€éro, il n’est pas égale a zéro,
mais une valeur proche de zéro! Ca peut €tre comme par exemple, zéro virgule zéro zéro
zéro... un [0,...01]. Mais si je prends zéro et que je le divise par ¢a [0, ...01]?

E3 : Moins I’infini!

E6 : Ben non, ¢a va donner zéro.

. 0
J: Zéro divisé par un nombre quelconque, ¢a donne... zéro. Donc, ici la [E ]...
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Es : Ha ha ha!

J: Ha ha ha! Non, mais c’est bien, les propriétés de... de division par zéro qui est retenue 1a!
Donc, le rapport... la fraction que j’ai ici (4, elle est égale a zéro. Ce n’est pas sa limite, mais
elle, elle vaut zéro. Et limite de zéro c’est?

Extrait 4.27: Evaluation de la limite de la dérivée de f(x)=4

Dans cet extrait, on voit la vision de I”infini potentiel ressortir, Josée I’utilise pour justifier le
fait que nous n’aurons pas d’indétermination. En fait, elle renforce I’explication en ajoutant
que le rapport donnera zéro, que ce n’est pas la limite qui donne zéro, mais bien le rapport

dont on prendra éventuellement la limite. Elle le précise a la fin de ’extrait.

On peut remarquer que quand ’enseignante sait que la limite est zéro, comme ¢’est le cas
présent, elle n’utilise pas « la substitution directe de Ax ou /& par 0 », on voit le cas contraire

quand elle sait que le processus peut donner une indétermination (par exemple, voir section
4.3.1). C’est-a-dire que quand elle traite une indétermination de la forme —, Josée va dire

explicitement aux éleves de prendre Ax =0. Dans le cas présent, I’enseignante parle d’une
valeur petite prés de zéro, par exemple, 0,000...1. Aussi, elle remarque que Ax peut prendre
une valeur négative ou positive. Il faut signaler que dans les exemples qu’elle a donnés avant,

elle prend, le plus souvent, le Ax positif (voir 4.3.2, par exemple).

L’enseignante effectue ensuite un retour sur la réponse qui est tres intéressant. En effet, Josée
cherche a faire comprendre aux éleves pourquoi ils ont obtenu cette réponse, pourquoi
« c’était prévisible ». Une éléve répond presque d’emblée que c’est parce qu’il n’y a aucune
variation. Nous étions quand méme surprise par cette réponse si rapide de I’éleve. Nous ne
pouvons malheureusement pas savoir sur quoi elle s’est basée pour arriver a ce raisonnement.
Josée reprend la réponse de I’éleve et raméne I’idée que la dérivée est en fait un taux de
variation (voir extrait 4.28). Elle formule de deux fagons différentes la fagon dont la fonction
change ou plutét ne change pas. Pour clarifier son idée, elle a aussi recours & la fonction

affine qui est représentée par une droite oblique, elle fait d’ailleurs le geste avec son bras. Un
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¢leve dit que la dérivée sera la pente, le taux de variation, le @ de la fonction. Ici, une
confusion peut s’installer dans la téte des éleves. En effet, il peut étre difficile a ce moment,
vu les représentations utilisées par I’enseignante, de distinguer le taux de variation de la
fonction affine et le taux de variation que représente la dérivée. Josée explique alors le
processus de la fonction affine (voir extrait 4.28). Ce qui consiste a expliquer I’effet du taux

de variation sur I'image de x.

J : Quand je fais varier ma fonction d’un point a I’autre, d’un point a ’autre et d’un point a
’autre... Comment elle varie?

E8 : Constant.

J ;. De fagon constante. Donc, la, ¢a serait normal si vous faites la dérivée d’une fonction
affine, et ¢’est la deuxiéme [ f(x) =1—23x], vous allez trouver une constante.

Extrait 4.28: Explication du processus de la fonction affine

On voit a la fin de cet extrait qu’elle fait implicitement, de fagon verbale, la distinction entre
les deux taux de variation, celui de la fonction et celui de la dérivée. Cet épisode est aussi une
bonne maniére d’introduire les reégles de dérivation qu’ils verront dans les prochaines

séances. En effet, Josée seme déja I’idée d’une certaine généralisation.
2

Le troisieme exercice demande de déterminer I’équation de la droite sécante passant par les
1 1 |

points (E,f(g)) et (1, f(1))de la fonction f(x) = —. Josée anticipe une difficulté chez les
X

¢leves a évaluer f{x) pour les x donnés. C’est pourquoi elle a immédiatement recours a
I’approche avec la boite qu’elle a utilisée dans les séances précédentes. Elle transforme

I’équation de la fonction comme f{o) = 1/ 0. Elle évalue d’abord f (1) sans probléme et passe

: : 1 ‘ : o
ensuite a ’évaluation def(g). Elle commence par faire la manipulation mentalement et

1
obtient évidemment quef(—2—)=2. Elle essaie par la suite d’expliquer rapidement le

processus utilisé. En fait, elle ne fait qu’évoquer oralement une procédure : « Si je rentre une
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. | . o 1
demie ici [elle remplie la boite avec leE ], je vais le rentrer ici pareil hein [elle met 5 dans

I’autre boite]. Donc, ¢a ferait un sur une demie. L’inverse de I’inverse, c’est multiplier par
’inverse. Ca me ferait deux. » On peut comprendre qu’elle a en téte I’algorithme suivant : Si
on divise un nombre par une fraction, ¢a revient & multiplier ce nombre par I’inverse de cette
fraction. On peut imaginer que dans la formulation de Josée, le premier « inverse » représente
I’idée de division et le deuxieme « inverse » représente la division par une fraction (qui est
elle-méme I’inverse de quelque chose). Enfin, on multiplie par I’inverse, on se perd! On
multiplie quoi, par ’inverse de quoi? Plus tard, elle formulera la méme reégle beaucoup plus

clairement : « Un sur une fraction, ¢a revient a I’inverse de la fraction ».

1
Une fois qu’elle a déterminé les points (5 ,2) et (1,1) elle entreprend de trouver I’équation de

la droite sécante. Elle cherche d’abord le taux de variation qu’elle nomme m. Nous
remarquons que Josée a souvent recours a une lettre pour identifier ce qu’elle cherche. Cela
montre son attachement pour les représentations algébriques. Elle cherche ensuite ’ordonnée

a I’origine en utilisant la formule y =—-2x+b et en remplagant (x,y) par le point (1,1).

Notons que ce n’est pas la méthode qu’elle prend habituellement. Souvent, elle utilise

I’équation 4 " = -2 et isole le y pour obtenir I’équation de la droite. Il est intéressant de
x —_—

voir que Josée essaie de varier ses stratégies de résolution. Finalement, elle termine I’exercice

en précisant qu’il s’agissait de trouver le taux de variation moyen et qu’il n’était pas question

de « limite » dans cet exercice. Remarquons qu’elle utilise le mot limite pour parler de la

dérivée (ou n’importe quel autre synonyme possible).

4,3,3.2 Continuité et dérivabilité

Afin de mieux faire le lien entre la continuité et la dérivabilité, Josée fait un rappel de leur

définition. Pour la continuité, elle demande aux éléves de lui donner les trois conditions pour
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qu’une fonction soit continue en a. Les éléves semblent avoir privilégié la troisiéme

condition : f(a) = |y /(x) - Cest Josée qui doit rappeler I'idée d’existence des deux ctés

de I’égalité avant de pouvoir penser les mettre en relation. Ensuite, elle évoque I’idée de le

voir graphiquement, mais reporte ¢a a plus tard.

Elle enchaine avec la dérivabilité. Josée amene d’emblée la notion d’existence encore une
fois. Elle affirme que si une fonction est dérivable en a, c’est que f'(a) existe. C’est a ce

moment qu’elle demande la participation des éleves : « Mais 1a, que la dérivée existe, ¢a
signifie quoi? » N’obtenant pas de réponse, elle transforme sa question : « Qu’est-ce qu’elle
vaut cette dérivée? C’est quoi la définition d’une dérivée? » En disant « vaut cette dérivée »,
on peut croire qu’elle se référe implicitement & un calcul et donc a la représentation
algébrique. Cependant, les €léves ne semblent pas voir tous ces sous-entendus. Un éleve se
tourne vers une représentation de la dérivée qui, jusqu’a maintenant, a été liée a la
représentation graphique, la pente. Cette représentation produit une idée chez un autre éléve
qui commence a donner I’équation de f'(a) « f(a+Ax)... » en omettant la limite. Josée
corrige immeédiatement cette erreur et confirme que pour pouvoir dire que la dérivée existe,

cette limite doit exister.

L’objectif de Josée devient de faire ressortir les cas ou cette limite (la dérivée) n’existera pas.
Cette partie passera uniquement dans le registre verbal en évoquant parfois le registre
graphique, parfois algébrique, mais sans produire de représentation dans ceux-ci. Josée donne
aux éléves le premier cas, ¢'est-a-dire quand la limite a gauche n’égale pas la limite a droite.

Un éléve suggere le cas ou f(a) n’existe pas. Il est intéressant de voir apparaitre une

réponse impliquant la notion d’existence chez un éleve. Jusque-la, cette idée n’avait été
mentionnée que par Josée. Finalement, I’enseignante donne un troisiéme cas, c'est-a-dire

guand la limite donnerait I’infini.
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L’enseignante va vers les représentations graphiques de ces deux concepts, telles qu’elle
I’avait dit préc€édemment. Pour la continuité, I’idée est assez intuitive. En effet, les éléves, qui
obtiennent une confirmation par Josée, mentionnent que c¢’est quand « ¢a ne s’arréte jamais ».
Nous pouvons penser qu’ils pensent & I’idée de tracer la courbe d’un coup, sans s’arréter.
Ensuite, les éleves évoquent rapidement la pente de la tangente comme étant la représentation

graphique de la dérivée.

4.3.3.3 Continuité et dérivabilité : graphiquement

Le prochain €pisode de cette legon est particulicrement intéressant par la primauté du registre
graphique. En effet, Josée trace un graphique au tableau avec plusieurs particularités a

observer (voir figure 4.48).

Figure 4.48: Graphique pour observer la continuité et 1a dérivabilité (21:28)

Elle travaillera avec cette représentation pendant un long moment afin de faire ressortir le lien
entre la continuité et la dérivabilité. Elle commence par faire I’étude de la continuité en
demandant aux éleves quels points sont des points de discontinuité. Les éléves repérent
immédiatement « la ou il y a un saut ». Ensuite, Josée pointe quelques points particuliers sur
le graphique comme le maximum en pointe ou un autre point anguleux pour tester les éleves

sur la continuité.
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Par la suite, elle étudie avec eux la dérivabilité de la fonction représentée. Elle proceéde en
pointant des points sur le graphique et en demandant aux éléves s’il y a une tangente. Elle
transforme un peu sa question pour faire référence a la représentation algébrique en
demandant si le «rapport» existe. Cette représentation, assez spontanée probablement,
comporte un implicite. En effet, il est certain que le rapport existe, la question qu’on doit se
poser est plutét si la limite de ce rapport existe. Finalement, Josée trace la tangente d’un

premier point directement sur le graphique et passe 4 un premier point problématique.

Il s’agit en fait du point de discontinuité. Les ¢leves expriment leur idée intuitive qui voudrait
que le point n’ait pas de tangente. Par contre, ils ont de la difficulté a expliquer pourquoi.
Josée qui ressent cette incertitude les confronte en disant le contraire, qu’elle peut tracer une
tangente, et elle trace une droite (voir figure 4.49). Plus tard, elle dira que la tangente n’existe
pas. C’est étonnant qu’elle n’utilise pas le registre algébrique pour dire que ce qui existe est
la dérivée par la gauche pour faire la distinction entre la dérivée et la tangente géométrique. A
ce moment, nous voyons combien |’enseignante a une grande influence sur les éléves, car la

plupart sont d’accord avec son idée.

Figure 4.49: Confrontation de Josée avec I’id€e intuitive des éléves (22:29)

Pour les convaincre, elle améne I’idée qu’elle se trouve du c6té gauche du point. Elle trace
une autre droite, mais cette fois-ci « & droite » du point, qui se trouve en fait a étre le point
ouvert de la fonction. Encore une fois elle utilise le registre graphique sans faire allusion a
I’existence algébrique de la dérivée par la droite. Les éléves sont toujours d’accord qu’elle
vient de tracer une tangente. On remarque que ce vocabulaire (4 gauche et & droite) est le plus
souvent utilisé quand elle fait la limite & gauche et a droite algébriquement. Elle essaie peut-

étre de faire référence a la limite (représentation algébrique) pour éclairer les éleves. Afin de
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les ébranler un peu, Josée leur demande s’ils ont remarqué quelque chose. Comme elle
n’obtient pas de réponse, elle transforme sa question en la rendant beaucoup plus directive :
« Je parle juste de la pente de la tangente. Est-ce que j’ai la méme pente? » Elle veut en fait
préciser que la dérivée par la gauche n’est pas égale a la dérivée par la droite. Tous les éléves
reconnaissent que ce n’est pas la méme pente, mais aucun ne développe. Josée leur demande
ce que ¢a veut dire d’avoir deux pentes différentes. Cet exercice demande une activité de
coordination mentale de la part des €léves. En effet, ils doivent partir de la représentation
graphique, qu’ils ont pu interpréter verbalement « deux pentes différentes » pour passer par la
représentation algébrique que deux pentes différentes reviennent a dire que la limite & gauche
n’égale pas la limite a droite; et finalement conclure que la fonction n’est pas dérivable en ce
point. Un éléve sait faire la coordination vers la limite qui n’existera pas. Josée confirme cette
affirmation, en conservant la conversion implicite, et répete que la pente a droite et la pente &
gauche n’est pas la méme, elles ne sont pas égales ce qui fait que la pente n’existe pas. On

remarque qu’elle reste prés du vocabulaire 1ié€ a la représentation graphique.

Un probléme que I’enseignante n’a pas remarqué est la possibilit¢ d’avoir un cas ou la
dérivée par la gauche et la dérivée par la droite seraient les mémes et ce, méme pour un point
de discontinuité. Si ’on suit son raisonnement de dessiner les « deux tangentes » les pentes
seront égales, méme si la fonction est discontinue. Par exemple, en prenant n’importe quelle
fonction dérivable et pour n’importe quel point « on coupe la courbe et on la déplace vers le

haut ou vers le bas (voir Figure 4.50).

RN EEIE an fifz) a8
“ y!exle Y l
/_\ [
,ﬁ\ / AN
/ \ y A
\\ 7/ \ y
: /
\ / /|
\\ N L‘// E
% LATE R Nt B S— ) _xj

Figure 4.50: Cas ou le calcul de la dérivée par la droite égale le calcul de la dérivée par la gauche
en un point de discontinuité

Elle passe ensuite a un autre point particulier du graphique, le premier point anguleux (le

maximum). Josée reste toujours completement dans le registre graphique et demande aux
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¢leves comment ils dessineraient la tangente a ce point. Elle leur suggére directement une
droite horizontale, mais les ¢l¢ves ne [’acceptent pas. Un éléve propose qu’il n’y aurait pas de
tangente, mais Josée poursuit dans son idée d’aller voir de chaque c¢6té du point. Elle regarde
d’abord a gauche et trace une droite qui se confond avec la fonction. Elle affirme alors :
« Enfin la pente, c’est parce que c’est une droite, ¢’est la droite elle-méme. La tangente, je
veux dire la tangente, puisque c’est une droite, la tangente, ce serait elle-mé&me. » Elle fait la
méme chose de ’autre c6té (voir figure 4.51). Elle arrive finalement au méme raisonnement
que précédemment, la pente a droite est différente de la pente & gauche, donc la limite

n’existe pas, donc la fonction n’est pas dérivable.

Figure 4.51: Deux droites passant par un point anguleux (24:42)

Josée étudie aussi le deuxieme point anguleux. On remarque que malgré le point qu’ils
viennent d’observer, les éleves pensent tout de méme que ce point possede une tangente.
Josée procede de la méme fagon pour convaincre les éléves du contraire. Elle trace une droite
qui suit la fonction & gauche du point et une autre qui considére la fonction a droite du point
(voir figure 4.52). Elle demande enfin aux él¢ves si d’autres points pourraient poser probleme

et ils concluent que non,

Figure 4.52: Droites passant par un point anguleux (25:34)

Aprés cette étude de la continuité et de la dérivabilité de cette représentation graphique, José€e

veut rassembler les différentes observations qu’ils ont faites sur le graphique. Elle commence
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par leur faire remarquer ce que les points ol la fonction n’est pas dérivable ont en commun.
Un éléve évoque le changement de direction, une représentation fonctionnelle. Josée persiste
dans le registre graphique et leur demande a quoi ressemble ce changement de direction
graphiquement. Elle utilise alors une représentation plutdt fonctionnelle : « Ca fait des...
coins, des coins coins! [...] La ol j’ai un coin coin, il y a un probléme de pente. » Un autre
éléve reléve le point ol il y a un saut. Josée parle plus formellement du point de discontinuité.
C’est a ce moment qu’elle institutionnalise le lien entre la continuité et la dérivabilité. Elle
formule en effet un théoréme (voir figure 4.53). Remarquons seulement que I’enseignante

coupe la représentation en omettanten x = a pour dire uniquement en a.

Figure 4.53: Théoréme de continuité et dérivabilité (28:06)

Josée demande ensuite aux éléves d’essayer de transformer ce théoréme afin d’en déduire
différentes informations. Encore une fois, ¢’est une activité mentale de transformation dans le
registre verbal lourde de sens, c'est-a-dire que cette représentation verbale est tout de méme
porteuse de beaucoup d’informations obtenues a I'aide des représentations algébriques et
graphiques. Les éléves doivent étre capables de les coordonner pour pouvoir déduire d’autres
fagons d’utiliser ce théoréme. C’est un éleve qui suggére quelque chose en premier
(malheureusement, nous n’avons pas les mots exacts, mais Josée le félicite et reprend ce qu’il
a dit dans ses mots). En effet, ils obtiennent la forme « si la fonction est discontinue = elle
n’est pas dérivable » que Josée qualifie comme la contre-opposée du théoréme précédent.
Nous voyons par cette utilisation d’un terme tres formel et aussi par le symbole d’implication
dans la rédaction de ce théoréme au tableau ’arrivée de représentation plus formelle que
précédemment dans cette legon. D’ailleurs, Josée utilise ce symbolisme de fagon claire, elle
précise ce que cette fleéche représente. Elle fait aussi la distinction, implicitement, entre

’implication simple et double. Elle précise que I’inverse n’est pas vrai : « Ca ne veut pas dire
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que si elle [la fonction] n’est pas dérivable, alors elle n’est pas continue. » Pour justifier cette
affirmation, elle retourne vers la représentation graphique ol elle fait remarquer que la

fonction n’est pas dérivable au point de discontinuité.

Ensuite, I’enseignante enchaine avec la conversion de la représentation graphique du point
anguleux a sa représentation verbale et sa définition plus formelle. Comme depuis le tiers de
la legon jusqu’a maintenant Josée se situe dans le registre graphique (et verbal évidemment),
nous sentons que les éléves se référent plus aisément a ce registre. En effet, lorsqu’elle leur
demande ce qui se passe quand on a un point anguleux, les éléves répondent avec une
représentation qui évoque le graphique, « il y a deux pentes ». Afin de rendre plus formelle la
définition du point anguleux liée a la dérivée de la fonction en ce point, Josée utilise le
registre algébrique. En effet, elle produit la représentation algébrique de deux pentes qui ne

seraient pas les mémes de part et d’autre d’un point: «a est un point anguleux si

liml(ﬁih_h)___/:@ # limw ». Elle ne précise pas que la fonction doit étre

h=0" h—0*

continue. Elle effectue donc une conversion du registre graphique vers le registre algébrique.

Cette échappée vers le registre algébrique ne dure pas. Elle retourne immédiatement vers le
registre graphique. En effet, Josée demande aux éléves de lui donner en exemple, une
fonction connue qui graphiquement aurait un point anguleux. Un éleve évoque
immédiatement la fonction valeur absolue dont Josée donne les représentations algébrique et

graphique. Elle précise que cette fonction serait dérivable partout sauf au point anguleux.

4.3.3.4 Un exemple

Apres avoir introduit la théorie qu’elle désirait, le lien entre la continuité et la dérivée et le

point anguleux, Josée fait un exemple devant le groupe. Elle prend Ia

fonction f(x) =~/x—1, x21 dont elle trace le graphique (exemple dans Hamel et



171

Amyotte, 2007, p. 83). Il était quand méme rare jusqu’a cette legon que Josée commence un
exemple en tragant le graphique de la fonction en jeu. Elle commence par interroger les
¢léves au sujet de la continuité et ils reconnaissent bien que cette fonction est continue sur

tout son domaine. Pour ce qui est de la dérivabilité, Josée cible directement le point (1, f(1)).

Elle suggére aux éléves que la tangente en ce point pourrait étre une verticale. Les éléves sont
d’accord, alors elle la trace sur le graphique. Comme les éléves pensent que le taux de
variation de cette droite sera nul, peut-étre I’associent-ils au taux de variation d’une droite
horizontale, Josée leur dit qu’en fait la dérivée n’existe pas. Elle dit : « Sa pente n’existe pas
quand c’est une droite verticale ». On pourrait dire en fait que la pente d’une droite verticale
serait I’infini, ce qui méne a une limite qui n’existe pas. Une éléve avait évoqué I'idée que la
pente serait I’infini, mais Josée n’a pas entendu sa réponse. Elle n’a donc pas pu se servir de
cette réponse pour amener |’idée. De toute fagon, Josée décide de « le prouver », de « le faire
de fagon mathématique ». Josée montre que, pour elle, les mathématiques, c’est algébrique.
En effet, ici, le graphique suffit pour anticiper que la limite a gauche n’existe pas. Cependant,
il est vrai que comme elle travaille sur un graphique depuis le début, le registre algébrique

eut venir compléter I’explication.
peut 1éter I’explicat

Au début du calcul de f'(1), les éléves ont de la difficulté a repérer la représentation

. 1+Ax) - f(1
algébrique dont ils ont besoin. Une fois que la représentation |1 J( A)i /M est
Ax—0

trouvée, le groupe n’a pas de mal a faire les manipulations nécessaires pour obtenir

hm—. On remarque que Josée a utilis€ Ax, Elle varie les représentations a I’intérieur
Ax—0

du méme registre. Tout le long des manipulations, elle se soucie également de bien mettre en
évidence I’équivalence de chacune des représentations. A un certain moment, Josée anticipe
mentalement le résultat de la limite et dit aux éléves : « Je ne sais pas si vous le voyez déja,
mais bon... on va pousser. » Nous interprétons cette intervention comme un message aux
éléves comme quoi quelque chose va se passer et qu’ils pourraient essayer de voir ce que
c’est. Elle leur donne I'idée qu’ils pourraient anticiper la réponse. Cependant, aucun éléve

n’exprime verbalement son idée.
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A ce stade, les avis sont partagés quant a I’étape suivante. Les éléves parlent tous en méme
temps, mais on dégage certaines idées reprises par Josée comme multiplier par le conjugué ou
évaluer la limite. D’ailleurs, un éléve le fait et constate bien que ¢a donnerait une
indétermination. Josée, elle, les amene a observer la racine : « Est-ce que vous voyez que
mon Ax qui est en dessous de la racine est a coté de 0? » Remarquons I’utilisation du « a
cdté » que nous avons vu dans plusieurs représentations dans les cours précédents. Un éléve
souligne que le Ax sera zéro un petit peu plus. Nous notons que I’éleve a encore I’idée
intuitive d’aller voir du c6té droit, mais cela est peut-&tre dii au fait que la fonction n’est pas
définie du c6té gauche. Cependant, un autre éléve le contredit et affirme qu’on ne sait pas de
quel coté. Josée renchérit en disant : « Il faut distinguer a droite et a gauche. Mais, on est sir
sans aller faire de calcul, qu’est-ce qu’il va arriver? » Cette fagon soudaine de délaisser les
calculs est intéressante puisque [’aboutissement de ce calcul est justement la raison pour quoi
elle I’a entamé. En effet, elle voulait prouver algébriquement que ¢a n’existerait pas, mais
elle s’arréte avant que les éléves puissent voir concrétement le résultat dans le registre
algébrique. Une éléve sait anticiper. Elle affirme que ¢a ne sera pas égal, que ¢a ne marchera
pas a gauche. Nous pouvons imaginer que I’éléve s’est servie de la représentation graphique
pour pouvoir faire cette allégation. Josée confirme que la limite a gauche n’existe pas. Un
éléve s’interroge alors, sur la provenance de cette « conclusion ». Il demande a Josée si c’est
en raison du graphique qu’elle fait cette conclusion. La réponse de Josée est surprenante (voir

extrait 4.29).

J: Est-ce que j’ai travaillé dans le graphique 1a? Ben, non, c’est & cause que mon Ax, en
dessous de la racine et j’ai mon Ax aux alentours de zéro. Il peut €tre un petit peu plus grand
et il peut étre un petit peu plus petit c’est ¢a? Mais 14, si j’ai ce... je ne sais pas le cas, si un
moment donné, je le prends plus petit, ben, il va étre négatif. Ca ne marcherait pas! Il n’y en
aura pas. Ce n’est pas défini pour un Ax a gauche de zéro. Donc, déja |a, la limite de cette
quantité¢ lorsque delta x tend vers zéro moins de f de un plus h moins f de un sur h

. SU+n)- 10
[llmmh——

Ax—0
tangente qui n’existe pas. Qu’est-ce que je peux dire de la tangente? Elle n’existe pas...

n’existe pas] elle, elle n’existe pas. J’ai une partie de la pente de la

Extrait 4.29: Explications de Joséc & un éléve (36:56)
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On aurait pu penser que la raison pour laquelle Josée avait arrété ces calculs était justement
qu’elle pouvait se baser sur la représentation graphique. Cependant, cette réponse nous
confirme qu’elle est restée dans le registre algébrique, mais elle a fait les transformations
mentalement. Ainsi, les éléves n’ont pas pu suivre sa démarche. De plus, elle évoque 1I’idée
que c’est parce que ce sera un négatif sous la racine (lors de la limite a gauche), mais ne
I’écrit pas. C’est pourtant I’enjeu de ce calcul. On peut donc dire que son passage vers le
registre algébrique ne sert pas beaucoup les éléves puisqu’elle s’arréte avant la partie clé.
Josée conclue finalement que comme la limite & gauche n’existe pas, la limite n’existe pas et

fn’est pas dérivable enx =1.

On observe que Josée confond I’existence de la dérivée et I’existence de la tangente

géométrique. En effet, elle a choisi I’explication que la limite llm[LJ n’existe pas parce
Ax—0

que Ax ne peut pas étre plus petit que zéro. En plus, elle ajoute que « J’ai une partie de la

pente de la tangente qui n’existe pas. Qu’est-ce que je peux dire de la tangente? Elle n’existe

pas... ». Cette explication va a I’encontre de la représentation graphique (Hamel et Amyotte,

2007, p. 83) du manuel. C’est possible que la conception de Josée soit que si la dérivée

n’existe pas, alors la « tangente géométrique » n’existe pas.

Pour illustrer cette idée, on peut penser a la fonction f(x)= 4/ I x|, x € R, par exemple.

Cette fonction admet une tangente géométrique en x = 0, et elle n’est pas dérivable en zéro'',

" ce type de conception a été signalé par Fischbein (1987) « Intuition in science et mathématiques »
en citant Vinner (1982), sur la possibilité¢ de construire une tangente (géométrique) avec des fonctions

non dérivables en un point.
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Figure 4.54: Représentation graphique de f(x): Al ‘ X ‘

. : : . : .
Enfin, Josée termine la partie théorique de la le¢on en introduisant la notatlonl . Elle en

X=a

profite pour rappeler différents synonymes qui peuvent y étre associ€s: dérivée, taux de

variation instantané, f'(a).

4.3.3.5 Aide individuelle aux éléves

Lors de I’aide individuelle aux éléves, nous remarquons d’abord qu’un des exercices cause

un probléme particulier (#13, Hamel et Amyotte, 2007, p.126). C’est que le corrigé de cet

. b)-
exercice utilise la représentationhmM

pour calculer la dérivée d’une fonction
boa b —-da

en un point, une représentation peu travaillée par Josée. Plusieurs éléves ne font pas le lien

fla+h)-f(a)
h

entre la représentation qu’ils sont habitués d’utiliser (]1 ) et celle-ci. De

h—0
plus, le manuel leur rend la coordination de ces représentations encore plus difficile en

prenant b=x. Ainsi, les éleéves sont confus entre la représentation de la fonction dérivée d’une

Sx+h) - /()
h

et I’équation utilisée par le corrigé. Josée a du mal a leur

fonction hm

h—-0

faire voir ’équivalence de toutes ces représentations. Elle met I’accent sur le fait que le plus
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important est de faire la limite de la bonne variable et « vers » la bonne variable. Certains

éleves les voient comme deux techniques completement différentes ou ils cherchent a se créer

. b)- f(a
une recette. En effet, un éléve donne a la représentation hmf(lj—f()_
b—oa —-da

le nom de

« technique de la pente ». Pour lui, c’est comme si ce n’est que cette formule qui peut donner
une pente. Apreés que Josée ait verbalisé I’équivalence entre les deux, I’éléve conclut
finalement qu’il peut utiliser ’'une ou I’autre pour calculer la dérivée. Un autre éléve
s’invente un systéme qui lui permettra de savoir quelle formule utiliser au bon moment. Voila
un indice clair que certains éléves ne comprennent pas bien [I’équivalence entre ces
représentations. Nous avons I’i'mpression qu’ils peuvent confondre les représentations (voir

extrait 4.30).

E17 : Ok, ¢a fait que checker si c’est continu, on le fait avec ga... en un point? Ca, ¢’est pour
en un point. Quand on le fait avec x plus h eh...

J : Moins fde x...

E17:... surh.

J : C’est pour un x quelconque.
E17 : Et ga, c’est pour eh. ..

J : Général! La regle générale.

Extrait 4.30: Association d’une représentation avec un type de probléme (DVD2 6:35)

Une autre embiche est liée a la compréhension de la fonction valeur absolue. Les éleves
pouvaient péniblement comprendre le processus de cette fonction. Certains avaient méme la
conception que pour enlever le symbole de la valeur absolue, il fallait ajouter le signe
contraire des termes a |’intérieur de la valeur absolue. Josée, pour surmonter cette difficulté,
le plus souvent donnait une explication qui était collée a I’exercice, mais voyant que ¢a ne les
aidait pas beaucoup, elle a finalement pris du recul quant a I’exercice pour expliquer le
processus de la fonction de fagon plus générale. A un certain moment, elle a aussi eu recours

a un schéma pour que I’éléve visualise bien P’explication.
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A quelques reprises lors de ces explications, Josée essaie de comprendre et conserver les

représentations spontanées des éleves. Par exemple, une éléve présente a Josée une solution

JB=-m-/0B)
. .

avec la représentation |im
h—0

L’enseignante, d’abord surprise de voir

apparaitre cette représentation qui n’est encore jamais apparue dans les séances en classe,
explique a I’éléve pourquoi elle est erronée. En effet, ’enseignante accentue le fait que

I’éleve peut utiliser /(3 —4), pourvu qu’elle ait un dénominateur cohérent, c'est-a-dire

3—h—-3=—h.Josée essaie de poursuivre les calculs avec la représentation de I’éléve, mais
change d’idée et revient a la représentation a laquelle ils sont habitués, plus institutionnelle.
A une autre occasion, une éléve obtient la bonne réponse pour le calcul d’une dérivée, méme
si elle avait fait des erreurs dans les manipulations. Josée cherche a approfondir d’ou provient
I’intuition de I’éléve pour obtenir la bonne réponse, mais malheureusement I’éléve dit ne pas

se souvenir pourquoi elle a obtenu la réponse.

En général, dans les explications de Josée, nous entendons souvent le vocabulaire li€¢ a la
vision de I’infini potentiel : « & c6té de... », « proche... », « autour de... », etc. Elle utilise
aussi une nouvelle représentation « un peu positif ». On voit ce terme revenir a différents
moments pendant la période de questions. Nous savons qu’elle veut probablement se référer a
une « quantité pres de zéro du coté positif », mais la représentation est discutable. En effet,

un nombre est positif ou négatif, il ne peut pas étre un peu positif ou négatif.

Méme si dans ses explications Josée met |’accent sur un & ou un Ax qui n’est pas égal a zéro,

nous observons que pour les éléves le remplacement de A ou Ax par zéro est devenu presque

un automatisme. Assez qu’il est difficile pour eux de concevoir que |- donne un.
h—0

Plusieurs ont le réflexe de remplacer le A par zéro. IIs obtiennent donc une indétermination.

Suite & la simplification des & par 1 effectuée par Josée, une éléve Jui exprime méme : « Je ne

pensais pas que je pouvais faire ¢a ».
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Un épisode important de cette partie survient lorsque Josée répond a trois éléves qui se posent
des questions sur le #1 de I’exercice 2.5 du manuel a la page 84 (voir figure 4.24). Les éléves
s’interrogent sur la dérivabilité en x=3. Sans prendre de régle ou d’outils quelconques, Josée
insinue que I’image de x=3 est le point courbe un peu a droite de x=3 en réalité. En utilisant
ses mains, elle mime les tangentes possibles en ce point qui auraient selon elle des pentes
différentes si I’on s’approche vers la droite ou vers la gauche. Elle affirme qu’il s’agit d’un
point anguleux. Selon nous, le point que Josée décrit serait bel et bien dérivable, ainsi, ce ne
serait pas un point anguleux. L’enjeu du probléme réside selon nous dans I’hypothése que
I’éleve amene. Il suppose que I’image de x=3 arrive «en plein milieu » ce que nous
interprétons comme étant le point d’inflexion. En effet, en ce point, la tangente géométrique
existe, mais la limite n’est pas définie ce qui fait que la fonction n’est pas dérivable. Josée qui
dans ces explications précédentes (voir section 4.3.3.4) ne distinguait pas ces deux points de
vue ne releve pas la remarque de I’éleve au début, mais finit par lui donner raison.
Cependant, elle ne fait toujours pas la distinction entre les deux points de vue. De cette fagon,
les éléves ont de la difficulté a4 conceptualiser le probléme puisqu’ils peuvent tracer la
tangente géométriquement. Pour comprendre un tel probléme, les différentes représentations
sont nécessaires : graphique pour visualiser que la tangente existe et algébrique pour prouver
que la pente est non définie. Dans le cas présent, les éleves ne peuvent pas coordonner les

représentations pour construire ce concept.

Enfin, parmi toutes les questions qui sont apparues lors de la période d’aide
individuelle, nous sommes amenés & nous demander si les éléves comprennent
vraiment les représentations qu’ils utilisent. Nous avons eu l’impression qu’ils les
utilisaient un peu comme un copier-coller. En effet, lorsqu’il était temps de les
transformer (premier point relevé dans cet épisode) ou de les coordonner (paragraphe
précédent), ils éprouvent beaucoup de difficultés. Une éléve le dit méme
explicitement : « Non, je ne comprends pas pourquoi justement. Je le fais, mais je ne
comprends pas... » Ceci confirme ce que nous avons vu dans la littérature et dont
nous avons parlé dans le premier chapitre. Les éléves ont des difficultés avec la

compréhension conceptuelle et I'utilisation des différentes représentations.
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4.3.3.6 Résumé de ’analyse de la séance #3

Analyse centrée sur I’enseignante :

b)

d)

€)

Nous remarquons au début de la séance que Josée semble avoir une conception de la

compréhension qui privilégie la compréhension procédurale.

Comme dans les autres séances, Josée a une préférence pour le terme « vitesse
instantanée » méme quand elle ne se trouve pas en contexte de vitesse. Elle

mentionne pourtant aux €léves que ce terme est réservé a un contexte.

Nous remarquons ’intention de Josée de varier sa stratégie de résolution. En effet,
elle utilise une fagon de faire suggérer par les éléves dans les cours précédents pour
trouver [’équation d’une droite par exemple. De plus, elle varie aussi les
représentations & I’intérieur d’un méme registre. Par exemple, elle utilise différents
synonymes ou notations pour désigner la dérivée. Aussi, elle utilise parfois & parfois

Ax pour trouver une dérivée.

La plupart du temps dans cette legon, lorsqu’elle suit un exercice suggéré dans le
manuel, Josée se situe dans le registre graphique. Cependant, elle associe toujours les
mathématiques a quelque chose faisant nécessairement partie du registre algébrique.
Par exemple, méme si elle passe plus du tiers de la legon dans le registre graphique,
lorsqu’elle fait ’exemple, elle ressent le besoin de le faire « mathématiquement » ce
qui implique le registre algébrique. Etonnamment, elle ne démontre pas
algébriquement le théoréme de continuité et dérivabilité comme I’a fait Louise par

exemple.

Josée semble pouvoir cibler quelques difficultés des éléves. Cependant, elle a de la
difficulté a gérer les représentations qu’elle utilise pour que les éléves puissent s’en

servir pour surmonter ces difficultés. Par exemple, elle fait une explication trés rapide

1 1
de I’évaluation de f(E) pour f(x)=—, alors qu’elle se doute fortement d’une
X
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difficulté chez les éléves. Nous pouvons le voir aussi dans son explication

« tronquée » du calcul de f'(1) quand f(x)=+x-1.

f) L’enseignante utilise régulierement une représentation graphique avec un Ax ou A
positif. Dans une situation du calcul de la limite qui est lié & une indétermination, elle
suggere explicitement aux éleves ’utilisation d’une procédure de substitution de Ax

par zéro (voir section 4.3.1) pour arriver a une indétermination. Par contre, dans le

cas présent, avec ~ Josée va dire que le Ax est trés petit mais différent de zéro.

g) Josée a pris un exemple du manuel (Hamel et Amyotte, 2007, p. 83) pour montrer

que la fonction f(x)=+x—1 n’est pas dérivable en x=1. Il est intéressant de
souligner que dans le manuel il y a une représentation graphique (p. 83) qui montre
que la droite x = 1 est tangente a la courbe. Il n’y a pas d’explication sur I’existence

de la tangente (disons géométrique) et le processus algébrique pour montrer que

f(x)=+x—-1 n’est pas dérivable en x=1 dans le manuel. On se demande

pourquoi les auteurs ont utilisé un exemple de ce type sans promouvoir une réflexion
sur la possibilité de I’existence des tangentes géométriques et la non-dérivabilité. De
ce point de vue, I’enseignante semble avoir une conception liée a « non dérivabilité

implique que la tangente géométrique n’existe pas ».
Analyse centrée sur les réponses des éléves :

A) Les éléves ont beaucoup de difficulté¢ a concevoir I’équivalence entre les différentes

représentations algébriques. Il est aussi ardu pour eux de les transformer. Par

: : . b)y— f(a
exemple, certains éléves ne voient pas I’équivalence entre hmw et
b—a —d

I fla+h) - f(a)
m :

h—0 h
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B) Les éleves semblent avoir de la difficulté 4 comprendre le processus de la fonction

valeur absolue.

C) lls ont une tendance a remplacer le & ou le Ax par zéro dans un contexte de limite. En

: : . h 0
effet, certains ne voient pas que ]jy)— égale 1 et non 6
h—0

4.4 Approche physico-mathématique

Comme nous [’avions annoncé dans la partie 4.2.1, nous allons maintenant revenir sur
IPexemple utilisé par Louise pour introduire le concept de dérivée. Cet exemple, issu du
manuel (voir figure 4.2), prébne une approche physico-mathématique. Cependant, c’est en
observant la situation plus en détail que nous avons découvert que plusieurs €éléments
physiques ne sont pas considérés dans ce probleme. En effet, dans un contexte de vitesse,
plusieurs traitements de la situation sont possibles. Nous vous présentons ici, une fagon

d’aborder la situation.

Nous pouvons d’abord nous mettre d’accord sur certaines conventions de modélisation de la
situation. Nous pouvons, par exemple, considérer la position de la balle dans le temps en
admettant une position par rapport au sol. De cette fagon, nous pourrons obtenir une vitesse
moyenne négative ou méme nulle. Cette notation peut étre visuellement proposée avec la

représentation graphique de la courbe (voir figure 4.55).

Position de Ia balie en fonction
du temps

(1) = ~4,92 + 9,80 + 1

Position (m)

O~ N WA K

o
<
[%}
—
—_
(3
N
N
i
2
<

+

m
55

Figure 4.55: Représentation graphique de la distance parcourue par rapport au temps écoulé
(Amyotte et Hamel, 2007, p.66)



181

C’est de cette fagon que le manuel traite ’exemple et ¢’est également comme ¢a que Louise,
implicitement, la traitera. Par contre, ni le manuel, ni Louise ne vont expliciter les choix qui

¢tablissent la modélisation du probléme.

Dans cette situation, la vitesse moyenne est représentée graphiquement par la pente de la
droite sécante entre deux points pour des moments donnés (voir figure 4.3.2). Quant a la
vitesse instantanée, elle est représentée visuellement par la pente de la droite tangente au

point pour un moment donné (voir figure 4.3.3).

Position d’une balle en fonction du temps Interprétation gsometrique de la vitesse
instantanée
= -
< [ sécante
g 7T =7 sécante
= - 2 2
g 61 s(0)=-4.9+9,81 +1 ¢ 1) = —4.92 4+ 0.8 +1
&5 £
5
41 4
37 3
27 2
17 1
0 t t 1 t } 0+ t — i T T
0 05 1 5 2 25 0 05 1 15 2 25
£ (s) 1(s)
Figure 4.56: Vitesse moyenne Figure 4.57: Vitesse instantanée

(Amyotte et Hamel, 2007, p.7)

Algébriquement, la vitesse moyenne est en fait le taux de variation entre deux points

appartenant & la fonction qui modélise la situation (Vitesse moyenne entre (f,,s(f,))et

sit, )—slf . . . . - .
(t,,8(t,)= M) et la vitesse instantanée est décrite comme la limite des vitesses

2 1
moyennes du mobile lorsque la longueur des intervalles de temps sur lesquels les vitesses

moyennes sont calculées tend vers 0 (p.7) (Vitesse instantanée au point

([,S([))zlimM

1=y [_[0

).
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Une autre chose que 1’on pourrait voir apparaitre est la confusion entre la courbe représentée
et la trajectoire de la balle. Si, comme nous en avons discuté dans la partie 4.2.1.2, certains
¢leves voient la balle lancée vers I’avant plutét que vers le haut, ils peuvent poursuivre dans

cette conception en imaginant que la courbe parabolique représente la trajectoire de la balle.

Finalement, autant chez Louise que dans le manuel, on remarque une évasion du contexte. En
fait, le contexte devient accessoire dans cette situation dii au manque de considération de
certains points primordiaux pour clarifier la situation. Nous pensons qu’il serait i’mportant de
discuter avec les éleves sur les choix qui ont mené a ce genre de modélisation, car c’est 1, un

des principaux intéréts d’utiliser un contexte.



CHAPITRE 5 : DISCUSSION

5.1 Introduction

En plus des observations liées a I'utilisation des représentations que nous avons analysées
dans les chapitres précédents, nous avons pu observer certaines difficultés des étudiants a
saisir des notions de calcul différentiel qui ont été mentionnées dans la littérature. En effet,
nous avons pu voir des confusions concernant les concepts de limite, d’infini, de tangente et

des difficultés avec les manipulations algébriques.

En analysant les lecons des deux enseignantes, nous avons pu observer, de facon générale, les
objets mathématiques représentés dans différents registres ou par un schéma qu’elles ont

utilisés pour introduire la dérivée :

e Sécante et tangente liées & la pente (d’un point de vue de la langue naturelle,
géométrique et algébrique)

e Différentes représentations algébriques, de la dérivée. Les expressions utilisées sont les
suivantes :

lim
boa

f@e)-f(@) _ .
T—f(a),

lim L@ _ )
¥>a x—a
Il’in% f(x+h2—f(x):f|(x)

fim JEFAD=SC)_ oy
X

Ax—0 A
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e Nous n’avons pas repéré une distinction entre le calcul de lim f(x)=L, et
p p

xX—>a

| lim f(x)zf(a). Une équivalence qui est vraie si f est continue. De plus, nous
xX—=>a

n’avons pas vu de distinction entre le processus de calcul de la limite qui ne doit pas

étre confondu avec la substitution de x = a.

Les enseignantes n’ont pas fait la distinction entre Ax —> 0, ou h — 0, et la non-
équivalence avec Ax=0ouh = 0.

e Les enseignantes n’ont pas fait la distinction entre x+Ax = x et b—a avec

b=atAa — aoub=ath — a.

e L’enseignement d’une limite comme lim f(x)= L avec une approche verbale qui a

xX—a

été centrée sur I’infini potentiel :  Jimite ][de la fonction fix) | [est égale a][L] -

[quand x tend vers a

Les gestes associés a I’enseignement de la limite dans un processus verbal étaient liés &
un mouvement des mains indiquant un processus lié & I’infini potentiel (on

s’approche pas a pas).

En fait, si nous utilisions une grille pour analyser les processus de conversion utilisés par les

enseignantes, nous ne pouvons pas remplir toutes les cellules.

algébrique Langue naturelle et les gestes Sché- |Numé- Graphique Contexte
ma | rique
. - . o Souvent du Physique
lim =L limite de la fonction f{(x) | |est égale a||L . 7
m SC)=Lo e 3 J S est égale a} [L] méme type. li¢ala
les gestes liés aux mots Principalement vitesse
« s’approcher de plus en plus » dans (peu pris
I’introduction. en
compte)

Notre analyse du déroulement de la classe de mathématique de Louise et Josée a pris en
compte ces aspects dans les chapitres précédents. Maintenant, nous voulons présenter une
vision globale de leur approche d’enseignement, bien sir particuliérement basée sur leur

utilisation des représentations, et une corrélation avec la littérature correspondante.
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5.2 Généralités chez les deux enseignantes

Lors des analyses des séances en classe, nous avons remarqué certaines caractéristiques de la
pratique des enseignantes qui leur sont communes. En effet, méme si elles ont une pratique
plutdt différente, nous avons tout de méme trouvé des ressemblances entre les deux. Une
prédominance du registre algébrique, aussi du registre de la langue naturelle, et des
représentations plutdt formelles, institutionnelles et évocatrices d'autres registres, de
nombreux implicites et sous-entendus, une vision de la limite et de I’infini particuliére et une

approche, « tangentielle » on peut dire, par la physique.

5.2.1 Prédominance du registre algébrique

Méme si nous pouvons voir 'utilisation de représentations graphiques ou schématiques, le
registre algébrique reste le plus utilisé par les deux enseignantes observées, mis & part
évidemment le registre verbal. Les deux enseignantes utilisent différentes représentations
dans I’introduction du concept, pendant le premier cours, mais on les voit rapidement se

détacher de certaines représentations pour se concentrer sur le registre algébrique.

D’abord, Louise démontre son aisance avec le registre algébrique en s’éloignant des
contextes et en formalisant rapidement les représentations. En effet, elle se tourne vers des
représentations algébriques pour faire la plupart de ses exemples. Nous pensons que son

expérience pourrait I’amener a privilégier ce registre.

Du c¢o6té de Josée, au-dela d’une grande utilisation de représentations algébriques, nous
sentons qu’elle accorde également une importance particuliére a ce registre dans son
discours, En effet, & plusieurs reprises, elle associe directement les mathématiques au registre
algébrique. Par exemple, dans la troisi¢éme séance (voir section 4.3.3), elle voit un exemple &
I’aide d’une représentation graphique. Des qu’elle en a eu un apergu du graphique, elle dit :

« Maintenant, on va le faire mathématiquement ». Ici, Josée nous exprime clairement que
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pour elle, le travail sur le graphique n’est pas vraiment des mathématiques. Aussi, au début
de la deuxiéme séance, elle parle aux étudiants de la rigueur mathématique. Pour elle, cette
rigueur est associée a I’écriture mathématique et au registre algébrique. D’ailleurs, on
remarque qu’elle n’a pas le méme souci de rigueur quand il s’agit de gérer les représentations
graphiques. Elle le démontre dans son exemple du voyage entre deux villes dans la premiére
séance (voir section 4.3.1). De plus, nous observons qu’elle est beaucoup plus a I’aise dans le
registre algébrique. En effet, & la suite de cet exemple en contexte, elle prend un exemple
totalement algébrique et montre clairement qu’elle a plus de facilit¢ a gérer ce type
d’exemple. En adoptant une telle fagon de faire, elle prend position sur ce que sont pour elle

les mathématiques.

Les deux enseignantes se sentent plus a |’aise dans une approche liée au registre algébrique.
Elles ont repéré les erreurs communes li€es au traitement des fonctions et connaissent des
stratégies que les éléves peuvent utiliser pour ne pas se tromper. Par exemple, quand les

éleves sont face au calcul de f(1+/A) quand f(x) = x?, les enseignantes leur proposent

oy . 2
d’utiliser «la boite » (f(C])=[]"). Nous pouvons remarquer que pour surmonter cette
difficulté, les enseignantes ne se tournent pas vers une explication a I’aide d’un graphique de
cette manipulation. Alors, les éléves apprennent «un truc» pour résoudre ce type

d’évaluation.

De son c6té, la littérature des années 90 a mis de I’avant I’importance de la visualisation pour
I’apprentissage de concepts mathématiques. De plus, Janvier (1987), Duval (1988 et 1993) et
Hitt (1994, 1998, 2003, 2006) avancent que toutes les représentations doivent étre
considérées au méme niveau pour la construction des concepts. Ainsi, une pratique qui
privilégie le registre algébrique pourrait mener vers, entre autres, une évasion de ]’utilisation

des représentations chez les éléves comme Eisenberg et Dreyfus ’ont suggéré (1991).
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5.2.2 Représentations formelles et institutionnelles

Dans les différents registres utilisés, on remarque que les enseignantes ont une tendance trés
forte a utiliser des représentations formelles et institutionnelles. En effet, la place donnée aux

représentations spontanées ou fonctionnelles n’est pas trés grande.

Louise a un souci de formaliser les représentations assez rapidement. On le remarque
particuliérement par la distance qu’elle prend des contextes qu’elle évoque. En effet, dans le
premier cours par exemple, elle s’¢loigne rapidement du contexte pour utiliser des
représentations plus générales et institutionnelles. Aussi, elle ignore parfois les réponses des
éléeves qui sont souvent plus fonctionnelles que la représentation qu’elle recherche. Nous
émettons |"hypothése que Louise croit que ce type de représentations permettra aux éléves
d’étre mieux préparés a aborder différents types de problémes. Comme ces représentations
sont plus générales, elle a probablement I’idée que les éleves seront plus aptes a choisir I’'une
d’elles et I’adapter pour résoudre n’importe quel probléme. Cependant, encore faut-il que

I’¢éléve soit capable de les adapter.

On peut imaginer que, de son c6té, Josée est rassurée par I’utilisation de représentations plus
institutionnelles. Par exemple, nous avons déja discuté de son inconfort a travailler avec le
registre graphique. Nous remarquons aussi qu’elle utilise toujours (ou presque) la méme
courbe, c'est-a-dire une courbe de degré deux avec la convexité vers le haut représentée dans
le premier quadrant, une représentation plutot institutionnelle. De plus, son attachement au
registre algébrique I’incite probablement a se tourner rapidement vers une rigueur dans

I’écriture algébrique.

Dans leur perspective, diSessa et al. (1991) et Hitt (2003; 2006; 2007) ont mentionné
I’importance de tenir compte des représentations spontanées ou fonctionnelles. Ces
chercheurs affirment qu’il est avantageux pour la compréhension des €léves de se soucier des
représentations fonctionnelles qu’ils adoptent pour les faire évoluer vers des représentations
plus institutionnelles. On pourrait penser qu’insister trop rapidement sur des représentations

institutionnelles pourrait nuire & cette évolution ou méme I’empécher dii au trop grand écart
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qui pourrait apparaitre entre les représentations fonctionnelles des éléves et les

représentations utilisées par I’enseignante.

5.2.3 Représentations verbales évocatrices

Evidemment en observant les pratiques enseignantes avec ce type de cadre théorique, on
pouvait s’attendre a voir le registre verbal trés présent. 1l est vrai que ce registre a une grande
importance autant pour exprimer certains concepts par des représentations propres a ce
registre (par exemple, la verbalisation d’un processus) que pour évoquer d’autres registres.
En effet, nous avons constaté que les enseignantes se servaient parfois de mots précis pour

rappeler un registre sans vraiment produire de représentation dans ce dernier.

Par exemple, on releve rapidement que pour les deux enseignantes la représentation verbale
institutionnalisée « pente de la tangente » était directement reliée au registre graphique. En
effet, souvent elles demandent aux éleves ce qu’est la dérivée « graphiquement » et la
représentation verbale « pente de la tangente » leur suffit. Nous pouvons penser que Louise et
Josée sont aisément capables d’avoir une image mentale d’un graphique avec une tangente en
un point. Par contre, il est permis de se demander si les éléves ont atteint un niveau de
compréhension assez élevé pour pouvoir faire ce processus mental. L’expertise que posseédent
les enseignantes leur permet de passer outre la production de la représentation évoquée. Elles
ne considérent toutefois peut-étre pas toute |’habileté que demande un tel exercice de

visualisation.

Un autre exemple est le vocabulaire li¢ au terme « calculer ». 1l est devenu clair pour les
enseignantes et pour les éleves que ce verbe était 1ié au registre algébrique. Cette association
était peu surprenante et est probablement assez répandue dans le milieu. Aussi, on pourrait
reparler de ’association que Josée fait entre « mathématique » et le registre algébrique. Les
éléves interprétent bien le discours de Josée quand elle leur demande de le faire

mathématiquement.
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5.2.4 Les implicites et sous-entendus

Un des aspects importants que nous avons réalisés dans les analyses des séances en classe est
le nombre impressionnant d’implicites et de sous-entendus liés a [’utilisation des
représentations dans la pratique des enseignantes. Il est vrai qu’a certaines occasions, les
enseignantes utilisent différentes représentations, mais elles les traitent de fagon implicite. Au
sens de Duval, nous pouvons affirmer que dans la plupart des cas, les enseignantes ont
développé I’expertise nécessaire pour identifier les unités significatives d’une représentation
qui leur permet d’effectuer mentalement la coordination entre les représentations. Cependant,
elles n’explicitent que trés rarement le processus mental d’articulation auquel elles ont
recours. Nous soupgonnons que les éléves ne puissent pas suivre le travail que les
enseignantes font avec les représentations et surtout les informations qu’elles peuvent obtenir
de chacune d’elles. Ainsi, les représentations peuvent leur apparaitre comme des outils
utilisés parallélement I’un a ’autre. Ces sous-entendus peuvent aussi contribuer a I’évitement

par les éléves des représentations, puisqu’ils ne savent pas comment les gérer.

Le premier exemple traité par Louise, soit le lancée de la balle, produit le graphique a I'aide
de I"équation de la fonction (voir 4.2.1), met en évidence ce type d’implicite. Dans cet
épisode, il est clair que Louise se sert des unités significatives que la représentation
algébrique lui fournit pour pouvoir construire le graphique de la fonction. Cependant, elle ne
verbalise pas le processus qu’elle utilise, elle procede mentalement. De plus, elle n’a recours
a aucun schéma pour représenter la situation physique. Le manuel non plus n’aide pas
beaucoup de ce coté. En effet, les auteurs traitent eux aussi cet exemple sans avoir recours a
un schéma et ils optent rapidement pour des représentations algébriques. Nous admettons que
le passage de I’équation au graphique pour une fonction du deuxiéme degré devrait étre
maitrisé par les €éléves. Nous pouvons penser que Louise a pris pour acquis leur capacité a

effectuer cette transformation mentalement,

De plus, les enseignantes peuvent souvent anticiper les manipulations nécessaires dans
différents registres pour résoudre une tdche. Cela leur permet d’avoir une idée de la réponse

ou de la stratégie a adopter pour résoudre le probléme. Encore une fois, elles ne verbalisent
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pas ce processus d’anticipation ce qui fait que non seulement les éléves ne s’habituent pas a
avoir une telle approche, mais ils peuvent avoir du mal a s’approprier la démarche. En effet,
comme |’enseignante a anticipé, par exemple lorsqu’elle évalue la limite mentalement, elle
peut €laborer une stratégie. Parce que cette réflexion n’est pas explicite, les éléves eux ne

savent pas toujours d’ou cette stratégie vient. On en voit un bon exemple a la fin de la

troisieme séance de Josée, quand elle fait I’exemple avec la fonction f(x)=+x-1, x>1

(voir 43.3). Dans cet épisode, I’enseignante arréte tout simplement les manipulations
algébriques puisqu’elle anticipe la réponse, elle sait les faire mentalement. On voit alors une
certaine confusion chez les éléves. Ils sont un peu surpris qu’elle s’arréte et cherche d’ou

provient la réponse finale.

Enfin, nous avons mieux compris qu’il n’était pas suffisant de savoir si les enseignantes
avaient recours a des représentations différentes, mais aussi, qu’il fallait connaitre si elles
effectuent un travail explicite sur celles-ci. En effet, nous craignons que tous ces implicites et
sous-entendus n’aideront pas I’éléve a développer I’habileté a effectuer les différentes

activités associées aux registres de représentations au sens de Duval.

5.2.5 La verbalisation du concept de limite et d’infini

Nous observons certaines difficultés avec les verbalisations du concept de limite et par le fait
méme avec celles du concept d’infini. Nous remarquons une difficulté a expliciter certaines
étapes du processus d’évaluation d’une limite de la part des deux enseignantes. Il est vrai que
la plupart des experts qui sont face a une limite vont faire un processus mental ou ils vont
remplacer le Ax par 0 dans I’équation. Cependant, il reste clair pour ces experts que ce

processus n’est qu’une étape intermédiaire, mentale, informelle.

Nous admettons que dans I’enseignement de la limite, cette étape doit étre rendue explicite
aux éléves. Par contre, on pourrait aussi expliquer aux éléves que cette fagon de faire
représente une anticipation pour pouvoir élaborer une stratégie de résolution. A plusieurs

reprises, les enseignantes ont fait un abus de langage en remplagant tout simplement le £ ou
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le Ax par 0. Nous avons méme constaté que Louise égalise parfois directement Ja limite a — .

Ainsi, cette égalité devient possible pour les éleves. De plus, il n’est pas mis de [’avant que
cela se « peut » seulement lorsque nous sommes en présence d’une limite. De cette fagon,

nous voyons les €léves évaluer un taux de variation moyen par la suite comme étant égal a

6 . Evidemment, ils sont confus lorsqu’on leur dit que c’est impossible.

Le probléme réside aussi dans I’alternance, dans le discours des enseignantes, entre la
substitution de & ou Ax par 0 et I’idée que A ou Ax ne sont pas égaux a zéro. Comme elles
peuvent anticiper la réponse, elles utilisent le moyen d’anticipation qui convient. Ainsi,
parfois & et Ax égalent 0, parfois ils sont une quantité « tres trés preés de zéro ». Le vrai
probléme est que les éléves peuvent étre confus puisque les deux enseignantes n’expliquent
pas précisément pourquoi elles font ces choix. A priori, ces choix sont faits pour aider les
¢éléves, pour qu’ils puissent bien voir ce qu’ils doivent faire pour évaluer la limite en jeu. En
fait, les enseignantes essaient de leur rendre service en anticipant pour eux la stratégie de
résolution. Que ce soit bien clair, nous ne doutons aucunement de |’intention des

enseignantes d’aider les éléves a résoudre les problémes.

Nous venons de mentionner d’autres conceptions importantes qui ressortent dans le discours
des enseignantes. La conception que la limite est inatteignable (obstacle relevé par Schneider
(1992)) et la vision de I’infini potentiel. Encore une fois, nous concédons que cette vision est

inévitable dans le cadre observé.

On peut observer les enseignantes effectuer des mouvements de la main, lié¢ aux
représentations verbales, pour visualiser I’idée de « s’approcher de plus en plus ». Cette
fagon de faire peut promouvoir un obstacle chez les éleves par rapport & I’infini actuel. Cette
vision de I’infini ou on doit faire ’analyse de la situation autour d’un voisinage ou rien ne

bouge, la situation est statique. La définition de lim f(x)=L, veut dire que V £>0, 3
X—a
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5>0, tel que 0 <\ X—a \ <6 = \ f(x)—L\ < ¢&. La notion intuitive de s’approcher de

plus en plus et les gestes associés n’ont pas leur place dans cette approche formelle.

L’infini mathématique est difficile a enseigner. L’histoire des mathématiques nous a montré
que I’infini potentiel était déja utilisé des I’époque d’or des Grecs (siecle V a.C.) et que la
conception de I’infini est passée par une €volution difficile, avec des contradictions qui ont

été éliminées jusqu’a la naissance de la notion de I’infini actuel.

L’infini potentiel est li¢ a I’intuition et il est facile de construire ’idée de s’approcher de plus

en plus, ou de dépasser un nombre quelconque en additionnant un chaque fois.

Le premier a trouver des difficultés pour mettre « en pratique » I’infini potentiel était Zénon
d’Eléa. Avec ses paradoxes (p.e. Achilles qui ne parviendrait jamais en s’approchant pas a
pas a attraper la tortue) Zénon a voulu montrer les limites d’une pensée liée seulement a
I”infini potentiel. Les philosophes et mathématiciens du passé se sont refermés et ils n’ont pas
démontré d’ouverture pour essayer de résoudre les paradoxes de Zénon. On peut confirmer
avec le 8° postulat d’Euclide : « Le tout est plus grand que la partie », qui est vrai seulement

pour des ensembles finis.

L’infini actuel est complétement nécessaire pour dépasser les contradictions que I”infini
potentiel pourrait générer. Alors, la question est de savoir, quoi faire dans une perspective

d’enseignement.

Si nous voulons expliquer en mots la notation mathématique lim f(x)= L, nos explications
X—=a

verbales font référence nécessairement a I’infini potentiel. Alors, comment introduire I’autre
face de I’infini mathématique; ¢’est-a-dire, comment introduire I’infini actuel a des €léves de
Cégep ? Il faut signaler que pour les mathématiciens plus de 20 siecles se sont écoulés avant
d’arriver a comprendre I’infini actuel. Nous voulons amener ’idée que I’apprentissage du
concept d’infini actuel puisse étre classé comme un obstacle du type épistémologique dans le

sens de Bachelard (1938).
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Alors, ce qui est certain, c’est que les étudiants vont faire face a des difficultés majeures pour
apprendre le concept d’infini actuel. Notre tache est de leur donner les outils nécessaires pour
faire face a ces difficultés. Selon Brousseau (1987), il ne faut pas contourner un obstacle, il

faut y faire face pour le surmonter et s’approprier le concept correspondant.

5.2.6 L’approche physico-mathématique

Il était trés intéressant également de voir comment les deux enseignantes ont traité de fagon
tres différente le méme contexte de distance, temps et vitesse pour introduire le concept de
dérivée. En effet, Louise a utilisé¢ directement |’approche du manuel avec son exemple de la
balle et Josée a voulu créer sa propre situation adaptée a sa classe, i.e. qu’elle a utilisé un
contexte qui plagait ses étudiants devant une situation connue, soit le voyage entre deux villes
de leur région. Les deux enseignantes ont aussi ceci de commun qu’elles ont quitté le

contexte pour résoudre le probleme.

D’abord, nous avons relevé que Louise avait peu précisé la situation en jeu. En effet, nous
avions parlé du manque de représentation schématique qui a pu créer une confusion de la part
des éleves par rapport a la situation en tant que telle. En fait, la situation évoquait une balle
lancée vers le haut, mais certains éléves ont pu la visualiser lancée vers 1’avant. Ces deux
fagons d’interpréter la situation aménent un traitement du point de vue physique trés
différent. De plus, sa fagon de s’éloigner du contexte dans cet exemple est liée & utilisation

de représentations formelles et générales.

Pour sa part, c’est la coordination des différentes représentations liées a la situation en jeu qui
donne de la difficulté¢ & Josée. En fait, elle approche le contexte d’un point de vue plutot
intuitif ce qui améne des ajustements fréquents des représentations. D’ailleurs, la
représentation visuelle qu’elle a produite est beaucoup plus associée a4 un schéma qu’a une
véritable représentation graphique. Méme si I’on retrouve des éléments qui satisfont les
régles du registre graphique, plusieurs €léments intuitifs se cOtoient et ne respectent pas ces

régles. Par exemple, la définition des variables qui change parfois ne respecte pas les régles
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du registre graphique au sens de Duval. En effet, nous pouvons associer certains choix,
comme le fait d’identifier au départ la variable indépendante & un nom de ville (position) et
par la suite la définir comme un moment de la journée (temps), a des représentations
spontanées de la part de I’enseignante. Ainsi, il est légitime de se demander si les éléves
peuvent suivre ce raisonnement intuitif qu’elle construit au fur et 8 mesure qu’elle ajoute des
éléments a sa représentation visuelle. Il faut comprendre que les éléves n’ont probablement
pas les mémes références que Josée. Elle semble avoir I’idée intuitive que la variable
indépendante devrait étre le temps, c’est peut-étre la raison pour laquelle elle a appliqué ce
changement. Cependant, les éleves n’ont probablement pas eu cette réflexion et avaient

stirement accepté la premiére définition de la variable.

Finalement, si dans un cas le contexte physique devient rapidement accessoire, dans [’autre,
nous pouvons méme imaginer qu’il a pu nuire a la compréhension des éleves et ce dii aux
obstacles didactiques de 1’épisode. Cependant, nous continuons de penser que ce contexte est
pertinent pour I’introduction de la dérivée. De plus, comme les éleves le connaissent déja un
peu, il serait trés intéressant de pouvoir utiliser les représentations spontanées des éléves pour

les faire évoluer vers des représentations plus institutionnelles dans ce contexte.

5.3 Particularités de chaque enseignante

Malgré le fait qu’elles ont beaucoup d’éléments en commun, les deux enseignantes ont aussi

quelques particularités propres a chacune d’elle.

5.3.1 Particuliérement chez Louise

Nous avons remarqué que Louise avait souvent recours a des courts résumés pendant ses
lecons. Pendant ces épisodes, elle évoque les différentes représentations utilisées au cours des
explications. Mentionnons qu’elle produit rarement les représentations dans d’autres registres
que le registre verbal pendant ces résumés. En effet, elle utilisera plutdt la représentation

verbale qui évoque d’autres registres et s’attendra a ce que les éleéves puissent la visualiser
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mentalement. Comme nous en avons discuté plus haut, nous doutons de la capacité des €léves

a sulvre ces évocations.

Elle varie beaucoup le ton de sa voix et particuliérement lorsqu’elle fait les résumés. C’est
comme une maniére pour elle de mettre de-I’emphase sur les différentes représentations du
concept en jeu, Pendant ces périodes, nous comprenons que Louise a une approche axée sur
la compréhension procédurale. En fait, les résumés deviennent souvent trés algorithmiques.
Par exemple, elle répete souvent les différentes représentations en utilisant le méme jeu
question/réponse, et ce, en utilisant un ton trés rythmé et en faisant un geste semblable a un

chef d’orchestre qui bat une mesure.

L’expérience de Louise se ressent beaucoup dans ses cours. La structure, sa fagon de trier les
réponses des éléves, son organisation, nous laissent voir qu’elle sait vers ou elle veut aller.
Méme si on voit qu’elle a structuré assez précisément ses séances a I’avance, elle ne se laisse
pas distraire par une erreur ou un imprévu. Le meilleur exemple est la fagon dont elle a traité
I’erreur de transcription qu’elle avait faite au début de la premiére séance. On se souvient que
ne transcrivant pas le bon intervalle sur lequel calculer le taux de variation moyen, elle a
obtenu un taux de variation moyen de 0 m/s. A cette occasion, elle a su adapter les

représentations déja données (voir extrait 4.8).

Nous avons également décelé une certaine ouverture de Louise pour [’utilisation des
technologies. En effet, elle avait prévu utiliser un programme Maple animé pour faire
I’exemple de la balle dans la premiere séance. Malheureusement, nous n’avons pas pu
observer dans quel but elle utilisait la technologie. Etait-ce pour utiliser différentes
représentations? Aussi, elle utilisait parfois la calculatrice avec les éleves pendant la séance.
Elle leur donnait quelques démarches plus rapides pour obtenir le calcul désiré. Nous
pouvons associer cette utilisation au registre numérique seulement puisqu’elle ne I’a jamais
utilisé a d’autres fins, au moment de notre observation, pour produire un graphique par

exemple.
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5.3.2 Particuliérement chez Josée

[l faut mentionner I’intention que nous avons repérée chez Josée de varier les représentations.
D’abord, Josée essaie d’utiliser différentes représentations a I’intérieur d’un méme registre.
Par exemple, elle se tourne plus souvent vers la représentation algébrique de la dérivée avec
un A, mais elle utilise aussi parfois celle avec la Ax. Toujours dans le registre algébrique, elle
a vari€ aussi sa stratégie (équation algébrique) pour trouver I’équation de la droite tangente.
De plus, ces changements €taient provoqués par les €leves. En effet, au départ, elle prenait
toujours sa fagon de faire et elle a su intégrer la stratégie suggérée par les éleves. Cet épisode

nous montre que Josée est attentive a ce que les éleéves disent.

Elle est d’ailleurs souvent capable de cibler leurs difficultés. Par contre, elle n’arrive pas
toujours a coordonner les représentations de fagon a ce que les éléves puissent surmonter

leurs difficultés. Par exemple, dans la troisieme sé€ance, elle a ciblé que les éléves buteraient
1 1

sur I’évaluation de f(g) pour f(x) = — (voir 4.3.3). Elle a fait le choix d’utiliser I"approche
x

avec la boite, mais sans rendre explicites les manipulations qu’elle a faites. De cette maniére,
pour les éléves, la nouvelle représentation ne pouvait pas vraiment leur servir. Pourtant,
’enseignante effectue souvent les manipulations algébriques assez explicitement, En effet, en
insistant beaucoup sur I’équivalence entre les représentations en cours de manipulations, elle
explique ce qu’elle fait. On la voit souvent faire les manipulations terme a terme en utilisant

des gestes ou des crochets pour mettre en lumiere les changements.

Son intention va au-dela des transformations internes. Nous décelons en effet chez Josée une
intention de produire des représentations graphiques. De ce c6té toutefois, il y a un probléme.
En fait, alors que Josée est clairement a [’aise dans le registre algébrique, elle ne I’est pas
autant dans le registre graphique. Par ailleurs, comme nous I’avons déja mentionné, elle
n’accorde probablement pas autant d’attention & la production et la manipulation des
graphiques qu’a celles des représentations algébriques. Tout porte a croire qu’elle considére
I’utilisation des graphiques comme un complément a son explication « algébrique ». Pour elle

d’ailleurs, il est clair que les « vraies » explications sont dans le registre algébrique. Ainsi,
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elle traite le registre graphique comme un outil complémentaire, en ce sens qu’il peut étre

intéressant d’y porter attention sans toutefois que cela soit essentiel.

5.4 Un cadre pour les pratiques

Nous avons déja exposé dans les premiers chapitres la raison pour laquelle nous nous
sommes intéressée a I’utilisation des représentations par les enseignants. En effet, malgré le
fait que nous avons trouvé plusieurs travaux de recherche qui suggérent fortement que les
éléves ont beaucoup de difficultés a gérer ces différentes représentations, nous n’avons pas
trouvé d’indice a savoir si les éléves ont vraiment acces aux outils pour savoirs comment les
utiliser. 1l nous a donc paru pertinent d’aller voir comment les enseignants avaient recours

aux registres de représentations et d’autres types de représentations.

En faisant ces analyses, nous avons réalisé a quel point une recherche de ce genre a propos
des pratiques enseignantes était importante. D’abord, ’observation de toutes les activités de
conversion et de coordination qui restent implicites nous laisse croire que les éléves ne
peuvent pas suivre toutes ces manipulations. De plus, nous avons également constaté une
difficulté chez les enseignantes a utiliser les différents registres de fagon completement
contrélée. Ces constatations nous donnent un bon indice sur certaines raisons possibles de
I’éloignement des éléves de I'utilisation de différentes représentations. Nous avons réalisé
qu’en plus de ne pas voir beaucoup d’exemples ol plusieurs représentations sont
coordonnées, les éléves peuvent aussi voir leurs enseignants éprouver des difficultés a

effectuer ces coordinations.

Enfin, nous pensons qu’une analyse basée sur la théorie des représentations pourrait nous
aider a mieux comprendre d’ou proviennent certaines difficultés des éléves si nous allions les
analyser, a la suite d’une telle analyse des pratiques. Nous pouvons donc imaginer qu’une
analyse de ce type en ciblant d’autres contenus, d’autres ordres d’enseignement pourrait nous
éclairer sur les difficultés des éléves liées a I’utilisation des représentations et enfin, nous

aider a les surmonter.



CHAPITRE 6 : CONCLUSION

Dans cette recherche, nous avons centré notre attention sur la pratique de deux enseignantes.
Plus particuliérement, nous avons observé leur utilisation des différentes représentations pour
introduire le concept de dérivée dans un cours de calcul différentiel au Cégep. Dans I"optique
ou plusieurs études démontrent la difficulté¢ des éleves a gérer ces représentations, il nous
semblait important de porter une attention particuliere a la fagon dont les enseignants les

utilisent. Ainsi, nous cherchions a répondre a deux questions plus précisément :

o) Quels types de représentations, institutionnelles ou non, retrouve-t-on dans la
pratique d’un enseignant lors de I’introduction du concept de dérivée?
o Comment utilise-t-il ces différentes représentations dans la communication avec

les éleves?

6.1 Les types de représentations en jeu

Une revue de la littérature nous avait préparée a observer une dominance du registre
algébrique. Nous avons effectivement observé chez les deux enseignantes une tendance a
favoriser le registre algébrique. Bien sir, le registre verbal est aussi trés présent, 'activité
d’enseignement nécessitant une certaine explicitation verbale. En ce qui concerne le registre
graphique, nous avons pu voir les enseignantes y avoir recours a quelques reprises, surtout au
début de I’introduction du concept. En effet, moins la matiére semblait « nouvelle », plus les
enseignantes se concentraient sur les représentations algébriques des concepts. Enfin, les
schémas et exemples numériques ont été trés peu utilisés. En fait, on a pu voir la production
de schéma plutot dans les moments d’aide individuelle aux éléves et trés rarement pendant
les explications en grand groupe. Pour ce qui est des exemples numériques, ils sont presque

absents des séances que nous avons observées.
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Nous avons également étudié le type de représentation utilisé du point de vue des
représentations institutionnelles ou fonctionnelles. Comme nous I’avons vu, plusieurs
chercheurs insistent sur I’importance de considérer les représentations fonctionnelles liées
aux représentations spontanées des éléves pour les faire évoluer vers des représentations plus
institutionnelles. Au cours de nos observations, nous avons remarqué que les enseignantes
utilisaient des représentations le plus souvent institutionnelles. Autant au niveau algébrique
que graphique, les représentations utilisées €taient assez formelles. On pouvait d’ailleurs
souvent retrouver les mémes représentations dans le manuel. Pour ce qui est des
représentations des €leves considérées par les enseignantes, nous avons pu remarquer deux
fagons de faire. En effet, une des enseignantes esquivait souvent les représentations
spontanées amenées par les éleves pour ne conserver que celles qui se rapprochaient le plus
des représentations qu’elle avait en téte, soit institutionnelles. Chez I’autre enseignante, nous
avons pergu un désir de réinvestissement des réponses des €leves. Malgré que 1’évolution
entre les représentations spontanées vers des représentations institutionnelles n’était pas faite
de la fagon dont diSessa et al. et Hitt le suggérent, nous voulons quand méme souligner
’effort de réinvestissement de certaines réponses des éleves dont cette enseignante a fait
preuve. Etant donné que les enseignantes utilisent une méthodologie d’enseignement semi-
magistrale, il est difficile, dans ce contexte, de promouvoir une évolution des représentations

(voir méthodologie ACODESA en Hitt et Morasse 2009).

6.2 Leur facon de les utiliser

Au-dela de I’identification des types de représentation que les enseignantes utilisent, il nous
est apparu tout aussi important de comprendre comment elles les gerent. C'est-a-dire que
nous voulions voir les types d’activité, au sens de Duval, que les enseignantes effectuaient
sur les représentations : production, identification des représentations, traitement, conversion
et coordination. Suite a nos analyses, nous avons constaté que les activités qui revenaient le
plus souvent sont la production et la transformation & I’intérieur d’un méme registre. En effet,
nous avons observé ces activités surtout dans le registre algébrique. Les manipulations
algébriques nécessaires pour trouver la dérivée ont souvent été faites explicitement au

tableau. Nous avons aussi pu voir quelques conversions, mais trés peu de réelle coordination.
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Cependant, il faut admettre qu’il y avait des coordinations entre le registre algébrique et

verbal pour rendre plus compréhensibles les manipulations effectuées.

Un autre élément important nous est apparu lors de I’analyse des séances en classe. Bien que
les enseignantes aient [’expertise pour effectuer les différentes activités sur les
représentations, elles ne les rendent que rarement explicites. En effet, nous avons remarqué
un nombre important de sous-entendus liés a des activités de conversions ou de
transformation. En fait, nous pouvons méme émettre I’hypothése que la résistance possible
des éléves a I’utilisation des représentations pourrait résider, selon nous, en partie dans ces
implicites. Comme les enseignantes sont capables d’effectuer certaines activités
mentalement, d{i a leur connaissance en mathématiques et a leur expérience, nous supposons
que ces manipulations deviennent évidentes pour elles. Par contre, nous doutons que les
¢léves puissent les suivre lorsqu’elles restent implicites, dii au fait que les éléves ne sont pas

du tout au méme niveau de compréhension que les enseignantes.

6.3 Les limites

Bien siir, ce projet comporte certaines limites. Au départ, nous voulions observer ["utilisation
des représentations dans la pratique d’enseignantes choisies. Pour nous, plusieurs éléments
font partie de la pratique d’un enseignant. En plus de I’enseignement en classe, que nous
avons observé, le choix des tiches et I’élaboration des examens font aussi partie de la
pratique enseignante. L.’ampleur et la richesse des données des séances en classe nous ont
amenée a abandonner I’analyse des tiches et examens soumis aux éléves. Toutefois, nous
avons tout de méme pu étre en contact avec certaines tiches lors des observations en classe.
Nous pouvons ainsi faire I’hypothése que ces taches sont le reflet de ce que nous aurions pu
trouver en analysant les autres tdches proposées aux éleves. Ceci reste toutefois une
hypothése. Malgré tout, nous avons tout de méme une bonne idée de la pratique des

enseignantes soit leur enseignement en classe.

Un autre aspect délicat de notre projet est la fagon d’aborder ou d’analyser les actions, et le

discours des enseignantes. Comme notre cadre théorique nous amenait a aller voir un aspect
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trés spécifique de la pratique des enseignantes, il était parfois difficile de cibler tous les
aspects désirés. Le nombre de représentations évoquées par une enseignante étant
évidemment impressionnant, il fallait s’assurer de bien cibler les éléments les plus pertinents.
De plus, il était aussi difficile d’a la fois conserver ce point de vue trés spécifique et de
prendre un certain recul sur une pratique plus globale nécessaire a la compréhension de
certaines représentations ou combinaisons de représentations. Ainsi, ce travail d’analyse

demandait une grande minutie et pouvait parfois devenir un peu étourdissant.

6.4 Prolongements

Nous avons déja mentionné dans les limites qu’il serait intéressant de lier une analyse du type
de ce projet a une analyse approfondie des taches proposées aux éléves et des examens (étude
similaire & celle amenée par Hardy, 2009). Evidemment, une analyse des productions des
éleves serait aussi un tres bon €élément a ajouter a ce projet. En effet, une fois que nous
connaissons mieux l’utilisation des représentations par un enseignant donné, il serait
enrichissant de voir comment les éléves gérent, a leur tour, les représentations. En ayant en
main ces deux analyses, il serait possible de faire des rapprochements entre 1’enseignement

recu et |'utilisation des représentations chez les éleves.

Suite a nos analyses, nous avons pu conclure que les enseignantes utilisaient majoritairement
des représentations algébriques et que les activités sur les représentations restaient souvent
implicites. En effet, plusieurs auteurs insistent sur la difficulté des éleves a gérer les
différentes représentations. Dans cette recherche, nous avons observé des pratiques qui n’en
font pas nécessairement la promotion. Ainsi, il serait trés intéressant de savoir si un
enseignement qui ferait la promotion de I’utilisation des représentations, et ce, de fagon plus

explicite aurait réellement une incidence sur I’utilisation qu’en font les éléves.

Un autre élément & considérer est 1’approche physico-mathématique que les deux
enseignantes utilisent pour introduire la dérivée. 1l serait intéressant de voir si cette approche
pourrait étre clarifiée de fagon a ce que le contexte rhysique ne soit pas €ludé. En considérant

que les éléves ont déja une idée sur ce contexte, il pourrait étre utile de voir comment une
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telle approche interdisciplinaire pourrait servir a faire évoluer les représentations spontanées

des éléves vers des représentations plus institutionnelles.



ANNEXE A

EXTRAIT DU PLAN DE COURS DE COURS UTILISE PAR LOUISE ET
JOSEE
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BUTS GENERAUX ET OBJECTIFS

BUTS GENERAUX DU PROGRAMME

Ce cours contribuera a l'atteinte des buts suivants:

- reésoudre des problémes de fagon systématique;

- utiliser des technologies appropriées de traitement de I'information;

- raisonner avec rigueur;

- communiquer de fagon claire et précise,

- apprendre de fagon autonome;

- établir des liens entre la science, la technologie et 'évolution de la société;
- situer le contexte d'émergence et d'élaboration des concepts scientifiques;
- adopter des attitudes utilises au travail scientifique;

- traiter des situations nouvelles a partir de ses acquis.

OBJECTIFS

2.2.1 Enoncé de la compétence a atteindre
Appliquer les méthodes du calcul différentiel a I'étude de fonctions et a la résolution de
problemes tirés du domaine des sciences de la nature.

2.2.2 Eléments de compétence

A la fin du cours, les étudiantes et les étudiants devront avoir acquis des connaissances
déclaratives (décrire un contexte historique, utiliser un vocabulaire approprié, définir
correctement des termes ou des expressions, énoncer des théorémes, énoncer des
formules, etc.), des connaissances procédurales (manipuler des expressions symboliques,
effectuer des calculs, appliquer une technique, etc.) et des connaissances conditionnelles
(formuler un probléme en langage mathématique, choisir une stratégie de résolution de
problémes, etc.).

Les éléments de la compétence a atteindre sont les suivants :

1. Reconnaitre et décrire les caractéristiques d’une fonction représentée sous forme
d’expression symbolique ou sous forme graphique.

2. Déterminer si une fonction a une limite, est continue, est dérivable, en un point et sur un
intervalle.

3. Appliquer les régles et les techniques de dérivation.
4. Utiliser la dérivée et les notions connexes pour analyser les variations d’une fonction et
tracer son graphique.

5. Résoudre des problémes d'optimisation et de taux de variation.
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2.2.3 Contenu et objectifs terminaux et intermédiaires

Chapitre 1 Limite et continuité

Contenu

Historique du concept de limite

Approche « contextualisée », graphique, numérique et analytique du concept de limite
Existence de la limite d'une fonction en un point

Types de limites (a gauche, a droite, a I'infini, infinies, d’une forme indéterminée, etc.)
Stratégies d'évaluation d’une limite

Continuité (en un point, sur un intervalle ou sur 3 )

Types de discontinuité

Objectif terminal 1
Déterminer si une fonction admet une limite (en un point ou a I'infini) et déterminer
I'ensemble des valeurs pour lesquelles une fonction est continue.

Objectifs intermédiaires

1.1 Evaluer une fonction en un point.

1.2 Résoudre une équation simple.

1.3 Wustrer l'utilisation du concept de limite dans des situations courantes.

1.4 Traduire en ses mots une expression symbolique ou apparait le concept de limite.

1.5 Traduire en langage symbolique une situation décrite en langue courante, en faisant
appel aux différentes notations associées aux limites.

1.6 Utiliser les différentes notations de limite (limite en un point, limite a gauche, limite a
droite, limite a l'infini, limite infinie, etc.) de maniére appropriée.

1.7 Estimer la valeur d’une fonction & partir d’'un graphique ou en donner la valeur a partir
d’'un tableau de valeurs approprié.

1.8 A partir d'un graphique ou d'un tableau de valeurs approprié, estimer une limite ou

expliquer pourquoi elle n’existe pas.
1.9 Utiliser les propriétés des limites pour évaluer une limite ou dire pourquoi celle-Ci

n'existe pas.

1.10 Résoudre des problémes « contextualisés » en faisant appel, s'il y lieu, au concept de
limite.

1.11 Donner une interprétation (géométrique, économigue, biologique, physique, etc.) a une
limite.

1.12 Déterminer I'équation d'une asymptote (verticale ou horizontale).

1.13 Evaluer des limites de formes particuliéres (9/6, b/0, etc).

1.14 Lever une indétermination de la forme 0/0, =/« oy ® — %

1.15 Déterminer le domaine d’une fonction.

1.16 Déterminer (de maniere graphique, a I'aide des propriétés ou a l'aide de la définition) si
une fonction est continue en un point ou sur un intervalle.

1.17 A partir d’'un graphique ou de I'expression analytique d’'une fonction, déterminer, s'il y a
lieu, en quelles valeurs une fonction admet une discontinuité.

1.18 Déterminer 'ensemble des valeurs pour lesquelles une fonction est continue.

1.19 Qualifier la nature (continue ou discontinue) d’une fonction en un point ou sur intervalle,
et, s'il y a lieu, déterminer le type de discontinuité (non essentielle par trou ou par
déplacement, essentielle par manque, par saut ou infinie).

1.20 Redéfinir une fonction qui présente une discontinuite non essentielle, par trou ou par
déplacement, pour la rendre continue.

1.21 Confirmer ou infirmer un énoncé portant sur les limites ou sur la continuité.
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Chapitre 2 Dérivée de fonctions algébriques
Contenu

Taux de variation moyen

Taux de variation instantané

Dérivée en un point

Fonction dérivée

Formules de dérivation

Derivation d'ordre supérieur

Dérivation implicite

Objectif terminal 2

Vous devrez étre capable de déterminer si une fonction est dérivable en un point ou sur un
intervalle et d’évaluer la dérivée de la fonction en faisant appel aux différentes formules et
régles de dérivation.

Objectifs intermédiaires

2.1 Déterminer la variable indépendante et la variable dépendante dans un contexte.

2.2 Evaluer la pente de la sécante passant par deux points d’une courbe.

2.3 Evaluer la pente de la droite tangente & une courbe en un point.

2.4 Calculer un taux moyen et un taux instantané de variation.

2.5 Donner une interprétation contextuelle a un taux de variation moyen ou instantané.

2.6 Définir la dérivée d’une fonction en un point.

2.7 Evaluer la dérivée d’'une fonction en un point en faisant appel a la définition de la
derivée.

2.8 Utiliser les notations usuelles de la dérivée et de la dérivée en un point d'une fonction.

2.9 Deéfinir la fonction dérivée.

2.10 Vérifier 'expression de la dérivée d'une fonction en faisant appel & la définition de la
fonction dérivée.

2.11 Formuler la relation entre fonction dérivable et fonction continue.

AMEN 1: 25 %

2.12 Démontrer des formules de dérivation.

2.13 Dériver des fonctions (comportant ou non des constantes littérales) a I'aide des formules
de dérivation.

2.14 Evaluer la dérivée d'une fonction en un point.

2.15 Déterminer 'ensemble sur lequel une fonction est dérivable.

2.16 Esquisser la courbe décrite par la dérivée d’une fonction simple.

2.17 Esquisser la courbe décrite par une fonction a partir de la courbe décrite par sa dérivée.

2.18 Déterminer le signe de la dérivée premiére ou de la dérivée seconde d'une fonction a
partir de la courbe décrite par une fonction.

2.19 Repérer un point anguleux ou un point de rebroussement.

2.20 Interpréter correctement le signe d’une dérivée.

2.21 Trouver 'équation de la droite tangente ou de la droite normale a une courbe en un
point.

2.22 Evaluer des dérivées d'ordre supérieur & 1.

2.23 Veérifier qu'une fonction satisfait une équation différentielle, soit une équation comportant
une fonction et ses dérivées de différents ordres.

2.24 Dériver de maniere implicite.
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2.25 Donner une interprétation contextuelle (géomeétrique, biologique, physique, économique,
etc.) d'une dérivée.

2.26 Traduire I'information contenue dans une phrase sous la forme d'un énoncé (par
exemple une équation) écrit avec le symbolisme mathématique approprié.

2.27 Resoudre des problémes contextualises, en faisant appel, s'il y lieu, au concept de
dérivée.

2.28 Utiliser correctement le vocabulaire et les notations propres au calcul différentiel.

Chapitre 3 Dérivée de fonctions transcendantes

Contenu

Fonctions transcendantes

Evaluation de limites d’expressions comportant des fonctions transcendantes
Dérivation de fonctions transcendantes

Objectif terminal 3
Vous devrez étre capable d'effectuer différentes opérations (arithmétiques ou autres) sur des
fonctions transcendantes.

Objectifs intermédiaires

3.1 Utiliser adéquatement les fonctions transcendantes (trigonométriques, trigonométriques
inverses, exponentielles et logarithmiques) usuelles.

3.2 Résoudre une équation qui comporte des fonctions transcendantes.

3.3 Evaluer la limite d’'une expression qui comporte des fonctions transcendantes.

3.4 Utiliser le fait que 1imﬂ]—)£ =l dans I'évaluation de limites comportant des fonctions
X

x=0
trigonométriques. :
3.5 Trouver la dérivée d’ordre donné d’une expression comportant des fonctions
transcendantes, et, s'il y lieu I'’évaluer en un point.
3.7 Résoudre des problemes contextualisés ol apparaissent des fonctions transcendantes,
en faisant appel, s'il y lieu, aux concepts de limite et de dérivée.

EXAMEN 2 : 25 % (Techniques de
dérivations)

Chapitre 4 Taux liés
Contenu

Taux de variation simple
Taux de variation lié

Objectif terminal 4
Vous devrez étre capable d'utiliser les différentielles de maniére appropriée et de résoudre
des problémes de taux de variation liés.

- Objectifs intermédiaires

4.1 Calculer la différentielle d'une fonction.

4.2 Effectuer I'approximation linéaire d'une fonction en un point en faisant appel aux
différentielles.

4.3 Estimer la valeur d’une fonction en un point a partir de I'approximation linéaire de la
fonction a proximité de ce point.



208

4.4 Evaluer une incertitude relative ou absolue.
4.5 Résoudre des problemes de taux de variation simples ou liés en respectant la marche a
suivre proposée.

Chapitre 5 Optimisation

Contenu

Croissance et décroissance d'une fonction

Valeurs critiques d’une fonction

Critéres d’optimisation

Stratégie de résolution d'un probléme d'optimisation

Objectif terminal 5
Vous devrez étre capable de résoudre des problemes d'optimisation.

Objectifs intermédiaires

5.1 Déterminer les intervalles de croissance et de décroissance d'une fonction.

5.2 Appliquer correctement les théorémes d’optimisation.

5.3 Trouver les extremums relatifs et absolus d'une fonction sur un intervalle donné.
5.4 Résoudre des problémes d'optimisation.

Chapitre 6 Tracé de courbes

Contenu

Valeurs critiques d'une fonction

Croissance et décroissance d’une fonction
Extremums

Concavité (vers le haut et vers Je bas)

Points d'inflexion

Asymptotes (horizontales, verticales, obliques)

Objectif terminal 6
Vous devrez étre capable de déterminer les principales caractéristiques graphiques de
la courbe décrite par une fonction et d’esquisser cette courbe.

Objectifs intermédiaires

6.1 Déterminer le domaine d'une fonction.

6.2 Utiliser le test de la dérivée premiére et le test de la dérivée seconde pour repérer les
extremums relatifs, et donner la nature de ces derniers.

6.3 Repérer les valeurs critiques d'une fonction et en donner la nature.

6.4 Trouver les extremums et les points d’inflexion de la courbe décrite par une fonction.

6.5 Déterminer les intervalles de croissance et de décroissance d’une fonction.

6.6 Déterminer les intervalles ou la courbe décrite par une fonction est concave vers le haut
et ceux ou elle est concave vers le bas.

6.7 Déterminer la nature d'un point : extremum (relatif ou absolu), point d’'inflexion, point
anguleux ou de rebroussement, etc.

6.8 Trouver les asymptotes (horizontales, verticales, obliques) a la courbe décrite par une
fonction.

6.9 Construire un tableau des signes et de valeurs ou sont consignées les valeurs critiques,
les extremums, les points d'inflexion, les intervalles de croissance et de décroissance,
les intervalles de concavité vers le haut et de concavité vers le bas et les asymptotes
verticales.

6.10 Esquisser la courbe décrite par une fonction aprés en avoir fait I'étude.
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XAMEN SYNTHESE 40 %

Partie MAPLE

Objectif terminal 7

Maple est un logiciel de calcul symbolique qui effectue efficacement des algorithmes
fastidieux. A la fin du cours, vous devrez étre capable d'utiliser les fonctionnalités de base de
Maple et résoudre des problémes liés au calcul différentiel.

Objectifs intermédiaires

7.1 Effectuer les opérations arithmétiques usuelles.

7.2 Assigner un nom a une expression.

7.3 Ecrire une fonction.

7.4 Evaluer une fonction (valeur exacte ou valeur décimale).
7.5 Résoudre des équations.

7.6 Evaluer des limites.

7.7 Dériver des fonctions.

7.8 Tracer des courbes.

7.9 Résoudre des problémes en utilisant Maple.

AUX : 10%
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Reconnaitre et décrire les
caracteristiques d'une

Examen 1: 25%
C1aC9 (saufC7)

Déterminer si une
fonction a une limite, est
continue, est déerivable, ————————)

fonction représentée sous ——
en un point et surun

forme d'expression
symbolique ou sous
forme graphique.

)
Utiliser ia dérivée et les notions connexes
pour analyser les variations d'une fonction
et tracer son graphique.

Travaux 10%
(Maple, ...}

intervalle.

C1. Utilisation appropriée des concepts.

C2. Représentation d'une situati
forme de fonction.

n graphique exacte

C4. Choix et application correcte des
techniques de dérivation.
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Examen 2: 25%
C4,C5,C6

Appliquer les régles et les
techniques de dérivation.

C5. Manipulations algébriques
conformes aux régles.

C6. Exactitude des calculs.

C7. Justification des étapes de la
résolution de problémes.

C8. Interprétation juste des résultat
. Utili_s;xtion d'une terminolggd

Epreuve terminale: 40%
c1ac?9

.Résoudre des problemes
d'optimisation et
de taux de variation.

Appliquer les méthodes du calcul différentiel a
I'étude de fonctions et a la résolution de
probliémes.

Précisions:

Fonctions . algébriques
trigonomeétriques,
trigonomeétriques invers
exponentielles, logarith
Limite . approche intuitiv
définition, propriétés, ca
limites.

Continuité: définition et

Dérivée: interprétation
géométrique, définition,
techniques usuelles.
Applications . étude de ¢
problémes d'optimisatior
variation.

Utilisation d'un logiciel ¢
symbolique.



ANNEXE B

EXTRAIT DE VERBATIM DE LA SEANCE 1 DE LOUISE



L:

E3
L:

Es
L

.

El

212

Supposons qu’on lance une balle en ’air. La, je vais prendre ma formule la-
dedans pour étre bien certaine d’avoir le méme exemple parce que vous savez le
don que j’ai pour les exercices. [5 :57].

: C’est a quelle page?

Vous n’avez pas besoin de votre volume. Ouvrez le pas tout de suite, je ne veux
pas que vous regardiez tout de suite. Si je vous dit : On lance une balle vers le
haut a partir d’une hauteur de un métre, avec une vitesse initiale de neuf point huit
meétres par seconde [9,8 m/s]. La position de la balle, la hauteur mesurée en metre
apres son lancement, est donnée par la fonction s de t et est égal & moins quatre
point neuf t deux plus neuf point huit t plus un [elle écrit :

s(t) =-4,912+ 9,8t + 1 ]. Je me vérifie. Est-ce qu’elle a du sens cette formule 13?7
[6 :43] Au début, on a lancé a partir de quelle hauteur?

: Un.
. Est-ce que vous pensez qu’on est capable de vérifier qu’on 1’a bien lancé a partir

d’un métre? [pause] C’est a quel moment qu’on était a un métre?

: ZEro.

L : Au temps initial [elle écrit t au tableau], donc 13, notre variable, plutdt qu’étre x,

ESZ

¢’est t. Ca vous étes d’accord avec ¢a?
Oui. [7:03]

L : Si on regardait le graphique de cette courbe 1a. Avez-vous une idée de ’allure du

E3

graphique? [Elle trace et identifie les axes. |

: Une parabole.

L : Une parabole... [elle part pour aller la tracer| Est-ce qu’on a besoin de la tracer du

Es:
: Non, a moins que tu ailles dans le sous-sol!

L3

coté négatif?
Non.

L : Dans le sous-sol...ben 13, ton négatif des t ¢’est ici la [en montrant le deuxieme

quadrant]. Mais si elle descend dans le sous-sol, 1a, ce serait ¢a [en montrant ’axe
des y dans le quatriéme quadrant]. Donc, on est siir qu’au départ, on part de 1
meétre [elle place I’ordonnée a I’origine] et elle va avoir [elle trace la parabole]
cette allure-la. Et ¢a, si vous auriez vu, ¢’était trés beau avec Maple. Vraiment
magnifique, mais...[7 :43] Il faut s’organiser avec la main. Ici, on va avoir notre
deux [elle écrit I’échelle du graphique], ici on va avoir trois, ici on va avoir un.
[Voir figure 1][7 : 53]
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Figure 1

L : Si maintenant, je vous demandais, ¢’est quoi la vitesse moyenne de la balle entre
point cinq [0,5] seconde et mettons un point cing [1,5]? Donc, on veut avoir la
vitesse moyenne entre point cing seconde et un point cinq [elle I’écrit, voir figure
2].

Figure 2

[8 :12] L : Si je vous demandais graphiquement, & quelle hauteur était la balle,
lorsqu’il y avait point cing [0,5] seconde d’écoulé?

E1 : On remplace les t par point cinq [0,5].

L : Graphiquement? On va venir ici, a point cinq [0,5], la hauteur de la balle serait
[elle trace le point (0,5, s(0,5)) dans le graphique], ¢a ici. D’accord avec moi?

Es : Oui.

L : A un point cing [1,5], on va étre ici [elle trace le point (1,5, s(1,5))]. Vous
imaginez que c’est tres bien tracé! Ce point-1a [(0,5, s(0,5))], il était rouge et ce
point-1a [(1,5, s(1,5))], il était bleu. C’était cute! Quand je vais calculer la vitesse
moyenne, qu’est-ce que je vais faire pour calculer la vitesse moyenne?

E3 : On relie les deux points.

L : Eh, au niveau algébrique. [8 :57]

E3 : Tu vas introduire ton x delta x 14!

L : Non, pas encore. Qu’est-ce qu’on a dit que ¢’était la vitesse moyenne? [Elle
pointe la formule au tableau. ]
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E2 : Variation de distance. ..

L:

Variation de distance sur?

E2 : Variation de temps.

L:

Variation de temps.

1 : On trouve la distance en remplagant t par la valeur. ..

L:

Es:
: Sur une variation de temps. Une variation de temps, qu’est-ce que ¢a va me

E3
E5

Variation de temps, variation de distance. [Elle met ces variations en évidence sur
le graphique. Voir figure 3.]

Figure 3
Comment je vais faire pour calculer ma variation de distance? Ben, je vais dire
« s » ou était ma...a quelle hauteur était ma balle apres un point cing seconde
moins point cing [mais elle €crit s(0,5). On voit au tableau s(1,5)-s(0,5)]. [Voir
figure 4] D’accord avec ¢a?

Figure 4

Oui, oul.

donner? Si je le mets au niveau formule, je vais faire un point cinq moins point
cing [1,5 = 0,5]. [9 :53] [pause] Comment on appelait ¢a? Vitesse moyenne, mais
si on veut le mettre plus général? [Elle écrit TVM.] Est-ce que vous avez déja vu
ces lettres-1a? ‘

: Ah c’est eh...

:...moyen.

L : Taux de variation moyen. Correct! Est-ce qu’il y en a un qui peut me rentrer ¢a

dans les formules et me calculer ¢a? Parce que c’est la! [Elle fait le geste de
pitonner sur la calculatrice avec ses doigts.] Donc moins...pour calculer s de un
point cing [s(1,5)], vous aller me faire moins quatre point neuf fois un point cing
au carré plus neuf point huit fois point cing plus un [-4,9(1,5)* + 9,8(0,5) +1].
Qu’est-ce que ¢a me donne? [pause] Ca ne va pas eh...[en parlant en retrait & un
¢léve] [pause] Qu’est-ce que ¢a donne? Allez, quelques-uns...chouc chouc chouc
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chouc [elle essaie de faire le bruit de la calculatrice]. Et on arrive a? On n’arrive
pas...Ah ah ah! Tu n’es pas arrivé?

E2 : Non.

L : Moins quatre point neuf fois un point ¢ing au carré plus neuf point huit fois un
point cing plus un [ —4,9(1,5)* + 9,8(1,5) + 1]. Vous me calculez ¢a et vous me
donnez la réponse du premier.

E3 : Quatre point huit [4,8]!

L : Quatre point huit [4,8].

E3 : Quatre point soixante-huit [4,68].

L : Quatre point soixante-huit [4,68] moins...vous me faites la méme chose, mais un
truc : faites seconde fonction entrer et vous allez remplacer un point cing [1,5] par
zéro point cing [0,5]. [11 :30] Et 1a, vous faites enter et ¢a vous donne...? J’espére
que vous allez avoir les bonnes réponses parce que si ¢a n’arrive pas...

E2 : Ca donne la méme chose!

L : Il donne la méme chose?

E2 : Ouais.

L : Quatre point soixante-huit [4,68] sur...

E2 : Sur un.

L : Sur...Un! Est-ce que vous étes arrivés aux mémes choses? [pause] Oui, j’ai eu les
bonnes réponses, j’en ai pas d’autre!

Es : J’arrive 4 ¢a aussi! [12 :08]

L : Ca veut dire ici que mon point, probablement que mon un point cinq la [1,5], il
serait comme ¢a ici [elle ajuste son graphique]. La droite, elle serait horizontale.
[pause] Ce qui nous fait une vitesse moyenne de zéro. Quelles sont les unités? La
distance, elle est en...métre et le temps, 1l est en seconde. Zéro metre seconde.
Est-ce que ¢a I’a du sens? Je vais replacer mon point ici, parce que 13, on voit bien
que mon point, il n’a pas d’allure 1a. Le point, il va étre comme ¢a [elle réajuste
encore son graphique]. Bel exemple! Qu’est-ce que ¢a veut dire ¢a? Si je vous
demande, le zéro, qu’est-ce qu’il représente? [12 :51]

E6 : Quand la vitesse est constante.

E3 : Quand il est au sommet.

L : Non, pas vraiment! Qu’est-ce que...Si je vous demandais au niveau graphique,
que représente le zéro?

L : Si mes points avaient été comme ¢a [elle trace une autre droite sécante sur le
graphique]? Est-ce que je serais arrivée a zéro?

Es : Non.

L : Mettons que je serais arrivée a deux! Qu’est-ce que ¢a aurait représenté ce deux-
1a?

E6 : C’est la pente!

L : C’est la pente de la droite qui passe par les deux points. Donc, ¢a représente « la
pente »...une droite qui passe par deux points, on appelle ¢ca comment cette
droite-1a?7 [13 :39][Pause] La pente qui coupe une courbe en deux points?
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E2 : Sécante![13 :44]

L : Sécante! Donc, le taux de variation moyen [elle souligne TVM au tableau et
montre la formule], qui représente en physique la notion de vitesse moyenne,
représente graphiquement la pente de cette sécante-1a [en pointant la droite
sécante sur le graphique]. Est-ce que ¢a va pour ce concept-1a?

E3 : Oui.

L : C’est clair pour tout le monde? Ca fait que si je vous demande de me calculer un
TVM, si je vous demande de calculer la vitesse moyenne, si je vous demande de
calculer la pente de la sécante...c’est la méme chose. [14 :16] De fagon générale,
si j’ai une fonction f de x [elle écrit f/(x) ] et que je vous demande de calculer le

TVM sur un intervalle a b [elle écrit TVM ], qu’est-ce que vous feriez au

niveau formule?

E3:sdeb...

L : Hein?

E3:sde b [s(b)]...

[L pointe la fonction f(x) au tableau.]

E2 : fde b [f(b)]...

E3 : Ben, je ferais I’autre avant!

L : Non, si je vous demande ¢a ici [en pointant la fonction f(x)]...si je vous
demanderais ¢a, qu’est-ce que vous feriez?

El : fde b moins fde a sur...

L:... f..

J(b)-7(a)

—-d

El :bmoinsa|

]
J®)- (@)

-a
demande, géométriquement ou graphiquement, qu’est-ce que ¢a représente? Vous
me diriez, ¢a représente. ..

L : fde b moins fde a sur bmoins a | ] [Voir figure 5].Et si je vous

Figure 5

E3 : La pente de sécante.

L : Ca représente la « pente de sécante ». Ici, ¢’est un cas particulier [en parlant de
’exemple calculé précédemment], dans la notion de distance et de temps et la [en
pointant la formule impliquant a et b], c’est de fagon générale, quel que soit le
contexte. [15 :24] Ca va le parallele entre les deux?
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