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RÉSUMÉ 

Le résultat principal contenu dans cette thèse est la résolution explicite de l'équation 
d'Abreu pour les quadrilatères convexes étiquetés dont la fonction affine extrémale est équiposée 

(ceci inclut le cas où cette fonction est constante), confirmant ainsi la conjecture de Donaldson 
dans ce cas. De plus, nous donnons une classification des orbifolds symplectiques toriques de 

dimension 4 admettant une métrique kahlérienne torique compatible avec une 2-forme hamilto
nienne non triviale, en termes de classes d'équivalence de quadrilatères convexes étiquetés. Ces 

résultats conduisent à une classification explicite des métriques toriques extrémales admettant 
une 2-forme hamiltonienne non triviale sur les orbifolds symplectiques toriques de dimension 

4 (excluant le cas des projectifs à poids, déjà traité par Apostolov, Calderbank, Gauduchon 
et T0nnesen-Friedman, 2004). Ceci inclut une classification des métriques toriques faiblement 
Bochner-plates. 

Comme application, nous obtenons aussi qu'un orbifold symplectique torique dont le 

polytope moment est un quadrilatère et dont l'invariant de Futaki est nul admet une métrique 
kahlérienne torique compatible, explicitement donnée via deux polynômes de degré au plus 3, 

et dont la courbure scalaire est constante. Nous donnons également des familles explicites d'or
bifolds symplectiques toriques de dimension 4 admettant une métrique extrémale, à courbure 

scalaire constante, faiblement Bochner-plate ou Kahler-Einstein, ainsi que des familles expli
cites d'orbifolds symplectiques toriques de dimension 4 instables, n'admettant pas de métrique 

extrémale. 

Dans le cas sasakien torique, nous dégageons une fonctionnelle, définie sur le cône des 

champs de Reeb, dont les points critiques sont les champs de Reeb induisant un polytope carac

téristique ayant une fonction affine extrémale constante (i.e d'invariant de Futaki transverse
restreint à l'algèbre de Lie du tore-nul). En étudiant cette fonctionnelle, nous obtenons l'exis

tence de tels champs de Reeb sur toute variété de contact compacte torique co-orientée. En raffi
nant nos calculs en dimension 5, nous en déduisons l'existence d'une métrique sasakienne com

patible à courbure scalaire constante sur toute variété de contact compacte torique co-orientée 
de dimension 5, dont le cône moment a 4 facettes. Finalement, nous exhibons une famille à un 
paramètre rationnel de structures de contact toriques (bien connues) sur 52 X 53, chacune ad

mettant deux métriques (de même volume) toriques, compatibles et non isométriques. À notre 
connaissance, ceci constitue le premier exemple connu de non unicité de métriques extrémales 

sasakiennes compatibles avec la même structure de contact. 

Les résultats principaux de cette thèse ont donné lieu aux deux articles (Legendre, b) 

et (Legendre, a). 

MOTS-CLÉS - structures kahlériennes toriques et sasakiennes toriques, structures kahlériennes 

et sasakiennes extrémales, 2-formes hamiltoniennes, structures orthotoriques, métriques à cour

bure scalaire constante, équation d' Abreu, polytopes étiquetés, bons cônes. 





ABSTRACT 

The main result contained in this thesis is the explicit resolution of the Abreu equation 
on convex labeled quadrilaterals whose extremal affine function is equipoised (this includes the 
case when this function is constant), which confirms a conjecture of Donaldson in this particular 
case. Moreover, we give a classification of 4-dimensional toric symplectic orbifolds admitting a 
toric Kahler metric compatible with a non-trivial Hamiltonian 2-form, in terms of equivalence 
classes of labeled convex quadrilaterals. These results lead us to an explicit classification of 
extremal toric metrics admitting a non-trivial Hamiltonian 2-form on 4-dimensional toric sym
plectic orbifolds (excluding the case of weighted projective spaces, already studied by Apos
tolov, Calderbank, Gauduchon and T0nnesen-Friedman, 2004). This include a classification of 
weakly Boclmer-flat toric metrics. 

As applications, we also get that a toric symplectic orbifold whose moment polytope 
is a quadrilateral and whose Futaki invariant vanishes admits a compatible toric Kahler metric, 
explicitly given via two polynomials of degree at most 3, and whose scalar curvature is constant. 
We also point out explicit families of 4-dimensional toric symplectic orbifolds which admit 
extremal metrics, with constant scalar curvature, weakly Bochner-fiat or Kahler-Einstein, and 
explicit families of instable 4-dimensional toric symplectic orbifolds which do not admit any 
extremal metric. 

In the toric Sasaki case, we define a functional on the cone of Reeb vector fields, whose 
critical points are the Reeb vector fields inducing a characteristic polytope with constant ex
tremal affine function (that is, whose transversal Futaki invariant, restricted to the Lie algebra 
of the torus, vanishes). By studying this functional, we get the existence of such Reeb vector 
fields on any co-oriented toric compact contact manifold. By refining our computations in di
mension 5, we derive the existence of compatible Sasaki metrics with constant scalar curvature 
on any 5-dimensional co-oriented toric compact contact manifold, whose moment cone has 4 
facets. Finally, we point out a family, parametrized by one rational parameter, of (well-known) 
toric contact structures on 52 x 53 admitting two non-isometric compatible toric metrics (with 
same volume). At our knowlegde, this is the first example of non-uniqueness of extremal Sasaki 
metrics, compatible with the same contact structure. 

The main results of this thesis can be found in the two papers (Legendre, b) and (Le
gendre, a). 

KEYWORDS - torie Kahler and toric Sasaki structures, extremal Kahler and Sasaki structures, 
Hamiltonian 2-fonllS, orthotoric structures, constant scalar curvature metrics, Abreu's equation, 
labeled polytopes, good cones. 





INTRODUCTION 

Le problème 

Cette thèse concerne un cas particulier du problème que nous décrivons ici. Soit 6. un polytope 

simple et compact dans un espace vectoriel t*, ses facettes, dénotées Fi, ... , Fd, sont les faces 

de codimension 1. Un polytope est dit étiqueté s'il est muni d'un ensemble de vecteurs u = 

{Ul, ... ,Ud} c t, ses normales, tel que chaque Uk E U est intérieur à 6. et normal à la facette 

Fk . Étant donné un polytope étiqueté (6., u), on dénote par 5(6., u) l'ensemble des potentiels 

symplectiques, c'est-à-dire l'ensemble des fonctions cf; lisses et strictement convexes sur A, 
l'intérieur du polytope, telles q1Je H = (Hess cf;) -1 est lisse sur 6., définie positive sur l'intérieur 

de toutes les faces et satisfait, pour tout y dans l'intérieur de Fk , 

(1) 

Ces dernières expressions utilisent l'identification standard T;t* '::::' t. 

Il existe une unique fonction affine sur 6., notée ((l'.,u) , telle que la fonctionnelle 

soit nulle sur les fonctions affines (dw est une forme volume euclidienne sur t* et da est la 

forme volume sur à6. telle que Uk 1\ da = -dw sur Fk, k = 1, ... ,d). De façon équivalente, 

((l'.,u) est la L 2 (6.,dw)-projection sur l'espace des fonctions affines de 

2 
S(cf;) = - L à H ij (2) 

ij àJ..LiàJ..Lj 

où cf; E 5(6., u), (J..Ll,' . ') J..Ln) sont des coordonnées sur t* et H = (Hess cf;)-1 = (Hij ). 

P"oblème 1. Étant donné un polytope étiqueté (6., u), exïste-t-il un potentiel symplectique 

cf; E 5(6.,u) satisfaisant l'équation d'Abreu: 

S(cf;) = ((l'.,u) ? (3) 

Dans ce cas, peut-on trouver cette solution explicitement? 



2 

Une des motivations à l'étude de ce problème est la recherche de métriques kiihlériennes extrémales 

(au sens de Calabi) compatibles sur les orbifolds compacts symplectiques toriques. Ces der

niers sont en bijection avec les polytopes étiquetés rationnels (polytopes étiquetés dont les nor

males sont incluses dans un réseau) via la correspondance de Delzant-Lerman-Tolman. Plus 

précisément, si (M,w, T) est un orbifold compact symplectique torique avec une application 

moment p,: M ----t t* où t = Lie T, alors!:::. = im f.L et les poids de l'action de T déterminent 

et sont déterminés par les normales 'U C A où A est le réseau dans t des sous-groupes cir

culaires de T. Guillemin et Abreu ont montré qu'à travers cette correspondance, l'espace des 

métriques kiihlériennes T-invariantes compatibles sur (M, w) est paramétrisé par S(!:::., u) (mo

dulo addition de fonctions affines), de sorte que la courbure scalaire de la métrique associée à 

cP E S(!:::., u) est le tiré-en-arrière de la fonction S(cP) par l'application moment. Ainsi, les 

solutions du problème 1 correspondent aux métriques kahlériennes extrémales. 

Une autre motivation est la recherche de métriques sasakiennes extrémales (au sens de Boyer

Galicki-Simanca) compatibles, sur les variétés de contact, toriques, compactes, de type Reeb. 

Ces dernières sont en bUection, via la correspondance de Delzant-Lerman, avec les bons cônes 

strictement convexes. Un bon cône est u~e paire (C, A) où ~ c t* est un cônede sommet a 
et A est un réseau de t tels que, pour chacune de ses facettes Pk, C admet un vecteur normal 

Ûk intérieur, primitif dans A et pour chacune des faces de C, ('ensemble des vecteurs normaux 

associés peut être complété en une base de A. C est strictement convexe si l'intérieur de son 

cône dual Ct- = {a E t 1 (y, a) > 0, \/y E C\{a}} est non vide. Étant donné un bon cône 

strictement convexe (C, A) et un vecteur b E Ct- le polytope étiqueté caractéristique (!:::.b, Ub) 

consiste en 

Grâce aux travaux de Boyer-Galicki et d'Abreu, nous savons que les métriques sasakiennes 

toriques compatibles sur la variété de contact associée à (C, A) et dont Je champ de Reeb X b 

est induit par l'action infinitésimale de b sont en correspondance biunivoque avec les poten

tiels symplectiques S(!:::.b, Ub) (modulo addition de fonctions affines), de sorte que la courbure 

scalaire de la métrique sasakienne associée au potentiel cP est le tiré-en-arrière de la fonction 

4S(cP) - 2n par l'application moment. 
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Bryant et Abreu ont montré que dans le cas où (6., u) est un simplexe étiqueté, une solution 

(unique à addition d'une fonction affine près) du problème 1 est donnée par le potentiel de 

Guillemin, 

cP = ~ (1:. Lk log Lk - Loo log Loo) (4) 
2 k=l 

où Lk( .) = (', Uk) - Àk est une fonction affine telle que Fk C L;l(O) et Loo = L~=l Lk. 

Parfois, le terme "potentiel de Guillemin" désigne plutôt la fonction L~=l Lk log Lk qui est 

aussi un potentiel symplectique pour tout polytope étiqueté (Guillemin, 1994a). Des solutions 

explicites au problème 1 sont connues sur des trapèzes étiquetés correspondant aux surfaces 

d'Hirzebruch toriques (Calabi, 1985; Abreu, 1998) et ont été étudiées dans le cadre de la 

géométrie saskienne (Gauntlett et al., 2004; Cvetic et al., 2005). Il est à noter que les travaux 

de (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2003; Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006; 

Apostolov et al., 2004), en plus de donner des exemples nouveaux, regroupent ces exemples 

explicites dans un cadre géométrique unifié. 

Yau (Yau, 1993) puis Tian (Tian, 1997) ont conjecturé l'équivalence entre l'existence des 

métriques kahlériennes à courbure scalaire constante dans une classe de cohomologie entière 

et la stabilité de la variété polarisée associée à cette classe. Donaldson a précisé la notion de 

stabilité impliquée, en a donné une définition dans le cas torique qui s'exprime exclusivement 

en termes du polytope étiqueté, puis a donné un énoncé détaillé de la conjecture: 

Définition 0.1. Un polytope étiqueté (6., u) est analytiquement relativement K -stable par rap

port aux dégénérations toriques si ,Lt::.,u(f) 2: 0pour toute fonction f continue, convexe et affine 

par morceaux sur 6., avec égalité si et seulement si f est affine. 

Conjecture 1. (Donaldson, 2002) Soit (6., u) un polytope étiqueté. Il existe une solution cP E 

S( 6., u) de l'équation (3) si et seulement si (b., u) est analytiquement relativement K -stable 

par rapport aux dégénérations toriques. 

Donaldson a démontré la conjecture 1 pour les polygones convexes (n = 2) lorsque ((t::.,u) est 

constante, en utilisant la méthode de continuité (Donaldson, 2002; Donaldson, 2005; Donald

son, 2008a; Donaldson, 2009). Zhou-Zhu ont montré que l'existence d'une solution de (3) 

implique la stabilité (Zhou et Zhu, 2008). 
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Cette conjecture s'interprète en géométrie sasakienne de la façon suivante. 

Conjecture 2. Il existe une métrique sasakienne torique extrémale compatible sur une variété 

de contact, co-orientée, torique, compacte, de type Reeb, associée au bon cône (C, A) si et 

seulement s'il existe b E Cf- tel que (6. b , Ub) est analytiquement relativement K -stable par 

rapport aux dégénérations toriques. 

Les résultats principaux 

Dans cette thèse, nous abordons le problème 1 avec les outils développés dans (Apostolov, Cal

derbank et Gauduchon, 2003). Les auteurs ont introduit la notion de 2-formes hamiltoniennes 

qui pennet une séparation des variables de l'équation (3). 

Un résultat intennédiaire clé de cette thèse, voir le théorème 3.1, est que tout orbifold symplec

tique torique dont le polytope moment est un quadrilatère admet des métrique~ kiihlériennes 

compatibles admettant des 2-fonnes hamiltoniennes. Du fait de la séparation de variables qui 

en résulte et en utilisant une paramétrisation adéquate, il est alors possible de réduire à une 

simple équation le critère d'existence de solutions formelles du problème 1. Plus précisément, 

Définition 0.2. Soit 6. un quadrilatère de sommets SI, ... ,S4, tels que SI et S3 ne sont pas 

successifs. On dit que qu'une fonction affine f est équiposée sur 6. si 

4 

2)-1)if(Si) = O. 
i=l 

Théorème 0.3. Soit (6., U) un quadrilatère convexe étiqueté avec unefonction affine extrémale 

((.6,u) équiposée. Il existe deux polynômes A et B de degré au plus 4, avec lesquels on peut 

construire explicitement une fonction HA,B, à valeurs dans S2t* qui satisfait les conditions au 

bord (1) et l'équation (3). 

De plus, (6., u) est analytiquement relativement K -stable par rapport aux dégénérations lO

riques si et seulement si HA,B est l'inverse de la hessienne d'une solution cPA,B E S(6.,'u) du 
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problème 1, ce qui se poduit si et seulement si RA,B est définie positive sur A. 1 En particulier, 

si le problème 1 admet une solution, cette solution est donnée par cPA,B. 

Ce résultat donne une façon de vérifier la condition de stabilité relative et traite en particulier les 

cas où la fonction affine extrémale est constante puisque une fonction constante est équiposée. 

Néanmoins, il n'englobe pas tous les quadrilatères convexes étiquetés admettant des solutions 

au problème 1. En effet, il découle de (Donaldson, 2005) que l'ensemble de quadruplets de 

normales u sur un quadrilatère .:6. pour lesquels (.:6., u) admet une solution au problème 1 est 

ouvert dans l'ensemble des nonnales et, comme nous le verrons ci-dessous, rencontre l'hyper

surface correspondant aux nonnales menant à une fonction affine extrémale équiposée. 

"Fixer un polytope et faire varier les normales" est un point de vue largement adopté dans cette 

thèse. Il se révèle efficace essentiellement parce que les coefficients des polynômes A et B va

rient de façon linéaire par rapport aux normales. Pour préciser cela, nous introduisons plusieurs 

ensembles. Soit .:6. un quadrilatère convexe. On dénote par N(.:6.) le cône de dimension 4 de 

normales intérieures u = (Vl, U2, U3, U4) associées aux facettes de .:6. et son sous-ensemble 

E(6) (respectivement C(6)) de quadruplets pour lesquels ((6,u) est équiposée (respective

ment constante). On définit Et (6) comme l'ensemble des éléments U E E(6) tels que (6, u) 

est analytiquement relativement K -stable par rapport aux dégénérations toriques. Étudier ces 

différents espaces nous mène au résultat suivant. 

Théorème 0.4. Soit 6 un quadrilatère convexe qui n'est pas un parallélogramme. C(6) est un 

cône de codimension 1 dans E(6) qui est lui-même un CÔne de codimension 1 dans N(6). De 

plus, E+(6) contient C(6) et est un ouvert non-vide de E(.:6.). 

Finalement, il y a un cône K(.:6.) de codimension 1 dans C(6) constitué des éléments tels que 

les solutions correspondantes cPA,B E 5(6, u) donnent lieu à des métriques Kiihler-Einstein 

homothétiques sur Ax ]R2. 

Dans un autre registre, étant donné un bon cône (C, A), nous allons dégager une fonctionnelle 

F: C+ -7 ]R qui détecte les champs de Reeb dont le polytope caractéristique associé a sa 

l. Cette condition s'exprime par la positivité de A et B sur certains intervalles et implique donc que RA,S 

satisfait les conditions de positivité sur les facettes. 
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fonction affine extrémale constante. Plus précisément, on fixe une mesure euclidienne dw sur 

t*, l'espace ambiant de C, et pour b E C~ on considère les fonctionnelles 

- volume: W(b) = fL'>b dWb où dWb est défini par b fi dWb = dwet 

- d'Hilbert-Einstein: Z(b) = fL'>b S(4J) dWb qui ne dépend pas du choix de 4J E S(b..b,Ub)· 

La fonctionnelle qui nous intéresse est alors 

F(b) = Z(b)n+l 
W(b)n 

Le théorème suivant résume ce que nous en savons dans le cas général. 

Théorème 0.5. La fonctionnelle F est homogène sur le cône C~ et, lorsque restreinte à un 

hyperplan transverse, ses points critiques forment un ensemble non vide et correspondent aux 

vecteurs b tels que ((L'>b,Ub) est constante. De plus, si onfixe b.., un polytope caractéristique à C, 

alors F( b) est une fonction rationnelle en les valeurs de b sur les sommets de b... 

Étant intéressés aux métriques Sasaki-Einstein, Martelli, Sparks et Yau ont étudié le cas où 

le bon cône (C, 1\) est associé à une variété de contact dont la symplectisation est un cône 

de Calabi-Yau. Cette condition correspond au fait que les normales de C, primitives dans 1\, 

soient toutes contenues dans un même hyperplan. Ils ont montré que, dans ce cas, il existe un 

hyperplan de t sur lequel les (restrictions des) fonctionnelles W et Z coïncident à une constante 

multiplicative près. Ensuite, ils ont montré que W (restreinte à cet hyperplan) est une fonction 

strictement convexe et possède donc un unique point critique qui correspond à une fonction 

affine extrémale constante 2. Les méthodes et le cadre de travail général introduits dans cette 

thèse permettent de retrouver ces résultats comme cas particuliers. 

Applications 

Comme application directe du théorème 0.3 (et du théorème 3.1), nous obtenons une classi

fication partielle explicite des métriques kahlériennes extrémales compatibles sur un orbifold 

symplectique torique dont le polytope moment est un quadrilatère. Cette classification partielle 

2. Martelli, Sparks et Vau considéraient en fait l'invariant de Futaki tranverse. Ils ont montré que celui-ci est 

nul, ce qui implique que la fonction affine extrémale est constante. 
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inclut les cas de métriques kahlériennes à courbure scalaire constante et a fortiori de métriques 

Kahler-Einstein sur de tels orbifolds. Ceci implique aussi une paramétrisation effective des cas 

de métriques Kahler-Einstein exhibées dans (Gauntlett et al., 2004; Cvetic et al., 2005; Apos

tolov et al., 2004). De plus, nous obtenons également une classification des métriques faible

ment Bochner-plates (et a fortiori Bochner-plates) qui ne sont pas Kahler-Einstein puisque 

celles-ci admettent par définition une 2-forme hamiltonienne non triviale, voir définition 3.2. 

Comme corollaire direct du théorème 0.4, on a 

Corollaire 0.6. Un orbifold symplectique torique dont le polytope moment est un quadrilatère 

et dànt l'invariant de Futaki est nul admet une métrique à courbure scalaire constante. De plus, 

cette métrique s'exprime de façon explicite par deux polynômes de degré 3. 

Dans le cas d'un quadrilatère convexe D.. fortement rationnel (i.e dont les sommets sont inclus 

dans un réseau), les équations déterminant les ensembles E(D..), C(D..) et K(D..) sont à coef

ficients rationnels et admettent donc des solutions rationnelles, c'est-à-dire des quadruplets de 

normales engendrant un réseau. Ceci nous permet de prouver l'existence de familles d'orbifolds 

symplectiques toriques admettant des métriques kahlériennes extrémales de différents types, 

voir la proposition 6.10, ainsi que l'existence de familles d' orbifolds symplectiques toriques 

instables n'admettant pas de métrique kahlérienne extrémale. Par exemple, on a 

Corollaire 0.7. Soit D.. un quadrilatère convexe. Si D.. est fortement rationnel, à homothétie près 

et à revêtement (d'orbifolds) fini près, il existe un unique orbifold torique Kahler-Einstein dont 

le polytope moment est D... 

Concernant la géométrie sasakienne torique, le théorème 0.4, allié à la paramétrisation des 

métriques sasakiennes toriques en termes des potentiels symplectiques des polytopes caractéris

tiques, voir (Abreu, 2010) et 32.3.2, implique que 

Corollaire 0.8. Une variété de contact torique de type Reeb dont le cône moment a 4 facettes 

admet une métrique à courbure scalaire constante avec un champ de Reeb X b si et seulement 

si ((L".b,Ub) est constante. De pius, cette métrique s'exprime de façon explicite en termes de deux 

polynômes de degré 3. 
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De plus, le théorème 0.5 nous donne le résultat suivant. 

Théorème 0.9. Une variété de contact torique co-orientée de type Reeb admet au moins un 

rayon de champs de Reeb pour lesquels lafonction affine extrémale du polytope caractéristique 

est constante. 

Finalement, en raffinant nos calculs dans le cas où le cône moment est un cône de dimension 3 

au-dessus d'un quadrilatère, et en utilisant le théorème 0.4, nous obtenons le résultat suivant. 

Théorème 0.10. Une variété de contact torique co-orientée de type Reeb de dimension 5 et 

dont le cône moment a 4facettes admet au moins 1 et au plus 7 rayons distincts de métriques 

sasakiennes à courbure scalaire constante transversalement homothétiques. 

De plus, pour chaque couple de nombres copremiers (Pl q) avec P > 5q, il existe 2 métriques 

sasakiennes à courbure scalaire constante qui ne sont pas isométriques, même à homothéties 

transversales près, et qui sont compatibles avec la même structure de contact sur la variété de 

Wang-Ziller Mi:~. 

Plan de la thèse 

Le chapitre 1 contient les grandes lignes de la théorie générale des métriques kahlériennes 

extrémales telle qu'introduite dans (Calabi, 1982) et de celle des métriques sasakiennes ex

trémales telle qu'introduite dans (Boyer, Galicki et Simanca, 2008a). Le chapitre 2 contient 

les bases de la géométrie torique ainsi que quelques résultats intermédiaires importants pour 

la suite, comme l'adaptation des conditions au bord satisfaites par les potentiels symplectiques 

données dans (Apostolov et al., 2004), aux potentiels associés aux métriques kahlériennes 

coniques. Nous donnons de plus des résultats originaux d'unicité en ce qui a trait aux métriques 

sasakiennes toriques. 

Le chapitre 3 contient la classification des orbifolds symplectiques toriques de dimension 4 

admettant des 2-formes hamiltoniennes, en termes de classes d'équivalence de quadrilatères 

convexes étiquetés. Nous procédons par cas : nous excluons le cas des triangles correspon

dant aux projectifs à poids (cas déjà traité dans (Apostolov et al., 2004)) et nous interprétons 
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les conditions d'existence de métriques de type Calabi et orthotoriques, comme définies dans 

(Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2003), en termes de nombres de paires de côtés pa

rallèles d'un quadrilatère. Nous résolvons ensuite le système linéaire posé dans (Apostolov 

et al., 2004), correspondant aux conditions (explicites sur des polynômes de degré 4) déterminant 

si ces métriques sont extrémales. 

Le chapitre 4 est le cœur de cette thèse et contient la démonstration du fait que les condi

tions (linéaires sur les normales) d'extrémalité des métriques obtenues au chapitre précédent 

correspondent au fait que la fonction affine extrémale est équiposée. Équipé de ces solutions 

formelles, nous vérifions la conjecture de Donaldson en reproduisant une preuve apparaissant 

déjà dans (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, ). Puis nous étudions en détail les différents 

cônes de normales d'u!l quadrilatère et ceci nous mène au théorème 0.4. 

Dans le chapitre 5, !lODS introduisons un point de vue original sur les familles de Reeb (i.e 

familles de polytopes étiquetés caractéristiques à un même cône) donnant lieu à une condition 

qui nous permet de déterminer si un polytope étiqueté est caractéristique à un bon cône. De 

plus, ce point de vue donne une paramétrisation canonique de la famille de Reeb d'un polytope 

étiqueté. Ces outils nous permettent (de trouver et) d'étudier la fonctionnelle F et de démontrer 

le théorème 0.5. 

Finalement, le chapitre 6 regroupe toutes les applications géométriques ainsi qu'un critère per

mettant de déterminer pour un polytope donné s'il existe un réseau pour lequel ce polytope est 

rationnel. 





Chapitre 1 

MÉTRIQUES EXTRÉMALES 

1.1 Métriques kahlériennes extrémales au sens de Calabi 

Le matériel de cette section est tiré du livre (Gauduchon, ),. 

Une structure kahlérienne sur une variété lisse M est un triplet (w, J, g) où west une 2-forme 

non dégénérée et fermée, ditefonne symplectique, 9 est une métrique riemannienne et J est une 

structure complexe sur M, vérifiant 

g(.,.)=g(J.,J.) et g(J·,·)=w(·,·). 

On dit alors que (M, w, J, g) est une variété kahlérienne de classe de Kahler [w] E HdR(M, IR). 

Remarque 1.1. Une structure complexe J est une structure presque complexe, c'est-à-dire 

un endomorphisme du fibré tangent tel que J2 = -Id, qui est intégrable, ce qui signifie que 

l'espace propre T1,o M associé à la valeur propre i de l'extension linéaire de J sur la com

plexification TM ® e est intégrable (i. e fermé sous le crochet de Lie [ . , . V. 

Puisque n'importe quel couple de structures d'un triplet kahlérien (w, J,g) détermine la troi

sième par la formule 9 (J . , .) = wC,·), nous omettrons souvent l'une des trois structures 

dans la notation. Nous dirons qu'une métrique 9 est compatible à une forme symplectique w 

s'il existe une structure complexe J telle que le triplet (w, J, g) soit kahlérien. 

Il existe de nombreux exemples de variétés kahlériennes, telles en et elP'n munies de leurs 

métriques respectives standard et leurs sous variétés complexes. La littérature à leur sujet est 
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vaste et nous ne nous étendrons pas ici sur leurs nombreuses propriétés. Nous allons seule

ment énoncer ci-dessous les résultats utilisés explicitement dans les chapitres ultérieurs et nous 

référons à (Gauduchon, ) pour les définitions des objets standard tels la connexion de Levi

Civita, le tenseur de courbure, la courbure scalaire, etc. Toutefois, nous énonçons le lemme ddc 

dans le cas des 2-formes où dC f = -df 0 J, puisque ce résultat cnlcial est à la base de la 

géométrie kiihlérienne. 

Lemme 1.2. Soit (M, w, J, g) une variété compacte kahlérienne et 7jJ une 2-forme exacte J

invariante. Il existe une fonction f telle que 7jJ = ddCf. 

Soit (M, J) une variété compacte complexe. Pour une classe donnée n E HdR(M, IR), l'en

semble 

Mn = {w Eni (w, J, g) définit une stnlch.lre kiihlérienne}, 

s'il est non vide, est un espace de Fréchet de dimension infinie. Plus précisément, grâce au 

lemme ddc, une fois choisi un point W o E Mn tout autre point de Mn s'exprime comme 

W o + ddC f pour une fonction lisse f. Ainsi Mn s'identifie à {j E CCO(M) 1 W o + ddc f > 

o et fM fw~ = O}.
 

Lafonctionnelle de Calabi est l'application C: Mn ---+ IR définie par la formule
 

C(g) = r 8~ dVghVf 
où 8 g est la courbure scalaire de 9 et dVg la forme volume associée à g. Un point critique 

de la fonctionnelle C en est un minimum local que l'on appelle une métrique kahlérienne 

extrémale (Calabi, 1982). Il est à noter que C est invariante sous l'action de Aut(M, J). 

Dans cette thèse, la composante connexe de l'identité d'un groupe de Lie G est notée Go. 

Nous utilisons les notations standard par exemple, Isom( M, g) est le groupe des isométries de 

(M, g), Symp(M, w) le groupe des symplectomorphismes de (1\if, w), etc. Il est bien connu qu 

Isomo(.M, g) ç Auto(M, J) puisqu'un champ de Ki//ing (i.e un champ de vecteurs X vérifiant 

Lxg = 0) est nécessairement holomorphe (réel) (i.e LxJ = 0). 

Théorème 1.3. (Calabi, 1985) Soit (M,w, J, g) une variété compacte kahlérienne extrémale. 

Isomo(M, g) est un sous-groupe compact maximal de Auto(M, J). 
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Théorème 1.4. (Calabi, 1982) Soit (M, w, J, g) une variété compacte kahlérienne. (g, J) est 

extrémale si et seulement si J grad 3 g est un champ de Killing. 

Il en découle immédiatement que les métriques à courbure scalaire constante sont extrémales et 

que toute autre métrique kahlérienne extrémale admet un champ de Killing non trivial. 

Le lemme de Moser déclare que deux formes symplectiques cohomologues et compatibles avec 

la même structure complexe peuvent être envoyées l'une sur l'autre par un difféomorphisme. 

En particulier, les points de Mo sont identifiés deux à deux via un difféomorphisme qui trans

forme la structure complexe en une autre structure complexe compatible. Ainsi, le problème 

soulevé par Calabi est equivalent à fixer une forme symplectique w sur une variété compacte et 

se demander s'il existe une métrique kahlérienne compatible 9 pour laquelle Jgrad 3 g est un 

champ de Killing. 

L'invariant de Futaki Soit (M,w, J,g) une variété compacte kahlérienne. On étend les ten

seurs et les formes différentielles par <C-linéarité sur le fibré TM ® <C. Le fibré T1,o M est muni 

d'une structure holomorphe et pour Z une section holomorphe de ce fibré, il existe une fonction 

F: M ----'t <C telle que 

On note la courbure scalaire moyenne 3g = (fiVI 3g dvg) / (fM dvg ). L'invariant de Futaki de 

(M, J) est un caractère défini sur l'algèbre de Lie des champs de vecteurs holomorphes!) (i.e 

!) = Lie Aut(M, J)) par 

où Lzw = ddcF. Cet invariant a été introduit dans (Futaki, 1983) et l'auteur y montre qu'il ne 

dépend pas de la métrique kahlérienne compatible 9 choisie dans )\;/0, il obtient ainsi: 

Théorème 1.5. (Futaki, 1983) S'il existe une métrique kahlérienne extrémale dans Mo alors 

cette métrique est à courbure scalaire constante si et seulement si Fo est identiquement nul. 
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1.2 Métriques sasakiennes extrémales 

1.2.1 Variétés de contact et cônes symplectiques 

Pour une distribution V sur une variété N (i.e un sous-fibré de T N), le tenseur de Frobenius 

[ . , . ]: V x V ----t T N IV 

est un opérateur COO(N)-bilinéaire. 

Définition 1.6. Une distribution de contact V sur une variété N est une distribution de codi

mension 1 pour laquelle le tenseur de Frobenius est non dégénéré. On dit alors que (N, V) est 

une variété de contact. 

Remarque 1.7. - Lefait qu'il existe une 2-forme non-dégénérée sur V p pour tout pEN (le 

tenseur de Frobenius) implique que c'est un fibré de rang pair. En particulier, une variété de 

contact est de dimension impaire. 

- On note Vo l'annulateur de V dans T* N. C'est un fibré de rang 1 tel que VO ~ (TN / V r. 
Une forme de contact est une section de VO, nulle part nulle. 

- Dans tout ce texte, nous supposerons les variétés de contact co-orientables (i.e VO est orien

table). En particulier, il existe des formes de contact. 

- Un champ de vecteurs, X E f(TN), est dit transverse (à la distribution V) si pour tout 

pEN, X p est contenu dans V p si et seulement si X p est nul. 

Définition 1.8. Soit une variété de contact co-orientable (M, V) dont on a fixé une forme 

de contact 'rJ. On définit le champ de Reeb associé comme étant l'unique champ transverse 

ç E f(TM) tel que 'rJ(Ç) = 1 et .cE,'rJ = O. 

Définition 1.9. Un cône symplectique est un triplet (M, w, ç) où (M, w) est une variété sym

plectique et ç un champ de vecteurs, appelé champ de Liouville, induisant une action libre et 

propre 1R+, p: 1R+ x M ----t M telle que .c,w = 2w. De même, un cône riemannien (M,g,ç) 

satisfait .c,g = 2g. 

Remarque 1.10. Il y a une correspondance biunivoque entre variétés de contact co-orientées 

et cônes symplectiques: 



15 

- Soit N une variété, son cotangent T* N admet une I-forme canonique, appelée forme de 

Liouville et notée À, définie en cxp E T; N par À(cxp) = cxp 0 d7r. Sa différentielle dÀ est 

la forme symplectique standard du cotangent. Le champ de vecteurs de Liouville ç est un 

champ de vecteurs sur le cotangent, défini en cxp E T; N par 

d 1 25Çap = -d e CXp. 
s 8=0 

Ainsi, (T* N, dÀ, Ç) est un cône symplectique. 

- (N, V) est une variété de contact si et seulement si VO est une sous-variété symplectique de 

(T* N, dÀ) 

- La symplectisation d'une variété de contact co-orientée (N, V) est le cône symplectique 

(V~,w,ç), où V~ est une composante connexe de VO privé de la section nulle et west la 

restriction à V~ de dÀ. 

- Réciproquement, un cône symplectique (M, w, ç) détermine une variété de contact (N, V) 

via quotient par l'action engendréepar ç, plus précisément N = Mjç et V = çl-w jç. 

1.2.2 Structures CR et métriqu~s sasakiennes 

Définition 1.11. Une structure CR sur une variété N, (N, V, J), est la donnée d'une distribu

tion p f-7 V p C TpN et d'un automOlphisme J E Aut(V), tels que J2 = -Id et que, pour 

toutes sections (locales) X et Y de V, on ait [JX, Y]+[X, JY] E V et J([JX, Y]+[X, JY]) = 

[X, Y] + [J X, JY]. 

Définition 1.12. Une application CR entre deux variétés CR, (N, V, J) et (M, E, 1), est une 

application lisse f : N ---+ M telle que im(dflv) C E et l 0 df 0 J = df. 

Définition 1.13. Un cône kahlérien (M, g, w, ç) est une variété kahlérienne dont les structures 

riemannienne et symplectique sont toutes deux homogènes de degré deux par rapport au champ 

de Liouville ç. 

Remarque 1.14. Sur un cône kahlérien (M, g, w, ç) de structure complexe J, le champ de 

Liouville est holomorphe. En effet, pour des champs X, Y E r(TN), on a 

(LçW)(X, Y) = ç.w(X, Y) - W(L,X, Y) - w(X, LçY) = (Lçg)(JX, Y) + g((LçJ)X, y). 
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D'un autre côté, (Lçw)(X,Y) = 2w(X,Y) = 2g(JX,Y) = (Lçg)(JX,Y) implique que 

LçJ = O. De même, si un cône symplectique admet une structure complexe compatible et pour 

laquelle le champ de Liouville est holomorphe alors la métrique associée à ces deux structures 

est conique. 

Étant donnée une variété de contact co-orientée (N, V), une métrique riemannienne 9 détermine 

une section 7]g: N ---+ V~ en prenant 7]g = g(X, . ) où X est l'un des deux vecteurs unitaires 

orthogonaux à V. Cette section 7]g définit un plongement de N dans V~. Notons Ng = im 7]g. 

Définition 1.15. La métrique conique de 9 est l'unique métrique riemannienne § sur D~ qui 

est homogène de degré 2 par rapport au champ de Liouville ç et qui vérifie 7];§IN = g. 
g 

Définition 1.16. Une variété sasakienne (N, V, g) est la donnée d'une variété de contact co

orientée (N, V) et d'une métrique riemannienne 9 sur N pour laquelle la métrique conique § 

est une métrique kahlérienne compatible sur le cône symplectique, c'est-à-dire que (V~, w, ç, §) 

est un cône kahlérien. 

Soit un cône kahlérien (M, §, w, ç) de structure complexe J. L'hypersurface N = {p 1 §p(ç, ç) = 

1} admet une structure de contact V = T N nkençw, une structure CR, (D, JI)' et § se restreint 

à N en une métrique sasakienne g. 

Remarque 1.17. La correspondance entre variétés de contact co-orientées et cônes symplec

tiques donne lieu à une correspondance entre variétés sasakiennes et cônes kdhlériens. 

Une variété sasakienne (N, V, g) via cette correspondance possède naturellement un champ 

de Reeb ç, la restriction de ç = Jç sur Ng C V~, et donc une structure de contact 7] = 

7]g = g(ç, .). De plus, (N, V,g) définit une structure CR sous-jacente, (V, JI)' pour laquelle le 

plongement 7]: N ---+ V~ est une application CR. Le champ ç est holomorphe puisque ç l'est 

et est projetable puisqu'il commute avec ç. On définit l'endomorphisme <P E End(TN) par 

<Plv = J et <p(Ç) = O. 

Ces objets possèdent de très fortes propriétés, en voici quelques unes: 



17 

Proposition 1.18. (Boyer et Galicki, 2008) Soit (N, D, g) une variété sasakienne. On a <[>2 = 

De plus, le champ de Reeb ç est un champ de Killing unitaire pour 9 et D est la distribution 

g-orthogonale de ç. 

Remarque 1.19. Sur un cône kahlérien (M, g, VJ, ç), la métrique donne un moyen canonique 

d'obtenir une décomposition de M en produit. En effet, comme l'action est libre et ç.gc(ç, ç) = 

(id) (ç, ç) = 2g(ç, ç) > 0, l'application suivante est un difféomorphisme: 

M -+ N x lR+ 
(1.1 ) 

P r-7 ([P],g(ç,ç)) 

où N = M / ç. Pour r2 = g(ç, ç), on a ç = r gr et 9 = dr @ dr + r29 où 9 est la métrique sasa

kienne sur N. Avec ces notations, VJ = -1dr21J et ç = Jç = J(r %rJ Par dualité riemannienne 

entre T) E r(T* M) et ç, on a aussi T) = d;r et en particulier w = - ~ddcr2. 

Pour À > 0, l'application ç r-7 À- 1ç, de façon équivalente T) r-7 ÀT), conduit à un rayon de 

structures sasakiennes 

Une telle déformation, nommée homothétie transversale, transforme la courbure scalaire de la 

façon suivante : 

voir (Boyer et Galicki, 2008). En particulier, les métriques sasakiennes à courbure scalaire 

constante viennent en rayons. 

Le fibré quotient q: T N ----t Q, défini fibre par fibre par Qp = TpN /lRçp , est muni d'une 

structure complexe J héritée de <[> (i.e Jq(X) = q(<[>(X))) et d'un crochet de Lie via 

[q(X), q(Y)] = q([X, Y]). 
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Une polarisation JV1(Q,J,ç) au sens de (Boyer, Galicki et Simanca, 2008a) désigne l'ensemble 

des structures sasakiennes partageant le même champ de Reeb çet la même structure complexe 

transversale au sens où le diagramme 

TN-<P-JrN 

(1.2) 
q 1 - 1q 

Q J /Q 

est commutatif. 

Définition 1.20. (Boyer, Galicki et Simanca, 2008a) Une structure sasakienne (D, g) sur une 

variété N est extrémale si elle est un point critique de la fonctionnelle définie sur M(Q,J,E,) par 

où 89 est la courbure scalaire. 

Définition 1.21. Soit une variété N sur laquelle on a fixé une polarisation M(Q,J,ç)' Un 

champ de vecteurs X E r(TN) est transversalement holomorphe si pour toute section Y 

[q(X), Jq(Y)] = Jq([X, Y]). 

Il est immédiat que X est transversalement holomorphe si et seulement si <p(X) l'est. 

Théorème 1.22. (Boyer, Galicki et Simanca, 2008a) Une structure sasakienne (D, g) sur une 

variété N est extrémale si et seulement si grad 89 est transversalement holomorphe. 

À vrai dire Boyer, Galicki et Simanca travaillent avec des champs de vecteurs complexes et une 

structure holomorphe induite par J et démontrent que (D, g) est extrémale si et seulement si 

la partie (1,0) dans T N 0 <C du gradient de 89 est holomorphe. Or, un champ de vecteurs réel 

X E f(TN) est transversalement holomorphe si et seulement sa partie (1, 0), ~ (X - i<1l(X)) E 

r(TN 0 CC) est holomorphe, voir (Brînzanescu et Slobodeanu, 2006). 

Lemme 1.23. (Boyer, Galicki et Simanca, 2008a; Brînzanescu et Slobodeanu, 2006) Un champ 

de vecteurs X est transversalement holomorphe si et seulement si (.L:x<P) (Y) = 7]([X, <1l(y)])ç. 

En particulier, si X est transversalement holomorphe alors pour toute fonction lisse j, X +j ç 

est transversalement holomorphe. 
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Lemme 1.24. (Brînzanescu et Slobodeanu, 2006) Soit (N, D. g) une variété sasakienne. Le 

champ de vecteurs X sur N est un champ de Killing qui commute avec ç si et seulement si X 

est transversalement holomorphe et LXTJ = O. 

Ceci nous amène à reformuler la condition de (Boyer, Galicki et Simanca, 2008a) : 

Proposition 1.25. Une structure sasakienne (D, g) sur une variété N est extrémale si et seule

ment si <.I>(grad 8g ) + 8gÇest un champ de Killing. 

Démonstration. Le champ de vecteurs grad 8g est transversalement holomorphe si et seulement 

si <.I>(grad 8g ) + 8gÇl'est. De plus 

Lq,(grad Sg)+SgçTJ	 = d( TJ( <.I>(grad 8g ) + 8gÇ)) + dTJ( <.I> (grad 8g ) + 8gÇ, . ) 

= d8g + dTJ(<.I> (grad 8g ),' ) = d8 g - dTJ(grad 8g , <.I>( . )) 

= dSg - g(grad 8 g , . ) = o. 

Où l'on a utilisé le fait que g(grad 8 g , ç) = 0 puisque ç est un champ de Killing. o 





Chapitre II 

GÉOMÉTRIE TORIQUE 

2.1 Orbifolds symplectiques toriques et polytopes étiquetés 

2.1.1 Polytopes étiquetés 

Les espaces affines que nous considérons dans cette thèse apparaissent soit comme l'espace 

affine sous-jacent au dual de l'algèbre de Lie d'un tore, soit comme un hyperplan dans un tel 

espace vectoriel. Généralement, nous désignerons l'algèbre de Lie d'un tore de dimension n par 

t, nous noterons aussi bien son dual que l'espace affine sous-jacent à son dual par t*. 

Un polytope 6. dans un espace affine t* est l'enveloppe convexe d'un nombre fini de points. 

De façon équivalente, c'est un ensemble compact donné comme l'intersection d'un nombre fini 

de demi-espaces affines fermés 1ik (1 :S k :S d). Nous supposerons que d est minimal. Pour 

chaque 1ik, nous pouvons spécifier un vecteur normal intérieur Uk E t de sorte que 1ik = 

{x Lk(x) :2 O} où Lk est une fonction affine s'écrivant Lk = (. ,Uk) + Àk où Àk est une 1 

constante déterminée par le fait que L;I(O) = 81ik' Le polytope 6. est alors décrit à l'aide des 

fonctions définissantes LI, ... , Ld par 

16. = {x E t* Lk(X) :2 0 pour k = 1, ... , d}. (2.1) 

Nous supposerons que l'intérieur du polytope, A, est un ouvert non vide de t*. Une face de 

6. est un sous-ensemble non vide F, pour lequel il existe l C {1, ... , d} tel que F = FI = 

nkEI1ik n 6.. En particulier, 6. = F0 est considéré comme une face et toutes les faces sont 

fermées. Les faces de codimension 1, FI = F{l}" .. , Fd = F{d} sont appelées les facettes de 
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D:.. Les sommets sont les faces de D:. consistant en un unique point. Un polytope est dit simple, 

si chacun de ses sommets est l'intersection de n facettes distinctes où n est la dimension de /5:,.. 

Dans tout ce qui suit, nous supposerons les polytopes considérés simples et compacts. 

Définition 2.1. Un polytope D:. est dit rationnel par rapport à un réseau A c t, si chacune de 

ses facettes admet un vecteur normal appartenant à A, et nous dirons d'une telle paire (D:., A) 

qu'elle est rationnelle. Un polytope D:. est dit de type rationnel, s'il existe un réseau A c t* tel 

que la paire (D:., A) soit rationnelle; il est dit fortement rationnel si ses sommets appartiennent 

à un réseau de t*. 

Définition 2.2. Un polytope étiqueté (D:., UI, ... , Ud) est un polytope D:. c t* muni d'un vecteur 

normal intérieur à chacune de ses facettes. Ces vecteurs sont appelés normales et les Fi sont 

dites étiquetées par les Ui. Un polytope étiqueté rationnel, (D:., A, UI, . .. ,Ud), est constitué d'un 

polytope étiqueté et d'un réseau A tels que les normales Ui soient des éléments de A. Comme le 

polytope est simple, les normales d'un polytope étiqueté rationnel engendrent un sous-réseau 

Amin = (UI,"" Ud)Z C A 

Un vecteur v E t est dit primitif dans un réseau A s'il engendre lRv n A. Nous considèrerons 

parfois une paire rationnelle (D:., A) comme un polytope étiqueté rationnel, en utilisant pour 

normales les vecteurs primitifs du réseau. 

Remarque 2.3. La notion de polytope étiqueté rationnel a été introduite par Lerman et Tolman 

dans (Lerman et Tolman, 1997). Le polytope étiqueté rationnel (D:., A, ml, ... ,md) est défini 

comme une paire rationnelle (D:., A) ainsi qu'un entier positif mi associé à chaque facette Fi. 

De notre point de vue, (D:., A, ml,"" md) correspond à (D:., A, mlwl,"" mdWd) où, pour 

tout i, Wi est l'unique vecteur normal intérieur à Fi qui est primitifdans le réseau A. 

Définition 2.4. Un polytope de Delzant est une paire rationnelle (D:., A), telle que l'ensemble 

des normales primitives associées à des facettes dont l'intersection est un sommet est une base 

deA. 

Définition 2.5. Les polytopes D:. C t* et D:.' C ,5* sont dits équivalents, s'il existe une trans

formation affine <p entre les espaces affines respectifs telle que <p(D:.) = D:. l Deux polytopes 
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étiquetés sont dits équivalents, si les polytopes sous-jacents sont équivalents via une applica

tion affine, rP: t* -7 s*, dont l'adjoint de la différentielle (drP) *: S -7 t fait correspondre les 

normales. Finalement, deux polytopes étiquetés rationnels sont équivalents s'ils sont équivalents 

en tant que polytopes étiquetés via une application affine rP dont l'adjoint de la différentielle 

(drP) * fait correspondre les réseaux. 

2.1.2 Orbifolds symplectiques toriques 

La théorie des variétés et des orbifolds symplectiques toriques remonte à l'étude des systèmes 

hamiltoniens en physique. Du point de vue mathématique (symplectique), cette théorie se base 

essentiellement sur les travaux de (Atiyah, 1982; Guillemin et Sternberg, 1982; Delzant, 1988; 

Lerman et Tolman, 1997). On peut aussi consulter les livres (Guillemin, 1994b; Audin, 2004). 

La définition d'orbifold utilisée ici est celle de (Satake, 1957), c'est aussi celle qui est utilisée 

dans (Lerman et Tolman, 1997) d'où l'on tire tels quels les définitions et les faits ci-dessous. 

Définition 2.6. Un orbifold M est la donnée d'un espace topologique Hausdorff IMI et d'une 

classe d'équivalence d'atlas de cartes uniformisantes U = {(U, r, tp)} où U est un ouvert de 

]Rn, r est un groupe fini agissant linéairement sur U de sorte que l'ensemble des points de U 

ayant un stabilisateur non trivial dans r soit de codimension au moins 2 et tp: U -7 IMI induit 

un homéomorphisme de U Ir à U c IMI. L'atlas est soumis aux conditions de compatibilité: 

1.	 Pour tout p E IMI il existe une carte (U, r, tp) EU telle que p E tp(U). 

2.	 Pour toutes (U, r, tp), (U', r', tp') EU et p E tp(U) n tp'(U') il existe (U", r", tp") EU 

telle que xE tp" (U") = tp(U) n tp'(U1
). 

3.	 Pour toutes (U,r,tp) et (U',r',tp') EU tellesquetp(U) C tp'(U'), il existe une injection 

de (U,r,tp) dans (U',I",tp') c'est-à-dire un plongement lisse À: U -7 U' tel que tp' 0 

À = tp. 

Deux atlas sont directement équivalents s'il existe un troisième atlas les contenant tous les deux 

et deux atlas sont équivalents s'ils sont reliés par une chaîne d'atlas direCtement équivalents. 
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Si >..' est une autre injection de (U, r ,cp) dans (U', r', cp') alors il existe 'Y E r tel que À' 0 

'Y = À. Une application entre orbifolds f: M ---+ N est une collection d'objets: d'abord une 

application entre les atlas f: U ---+ V c'est-à-dire pour chaque carte uniformisante de M, U E 

U, il y a une carte correspondante f(U) = il E V et une application lisse f ü: U ---+ il et pour 

chaque injection À: U ---+ U' une injection 1>. de f(U) dans f(U') telle que 1>. 0 !ü = fü' 0 À. 

Un champ de vecteurs X sur M est un champ de vecteurs r -invariant X ü sur chaque carte uni

formisante (U, r ,cp) tel que si À est une injection de (U, r, cp) dans (U', r', cp') alors À*Xü = 

X ü/' Les tenseurs et les formes différentielles sont définis de façon similaire. 

Pour P E IMI, si (U, r, cp) EU est telle qu'il existe pEU avec P = cp(p), le stabilisateur de p 

dans r est nommé le groupe de structure de P et est noté r p. Ce groupe est bien défini en tant 

que groupe abstrait. On peut montrer qu'il existe une carte (U, r p, cp) dans U avec P = cp(U). 

L'espace tangent uniformisant de p, noté TpM, est TpU, il est considéré comme un espace de 

représentation de r p' TpM est défini comme le quotient TpU / r p' 

Définition 2.7. Soit G un groupe de Lie. Une action lisse de G sur un orbifold M est une 

application lisse d'orbifolds p: G x M ---+ M telle que pour tous 9 et g' E G 

p(g,p(g',p)) = p(gg',p) et p(Id,p) = p 

où Id est l'identité de G. 

Une action lisse de G sur un orbifold NI implique une action continue de G sur IMI. Pour 

tout go E G et Po E M, il Y a des voisinages W de go dans G, U de Po dans M et U' de 

p(go, Po) dans M, des cartes uniformisantes (U, r ,cp) et (U', r', cp') et une application lisse 

p: W x U ---+ U' telle que cp'(p(g,p)) = p((g,p)) pour tout (g,p) E W x U. p est uniquement 

définie à action des groupes de structure de Po et goPo près. 

En prenant go = Id, Pfournit une action locale de G sur U. En particulier. l'action de G sur 

M induit une action infinitésimale de g, l'algèbre de Lie de G. Pour un vecteur a E g, on note 

X a le champ de vecteurs induit sur M, qui est défini en p E M, pour une carte (U, r, cp) avec 

pEU et p = cp(p), comme 

Xa(p) = ddl p(expta,p) 
t t=O 
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où exp: 9 ---+ G est l'exponentielle de groupe de Lie. On peut montrer qu'étant donné un point 

p E M fixé par l'action de G, il existe une carte (U, r p, <p), une extension 

1 --1'P _'Ir-16 --IG --il (2.2) 

et une action p/ de 6 sur U telle que ifJ 0 p/ = p(1T(.), <p( . )). En particulier, l'action de 6 

commute avec celle de r p. En utilisant ces extensions, Lerman-Tolman ont adapté au cas or

bifoldien le Théorème de Slice qui décrit l'action locale d'un groupe de Lie autour d'un point 

fixe en termes d'action linéaire sur l'espace tangent, voir (Lerman et Tolman, 1997). Nous 

référons au chapitre 4 de (Boyer et Galicki, 2008) pour une exposition détaillée de la théorie 

des orbifolds et à l'article (Lerman et Tolman, 1997) pour une exposition détaillée des résultats 

concernant les actions de groupes de Lie sur les orbifolds. 

Soit (M,w) un orbifold symplectique, T un tore, t son algèbre de Lie et t* l'espace vectoriel 

dual de t. Une action hamiltonienne de T sur (M,w) est une représentation fidèle p: T ---+ 

Symp(M, w) ainsi qu'une application lisse T -équivariante Ji,: M ---+ t* satisfaisant 

Si la dimension de T est la moitié de la dimension de M, (M,w, Ji" T, p) est un orbifold 

symplectique torique. Deux tels orbifolds, (M, w, Ji" T, p) et (M', w/) Ji,/, T', p'), sont dits équi

valents s'il existe un symplectomorphisme (d'orbifolds) '!/J: (M, w) ---+ (M', w/) et un isomor

phismeh: T ---+ T'telsque'!/Jop(t)o~-l = p'(h(t)) pourtoutt E T.Lorsqu'aucuneconfusion 

n'est possible, nous omettrons de spécifier la représentation p dans la notation. 

Il est bien connu, (Atiyah, 1982; Guillemin et Sternberg, 1982; Delzant, 1988; Lerman et 

Tolman, 1997), que l'image de l'application moment d'un orbifold torique compact est un 

polytope convexe 6. de t* et que la pré- image d'un point par l'application moment est un tore 

(connexe) dont la dimension est égale à celle de la plus petite face à laquelle ce point appartient. 

De plus, ce polytope est rationnel par rapport au réseau !I. = ker (exp: t ---+ T). Dans le cas 

des variétés (i.e quand M n'est pas singulière), Delzant a montré que ce polytope satisfait la 

condition de la définition 2.4 maintenant appelée condition de Delzant (Delzant, 1988). 

Dans le cas orbifoldien, Lerman-Tolman (Lerman et Tolman, 1997) ont montré que pour 

tout P E M, le groupe de structure orbifoldien de p, r p, ne dépend que de la plus petite 
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face F contenant M(P). Plus précisément, si F est le polytope 6 lui-même (c'est-à-dire si 

M(P) est à l'intérieur de 6) alors r p est trivial. Si F est une facette, alors r p est isomorphe 

à 'l.,/ mF'l., pour un certain entier mF appelé l'étiquette de F. Tout orbifold torique compact 

(M, w, M, T, p) détermine donc un polytope étiqueté, (im M, A, {mF}), comme défini dans (Ler

man et Tolman, 1997), qui correspond à un polytope étiqueté rationnel, (im M, A, {UF }) via la 

remarque 2.3. Si E est la plus petite face de 6 contenant M(P) alors le groupe de structure de P 

dans M est isomorphe à 

Remarque 2.8. Les normales apparaissent naturellement du point de vue géométrique. En ef 

fet, considérons un point fixe de l'action de T sur M, p. Son image M(P) est un sommet de 

6. Notons Ul, ... ,Un les normales de 6 telles que {p} = nr:l Fi. L'extension de T, dénotée 

T, comme précédemment, agit symplectiquement (et linéairement) sur l'espace (TpM, w) et 

l'ensemble des éléments de la base duale à (Ul,' .. ,un) sont les poids de cette action. On 

rappelle que l'action P d'un tore T de dimension n sur un espace vectoriel symplectique 

(V, w) de dimension 2n peut être diagonalisée, c'est-à-dire que (V, w) se décompose en espaces 

de représentation irréductibles de dimension 2 : (V,w) = EBr:l(Vi,Wi)' Les représentations 

Pi: T --+ Symp(Vi, Wi) ont comme image un cercle puisque Vi est de dimension 2 et on 

considère alors que dPi E t*. Les poids de l'action P sont dPI, ... ,dPn E t* et déterminent 

complètement l'action de T. 

La correspondance de Delzant-Lerrnan-'-Tolman (Delzant, 1988; Lerman et Tolman, 1997) 

résulte des deux théorèmes suivants. 

Théorème 2.9. (Delzant, 1988; Lerman et Tolman, 1997) Soit (M, w, T, M) et (M', W', T, M') 

deux orbifolds toriques compacts associés au même polytope étiqueté. Il existe un symplecto

morphisme T -équivariant cp: M --+ .Al tel que M' 0 cp = M. 

Théorème 2.10. (Delzant, 1988; Lerman et Tolman, 1997) Soit un polytope étiqueté rationnel, 

(6, u, A), 6 c t*. Il existe un orbifold torique (M, w, t / A, M) dont le polytope étiqueté associé 

est (6, u, A). De plus, M possède une structure complexe T -invariante et compatible avec w. 
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La difficulté principale de cette correspondance consiste en montrer que deux orbifolds toriques 

ayant le même polytope étiqueté rationnel sont isomorphes. Pour ce faire, Delzant, puis Lerman 

et Tolman ont introduit une cohomologie de faisceaux au-dessus du polytope moment d'un 

orbifold (M, w, T) avec f-l: M ---7 ~ : pour un ouvert U C ~, ils définissent 

F(U) = {classe d'isomorphisme (d'orbifolds) de f-l-1(U)}. 

Ils montrent ensuite que le premier groupe (les sections globales) de la cohomologie de Cech 

ainsi engendrée est trivial. La réciproque est la construction de Delzant que nous décrivons 

brièvement ci-dessous. 

Construction de Delzant (Delzant, 1988) Soit un polytope étiqueté rationnel (~, u, A) ayant 

d facettes dans t*, un espace vectoriel de dimension n. Notons LI = ( . ,UI) + Àl les fonctions 

définissantes de (~, u) et posons N = (U1' ... ' Ud)'Z. On définit l'application nu: IRd ---7 t 

net un plongement linéaire quelconque "'u: IR d
- ---7 ker nu. Le fait que U soit inclus dans un 

réseau N c A implique que Jru passe au quotient ifu: 1fd ---7 t1A et on peut montrer que le 

noyau K de ifu est isomorphe au groupe abélien 

1fd-n X AIN. 

La composante connexe à l'identité de K est l'image de l'application Fi,u: 1fd-n ---7 1fd. Elle 

admet une action hamiltonienne sur Cd d'application moment "'~ 0 f-l, où W Cd ---7 IRd est 

définie par la formule 

On procède alors à une réduction symplectique usuelle, par rapport à la valeur régulière 0, 

c'est-à-dire que l'on considère la variété M = ("'~ 0 f-l)-1(0)1K qui possède une structure 

kahlérienne puisque localement l'espace tangent en un point [Pl E M s'identifie au quotient 

(Tp K (p)) -Lw1JT K (p) où J est la structure complexe de Cd. L'action de 1fd sur ("'~ 0 f-l) -1 (0)p 

descend en une action hamiltonienne de T = 1fd1K sur M pour laquelle une application 

moment, donnée par construction, a comme image ~. 
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Deux actions hamiltoniennes (p" T, p) et (p,', T', p') sur un orbifold symplectique (M, w) sont 

équivalentes si et seulement si les polytopes étiquetés associés sont équivalents dans le sens de 

la définition 2.5. Dans (Karshon, Kessler et Pinsonnault, 2007), cette affirmation est prouvée 

dans le cas lisse sous l'hypothèse T' = T. La contrepartie orbifoldienne est formellement 

identique mais demande de pOlter une attention palticulière aux normales d'un côté et aux 

poids de l'action du tore de l'autre. 

Deux polytopes étiquetés rationnels (6., A', u) et (6., A, u) avec A' c A se correspondent (via la 

construction de Delzant) à un revêtement fini d'orbifolds (dont AIA' est le groupe des automor

phismes) près. Plus précisément, AIA' c T' = tlA' est fini et agit par symplectomorphismes 

sur l'orbifold symplectique torique (M', W', T') associé à (6., A', u). Le quotient de M' par 

A1A' est alors un orbifold symplectique torique par rapport au tore T = tlA et il est associé 

à (6., A, '11.) par l'intermédiaire de la correspondance de Delzant-Lerman-Tolman. Il n'est donc 

pas restrictif, en vue d'étudier les métriques kahlériennes T -invariantes, de considérer le réseau 

minimal Amin = (Ul,"" Ud)Z. Les réseaux minimaux correspondent aux orbifolds simple

ment connexes, voir (Apostolov et a!., 2004) et (Painchaud, 2007). Dans la suite de ce texte, 

nous ne mentionnerons pas le réseau dans la notation du polytope étiqueté rationhel lorsqu'il 

s'agit du réseau minima!. 

La classe de cohomologie de la forme symplectique d'un orbifold symplectique torique est ra

tionnelle si et seulement si le polytope associé est fortement rationnel par rapport au réseau des 

sous-groupes circulaires. En effet, cette propriété, qui est un corollaire de la construction de Del

zant (Delzant, 1988), est aussi vérifiée dans le cas orbifoldien, voir (Lerman et Tolman, 1997). 

2.1.3 Variétés algébriques toriques et éventails 

Avant que la correspondance de Delzant ne soit établie, une correspondance analogue était 

connue en géométrie algébrique (Danilov, 1978; Fulton, 1993). Nous ne travaillerons pas avec 

ce point de vue ici mais nous utiliserons néanmoins des résultats de Lerman-Tolman (Lerman 

et Tolman, 1997) concernant cette théorie et c'est pourquoi nous en rappelons quelques faits. 

Le matériel présenté ci-dessous est extrait de (Danilov, 1978). 

Une variété algébrique torique est une variété algébrique contenant le tore complexe comme 
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ouvert dense, telle que l'action de ce tore sur lui-même s'étend à toute la variété. Soit (t:., 'IL, A) 

un polytope étiqueté rationnel, t:. CC, avec d facettes FI, ... ,Fd. Pour une face FI de t:., 

déterminée par un ensemble l C {l, ... ,d}, via FI = t:. nlEI FI, on note 01 = (Ul Il E 1)YK?o' 

En particulier, O{l} = lR::::O'IL1 et puisque (par définition) le polytope lui-même est une face, 

t:. = F{0}' il est associé à un cône, 0{0} = {O}. L'éventail associé à t:. est l'ensemble de cônes 

[(t:.) = {or FI est une face de t:.}.1 

Rappelons que le dual d'un cône 0 C test 0* = {x E t* 1 (x, y) ~ 0, Vy E o} et que le dual 

d'un réseau Act est A* = {x E t*1 (x,y) E Z, Vy E A}. Puisque (t:., A) est rationnel, 

pour chacun des cônes 0 E [(t:.), 0* n A* est un semi-groupe finiment engendré et définit 

donc une variété algébrique affine que l'on note Vo. Par exemple VO{0} est le tore complexe vu 

comme spectre de l'anneau qXI,x11,X2"" ,x;-l]. L'inclusion d'une face 0 C 0' implique 

une identification de Vocomme une sous-variété ouverte de Vo' et la relation 0n 0' = 0" permet 

de recoller les variétés affines Vo, Vo' sur l'ouvert dense VO"' Ainsi, l'éventail [(t:.) détermine 

une variété algébrique X(.6,A) contenant le tore complexe comme ouvert dense. 

La construction ci-dessus ne dépend pas des normales 'IL, mais seulement du réseau, des rayons 

O{l} et de la combinatoire du polytope. Plus précisément, bouger légèrement une facette FI en 

conservant son rayon normal O{l} ne change pas la construction. Choisir le polytope t:. corres

pond au choix d'une classe de cohomologie de de Rham, voir par exemple (Donaldson, 200Sb), 

et si les sommets de t:. sont dans A', cette classe est la première classe de Chem d'un fibré 

ample donné par un diviseur de la forme "L.f=l Dl, où Dl est déterminé par FI nA*. Choisir des 

normales 'IL revient à choisir des étiquettes (ml," ., md), voir la remarque 2.3, et ainsi à fixer 

un diviseur ramifié "L.f=l (1 -..:.. ~l) Dl qui correspond à une structure d'orbifold sur X(.6,A), 

comme expliqué dans le chapitre 4 de (Boyer et Galicki, 200S). 

Théorème 2.11. (Delzant, 1988,' Lerman et Tolman, 1997) Soit (M, w, T) un orbifold com

pact symplectique torique associé au polytope étiqueté rationnel (t:., 'IL, A) et J une structure 

complexe compatible avec w. (M, J) peut-être identifiée de façon équivariante à la variété 

algébrique torique associée à (E(t:.),A). 

De plus, si (M', w', T) est un orbifo Id compact symplectique torique associé au polytope étiqueté 
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rationnel (6.', u', A) avec J'une structure complexe compatible avec w', alors (M, J) et (M', J') 

sont biholomorphes si et seulement si E(6.) = E(6.'). 

2.1.4 Un polytope rationnel pour différents réseaux 

Dans cette section, nous explorons le cas de figure suivant: on se donne un polytope 6. c t* de 

type rationnel et on se demande à quoi mènent, du point de vue géométrique, deux étiquetages 

rationnels différents. Nous savons déjà que 

(1)	 si nous fixons les normales u = {u l, ... , Ud} et considérons deux réseaux A et N contenant 

tous deux l'ensemble de vecteurs u, alors les orbifolds symplectiques toriques (M,w, T) et 

(M', w', T') associés respectivement à (6.., u, A) et (6., u, N) ont en commun un revêtement 

(d'orbifolds) fini correspondant au polytope étiqueté rationnel (6., u, AnN), voir (Apostolov, 

Calderbank et Gauduchon, 2003). 

(2)	 si (6., u, A) est associé à l'orbifold symplectique torique (M,w, T), alors pour tout nombre 

réel s > 0, (6., su, sA) est associé à l'orbifold symplectique torique (M, sW, T). 

(3)	 (6., u, A) et (6., u', A) définissent les mêmes éventails par rapport à un même réseau. En 

particulier, ils sont associés à des orbifolçjs symplectiques toriques qui- sont biholomorphes, 

pour n'importe quelles structures complexes compatibles, voir (Lerman, 2003). 

Ceci nous amène à définir la relation d'équivalence suivante: 

Définition 2.12. Deux réseaux A et N d'un espace vectoriel t sont comparables s'il existe un 

nombre réel s > 0 tel que A n sA' est un réseau dans l 

Les faits (l) à (3) ci-dessus impliquent que deux polytopes rationnels étiquetés (6., u, A) et 

(6., u', N) avec des réseaux comparables sont associés à des orbifolds symplectiques toriques 

ayant, à revêtement (d'orbifolds) fini près, la même variété algébrique sous-jacente. C'est ce 

qui justifie l'intérêt de la proposition suivante. 

Proposition 2.13. Soit deux réseaux A et N d'un espace vectoriell S'il existe un polytope 

6. c t* qui n'est pas un produit, pour lequel (6., A) et (6.., N) sont tous deux rationnels, alors 

A et N sont comparables. 

Avant de prouver cette proposition, clarifions la notion de polytope produit. 
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Définition 2.14. Un polytope 6. c t* est un produit s'il existe une décomposition t* = g* EB fJ* 

et deux polytopes L: c g* et 2 C fJ* tels que,6, = {ç + vi ç E 2, v E L:}. 

Lemme 2.15. Soit (,6" u) un polytope étiqueté à dfacettes. ,6, est un polytope produit si et seule

ment si l'ensemble des normales se scinde en deux sous-ensembles disjoints U = {U1, ... , udu 

d k d 

LX{lJ.1 = 0 LXlul = 0 et L XlUI =0. (2.3) 
1=1 1=1 l=k+1 

Démonstration. Le sens direct est évident. Pour la réciproque, supposons que l'ensemble des 

normales U = {U1"'" ud U {Uk+1,' .. , Ud} satisfait (2.3) et, quitte à faire une translation, 

supposons que ,6, contient l'origine. Notons LI = (', Ul) + Àl les fonctions affines telles que 

,6, = {p, E t* Li (p,) ;:: 0, i = l, ... , d}. Considérons les espaces vectoriels 9 = (U1, ... , Uk)IR1 

et fJ = (Uk+1,' .. , Ud)lR ainsi que leurs annulateurs respectifs gO et fJo dans t*. La condition (2.3) 

implique 9 n fJ = {O} et donc t* = gO EB fJo. Finalement, on définit 

2={çEgOILi (ç);::0,i=k+l, ... ,d} et L:={vEfJoILi (v);::O,i=I, ... ,k}. 

Puisque 0 E ,6" Àl > 0 pour l = 1, ... , d, 0 E L: n 2 et,6, = {ç + vi ç E :=:, v E L;}. 

Preuve de la proposition 2.13. Étant donné que (,6" A) et (,6" A') sont tous deux rationnels, on 

peut choisir pour chacune des facettes FI de,6" l = 1, ... , d, deux vecteurs Ul E A, u; E A' tous 

deux normaux à FI et intérieurs à ,6,. Ainsi, il existe un nombre réel ri > 0 tel que Ul = rlu;, 

Le lemme sera démontré si l'on montre que ft E Q pour tout k, l E {1, ... , d}. 

L'ensemble U se scinde en sous-ensembles disjoints W1, . .. , WN tels que Ui, Uj sont dans le 

même ensemble si et seulement si rdrj E Q. Nous allons montrer que ,6, est un produit de N 

polytopes. 

Il est clair que chaque paire d'ensembles Wl , W k satisfait la propriété (2.3) et que les espaces 

vectoriels gl = (uil Ui E Wl)~ sont disjoints deux à deux. On an;:: ~~1 ni où ni = dim gl. 

Pour l = 1, , N, posons IVVll = dl. En particulier ~~1 dl = d. Posons, de plus, Wl = 

{Uill i = 1, , dl}, K = {x E ]Rd ~t=l XiUi = A}, KI = {x E ]Rdl 1 ~~1 XiUil = O}. Par1 

0 
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le théorème du rang, dim K = d - net dim Kt = dt - nt. Il est évident que l'on a une injection 

E9~1 Kt. '-t K. Cette injection est surjective parce que 

N N N 

d - n = dimK > 2:= dimKt = 2:=(dt - ni) = d - 2:= ni 
1=1 1=1 1=1 

si et seulement si n < L~l nt, ce qui est impossible.
 

Le fait que K = E9~lKI implique que la décomposition u = W 1 U ... U W N satisfait (2.3).
 

Ainsi, ,6. est un produit de N polytopes. o
 

Corollaire 2.16. Des orbifolds symplectiques toriques munis de structures complexes compa

tibles sont, à revêtement (d'orbifolds) fini près, biholomorphes si et seulement s'ils ont le même 

polytope moment (à transformations affines près). 

2.2 Variétés de contact toriques et bons cônes 

2.2.1 Correspondance de Lerman 

Le matériel de cette section est essentiellement extrait de (Lerman, 2002; Lerman, 2003). 

Rappelons que la composante connexe à l'identité du groupe de difféomorphismes d'une variété 

N se relève de façon canonique comme un sous-groupe du groupe de symplectomorphismes ha

miltoniens du cotangent munit de sa forme symplectique standard (T* N, dÀ). Plus précisément, 

La forme de Liouville À étant définie par À(O'p) = O'pod7r, elle est invariante par difféomorphisme. 

Ainsi, si X est un champ de vecteurs sur T* N qui relève un champ de vecteur (induit par un 

chemin de difféomorphismes) de N alors .exÀ = 0 et par la formule de Cartan -d~x À 

~xdÀ = ~xw, c'est-à-dire que X est un champ de vecteurs hamiltonien. 

Le groupe des contactomorphismes d'une variété de contact Con(N, D) est le sous-groupe des 

difféomorphismes de N qui préservent D. Les éléments de la composante connexe à l'iden

tité de Con(N, D) préservent aussi la co-orientation et se relèvent en symplectomorphismes 

hamiltonniens de la symplectisation (D~, dÀ1) dont l'action commute avec celle du champ de 

Liouville. Ceci explique l'équivalence des définitions suivantes. 
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Définition 2.17. L'action d'un tore sur une variété de contact (N, V) de dimension 2n + 1 est 

dite complètement intégrable si elle est effective, préserve la structure de contact et dim T = 

~ (dim N + 1). Une variété contact torique est une variété de contact co-orientée qui admet 

l'action complètement intégrable d'un tore. 

Définition 2.18. Une variété de contact co-orientée (N, 'D) est torique si sa symplectisation 

('D~, w) est torique et que l'action du tore commute avec le champ de Liouville. 

Définissons dans ce cadre, l'application moment d'une 1-forme. 

Définition 2.19. Soit G un groupe de Lie agissant proprement sur une variété N et préservant 

une 1-forme rj. On appelle 1]-application moment, l'application ÎLT!: N -1 g* définie par 

pour tout pEN et a E g. 

Remarque 2.20. Le fait que 1] soit G-invariante implique que ÎLT! est G-invariante. 

Définition/Proposition 2.21. (Lerman et Tolman, 1997) Soit (N, 'D, T) variété de contact 

torique l'application moment de contac~ ÎL: 'D~ -1 f', est la À-application moment de l'action 

de T sur 'D~. C'est une application moment pour l'action de T sur 'D~, qui est homogène de 

degré 2 par rapport à ç et C = im ÎL U {D} est un cône nommé cône moment. Pour une 1-forme 

de contact T -invariante positive 1]: N -11)~, on a ÎLT! = ÎL 0 1]. 

Remarque 2.22. L'application moment de contact est la seule application moment (usuelle) de 

l'action de T sur ('D~, w) qui est homogène de degré deux par rapport au champ de Liouville. 

Lemme 2.23. Soit une variété de contact co-orientée de dimension 2n +1, un tore de dimension 

n + 1 dans le groupe des contactomorphismes est maximal. 

Démonstration. Il suffit de montrer que les orbites de T dans 'D~ sont isotropiques. Soit a, b E t 

alors 
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voir (Gauduchon, ) pour la première égalité. Ainsi w(Xa , Xb ) est une constante sur 1)~. Or 

c'est une fonction homogène de degré 2 par rapport à ç parce que 

La seule possibilité est donc w(Xa , Xb) = O. o 

Les cônes polyèdraux que nous allons considérer dans ce texte ont leur sommet en O. Un tel 

cône CCV est rationnel par rapport à un réseau A C V* si chacune de ses facettes admet un 

vecteur normal dans A. 

Définition 2.24. Soit un cône C rationnel par rapport à un réseau A. Notons Ui le vecteur 

normal à lafacette Fi, primitifdans A et intérieur à C. Le cône C est un bon cône si pour toute 

Proposition 2.25. (Lennan et Tolman, 1997) Le cône moment C est un cône convexe polyèdral. 

De plus, il est bon par rapport au réseau A = ker(exp: t ---+ T). 

Banyaga et Molino, Boyer et Galicki, et Lerman (Banyaga et Molino, 1993; Banyaga et Mo
. - . . 

lino, 1996; Boyer et Galicki, 2000; Lerman, 2002; Lerman, 2003) ont classifié les variétés de 

contact toriques. Celles de dimension 3 se retrouvent un peu à part et, comme nous le verrons 

plus loin, en dimension au moins 5, une action torique non libre est synonyme d'existence d'une 

structure sasakienne compatible. Or comme l'a montré Lerman (Lerman, 2003), une variété de 

contact torique de dimension 3 est soit 11'3, SI X S2, S3 ou un espace lenticulaire. Seuls les 

deux derniers cas admettent des structures sasakiennes compatibles bien que SI x S2 admette 

également une action torique non libre, voir (Boyer et Galicki, 2008). Afin de simplifier la suite 

de ce texte, nous ne considèrerons que le cas des variétés de contact toriques de dimension au 

moins 5. 

Définitio 2.26. Un cône strictement convexe est un cône ne contenant aucun sous-ensemble 

linéaire non trivial. Defaçon équivalente, l'intérieur de son dual C~, défini par 

C~ = {a E tl (x,a) > 0, 'tIx E C\{O}}, 

est non vide. 
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Théorème 2.27. (Lennan, 2003) Les variétés de contact toriques de dimension au moins 5 

pour lesquelles l'action torique est non libre sont en correspondance biunivoque avec les bons 

cônes polyédraux strictement convexes. 

Comme précédemment, la démonstration de ce théorème suit les mêmes étapes que celle du 

résultat analogue concernant les orbifolds compacts symplectiques: Lerman introduit une co

homologie de faisceaux au-dessus du cône moment et montre que le premier groupe de coho

mologie (les sections globales) est trivial. La réciproque utilise une version légèrement modifiée 

de la construction de Delzant. 

2.2.2 Champ de Reeb 

Proposition 2.28. (Boyer et Galicki, 2008) Soit (N, D, T) une variété de contact torique de 

dimension au moins 5 et (C, A) le bon cône associé. Tout élément de C~ correspond à un champ 

de Reeb. De plus, l'action de T sur N est libre si et seulement si C~ est vide. 

En effet, soit a E C~ et 77 une forme de contact T -invariante (une telle forme existe puisque le 

tore et la variété N sont compacts). Le champ Xa. est transverse parce que 77(Xa) = (f1ry, a) > O. 

De plus, la forme ~ est une forme de contact pour laquelle X a est un champ de Reeb, 

puisque 7)(1.) (Xa) = 1 et LXa ry(t) = -Xa.ry(Xa)ry(la)2 + ~('i'a) = O. 

Définition 2.29. Une variété de contact torique est de type Reeb si elle admet un champ de 

Reeb induit par l'action infinitésimale de T ou, de façon équivalente, si son cône moment est 

strictement convexe. 

Définition 2.30. Étant donné un cône strictement convexe C et un vecteur de Reeb b E C~, 

on définit l'hyperplan caractéristique tb = {y E t* 1(y, b) = 1/2}, le polytope caractéristique 

6.b = C n tbet le polytope étiqueté caractéristique (6.b, Ub) où Ub = {[ûd, ... , [Ûd]} est 

l'ensemble des classes d'équivalence des vecteurs Ûl, ... , Ûd dans t/(lRb). La paire (6. b, Ub) 

est un polytope étiqueté au sens usuel via l'identification (t/ lRb)" ~ tb. 

Soit T un tore et t son algèbre de Lie. Pour v E t, on dénote Tv = {exp tv 1 t E lR} et 

VO = {x E t" (x,v) = O}. 1 
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Proposition 2.31. (Boyer et Galicki, 2000) Soit (M, w, ç, T, fJ,) un cône symplectique torique 

dont le cône associé C = im fJ, est un bon cône par rapport au réseau A = ker(exp: t ---7 

T), et dont les vecteurs normaux primitifs pour A sont Û1, ... ,Ûd. Pour tout bEC; tel que 

IRbnA #- {0}, l'orbifoldtorique (Zb = fJ,(b)-1(1/2)/n,w,T/Tb,fJ,b) obtenu par réduction 

symplectique est associé au polytope étiqueté caractéristique 

où w désigne la forme symplectique obtenue de la réduction et fJ,b est l'application moment de 

la réduction fJ,b = fJ,1 1 • 
i'(b)- (1/2) 

On identifie l'hyperplan tbavec l'annulateur de b dans t*. C'est aussi le dual de tb = t/ffi-b = 

Lien. Le stabilisateur d'un point p E M est décrit explicitement par son image par fJ, de la 

façon suivante: soit Ip = {i E {l, ... ,d} 1 (fJ,(p) ,Ûi) = o} alors 

StabpT = {exp v 1 v = L TiÛi, Ti E IR}. 
iE!p 

En particulier, si p est dans fJ,( b) -1 (1) et fJ,(p) estdans une seule facette Fi C ûf alors le groupe 

de structure de [Pl E Zb est donné par 

Définition 2.32. Une variété sasakienne torique (N, 'D, g, T) est la donnée d'une variété de 

contact torique et d'une métrique sasakienne T -invariante. 

Lemme 2.33. (Boyer et Galicki, 2008) Le champ de Reeb d'une variété sasakienne torique 

est induit par l'action du tore, c'est à dire qu'il existe un vecteur b E C~ tel que ç = X b. En 

particulier, le cône moment est strictement convexe et fJ,( Ng) = D..b. 

En effet, l'intégrabilité de la structure presque complexe J implique que pour tout champ de 

vecteurs Y, on a LJY J = J Ly J voir (Gauduchon, ). Ainsi, puisque ç est holomorphe, ç 
commute avec l'action du tore 
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pour tout a E t. La maximalité de T dans Con(N, V), voir le lemme 2.23, implique donc que 

ç = X b pour un certain b E t. La dernière partie du lemme suit du calcul: 

2.3 Métriques kahlériennes et sasakiennes compatibles 

2.3.1 Coordonnées action-angle 

Le matériel contenu dans cette section est extrait de (Abreu, 2001; Abreu, 2010; Burns, 

Guillemin et Lerman, 2008; Calderbank, David et Gauduchon, 2003; Guillemin, 1994a). 

Soit (M 2n ,w, J,g, T) un orbifold kiihlérien torique, c'est-à-dire que 9 est une métrique kiihlé

rienne T -invariante et J est une structure complexe telle que g( J . , .) = w( . , . ). On note M 

l'application moment et P = im M. Les cas qui nous intéressent sont ceux où M est un orbifold 

compact ou un cône admettant une action propre et libre engendrée par le champ de Liouville ç. 

Dans le premier cas, P est un polytope et dans le second, un cône polyèdral strictement convexe. 

Rappelons de (Delzant, 1988 f Lerman et Tolman, 1997), que M = M- I CP) est le sous

ensemble de M où l'action du tore est libre. La métrique kahlérienne définit une distribution 

horizontale sur le T -fibré principal W M --+ ft qui est engendrée par les champs de vecteurs 

J X u , u E t = Lie T. Ceci induit une identification entre l'espace tangent de n'importe quel 

point de Met t EB t*. En général, on choisit une base (el, ... , en) de t pour identifier M ~ 

ft x T en utilisant les flots des champs de vecteurs induits X ell · .. ,Xen , J Xe Il ... , J X en 

(qui commutent du fait de l'intégrabilité de J). Les coordonnées action-angle sur Msont des 

coordonnées locales (Ml, ... ,Md, tl," . , td) sur M telles que Mi = (M, ei) et les I-formes dti 

sont les duales de X ei (i.e. dti(XeJ = Oij et dti(JXej) = 0). 

Dans le système de coordonnées action-angle (Ml,"" Md, tl, ... ,td), la forme symplectique 

devient w = L~l dMi 1\ dti. Il est bien connu, voir (Guillemin, 1994a), qu'une métrique 

bihlérienne torique peut être exprimée, dans ces coordonnées, de la façon suivante: 

9 = L GrsdMr Q9 dMs + Hrsdtr Q9 dts, (2.4) 
S,T 
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où les matrices (Crs) et (Hrs ) sont lisses sur P, symétriques, définies positives et inverses l'une 

de l'autre. En particulier, gred = L Crsdf..lr 0 df..ls est une métrique riemannienne sur P. II peut 

être plus pratique de considérer ces objets à travers l'identification entre les espaces tangents 

de NI et t E9 t* mentionnée ci-dessus. En effet, comme dans (Apostolov et al., 2004), on peut 

définir la fonction H: P -+ t*0t*, à valeurs dans S2t*, par HJ.L(p) ('U, v) = gp(Xu, Xv), et poser 

Hrs = H(er , es)' De la même façon, G: P -+ t 0 t est la métrique gred via l'identification 

habituelle TvP ':::' t*. 

L'expression (2.4) étant donnée, la structure complexe J associée à w et 9 s'exprime aussi dans 

ces coordonnées : 
' 0 ,0

J = - fi· - KJ-. dt· + C' - IQ, dx . (2.5)~ 2) OXi \(1) )2 0ti '01 ) • 

De plus, l'intégrabilité de la structure complexe J est alors équivalente à la relation 

o f) 
~Crs = ~Cjs (2.6)
Uf..lj uf..lr 

ou, de manière équivalente, au fait que (Crs) est la hessienne d'un potentiel cP E COO(P). 

Remarque 2.34. Il est parfois commode de considérer des fonctions G èi valeurs dans S2t 

sans exiger que G soit la hessienne d'un potentiel cP E COO(P). Dans ce cas, l'expression (2.4) 

donne lieu à une métrique presque bihlérienne. 

Dans le cas d'un cône kiihlérien nous avons le raffinement suivant. 

Lemme 2.35. (Martelli, Sparks et Yau, 2006) Soit un cône kiihlérien torique (M, w, g, J, ç, T, (l) 

avec des coordonnées action-angle ({lo, . .. , (ln, tl, ... , tn ). Le champ de Liouville s'écrit ç = 

L~o {li -ik. De plus, en notant la métrique 9 = Ls,r êrsd{l7'0d{ls +Hrsdtr0dts, les fonctions 

êij sont homogènes d'ordre -2, et les fonctions Hij sont homogènes d'ordre 2 par rapport à 

ç. Finalement, si Xb = Jç est le champ de Reeb, alors pour tout (l E C, Îlp(b, . ) = 2{l. 

2.3.1.1 Potentiels symplectiques 

Dans le cas où NI est un orbifold compact, des conditions nécessaires et suffisantes au fait 

qu'une fonction H, à valeurs dans S2t*, soit induite par une métrique kahlérienne torique, 
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définie globalement sur M ont été établies dans (Abreu, 2001; Donaldson, 2005; Apostolov 

et al., 2004). Dans cette thèse, nous utiliserons les conditions au bord de l'article (Apostolov 

et al., 2004). De plus, nous allons adapter ce point de vue au cas des cônes kahlériens dans la 

section 2.3.2. Pour toute face non vide F = FI = nlEI Fi de P, notons tp = (Ul Il E I)[f. où 

Ul est un vecteur normal à FI, une facette de P. Son annulateur dans t*, dénoté tF,est naturel

lement identifié avec (t/tp)*. Dans le reste de cette sous-section, nous ne considérons pas les 

sommets d'un polytope ou d'un cône comme desfaces. 

Proposition 2.36. (Apostolov et al., 2004, proposition 1) Soit (M 2n , w, g, T) un orbifold 

kiihlérien torique associé au polytope étiqueté (.6., u) et soit H une fonction à valeurs dans 

S2t*, définie positive sur 6.. H est induite par une métrique presque kiihlérienne sur M si et 

seulement si H est la restriction à 6. d'une fonction lisse sur .6., pour tout y E FI, 

Hy(Ul, . ) = 0 et dHy (Ul , Ul) = 2UI, (2.7) 

et la restriction de H sur l'intérieur de chaque face F C .6. est définie positive lorsqu'on la 

considère comme une fonction à valeurs dans 52 (t/ tp)*. 

Remarque 2.37. Notons que la condition au bord (2. 7) utilise les normales et non pas le réseau. 

Ceci est en accord avec lefait que différents réseaux (mais des normales identiques) conduisent 

à des orbifolds qui admettent un revêtement (d'orbifolds) fini commun. 

Définition 2.38. L'ensemble des potentiels symplectiques 5 (.6., u) est l'ensemble des fonctions 

lisses <P E Coo(6.), strictement convexes sur 6. pour lesquelles H = (Hess <p)-l satisfait les 

conditions de la proposition 2.36. 

2.3.1.2 Potentiels de Guillemin et de Boothy-Wang 

La construction de Delzant, fournit une structure kahlérienne canonique sur les orbifolds sym

plectiques toriques construits à partir de polytopes étiquetés rationnels. Pour un polytope étiqueté 

(.6., u), cette structure a été détaillée dans (Guillemin, 1994a). Elle est associée à un potentiel 

symplectique <Po E 5(.6., u) appelé potentiel de Guillemin et défini comme 

<Po = ~ (É Lk log Lk - Loo log Loo) (2.8) 
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où L k ( . ) = (" Uk) - À,k est une fonCtion affine telle que Fk C L;l(O) et Loo = L::~=l L k . 

Définition 2.39. Pour b E C~, le potentiel de Boothy-Wang Jde q; E S(tl b, Ub) est lafonction 

J(fi,) = 2(fi" b) . q; (2(: b)) + (fi,; b) log (fi" b) 

définie sur l'intérieur du cône C. 

Étant donné un bon cône strictement convexe (C, A), chaque b E C~ donne lieu à une structure 

kahlérienne conique "canonique" sur le cône symplectique torique associé à (C, A). En effet, 

dans (Abreu, 2010), Abreu montre que pour bEC'+-, le potentiel de Boothy-Wang du potentiel 

de Guillemin <Po E S(tl, u) est un potentiel pour la métrique kahlérienne conique obtenue à 

travers la construction de Delzant. 

2.3.2	 Conditions au bord pour les potentiels dans le cas des cônes kiihlériens 

toriques. 

Dans cette section, nous adaptons la proposition 2.36 au cas des cônes kahlériens toriques. Dans 

(Apostolovet al., 2004) la proposition 2.36 suit deux lemmes: (Apostolov et al., 2004, lemme 

2) qui s'applique sans égard au fait que la métrique soit complète -et qui régit donc-aussi les 

métriques sur des cônes kahlériens (voir le lemme 2.40 ci-dessous) et (Apostolov et al., 2004, 

lemme 3) qui nécessite une adaptation dans le cas des cônes kahlériens (voir le lemme 2.41 

ci-dessous). 

Lemme 2.40. (Abreu, 1998; Apostolov et al., 2004) Soit (M, w) un orbifold symplectique 

torique de dimension 2n avec une application moment W M --+ P c t*. Soit (gO, Jo), (9, J) 

des métriques presque kahlériennes compatibles sur M = p,-lCP) de laforme (2.4), données 

par Go, G et les mêmes coordonnées action-angle. Supposons que (gO, Jo) s'étende en une 

métrique presque kahlérienne sur M. Alors (g, J) s'étend en une métrique presque kahlérienne 

sur M si G - Go et GoHGo - Go sont lisses sur im p,. 

Lemme 2.41. Soit (NI, w, ç) un cône symplectique torique au-dessus d'une variété de contact 

compacte co-orientée de type Reeb. Si deux métriques kahlériennes coniques induisent la même 

fonction ê à valeurs dans s2i sur l'intérieur du cône moment, alors il existe un symplectomor

phisme équivariant de (M, w) qui commute avec ç et envoie une métrique sur l'autre. 
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Démonstration. Soit 9 et g' deux telles métriques. Elles ont le même ensemble de niveau 

Ng = {p E M 1 gp (ç, ç) = l} = {p E M 1 g~ (ç, ç) = 1} = Ngi ~ N. 

En effet, la partie (Pl, ... ,Pn) des coordonnées action-angle ne dépend pas de la métrique, le 

champ de Liouville est ç = L:, 2Pi ~ et alors 
, U/-L'i 

n 

g(ç,ç) = 4 L PiPjêij = g'(ç,ç). 
i,j=O 

Le symplectomorphisme équivariant, disons 1/J, de (NI, w) qui envoie un système de coor

données sur l'autre commute avec ç et envoie une métrique sur l'autre. De plus, il se res

treint à N en une isométrie équivariaIlte entre 9 et g', qui peut être étendue uniquement en 

une isométrie équivariante lisse sur N par un argument standard utilisant la compacité de N. 

Finalement, puisque 9 et g' détenninent uniquement leur métrique conique respective, cette 

isométrie s'étend en une isométrie globale sur M qui coïncide avec 1/J sur NI. 

Proposition 2.42. Soit (M, w, T, ç) un cône symplectique torique associé à un bon cône polyè

dral strictement convexe (C, A) de vecteurs normaux intérieurs primitifs ÛI, ... ,Ûd. " est une 

fonction sur Cà valeurs dans S2t* qui correspond à une métrique conique presque Kiihler et 

T-invariante sur M si et seulement si 

(1) "est la restriction sur Cd'une fonction lisse sur C à valeurs dans S2t*, 

(2) pour tout y dans l'intérieur de laJacette il c c, 

(2.9) 

(3)	 la restriction de " sur l'intérieur de n'importe quelle face ft' c C est définie positive 

lorsque vue comme fonction à valeurs dans S2 (t/tF) *, 

(4) "est homogène d'ordre 2par rapport à la dilatation dans t*. 

Démonstration. Le sens direct de cette proposition découle directement de la proposition 2.36 

puisque la preuve dans ce sens n'utilise que des arguments locaux. Supposons, en effet, que 

" corresponde à une métrique kiihlérienne, c'est-à-dire que pour tout a, cEt, "(a, c) = 

g(Xa, Xc). 11 en découle les conditions (1) et (3) puisque si p E p-l(il) alors XÛI = 0 et 

0 
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H{L(p) (Ûl, .) = O. D'autre part, en considérant l'identification t = TJt*, on a dH(Ûl"): C ----t 

End(t) dans le sens où dHy(Ûl,V) E T;t* pour tout v E t. Le fait que l'application H(Ûl,') 

s'annule sur Fl implique que, vue comme un endomorphisme, la transposée de dyH(Ûl" ) s'an

nule sur TyFl. Ainsi, dyÎl(Ûl" ): t ----t (TyFl)O = IRul' Cette application n'est pas nulle et 

dans (Apostolov et al., 2004), les auteurs ont calculé que dyH(Ûl, Ûl) = 2Ûl ce qui donne la 

condition (2). La condition (4) est contenue dans le lemme 2.35 

Réciproquement, supposons que ÎI satisfasse les conditions (1) à (4). H définit une structure 

kahlérienne conique et torique sur !VI = p-I(C). En particulier, elle détermine un champ 

de Reeb et donc un vecteur b E C+ tel que H(b,·) = 2p. Elle détermine de plus un poly

tope étiqueté caractéristique (6&, U&) où, rappelons-le, 6& = C n {P 1 (P, b) = n et u& = 

{[ÛI],' .. [Ûd]} avec [a] la classe d'équivalence de a E i dans t/lRb. Posons 

(2.10) 

Nous allons montrer que Hbsatisfait les conditions de la proposition 2.36 par rappoli à (6b, Ub)' 

Tout d'abord, (4) implique que H b est une fonction homogène de degré 0- par rapport à la dila

tation, elle est donc bien définie comme fonction sur 6b' De plus, pour tout f-L = 2(%,b) E 6b, 

Ht est bien définie sur t /lRb puisque Hb(b, . ) = O. En effet, la formule (2.10) équivaut à 

Le fait que H corresponde à une métrique § signifie que H(a, c) = §(Xa, Xc) et donc pour 

y E F;" Hy(Ûl") = O. De plus, Fl est incluse dans l'annulateur de son vecteur normal Ûl 

puisque C a son sommet en l'origine de t*. Ainsi, Ht ([Uk], . ) = Ht (Uk, . ) = 0 et par hypothèse 

(i.e dyH(Ûk, Ûk) = 2Ûk), on a 

Prenons une base (eo, el, ... , en) de t telle que eo = b induit le champ de Reeb. Considérons 

(yo, YI, ... , Yn) les coordonnées correspondantes sur t* et écrivons Het son inverse Gcomme 
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des matrices dans ces coordonnées en utilisant (2.10) 

Yo YI ... Yn 2 GbYo + YiYj ij -YOYiG~1 ... - YOYiG~n 

H=2 
YI 

Y Hb+lyo Yo 

A 1 
G=-3 

2yo 

-YOYjG~j 

Y5 Gb 
(2.11 ) 

Yn -YOYjG~j 

où Y = (YiYjh-:;i,js,n, Gb est l'inverse de Hb et où on utilise la convention qu'un indice répété 

dans une expression indique qu'on prend la somme (sur cet indice) de 1 à n. 

Le fait que Hb satisfasse les conditions de la proposition 2.36 pour (L~b, Ub) implique que Gb

Gg et GgHbGg - Gg sont toutes deux lisses sur !::lb où Gg est la hessienne du potentiel de 

Guillemin </Jo de (!::lb, Ub). Ceci est suffisant pour assurer que G- Go et GoÎlGo- Go, où Go 

est la hessienne du potentiel de Boothy-Wang de </Jo, sont lisses sur C. Le lemme 2.40 conclut 

la preuve. D 

Corollaire 2.43. ÎI est l'inverse de la hessienne d'un potentiel J si et seulement si J est le 

potentiel de Boothy-Wang d'une fonction </J E S(!::lb, Ub) dont l'inverse de la hessienne est Hb. 

Proposition 2.44. Si 9 désigne la métrique transversale associée à la métrique sasakienne 9 

donnant lieu à g, alors g(Xa,Xc) = Hb(a, c) sur Ng. En particulier, si IRb n Ai- {ü} alors la 

métrique transversale 9 induite par 9sur l 'orbifold Zb est associée à Hb. 

Démonstration. La fonction à valeurs dans S2{' associée à la métrique 9 est définie par 

pour deux vecteurs a, c E i. D'autre part, la métrique kahlérienne 9 induite sur Zb par 9 est 

définie par glP] ([X], [X']) = gp(Z, Z') où Z (resp. Z') est la projection horizontale de X (resp. 

X') en p et [. ] dénote la classe d'équivalence de points ou de vecteurs par rapport à l'action 

infinitésimale générée par X b. Pour a E i, la projection horizontale de X a est 

Z = X _ ÎI(a, b) X 
a a ÎI(b,b) b· 

Ainsi H9([a], [e]) = g(X[a] , X[c]) = g([Xa], [Xc]) = gp(Za, Zc) = Hb([a], le]). D 
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2.3.3 Fonction affine extrémale d'un polytope étiqueté 

2.3.3.1 Courbure scalaire 

Dans (Abreu, 1998; Abreu, 2010), Abreu a calculé la courbure d'une métrique kahlérienne 

torique 9 compatible sur un orbifold torique symplectique (M, w, T), en termes de son potentiel 

q;g: P -7 IR. En choisissant une base de t = Lie T et en utilisant le système de coordonnées 

action-angle pour exprimer la métrique sous la forme (2.4), la courbure scalaire de 9 est le tiré 

en arrière par l'application moment de la fonction 

(2.12) 

ou (Hij ) est l'inverse de la hessienne de cPg. 

Lemme 2.45. Soit (M, w, g, J, T) un orbi/old kahlérien torique avec application moment M: 

IvI -7 P et f une fonction lisse sur l'image de M. Le champ de vecteurs hamiltonien K 

J grad M* f est un champ de Killing si et seulement f est une fonction affine. 

Démonstration. Soit J la structure complexe associée à (w, g). Par définition, K commute 

avec l'action de T et alors, en chaque point p E M, l'espace Kp U {Xa (p) 1 a Et} est iso

tropique dans (TpM,wp). Puisque les orbites génériques de T sont des lagrangiennes, on a 

K p E {Xa(p) 1a E t} pour tout P E M. Ainsi, K = I:~l fiXei où el, ... , en est une base 

de t et Ji sont des fonctions T -invariantes. De plus, si K est de Killing, il est holomorphe réel 

et donc (LKJ)(Xa) = I:~l dfi(JXa)Xei = 0 pour tout a E t. En particulier, les Ji sont 

constantes. La réciproque est immédiate. 0 

Dans le cas d'un orbifold compact, ce dernier lemme se aussi démontre en utilisant la compacité 

du groupe d'isométries. Dans tous les cas, le lemme 2.45 allié à la formule d'Abreu ci-dessus 

et au théorème 1.4, implique 

Corollaire 2.46. Soit (M, w, g, J, T) un orbi/old kahlérien torique tel que 9 soit associée au 

potentiel symplectique cPg. La métrique kahlérienne compatible T -invariante 9 est extrémale si 

et seulement si S(q;g) est unefonction affine. 
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Dans le cas sasakien, Abreu montre que si Jest le potentiel de Boothy-Wang de if; E S(lib , Ub) 

alors 

S(J)({t) = ({t\) (2S(if;) C:b)) -2n(n+ 1)). (2.13) 

Une structure sasakienne (N, D, g) implique trois structures métriques: la métrique rieman

nienne 9 sur la variété de contact N, la métrique transversale 9 sur le fibré de contact D -+ N 

et la métrique riemannienne 9 sur la symplectisation M = D~. Les courbures scalaires de ces 

métriques sont reliées entre elles par la formule 

= 59 - 4n(n + 1) = 5g - 2n(2n + 1),5glN 

voir (Boyer et Galicki, 2008). En particulier, la fonnule d'Abreu (2.12) et la relation (2.13) 

détenninent ces trois courbures dans le cas torique. Il est alors évident que 

Lemme 2.47. (Abreu, 2010) Soit 9 une métrique sasakienne torique, avec champ de Reeb X b, 

associée à un potentiel if; E S(lib , Ub). La courbure scalaire 5 g est le tiré-en-arrière par {tIN 

de lafonction 

4S(if;) - 2n. 

En particulier la métrique sasakienne 9 est à courbure scalaire constante si et seulement si 

S(if;) est unefonction constante. 

Lemme 2.48. Soit 9 une métrique sasakienne torique, avec champ de Reeb X b, associée à un 

potentiel if; E S(lib , Ub)' 9 est extrémale si et seulement S(if;) est unefonction affine. 

Démonstration. Posons X = <I>(grad 5g ) + 5g X b. Par la proposition 1.25 on sait que 9 est 

extrémale si et seulement si X est un c:hamp de Killing et, via le lemme 1.24, ceci est équivalent 

à ce que X soit transversalement holomorphe et Lx'fl = O. Dans ce cas, X est dans l'algèbre 

de Lie des contactomorphismes de (N, D) et commute avec le tore puisque 9 est T -invariante. 

Par maximalité du tore dans Con(N, 'D), voir le lemme 2.23, X est donc induit par l'action 

infinitésimale du tore. En particulier, X est un champ de Killing si et seulement s'il existe un 

vecteur a E t tel que X a = X et dans ce cas, ({t,a) = 'fl(Xa ) = 5 g = {t*(4S(if;) - 2n). La 

réciproque est immédiate. 0 
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2.3.3.2 Fonction affine extrémale d'un polytope étiqueté 

Soit (~) u) un polytope étiqueté. 

Définition 2.49. La fonction affine extrémale de (~, u). notée ((L~,u), est l'unique fonction 

affine telle que la fonctionnelle de Futaki relative définie par 

(2.14) 

s'annule sur les fonctions affines sur ~ où dw est une forme volume euclidienne sur t* et da 

est uneforme volume sur o~ définie par l'égalité Uj /\ da = -dw sur lafacette Fj . 

À un facteur multiplicatif positif près, Lt:;.,u ne dépend pas de dw. La restriction de la (n - 1)

forme da sur une facette est une forme volume euclidienne. Le fait qu'une telle fonction ((t:;.,u) 

existe (et est unique) découle du lemme suivant via le corollaire 2.51. 

Lemme 2.50. (Donaldson, 2002) Pour f E COO(~) et H une fonction à valeurs dans S2t* 

satisfaisant les conditions au bord (2. 7) 

r (H, Hessf) dw = 2 r f da - r f S(H) dw (2.15)
lt:;. lM lt:;. 

ô2 H'où (H, Hess!) = tr(H . Hess!) et S(H) = - L:i ). " ."t}.
• uJ1t u J1J 

Ce lemme ayant une place cruciale dans cette thèse nous en donnons la preuve ci-dessous. 

Démonstration. On prend une base de t qui nous donne des coordonnées (Xl,' .. ,Xn ) sur t* 

dw = dXl /\ ... /\ dXn et on écrit H = (Hij ), Hessf = (J.ij) = (OiOj!). L'identification 

t ~ T*t* se lit par exemple Ut = L:~l Ulidxi. On a 

L L(H, Hess!)dw = ~ Hijf,ijdw = ft:;. ~ Oj(Hijf.i) - ~ Hij.j!.idw. (2.16) 
2.) 2.) 2,) 

(2.17) 
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où on a utilisé le théorème de divergence. On a que Lxdwlà6. = O. En effet, par définition, 

Ul E (TFd G et on calcule que Ul/\ Lxdw = H('V j, ul)dw puisque Ul = ~j uljdxj et Lxdw = 

~i,j( -l)j HijJ,idxl /\ ... /\ d~j /\ ... /\ dxn . On se retrouve avec 

r (H, HessJ)dw = - r L Hij,jJ,idw
JI':> JI':> .. 

1,) 

= - fI':> L-(Oi(Hij,jj) - j Hij,ji)dw (2.18) 
1,) 

= - r fLydw + r ~jHij,jidw 
laI':> JI':> ..

1,J 

où Y = ~i,j Hij,jOi. Il suffit maintenant de montrer que Lydwlà6. = -2deJ, c'est-à-dire que 

Ul /\ Lydw = 2dw sur FI. On a Lydw = ~i,j (-1 )i+l Hij,jdxl /\ ... /\ ~ /\ ... /\ dXn et 

Ul = ~i UtidXi et donc, sur FI, 

Ul/\ Lydw = ~Hij,jutid'W = tr (dH(UI,')) dw = 2dw. 
i,j 

o 

Corollaire 2.51. ((l':>,u) est la L 2(!:l,dw)-projection de S(cP) sur Aff(t*,lR.) pour n'importe 

quel potentiel cP E S(!:l, u). 

Remarque 2.52. Soit H = (Hij ) une fonction quelconque définie sur !:l, à valeurs dans S2t*, 

satisfaisant les conditions au bord (2.7) mais n'étant pas nécessairement définie positive. Le 

lemme 2.50 implique que la projection L 2(!:l, dw) de la fonction S(H) sur l'espace des fonc

tions affines sur !:l est égale à ((l':>,u)' 

La proposition suivante qui est élémentaire, donne une définition alternative de ((l':>,u} 

Proposition 2.53. Soit (el, ... ,en) une base de t et (/-Li, ... ,/-Ln) les coordonnées de t* as

sociées. On pose /-Lo = 1. La fonction affine extrémale de (!:l, u) est donnée dans ces coor

données par ((l':>,u) = ~~o (i/-Li où ( = ((0"" ,(n) E lR.n+l est l'unique solution du système 

linéaire 

n 

~ Wij(!:l) (j =Zi(!:l, u), i = 0, ... , n 

j=O (2.19) 

avec Wij(!:l) = r /-Li/-Lj d'W et Zi(!:l, u) = 2 r /-Li deJ, 
JI':> Jal':> 
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où dw = d/-l 1 /\ ... /\ d/-ln et la mesure da sur 3D. est définie par l'égalité Uj /\ da = -dw sur 

la facette Fj . 

Chacune des quantités Wij (D.) et Zi (D., u) dépend de la base (et donc des coordonnées) choisie. 

Comme mentionné dans l'introduction, au vu de l'équation d'Abreu (3), le problème de l'exis

tence de métriques kahlérielmes extrémales se formule comme suit: 

Problème 1. Étant donné un polytope étiqueté (D., u), est-ce qu'il existe un potentiel symplec

tique r/J E S(D., u) qui satisfait l'équation d'Abreu 

S(r/J) = ((l:.,u) ? (3) 

Si oui, peut-on trouver r/J explicitement? 

Pour r/J E S(D., u), définissons la fonctionnelle linéaire F(l:.,u): t ---7 lR. comme 

où fa(/-l) = (a, /-l) I.e:. dm - I.e:. (a, /-l)dw a une moyenne nulle. Via le lemme 2.50, F(l:.,IL) ne 

dépend pas du choix de r/J. En effet, en posant Z = fb. 1drv Zo(D., u) = fb. 1drv fl:. ((l:.,u)dw, 

F(l:.,u) (a) = Il:. fa((l:.,u) dm = Lfa(((l:.,u) - Z) dw. 

En particulier, F(l:.,u) = 0 si et seulement si ((l:.,u) est constante. 

Dans le cas où (D., u) est rationnel et donc associé, via la correspondance de Delzant-Lerman

Tolman, à un orbifold symplectique torique (M, w, T), la fonctionnelle F(l:.,u) correspond à la 

version symplectique de l'invariant de Futaki introduite dans (Lejmi, 2010). Plus précisément, 

pour toute structure complexe T -invariante, J, compatible avec w, F(l:.,u) est la restriction de 

l'invariant de Futaki introduit dans (Futaki, 1983) à l'espace des champs de vecteurs réels 

holomorphes induits par l'action torique. 

Pour toute structure CR T-invariante sur une variété de contact de type Reeb avec champ de 

Reeb X b, Fb = F(l:.b,Ub) est la restriction de l'invariant de Futaki transversal de (Boyer, Galicki 

et Simanca, 2008a) à l'espace des champs de vecteurs réels tranversalement holomorphes qui 
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sont induits par l'action torique. Cependant, notre définition de F(!::"b,Ub) ne dépend pas du choix 

de structure CR compatible et se rapproche donc de la version symplectique de l'invariant de 

Futaki de (Lejmi, 2010). 

Remarque 2.54. Toujours dans le cas où (,6" u) est rationnel, ((~,u) est l 'hamiltonien induisant 

un champ de vecteurs ZT sur M. Ce champ de vecteurs est le champ de vecteurs extrémal 

introduit dans (Futaki et Mabuchi, 1995). Pour toute métrique kahlérienne T -invariante (g, J) 

compatible avec w, J ZT est un champ de Killing. Si jamais il existe une métrique kahlérienne 

extrémale T -invariante et compatible avec w alors le gradient de sa courbure scalaire est ZT. 

2.3.4 La conjecture de Donaldson 

La K-énergie relative (ou la fonctionnelle de YIabuchi relative) définie sur l'espace des métri

ques toriques a été calculée via leur potentiel cp E 5(,6" u) 

[;(</J) = 2L(~,u)(</J) - L(logdetHess(</J)) du; 

dans (Donaldson, 2002). Cette fonctionnelle est convexe et on peut vérifier que les points 

critiques de [; sont exactement les solutions de (3), du fait du calcul suivant: 

d[;</J(J) = 2L(~,u)(J) - f~ (H, Hess!) du; 

(2.20)82 Hij )
= - ((ll,u) +I: ~ f du;, 

~ .. u~~~)1( 
~,) 

où H = (Hess </J)-l. 

De plus, Donaldson montre que soit [; est bornée inférieurement, soit il existe une fonction 

convexe non affine i, définie sur l'union de Aet de ses facettes, pour laquelle L(~,u) (J) = O. 

Dans ce dernier cas, il existe une suite {Jk}k de fonctions continues convexes et affines par 

morceaux telles que J~ If - fkldu; et J~ If - ikldCJ tendent vers O. 

Définition 2.55 (Définition 0.1). Un polytope étiqueté (,6" u) est analytiquement relativement 

K -stable par rapport aux dégénérations toriques si L~,u(J) 2': 0 pour toute fonction f continue 

convexe et affine par morceaux sur ,6, avec égalité si et seulement si f est affine. 
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Conjecture 1. (Donaldson, 2002) Soit (b.,7},) un polytope étiqueté, Il y a une solution cP E 

5(0., u) à l'équation d'Abreu (3) si et seulement si (0., u) est analytiquement relativement K

stable par rapport aux dégénérations toriques. 

Théorème 2.56. (Donaldson, 2002,. 2005,. 2008a,. 2009) Soit (0., u) un polytope étiqueté 

de dimension 2 tel que ((L~.. ,u) est constante. Il existe une solution cP E 5(0., u) à l'équation 

d'Abreu (3) si et seulement si (0., u) est analytiquement relativement K -stable par rapport aux 

dégénérations toriques. 

Théorème 2.57. (Zhou et Zhu, 2008) Soit (0., u) un polytope étiqueté. S'i! existe une solution 

cP E 5(0., u) à l'équation d'Abreu (3) alors (0., u) est analytiquement relativement K-stable 

par rapport aux dégénérations toriques. 

2.3.5 Unicité des métriques extrémales 

Dans (Guan, 1999), Guan a montré l'unicité, à automorphismes près, des métriques kahlériermes 

toriques extrémales compatibles sur une variété symplectique torique compacte lisse. En fait, 

il a démontré qu'une géodésique dans l'espace des métriques kahlériennes T -invariantes com

patibles correspond, via le lemme de Moser, à une ligne droite dans l'espace des potentiels 

symplectiques 5(0., u). Ainsi, deux métriques kahlériennes toriques quelconques peuvent être 

reliées entre elles par une géodésique et, selon un argument bien connu utilisant la convexité de 

la K-energie relative de Guan-Mabuchi-Simanca, [, le long des géodesiques, deux métriques 

toriques extrémales coïncident à automorphismes près. 

La preuve de Guan peut être remaniée en termes de potentiels symplectiques en utilisant le 

travail contenu dans (Donaldson, 2002). En effet, pour deux potentiels symplectiques cPo, ~l, 

le segment de droite cPt = tcPl + (1 - t)cPo (0 S; t S; 1) est inclus dans 5(0., u) : il suffit pour 

voir cela, de considérer les valeurs propres de Ct = Hess cPt. De plus, on a 

2 

d [(cPt) = r(Ht(G l - Go), Ht(G l - Go)) dw, (2.21)
dt 2 JI:::. 

où Ht = Gt 1. Ceci implique que [ est convexe le long des segments de 5 (0., u). Donc, si cPo et 

cPl sont deux solutions de (3), [ est constante Je long de cPt et ~[(cPd = o. Du fait de (2.21), 

ceci implique que Gl - Go = 0, c'est-à-dire que cPl - cPo est affine. On vient donc de démontrer: 
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Proposition 2.58. Soit (6, u) un polytope étiqueté. Ji addition d'une fonction affine près, il 

existe au plus une fonction ep E S(6, 'U) telle que S(ep) = ((L~,u). 

Théorème 2.59. (Guan, 1999) Sur un orbifold symplectique torique il n'existe, à symplecto

morphisme equivariant près, qu'une seule métrique torique kiihlérienne compatible extrémale. 

Dans le cas sasakien, deux potentiels Jet J' sur le cône moment C dOilllant lieu à des métriques 

kiihlérieillles partageant le même champ de Reeb Xb sont les potentiels de Boothy-Wang res

pectifs de deux fonctions ep et ep' E S(tlb , Ub) telles que ep - ep' est une fonction affine si et 

seulement si J - J' l'est aussi. La proposition 2.58 implique aussi 

Corollaire 2.60. Pour chaque bEC'+-, à contactomorphisme equivariant près, il existe au plus
 

une métrique sasakienne à courbure scalaire constante ayant X b comme champ de Reeb.
 

Proposition 2.61. Soit (N, D, T) une variété de contact co-orientée de type Reeb avec ap


plication moment ft,: Df- -+ t* et cône moment C. Soit ga et gb des métriques sasakiennes
 

T-invariantes compatibles sur (N, D) ayant les champs de Reeb respectifs X a et X b. On sup


pose que N n'est pas une sphère, sa dimension est au moins 5 et que ni (N, D, ga), ni (N, D, gb)
 

n'est 3-Sasaki.
 

Si cp: N -+ N est un difféomorphisme tel que cp* ga = gb alors cp est un contactomorphisme et
 

il existe A E Gl(t), préservant le réseau fi.. = ker(exp: t -+ T), et'l/J E Isom(N, gb) telles que
 

A ( A01,)* A*JL 0 cp 0 'f' '= 0 fJ· 

En particulier, A" est un automorphisme de C et Ab = a.
 

Réciproquement, tout automorphisme de C dont l'adjoint préserve le réseau donne lieu à un
 

contactomorphisme T -équivariant 'l/J tel que si 9 est une métrique sasakienne T -invariante
 

compatible sur (N, D, T) alors 'l/J* 9 l'est aussi.
 

Démonstration. Les sphères, les variétés 3-Sasaki, et les variétés de dimension 3 sont les 

seules variétés admettant des métriques riemailllieillles qui sont sasakieillles par rapport à plus 

d'une structure de contact, voir (Boyer et Galicki, 2008). Nos hypothèses assurent donc que 

Isom(N, gb) C Con(N, D). Ainsi T etcp-l 0 To cp sont des tores dans Con(N, D). Puisqu'une 
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action hamiltonielme sur la symplectisation (D~,w,ç) qui commute avec le champ de Liou

ville induit des distributions isotropiques, Tet rp-l 0 Torp sont maximaux dans Isom(N, gb) 

qui est un groupe de Lie compact puisque N est compact. En particulier, ils sont conjugués, 

c'est-à-dire qu'il existe 1J; E Isom(N, gb) telle que 

La différentielle A en Id E T de l'automorphisme T t-7 (rp 0 1J;)-1 0 TOrp 0 1J; est linéaire et 

préserve le réseau. De plus, il 0 (rp 0 1J;)* et A* 0 il sont des applications moment pour l'action 

hamiltonienne de T sur (D~, w) et elles sont toutes deux homogènes de degré 2 par rapport au 

champ de Liouville. Ainsi, il 0 (rp 0 1J;)* = A* 0 il. 

Remarquons que (rp 0 1J;)*Xb = X a puisque (rp o1J;)*ga gb et rp o1J; E Con(N, D). La 

réciproque suit de la construction de Delzant-Lerman. o 

Dans la preuve précédente, l'hypothèse que (N, D, gb) n'est ni 3-sasakielme, ni une sphère, ni 

une variété de dimension 3 est utilisée pour déduire que rp-l oTorp est inclus dans Con(N, D). 

On peut donc omettre cette hypothèse si l'on suppose que rp est un contactomorphisme. On 

obtient ainsi à ('aide du iemme 2.60 : 

Proposition 2.62. Soit (N, D, T) une variété de contact co-orientée de type Reeb de dimension 

au moins 5. Les métriques sasakiennes T-invariantes compatibles ga et gb, ayant les champs de 

Reeb respectifs X a et X b, sont transversalement homothétiques à un contactomorphisme près 

si et seulement s'il existe ..\ > 0 tel que (..\6. b, Ub) et (6.a,ua) sont équivalents au sens de la 

définition 2.5. 



Chapitre III 

CLASSIFICATION DES ORBIFOLDS SYMPLECTIQUES TORIQUES 

DE DIMENSION 4 ADMETTANT DES 2-FORMES HAMILTONIENNES 

Dans ce chapitre nous dOlmons une classification des orbifolds compacts kiihlériens toriques de 

dimension 4 admettant une 2-forme hamiltonierme en tennes de leurs polytopes moments. Ces 

formes sont définies et étudiées dans (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2003; Apostolov, 

Calderbank et Gauduchon, 2006; Apostolov et aL, 2004) où les auteurs montrent, entre autres, 

que tout espaces projectifs à poids admettent de telles formes. 

Sur un orbifold compact (M, w, J, g), une 2-fonne \]! est dite hamiltonienne si, pour tout champ 

de vecteurs X, 

où al = trw \]! = {J~w. Une telle forme est dite non triviale si elle n'est pas un multiple de 
w 

w. Comme démontré dans (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006), les valeurs propres 

de J\]! sont de deux types: celles qui sont constantes et celles qui ne le sont nulle part (sur 

aucun ouvert). De plus, sur un ouvert dense NI ces dernières, que nous noterons Ô :S ... :S çq, 

sont deux à deux distinctes, leurs gradients sont deux à deux g-orthogonaux et si ai dénote 

la i-ième fonction symétrique à q éléments alors les champs de vecteurs hamiltoniens induits 

par les fonctions al (Ô, ... ,çq), ... ,a q (Ô, ... ,çq) sont des champs de Killing commutatifs. 

En particulier, il existe un tore de dimension au moins q dans Isom(M, g) n Ham(M, w). On 

appelle q l'ordre de la 2-forrne hamiltonierme. 

Théorème 3.1. Soit (M, w, J,g) T) un orbifold kiihlérien torique de dimension 4. S'il admet 

une 2--forme hamiltonienne non triviale, son polytope moment est soit un triangle (et alors 
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(NI, J) est un plan projectif à poids) soit un quadrilatère. Dans ce dernier cas, l'ordre de la 

2-forme hamiltonienne est 2 - q où q est le nombre de paires de côtés parallèles. 

De plus, tout orbifold symplectique torique dont le polytope moment est un quadrilatère admet 

une métrique kahlérienne compatible admettant une 2-forme hamiltonienne. 

Nous excluons le cas des projectifs à poids (des triangles) et référons à (Apostolov et al., 2004) 

pour une classification des 2-formes hamiltioniennes sur ceux-ci. Puis nous démontrons le 

théorème 3.1 pour les autres cas 3 types de 2-fonnes hamiltonniennes correspondentes res

pectivement aux 3 types de quadrilatères convexes: 

q = 2 les quadrilatères génériques correspondent aux métriques orthotoriques (voir Proposi

tion3.11), 

q = 1 les trapèzes correspondent aux métriques de Calabi (voir Proposition 3.28), 

q = 0 les trapèzes correspondent aux métriques produits (voir Proposition 3.21). 

Métriques toriques faiblement Bochner-plates La classification présentée dans ce chapitre 

fournit immédiatement une. classification des métriques toriques faiblement Bochner-plates. 

Celles-ci sont définies comme des métriques toriques dont le tenseur de Bochner est co-fenné. 

Ces métriques sont extrémales et l'on peut en donner la définition alternative suivante: 

Définition 3.2. (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006) (g, J, w) est faiblement Bochner

plate si la 2-forme 
_ ScaZg 
Pg = Pg - 2m(m + 1) w 

(où Pg est la forme de Ricci) est hamiltonienne. 

En particulier, si (g, J, w) est une métrique torique faiblement Bochner-plate, alors soit elle est 

de type Kahler-Einstein soit elle admet une 2-forrne hamiltonienne non triviale, {5g. 

Notation Soit 6. un quadrilatère convexe dans t* et 81,82,83,84 ses sommets, tels que 81 et 

83 ne sont pas adjacents. En choisissant (82 - 81,84 - 81) comme base de t*, 6. est l'enveloppe 

convexe dans IR2 des points (0,0), (1,0), (a, b) et (0,1). Nous dénoterons 6.(a,b) le polytope 
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résultant et l'appellerons la forme normale de fJ.. Comme 6 est convexe, a > 0, b > 0 et 

a + b > 1. Notons que si a et b t- 1, 6 est générique, c'est-à-dire que ses côtés opposés ne sont 

pas parallèles entre eux. La forme normale d'un polytope n'est évidemment pas unique. 

Lemme 3.3. Il existe une application affine de 1R2 qui envoie 6(a',b') sur 6(a,b) si et seulement 

si (a', b/) appartient à 

II 1 
(a, b), - (a + b - 1, 1), b (a, b), -b (1, a + b - 1),{ a a+ -1 . 

(3.1) 
1 II}(b, a), -(1, a + b - 1), b (a, b), -b (a + b - 1,1) . 
a a+ -1 

En particulier, un quadrilatère convexe 6 ne peut être envoyé (via une application affine) que 

sur un seul polytope 6(a,b) C 1R2 tel que a et b > 0, b ::; 1 ::; a et a + b ~ 2. 

Corollaire 3.4. Pour tout quadrilatère convexe fJ., il existe une unique paire (a, (J), satisfaisant 

o::; {J < 1 ::; a et a - (J ~ 1, telle que 6 corresponde via une application affine à la forme 

normale 6(0<,1-,6)' Nous appellerons (a, (J) la paire caractéristique de 6. 

3.1 Structures orthotoriques et quadrilatères génériques 

3.1.1 Structures orthotoriques 

Définition 3.5. Soit (M4 , w, J, g, T, J.L) un orbifold kiihlérien, torique 1 de dimension 4, com

pact et connexe. Il est orthotorique s'il existe deux fonctions positives, lisses et T -invariantes x, 

y E COOCM) dont les gradients sont g-orthogonaux sur M, et une identification entre t* et 1R2 

à travers laquelle l'application moment est J.L = (x + y, xy). Les fonctions x et y sont appelées 

coordonnées orthotoriques sur M. 

Dans (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006), les auteurs montrent qu'un orbifold ortho

torique admet une 2-forme hamiltonienne W, d'ordre maximal. En dimension complexe 2, les 

coordonnées orthotoriques (x, y) sont les valeurs propres de Jo W (considéré comme un champ 

1. Tout orbifold compact admettant une métrique kiihlérienne orthotorique selon la définition de (Apostolov, 

Calderbank et Gauduchon, 2003) est torique, voir (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006). 
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d'endomorphismes complexes de (M, J) par l'intermédiaire de la métrique g). En particulier, 

x et y sont définies continûment sur NI tout entier. Remarquons que 0"1 = X + y et posons 

WI\W 
0"2 = xy = detww = --2-' 

W 

L'application moment d'un orbifold orthotorique est 

et son polytope moment 6. = im fJ, a une forme particulière que nous décrivons à présent. 

Comme fJ, est une application moment, son rang est 2 sur iÎI et x - y ne s'y annule donc pas. 

Prenons comme convention que x ~ y sur M et posons im x = [al, a2] et im y = [,81, ,82], 

avec al ~ ,82. Les facettes de 6. sont les images des facettes du rectangle [al, a2] x [,81,,82] 

Via 0": (x, y) H (x + y, XV), c'est-à-dire qu'elles sont, pour i = 1,2 : 

Les normales de 6. associées à Fal' FQ2 , Ff31 et Ff32 sont respectivement 

Uo, = Co, (:J ua, ~ Co, ( ::) up, = Cp, eJ up, = Cp, e:) 
(3.2) 

pour certaines constantes Co: l , > 0 et Co:2, C{3l < 0, où les signes sont prescrits par laC f32 

convention que les normales sont des vecteurs intérieurs au polytope. 

Remarque 3.6. Le cas où a2 = ,81 a été étudié très largement dans (Apostolov et al., 2004) 

et correspond aux triangles, c'est-à-dire aux espaces projectifs à poids. Il y est en particu

lier montré que ClP'n est la seule variété compacte de dimension 2n qui admette une structure 

orthotorique. 

Définition 3.7. Un quadrilatère 6. C ]R2 est un polytope orthotorique s'il existe un rectangle 

[al, a2] x [,81, ,82] C ]R2, avec ,82 < ab qui est envoyé sur 6. par l'application O"(x, y) = 

(x + y, xy). Nous noterons un tel polytope 6.o:1 ,o2,{3l ,{32' Tout polytope étiqueté orthotorique est 

donc uniquement déterminé les 8 nombres réels (al, a2, ,81, ,82, COl' Co:2, Cf31' C{32) que nous 

appellerons ses paramètres orthotoriques. 
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Lemme 3.8. Tout quadrilatère convexe générique est équivalent à un polytope orthotorique. 

Démonstration. Soit .0.(a,b) la forme normale du quadrilatère convexe .0., voir Corollaire 3.4. 

La transformation affine 

<1>* = a (1 -b 1) + (1)
1 - b 0 0 

est inversible si et seulement si .0. est générique. Dans ce cas, <1>* (.0.(a,b)) est l'enveloppe 

convexe des points (1,0), (a,O), (2 - b, (1 - b)) et (a + (1 - b), a(1 - b)). En particulier, 

<I>*(.0.(a,b)) est orthotorique puisque c'est l'image par (J du rectangle [al, a2] x [,81, ,82], avec 

al = min{1,a}, a2 = max{l,a}, ,81 = min{O, 1 - b}, ,82 = max{O, 1 - b}. 

On remarque que,82 < al, puisque a +b > 1 et a, b > O.	 o 

Corollaire 3.9. Pour tout quadrilatère convexe générique .0., il existe une unique paire (a, ,8), 

satisfaisant 0 < ,8 < 1 < a et a -,8 ::::: 1, et telle que .0. corresponde, via une application affine, 

à laforme normale .0.(a,l-J3) ainsi qu'au quadrilatère orthotorique .0.a,J3 = (J([O,,8] x [1, a]). 

Nous résumons (et reformulons) à présent les propositions (Apostolov et al., 2004, proposition 

1) et (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006, proposition Il) qui, ensemble, décrivent 

l'espace des métriques kiihlériennes orthotoriques compatibles avec un orbifold symplectique 

torique donné. 

C

Proposition 3.10. (Apostolovet al., 2004),(Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006) Soit 

(M, w, g, f.J" T) un orbifold orthotorique de coordonnées orthotoriques x et y et de coordonnées 

moment (JI = X + y, (J2 = xV. Soit il et t2 les coordonnées angle correspondantes sur M. 
Posons imx = [al,a2] et imy = [,81,,82]. Il existe des fonctions A E COO ([al,a2]) et B E 

OO ([,8l, ,82]), telles que A(x) et B(y) sont positives sur M, 

g	 . = (x - y) dx2 + (x - y) dy2 + A(x) (dtl + ydt2)2 + B(y) (dtl + xdt2)2 (3.3)
lM A(x) B(y) x - y x - y 

et vérifiant 

A(O'i) = 0, B(,8i) = 0, 
(3.4) 

A/(ai) = 2/Cai , B'(,8i) = -2/CJ3i' 
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Réciproquement, pour toute paire de fonctions lisses, respectivement positives sur (al, (2) et 

(/31, (32) et satisfaisant (3.4), laformule (3.3) définit une métrique kahlérienne orthotorique lisse 

sur M, compatible avec w, et de coordonnées orthotoriques x et y. 

La fonction à valeurs dans S2JR2, H = (g(Xei , X ej ) )i,j, associée à la métrique (3.3) s'écrit 

1 (A(X) + B(y) yA(x) + xB(y) ) 
(3.5)

HA,B = X - Y yA(x) + xB(y) y2 A(x) + x2B(y) . 

La proposition 3.10 peut être déduite de (3.5) en utilisant la proposition 2.36. La condition 

d'intégrabilité (2.6) est satisfaite par construction. En particulier, on peut dormer une expression 

explicite du potentiel symplectique (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006, proposition 

11) : 
__ (X (t - x)(t - y) (Y (t - x)(t - y) 

(3.6)<PA,B(X,y) - JCXl A(t) dt + J131 B(t) dt. 

La proposition suivante découle du lemme 3.8 et de la proposition 3.10. 

Proposition 3.11. Soit (M, w, T, f.L) un orbifold symplectique torique de dimension 4. Il existe 

une métrique orthotorique compatible avec w si et seulement si le polytope im f.L est un quadri

latère générique ou un triangle. 

Démonstration. Pour les triangles, nous référons le lecteur à (Apostolov et al., 2004). Un 

quadrilatère orthotorique est générique par définition. Réciproquement, si im f.L est générique, 

le lemme 3.8 nous pennet d'identifier l'algèbre de Lie de T avec JR2 , de sorte que im f.L soit un 

polytope orthotorique. Donc im f.L est l'image par CT du rectangle [al, a2] x [/31, /32] C JR2 avec 

/32 < al· Les fonctions 

et 

sont lisses sur M puisque x > y. De plus, dx et dy sont linéairement indépendantes sur id 
car f.L est une application moment. Donc choisir des fonctions positives A et B satisfaisant 

la condition (3.4) définit une métrique lisse via la fonnule (3.3) pour laquelle dx et dy sont 

orthogonales. o 
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3.1.2 Métriques orthotoriques ex:trémales 

La "séparation des variables", mentionnée ci-dessus, apparaît dans la formule donnant la cour

bure scalaire d'une métrique orthotorique gA,B : 

S(4JA sl = _ Ali (x) + B" (y) (3.7) 
, x-y 

voir (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2003). 

Remarque 3.12. Il est élémentaire de vérifier que si A et B sont positives, l'inverse de la 

hessienne du potentiel (3.6), par rapport à 0"1 = X + y et 0"2 = xy, est donné par (3.5) et 

qu'ainsi (3.7) ci-dessus nous donne la courbure scalaire. Il n'est par conséquent pas nécessaire 

de remarquer ici la présence d'une 2-forme hamiltonienne (qui n'est autre qu'une métrique 

orthotorique dans ce cas) mais cette stnlcture géométrique unifie notre cadre de travail. 

La métrique est extrémale si et seulement si sa courbure scalaire est le tiré en arrière, par l' ap

plication moment, d'une fonction affine sur t*. Ceci s'exprime en termes des fonctions A et B 

sous la forme suivante: 

Proposition 3.13. (Apostolov, Calderhank et Gauduchon, 2003) Soit (M, w, g, J, f-L) un orbi

fold orthotorique où 9 s'exprime sur Mselon (3.3) par rapport aux coordonnées orthotoriques 

x et y. La métrique 9 est extrémale si et seulement si A et B sont des polynômes de degré 4, 

A(x) = Aox4 + A l x3 + A 2 x2 + A 3 x+ A4 et B(y) = B Oy4 + B ly3 + B 2y2 + B 3y + B 4 , avec 

(3.8) 

De plus, dans ce cas, 

1) 9 est à courbure scalaire constante si et seulement si A o = 0, 

2) 9 est faiblement Bochner-plate si el seulement si 

(3.9) 

3) 9 est de type Kahler-Einstein si et seulement si 

(3.10) 
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Remarque 3.14. Notons que pour toute métrique orthotorique extrémale 

(3.11) 

Il s'ensuit que la courbure scalaire d'une métrique orthotorique extrémale est equiposée, au 

sens de la définition 0.2. 

Remarque 3.15. Bien que nous ayons trouvé instructif, du point de vue géométrique, de présen

ter la plupart des résultats de cette section dans le cadre des orbifolds toriques, l'hypothèse 

spécifiant que les polytopes étiquetés correspondants sont rationnels n'est pas nécessaire. Par 

exemple, si l'on considère un polytope étiqueté orthotorique (.60, u), de paramètres orthoto

riques donnés (13l,132,cq,cx2,CO:l'C0:2,C!h,C/3]), et s'il existe des polynômes A et B res

pectivement positifs sur [CXl, CX2] et [131,132], satisfaisant les conditions (3.4) et (3.8), alors la 

fonction cPA,B définie par (3.6) est une solution du problème 1 pour (.60, u). De plus, dufait des 

propositions 3.10 et 3.13, la métrique 9A,B donnée par (3.3) définit une métrique kiihlérienne 

extrémale sur l. X ]Rn satisfaisant les conditions au bord (2. 7). 

Le lemme qui suit donne une condition nécessaire et suffisante sur les paramètres orthoto

riques pour qu'il existe tille solution formelle au problème l, c'est-à-dire une solution HA,B 

de l'équation (3) qui n'est pas nécessairement définie positive. Ceci équivaut à l'existence de 

polynômes A et B satisfaisant les conditions (3.4) et (3.8) mais n'étant pas nécessairement 

respectivement positifs sur [CXl,CX2] et [131,132]. 

Lemme 3.16. Soit 131 < 132 < CXl < CX2 des nombres réels et Co:l' Co:2, C/3], C/3] des nombres 

réels non nuls. Il existe des polynômes de degré au plus 4, A et B, satisfaisant les condi

tions (3.4) et (3.8) si et seulement si 

(CXl + CX2)2 + 2cx~ + (131 + 132)2 + 2131132 - 2( 2cx2 + CXl)(13l + 132)
 
(CX2 - CXl)2 Co:]
 

(CXl + CX2)2 + 2cxI + (131 + 132)2 + 2131132 - 2(2cx l + CX2)(131 + (32)
 
+ (CX 2 - cxd 2 C0:2 (3.12)

(131 + 132)2 + 2131 + (CXl + CX2)2 + 2CXlCX2 - 2(2132 + 13d(CXl + CX2)
+-'-------'----=---'----------,---:---'------::-:-;;--::------;-----'---'------------'--'--------'- 

(132 - 13d 2C/3] 

+ (131 + 132)2 + 2j3f + (CXl + CX2)2 + 2CXlCX2 - 2(2131 + 132)( CX l + CX2) = 0 

(132 - 13d2C/32 . 

Dans ce cas, A et B sont uniquement déterminés par les paramètres orthotoriques et 



61 

1) ils sont de degré 3 (i.e Ao = 0) si et seulement si 

1 (1 1) l (1 1) (3.13)
(a2 - ad2 Cal + Ca2 = (/32 - (31)2 C{3l + Ce2 ' 

2) ils satisfont (3.9) si et seulement si 

3) ils satisfont (3.10) si et seulement si en plus de (3.13), on a 

(3.15) 

Démonstration. La condition (3.4) implique que al, 0:2 et ,61, /32 sont respectivement des ra

cines de A et B. Donc si de tels polynômes existent, ils sont nécessairement de la forme 

A(x) = (x - al)(x - (2)(Aox 2 +Rlx + R2) et 
(3.16) 

B(y) = (y - /3l)(Y - (32)( -Aoy2 + 8ly + 82) 

pour certaines constantes Ao, R l , R2, Sl et 8 2 . Les conditions d'extrémalité (3.8) impliquent 

Rl - Ao(al + (2) = -S1 - AO(/3l + ,(2), 
(3.17) 

R2 + AOala2 - Rl(al + (2) = -S2 + Ao/3d32 + 8l (f3l + (32)' 

La condition (3.4) se lit alors, au vu de (3.16), 

A/(ai) = (-I)i(a2 - al)(Aoaf + Rlai + R2) = 2/Cai , 

(3.18) 
B/(/3i) = (-I)i(,62 - ,6d( -Ao,61 + Sl/3i + 82 ) = -2/C{3i 

pour i = 1, 2. De ce fait, Rl et R2 peuvent être vues comme des fonctions de Ao 

(3.19)
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et, de manière similaire, 

(3.20) 

La condition (3.17), combinée au fait que a] + a2 - (/31 + /32) i= 0, nous permet de déterminer 

Aoen fonction des paramètres orthotoriques 

(3.21) 

Enfin, la seconde égalité de (3.17) implique 

2 2 ( 2Q2+ al + 2a1 + ( 2) _ 2 2 (2/32 + /31 + 2/31 + Ih)
(a2 - ad C0.1 C0.2 (,62- /31) G,SI C{32 (3.22) 

= Ao((a1 + (2)2 + 2a1a2 - (/31 + /32)2 - 2/3I!32). 

En utilisant (3.21) pour rempfacer Ao, (3.22) conduit immédiatement à (3.12). Lorsque Ao = 
0, (3.13) découle directement de (3.21). L'équation (3.9) correspond à 

qui, en utilisant (3.19) et (3.20), nous donne 

2 2 (a2(2a 1 + (2) + a1(2a2 + ad) _ 2 2 (/32(2/31 + /32) +/31(2/32 + /3d) 
(a2 - al) CO.I C0:2 (/32 - /31) C{31 C{32 

= 2Ao(ala2(a1 + (2) - /31/32(/31 + /32)) . 

Cette dernière équation, alliée à (3.21), nous donne l'équation (3.14) et en imposant Ao nous 

donne(3.15) qui correspond à (3.10). D 

Remarque 3.17. Les polynômes de degré 3 qui satisfont la condition (3.4) sont automatique

ment positifs sur (al, (2) et (/31, /3z). 
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3.2 Structures toriques de type Calabi et trapèzes 

3.2.1	 Orbifolds kahlériens toriques de dimension 4 admettant une 2-forme ha

miltonienne non triviale 

Définition 3.18. Un orbi/old kiihlérien torique de dimension 4, (M,w, J, g, T, /-l), est dit to

rique de type Calabi par rapport à un champ de vecteurs de Killing K, s'il existe une 2-forme 

hamiltonienne d'ordre 1 dont la valeur propre non constante est un hamiltonien engendrant K. 

Nous noterons (M, w, J, g, K, T, /-l) un telorbifold. 

La proposition IOde (Apostolov et al., 2004) nous apprend que, excepté CJP>2, si un orbifold 

torique de dimension 4 admet une 2-forrne hamiltonienne non triviale, celle-ci est unique, à 

addition d'un multiple de la forme symplectique près. En particulier, une telle 2-forme hamil

tonienne, ainsi que le gradient symplectique de sa trace, sont T -invariants. 

Proposition 3.19. Le polytope moment d'un orbifold symplectique, torique admettant une métri

que torique de type Calabi, compatible est un trapèze ou un triangle. 

Démonstration. Soit (M,w,J,g,K,T,/-l) un orbifold torique de type Calabi. Soit v E t tel 

que K = Xv (un tel vecteur existe puisque K est un champ de vecteurs hamiltonien de 

Killing commutant avec l'action infinitésimale de T sur M). Soit x = /-l(v), Notons que 

dx = d/-l(v) = -w(Xv , .) ne s'arumle que sur l'ensemble des zéros de K alors que, grâce 

(Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006, théorème 1), nous savons que g(K, K) ne dépend 

que des valeurs de x. En particulier, les points critiques de x sont contenus dans la pré-image 
o 

des extrémités de l'intervalle im x. Donc 6. n ev;l (~) ne contient aucun sommet de 6., ce 

dernier est donc un trapèze ou un triangle. D 

Dans ce qui suit, nous supposerons que l'action torique d'un orbifold torique de type Calabi fixe 

quatre points, de sorte que son polytope est un trapèze : nous excluons ainsi le cas des espaces 

projectifs à poids. 
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Proposition 3.20. Un orbifold kahlérien torique (M, w, J, g, T, j1) est torique de type Calabi 

par rapport à K si et seulement s'il existe deux fonctions lisses, strictement positives, T

invariantes, x et y E COO(NI), telles que leurs gradients soient g-orthogonaux, que K 

Jgrad x et qu'il e.;r;iste une identification entre t* et ]R2 à travers laquelle j1 = (x, xy). 

Démonstration. Tout d'abord, supposons que (M, w, J, g, K, T, j1) soit torique de type Calabi. 

Posons x = j1(v). Rappelons que M dénote le sous-ensemble ouvert et dense où l'action du 

tore est libre. Il est COIUlU que NI est une variété difféomorphe à 6. x T. Munie de la restric

tion de la structure kahlérienne de M, Mest donc une variété kahlérienne connexe, admettant 

une 2-fonne hamiltonienne d'ordre 1 dont la valeur propre non constante ~ est un potentiel de 

Killing pour K. Nous pouvons donc utiliser le théorème 1 de (Apostolov, Calderbank et Gau

duchon, 2006) qui donne une description explicite de la restriction de la structure kahlérienne 

(w, J, g) sur M : 
X 2 A(x) 2 A(x) 0Jdx = 

9 = A(x)dx +xg-x + -x-O , , 
x (3.23) 

w = x w -x + dx /\ 0, dO = -w-x 

où À est la valeur propre constante de la 2-forme hamiltonienne, telle que la fonction x, définie 

par x = lÀ - ~I, est non nulle sur M, où la 1-forme 0 satisfait O(K) = 1 et où (g-X, w-x) est une 

structure kahlérielUle sur une surface de Riemann. 

Qùitte à ajouter une constante à j1, nous pouvons supposer que x = j1(v) > O. Soit u E t 

un vecteur queconque pour lequel le couple (v, u) forme une base de t. Ce choix induit une 

identification entre Lie T et ]R2 à travers laquelle 

j1 = j1(v)v* + j1(u)u* = (x,j1(u)). 

Quitte à le translater par v, on peut choisir u de sorte que la fonction T -invariante 

soit strictement positive. On a 1: x" fu = 0 et 1: Xv fu = 0 puisque fu est T -invariante et 

L']Xvfu = d8(J Xv, Xu) = 0 
(3.24)-1 

L.]xufu = -dO(Xu, J Xu) = -(w(Xu, J Xu) + f1ldx(J Xu)) 
x 
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en utilisant (3.23). Les champs de vecteurs X u, Xv, J X u et J Xv commutent et les formules ci

dessus déterminent donc la différentielle dfu = ~ (df-L(u) - f udx) et l'on obtient f-L(u) = xfu+c, 

pour une certaine constante c. 

L'application jJ = f-L - cu* est une application moment pour l'action de T telle que jJ(v) 

f-L(v) > °et 

jJ = f-L(v)v* + (f-L(u) - c)u* = (x,xfu). (3.25) 

En particulier, la fonction fu peut être définie sur M tout entier. En effet, l'hypothèse selon 

laquelle T fixe 4 points de M équivaut au fait que im jJ est un quadrilatère, ce qui ne peut être 

le cas que si x> °sur M. On pose y = fu et l'on a alors jJ = (x, xy). Finalement, notons que 

la première formule de (3.24) implique que dy et dx sont orthogonales. 

Réciproquement, le fait que l'application moment soit f-L = (x, xy), avec x > °et y ~ 0, 

implique que le polytope étiqueté rationnel associé à (M, w, T) a une normale colinéaire à 

el. En particulier, l'intersection de la droite JRel avec A (où T = JR21A) est non triviale et 

détermine un cercle, SeT, dont le générateur est (JR-)colinéaire à K = Jgrad x qui est un 

champ de vecteurs hamiltoniens de KjJJing sur M. Considérons les coordonnées action-angle 

(al, a2, t, s) sur M où (al, a2) = (x, xy) et dt( K) = 1 et l'expression normale de la métrique 

torique en termes de matrices H = (Hij ) et G = (Gij ). L'hypothèse selon laquelle dx et dy 

sont orthogonales par rapport à 9 implique les relations suivantes: 

De ces équations et de l'intégrabilité de J, nous pouvons en déduire que 

o 0 1 0 0
-Gn - -G12 = -oyf - y(-GI2 - -G22 ) = 0, 
oa2 oal x oa2 oal (3.27) 
o 0 1 
~G12 - ~G22 = 3(h - xoxh) = O.
Va2 val X 

Il existe donc des fonctions A et B telles que f(x, y) = xlA(x), h(x, y) = xlB(y) et 

H = ~ (A(X) YA(X)) G = (A(X) + x1~y) XB&)) (3.28)A,B , A,B . 
x yA(x) x2B(y)+y2A(x) xBt1J) xBI(y) 

Il vient donc que l'expression de la structure kahlérienne sur M associée à HA,B et à GA,B 

est exactement de la forme (3.23) où e = dt + yds, WÀ = dy 1\ ds et gÀ = ~r:) + B(y)ds2. 
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En utilisant le théorème 2 de (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006), on obtient donc 

une 2-forme hamiltonienne d'ordre 1 sur NI donnée explicitement par \[J = x(w - xw>.). Cette 

2-forme admet une unique extension à JvJ puisque c'est une 2-forme parallèle par rapport à une 

connection, voir (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006, Proposition 4). 0 

Le théorème 3.1 qui classifie les 2-formes hamiltoniennes sur les orbifolds symplectiques to

riques de dimension 4, s'obtient en combinant la proposition suivante avec la proposition 3.20, 

et en utilisant le fait que les métriques orthotoriques caractérisent les métriques admettant une 

2-forme hamiltonienne d'ordre 2, voir (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2006) pour une 

démonstration de ce dernier point. 

Proposition 3.21. Soit (M, w, J, g, T) un orbifold kiihlérien torique de dimension 4 admettant 

une 2-forme hamiltonienne non triviale d'ordre zéro. Le polytope moment associé est un pa

rallélogramme, En particulier, (M, w, J, g) est un produit de droites projectives à poids, muni 

d'un produit de métriques kahlériennes toriques. 

Dém.onstration. Soit Il! une 2-forme hamiltonienne non triviale (i.e qui n'est pas un multiple 

de l'identité) d'ordre zéro sur M. Considéré comme un endomorphisme grâce à g, JIl! a deux 

valeurs propres constantes, ),1 and ),2, qui sont distinctes puisque Il! n'est pas triviale. La struc

ture kahlérienne se restreint en une structure kiihlérienne sur les espaces propres de Il! et la 

décomposition de l'espace tangent induite TM = Vl E& V2 est invariante par l'action locale 

engendrée par t. Comme \[J est parallèle par rapport à la connection de Levi-Civita, les distri

butions Vi ne sont pas seulement intégrables au sens de Frobenius mais aussi fermées pour la 

connection de Levi-Civita (i.e. \7yX(p) E (Vi)p pour toute section X de Vi). Un champ de 

vecteurs K, se décomposant K = K l + K2 avec Ki E Vi, est donc de Killing si et seule

ment si chaque champ de vecteurs Ki l'est. On peut donc choisir une base (el, e2) de t telle 

que g(Xe1 , X e2 ) = 0 et X ei (P) E (Vi)p pour tout pEU. En prenant une application mo

ment quelconque, J.L, de l'action de T sur M, les fonctions x = J.L(el) et y = J.L(e2) ont des 

gradients orthogonaux qui ne s'annulent pas sur NI. Dans la base (el,e2), imJ.L est un rec

tangle puisque J.L = (x, y). La proposition découle de la classification des orbifolds toriques de 

Delzant-Lerman-Tolman. 0 
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3.2.2 Structures toriques de type Calabi 

Au vu de la proposition 3.20, nous pouvons donner une définition d'orbifold torique de type 

Calabi, sans référence à un champ de vecteurs. Plus précisément, un orbifold torique de type 

Calabi au sens de la définition suivante, est un orbifold torique de type Calabi par rapport au 

champ de vecteurs K = Jgracl x, au sens de la définition 3.18. 

Définition 3.22. Soit (M,w, J,g, T, JL) un orbifold kalérien, torique, compact, connexe, de di

mension 4. Il est dit torique de type Calabi s'il existe des fonctions lisses, (strictement) positives, 

T -invariantes x et y E COO(M) de gradients g-orthogonaux sur M. ainsi qu'une identifica

tion entre t* et IR2 à travers laquelle l'application moment est JL = (x, xy). Nous appellerons 

de telles fonctions x et y les coordonnées de Calabi. 

Le polytope moment b. = im Ji, d'un orbifo1d torique de type Calabi a une forme particulière. 

Soit irnx = [al,a2] et imy = [,81,,82], avec al > 0 et,8l 2: O. b. est l'image du rectangle 

[al,û:2] x [,81,,82], par 0-: (X,y)H (x,xy).Lesnormalesdeb.sont 

(3.29)un, ~ Ca, C). Un, ~ Cn, C). U~, ~ C~, (~J U~, ~ C~, (~:) 
avec COl' C,B2 > 0 et Ca.2' C{31 < O. Ceci nous conduit à la définition suivante. 

Définition 3.23. Un polytope de type Calabi est un polytope qui est l'image d'un rectangle 

[al, a21 x [,81,,62] C IR2, avec al > 0 et,8l 2: 0, par l'application 0-: (x, y) H (x, xy). Ainsi, 

tout polytope étiqueté de type Calabi détermine et est déterminé par la donnée de 8 nombres 

réels, (al, a2, ,81,,82, Ca.l' Ca.2' C/31' C/32)' que nous appellerons ses paramètres de Calabi. 

Lemme 3.24. Un polytope de type Calabi est un trapèze et tout trapèze est équivalent à un 

polytope de type Calabi. 

Démonstration. Soit a > 1 et soit b. le trapèze de type Calabi donné comme l'image par 0- du 

rectangle [1, a] x [0,1]. L'application affine 
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envoie 6. sur 6.(a,l)' l'enveloppe convexe dans ]R2 des points (0,0), (1,0), (1, a) et (0,1). Il 

ne reste plus qu'à conclure en utilisant les formes normales des quadrilatères données par le 

corollaire 3.9. o 

Remarque 3.25. Le trapèze de type Calabi dont les paramètres de Calabi sont 

est équivalent au trapèze de type Calabi de paramètres 

Proposition 3.26. Soit (M, w, g, f-t, T) un orbifold torique de type Calabi avec coordonnées de 

Calabi x et y et coordonnées moment 0'1 = x et 0'2 = xy. Soit t1 et t2 les coordonnées angle 

correspondantes sur NI. Posons im x = [al, a2] et im y = [1'31,1'32]. Il existe des fonctions 

A E GOO([a1,a2]) et BE GOO([j31,j32]), telles que A(x) et B(y) soient positives sur M, et 

dx2 dy2 A(x) 2 2 
glù = x A(x) +x B(y) + -x-(dt + yds) + xB(y)ds (3.30) 

et vérifiant 

A(ai) = 0, 
(3.31 )

1 2 
A (ai) = Gai' 

Réciproquement, pour toute paire de fonctions lisses A et B, respectivement positives sur 

(al, (2) et (1'31,1'32) et satisfaisant (3.31), la formule (3.30) définit une métrique torique de 

type Calabi, lisse sur M, compatible avec w, et de coordonnées de Calabi x et y. 

Démonstration. L'expression (3.30) est la métrique associée à la matrice HA,B donnée par 

(3.28).11 suffit ensuite de vérifier que HA,B satisfait les conditions au bord (2.7) si et seulement 

si les conditions (3.31) sont satisfaites. Nous calculons: 

et H(X,X,8i) (Uf3i' .) = ( 0 ). 
xB(,8i ) 
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Finalement, il vient U[3i = C[3i(!3idal - da2) et Uai = Caidal par l'intermédiaire des identifi

cations standard TJ.Ltl ~ t* et t* ~ t, données par la base (al) a2). o 

Corollaire 3.27. Un potentiel symplectique de la métrique torique de type Calabi 9A,B est 

donné par la formule 

Il est unique, à addition d'une fonction affine en les variables x et xy près. 

Avec un argument similaire au cas générique, voir la proposition 3.11, nous déduisons de la 

proposition 3.26, le résultat suivant. 

Proposition 3.28. Soit (M, w, T) un orbi/old symplectique torique de dimension 4 d'appli

cation moment fJ,. Il existe une métrique torique de type Calabi compatible sur (M, w) si et 

seulement si im fJ, est un trapèze qui n'est pas un parallèlogramme. 

3.2.3 Métriques toriques de type Calabi extrémales 

En utilisant la fonnule d'Abreu (2.4) ainsi que l'expression de 9 = 9A,B par rapport aux coor

données moment al = x et a2 = xy, on peut effectuer le calcul suivant: 

(3.32) 

En particulier, la condition d'extrémalité d'une telle métrique peut être exprimée comme des 

conditions sur A et B. Plus précisément, comme la métrique 9A,B est une métrique de type Ca

labi, lisse sur la variété M, nous pouvons appliquer (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2003, 

proposition 14) et obtenir: 

Proposition 3.29. (Calabi, 1985; Apostolov, Calderbank et Gauduchon, 2003) Soit un orbi/old 

torique de type Calabi avec coordonnées x et y, (M4,w, J,9A,B, T). La métrique 9A,B est 
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extrémale si et seulement si A est un polynôme de degré au plus 4, A(x) = Aox4 + A l x3 + 

A2x2 + A3x + A4, et B un polynôme de degré 2 tels que 

B"(y) = -2A2' (3.33) 

De plus, dans ce cas,
 

1) gA,B est à courbure constante si et seulement si Ao = 0,
 

2) gA,B est faiblement Bochner-plate si et seulement si A 3 = 0,
 

3) gA,B est Kahler-Einstein si et seulement si
 

(3.34) 

En particulier, si gA,B est extrémale, 

(3.35) 

Corollaire 3.30. Si la métrique torique de type Calabi gA,B est extrémale, alors ((L\,u) est 

equiposée et la métrique gz:, = ;ë:) + B(y)ds2 est à courbure scalaire constante (positive) 

2", = -B"(y). 

Voici à présent la contrepartie "torique de type Calabi" du lemme 3.16. 

Lemme 3.31. Considérons le trapèze étiqueté de type Calabi (~, u) de paramétres de Calabi 

(al, a2, (31, ,82 , CCt] , CC<2 , C(31 , C(32) E ]R8. Il existe des polynômes A et B de degrés respectift 

au plus 4 et 2, satisfaisant (3.31) et (3.33) si et seulement si 

(3.36) 

Dans ce cas, A et B sont uniquement déterminés par les paramètres de Calabi de (~, u) et 

1) A est de degré 3 si et seulement si 

1 (2a2 + al 2al + ( 2) 1 (3.37)
(a2 - ad2 Cc<! + C0:2 = - ((32 - (3dC/32 ' 

2) A3 = °si et seulement si 

2 2 (a2(2a l + (2) + al(2a2 + ad) 
(a2 - al) COol CC<2 

(3.38) 
2 a2 a l(a2 + ad ( 2 (2a2 + al 2al + (2) ) 

= (a2 + ad 2+ 2ala2 (a2 - al)2 COol + CC<2 + '" 
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3) Ao = A 3 = 0 si et seulement si en plus de (3.37) 

(3.39) 

Démonstration. Nous pouvons déduire des conditions au bord (3.31) et du fait que BI! (y) = 

-21\; doit être constante (voir la proposition 3.29), que B(y) = -I\;(Y - /3l)(Y - (32)' Il vient 

donc que 
4 

(3040) 

est négative. De la même façon, les conditions (3.31) combinées au fait que A(x) doit être un 

polynôme de degré 4 (voir la proposition 3.29), conduit à 

pour un certain polynôme de degré 2, QA(X) = Aox2 + Rlx + R2. Grâce aux conditions au 

bord satisfaites par A, nous obtenons 3 équations linéaires en les variables Ao, Rl et R2 : 

A'(cq) = (al - (2)QA(ad = 2/Ca1 , 

A'(a2) = (a2 - al)QA(a2) = 2/Ca2l 

dont la solution est 

(3 Al) 

Notons que (a2 +al)2 + 2al a2 > 0 puisque, par hypothèse, a2 > al > O. Ainsi, nous pouvons 

en déduire l'expression des coefficients Ao, Ab A2 = 1\;, A3 et A4 en termes des paramètres de 

Calabi. L'équation (3.37) équivaut à Ao = 0 tandis que (3.38) correspond à 

et les deux conditions Ao = 0 et A3 = 0 s'écrivent aussi comme (3.37) et (3.39). o 





Chapitre IV 

FONCTIONS AFFINES EXTRÉMALES ÉQUIPOSÉES ET
 

RÉSOLUTION EXPLICITE ET LA CONJECTURE DE DONALDSON
 

SUR UNE CLASSE DE QUADRILATÈRES
 

En utilisant les 2-forrnes hamiltoniennes et la classification présentée dans le chapitre précé

dent pour séparer les variables de l'équation d'Abreu nous allons fournir les solutions explicites 

du problème 1 dans le cas de quadrilatères convexes étiquetés (~, u) dont la fonction affine 

extrémale est équiposée. Ceci nous amènera à démontrer les résultats principaux de cette thèse 

que nous avons mentionnés en introduction et que nous rappelons ci-dessous. 

Définition 4.1 (Définition 0.2). Soit ~ un quadrilatère de sommets 81, ... , 84, tels que 81 et 83 

ne sont pas sur une même arête. On dit que qu'une fonction affine f est équiposée sur ~ si 

4 

~)-l)if(si) = O. 
i=1 

Théorème 4.2 (Théorème 0.3). Soit (~, u) un quadrilatère convexe étiqueté, ~ C t*, dont 

lafonction affine extrémale ((t.,u) est équiposée. Il existe deux polynômes de degrés au plus 4, 

A et B, avec lesquels on peut construire explicitement une fonction HA,B à valeurs dans S2t* 

satisfaisant les conditions (2.7) et l'équation d'Abreu (3). 

De plus, (~, u) est analytiquement relativement K -stable par rapport aux dégénérations to

riques si et seulement si HA,B est l'inverse de la hessienne d'une solution cPA,B E S(~, u) 

de l'équation d'Abreu (3). Ceci se produit si et seulement si HA,B est définie positive '. En 

particulier, si (3) admet une solution dans S(~, u) alors cette solution est donnée par cPA,B. 

1. Cette condition équivaut à la condition que A et B soient positifs sur certains intervalles. 
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Ce théorème englobe le cas particulier des métriques à courbure scalaire constante sur les qua

drilatères étiquetés puisque les fonctions constantes sont équiposées (vo:r le corollaire 4.7). Il 

est à noter que sur un parallélogramme toute fonction affine est équiposée (puisque ceci est vrai 

pour le calTé et que tout parallèlogramme est équivalent au carré, via une application affine). La 

solution du problème 1 dans ce cas est le potentiel de Guillemin (2.8) des intervalles étiquetés. 

Le cas des parallélogrammes étant ainsi essentiellement résolu, nous nous intéressons dans ce 

qui suit aux quadrilatères convexes qui ne sont pas des parallélogrammes. 

La preuve du Théorème 4.2 occupe les deux prochaines sections. 

4.1 Fonctions équiposées et existence de solutions 

Nous avons établi précédemment que tout quadrilatère convexe, ~, qui n'est pas un parallèlo

gramme est équivalent (via transformations affines) soit à un polytope orthotorique soit à un 

polytope de type Calabi. Plus précisément, il existe une application affine inversible envoyant 

~ sur un quadrilatère de ffi.2 qui est l'image d'un rectangle [0:1,0:2] x [131,,82] via l'applica

tion CJ(x, y) = (x + y, xy) si ~ est générique et O'(x, y) = (x, xy) si ~ est un trapèze, 

voir les définitions 3.7 et 3.23. Fixons un tel représentant de ~ et un ensemble de normales 

u = (U1, U2, U3, U4)' Tout autre choix de vecteurs normaux intérieurs est obtenu de u par 

(4.1) 

avec r = (rI, r2, r3, r4) E ffi.~o' Dans le cas orthotorique (resp. de type Calabi), on choisit u de 

sorte que u(r) donne les normales (3.2) (resp. (3.29)) pour 

1 -1 -1 1)r= ---- (4.2)( CCq , C(X2' C{31 'C{32 . 

4.1.1 Cônes de vecteurs normaux intérieurs et solutions formelles 

Dans les sections 3.1 et 3.2, nous avons introduit deux sOltes de solutions de l'équation (3) en 

termes de functions HA,B, à valeurs dans S2ffi.2, dépendant de deux polynômes A et B respecti

vement donnés par (3.5) si ~ est générique et par (3.28) si ~ est un trapèze. Dans les deux cas, 

nous avons obtenu un critère sur les normales u(r) pour que (~, u(r)) admette une telle so

lution, critère exprimé sous la forme d'une équation homogène en les variables (rI, r2, r3, r4), 
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voir les lemmes 3.16 et 3.31. Soit X(.6) le cône des normales intérieures (étiquetant .6) satis

faisant ce critère. Plus précisément, en utilisant la paramétrisation ci-dessus, si .6 est générique 

(4.3) 

et si .6 est un trapèze 

(4.4) 

Lemme 4.3. Pour tout quadrilatère convexe .6 qui n'est pas un parallèlogramme, X(.6) est un 

cône de dimension 3. 

Démonstration. Soit X' (.6) l'espace vectoriel engendré par X(.6). On a X(.6) = IR;onx'(.6). 

Si .6 est un trapèze, le lemme 4.3 découle évidemment de la définition et de la proposition 3.31. 

Si .6 est générique, nous dénotons (a, {3) sa paire caractéristique, définie par le corollaire 3.4, 

et nous identifions .6 avec (J ([1, a] x [0, ,8]). Avec les notations (4.2), l'équation (3.12) devient 

(4.5) 

où 

Dl = (1 + a:,2 + 2a2 + (32 - 2(2a + 1)((3), 

D 2 = (1 + a)2 + 2 + (32 - 2(2 + a)(3, 

D 3 = 3(32 + (l + a)2 + 2a - 4,8(1 + a), 

D 4 = (32 + (l + a)2 + 2a - 2(3(1 + a). 

Le lemme découle alors du fait que Dl > D 4 > D 3 > D 2 > a qui lui-même vient des 

encadrements 0 < (3 < 1 < a (obtenus en corollaire 3.9). D 

4.1.2	 Le cône des vecteurs normaux intérieurs avec fonction affine extrémale 

équiposée 

Nous supposerons dorénavant (sans perte de généralité du fait des lemmes 3.8 et 3.24) que 

tout quadrilatère qui n'est pas un parallélogramme est soit un polytope orthotorique soit un 

polytope de type Calabi. Ces deux types de polytopes viennent avec un plongement affine fixé 
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f... c IR.2 = {(al, a2) 1 ai E IR.} dont une propriété commune est que la fonction (al, a2) ri al 

est équiposée sur f... tandis que (al, a2) ri a2 ne l'est pas. Une fonction affine f: f... ~ IR. est 

donc équiposée sur f... si et seulement si elle est constante par rapport à a2. 

De ce fait, au vu du système linéaire (2.19), pour un étiquetage dOlU1é U = (Ul, U2, U3, U4), la 

fonction affine extrémale ((6,u) est équiposée si et seulement si le système linéaire 

( 
: WOl (1 + Woo(o = Zo 
1 

(4.6)~ WU(l + WOl(o = Zl 

l1 W21 (1 + W02(O = Z2 

admet une solution ((0, (ù c'est-à-dire si et seulement si 

Remarquons que dans le système (2.19) (et donc dans (4.6)), seule la partie droite dépend des 

normales: pour tout autre choix de vecteurs normaux intérieurs u(r) avec r = (rI, r2, r3, r4) E 

IRto (4.1), la matrice W reste inchangée tandis que Z(r) dépend linéairement de r. L'équation 

(4.7) est donc homogène et linéaire en la variable r. Dénotons aij = JF f..Lidvj où Uj /\ dVj = 
J 

-df..Ll/\ df..L2 sur Fj , de sorte que Zi(r) = Lj aijrj. L'équation (4.7) peut être reformulée sous 

la forme L;=l Ejrj = 0, où 

On définit l'espace vectoriel E'(f...) = {r E IR.4 L}=l Ejrj = O}, tel que 1 

E(f...) = E'(f...) n IR.;o = {r E IR.;o 1 ((6,u(r)) est équiposée sur f...}. 

Le lemme suivant est la clé de voûte du théorème 4,2. Il découle du fait que nous avons linéarisé 

l'équation aux dérivées partielles du problème 1 dans les lemmes 3.16 et 3.31. 

Lemme 4.4. Pour tout quadrilatère convexe f... qui n'est pas un parallèlogramme 
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Démonstration. Comme E(6.) = E'(6.) nIRto et X(6.) =X'(6.) nIRto, et comme nous avons 

démontré que X' (6.) est un espace vectoriel de dimension 3, il nous suffit juste de prouver que 

X(6.) c E(6.) et que E' (6.) est un espace vectoriel de dimension 3. 

Premièrement, pour tout r E X(6.), on peut construire une fonction HA,B = (Hij ), à valeurs 

matricielles, satisfaisant les conditions au bord (2.7) et (3) grâce aux lemmes 3.16 et 3.31. La 

dernière condition signifie que la fonction 

[PHij
S(HA,B) = - a a (4.8) 

f.Li f.Lj 

est affine et donc qu'elle coïncide avec ((ô,u(r)), voir la remarque 2.52. En particulier, par 

construction ((ô,u(r)) est équiposée et donc r E E(.6), voir la remarque 3.14 et le corol

laire 3.30. L'inclusion X(6.) C E(6.) est donc vérifiée. 

Deuxièmement, E' (6.) est de dimension 3 puisque les coefficients E i de l'équation définissante 

~;=1 Ejrj = 0 ne sont pas tous nuls. Nous prouvons ce fait, en séparant les deux cas. 

(i) Si 6. est générique, il s'identifie à un polytope orthotorique de paramètres /31 < /32 < 0:1 < 

0:2. Rappelons les vecteurs normaux intérieurs (fixés) 'li dOMés par (4.1) et (4.2) : 

On calcule alors 

Zo(r) = 2(/32 - (31) (r2 + r1) + 2(0:2 - 0:1) (/4 + r3), 

Zl(r) = (/32 - /3J) ((20:2 + /32 + /3J) r2 + (20:1 + /32 + /3J) r1) 
(4.9) 

+ (0:2 - 0:1) ((2/32 + 0:2 + o:J)r4+ (2,81+ 0:2 + 0:1 )r3) et 

Z2(r) = (,8~ - /3?) (0:2 r2 + O:l rd + (o:~ - o:i) (/32r4+ /31r3)' 

En particulier, au moins l'un des coefficients est non nul puisque la sonune alternée -El + 

En effet, on rappelle que Wij = Jô f.Lif.Ljdv est un produit scalaire sur L2(6.) et que f.Lo et f.L1 sont 

des fonctions de IR2 partout linéairement indépendantes. Elles satisfont donc l'inégalité stricte 
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de Cauchy-Schwarz: WJ1 > WooWu. Combiner ceci aux inégalités (31 < (32 < al < a2 

donne (4.10). 

(ii) Si 6. est un trapèze, il correspond à un polytope de type Calabi de paramètres rh > (31 ~ 0 

et a2 > al > O. Les vecteurs normaux intérieurs sont donnés par 

et l'on obtient 

Zo(r) =((32 - (3d (2a2r2+ 2alrl) + (a2 - ad (2r4 + 2r3) ,
 

Zl(r) =((32 - (31) (2a~r2 + 2airl) - (a~ - ai) (r4 + r3) et
 

Z2(r) =((3? - (3;) (a~r2 + airl) - (a~ - ai) (,82r4 - (3lr3)'
 

On remarque, comme précédemment, que 

et l'on en conclut que l'un, au moins, des coefficients n'est pas nul. o 

4.2 Stabilité et fonction affine extrémale équiposée 

La preuve que nous donnons ci-dessous est similaire à celle du théorème 3 de (Apostolov, 

Calderbank et Gauduchon, ). 

Soit (6., u) un quadrilatère étiqueté convexe dont la fonction ((t:l,u) est équiposée. Supposons 

que 6. ne soit pas un parallèlogramme. De par le lemme 4.4, nous savons qu'il existe des po

lynômes A et B pour lesquels la matrice HA,B - donnée par (3.28) dans le cas des trapèzes et 

par (3.5) dans le cas des quadrilatères génériques - satisfait les conditions au bord (2.7) et est 

telle que S(HA,B) = ((t:l,u)' Du fait de l'unicité de la solution du problème l, voir§2.3.5, pour 

démontrer le théorème 4.2, il nous suffit de montrer que HA,B est définie positive si et seulement 

si (6., u) est relativement analytiquement K -stable par rapport aux dégénérations toriques. 
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Notons par P(t6.) l'ensemble des fonctions affines par morceaux, convexes, non lisses de t6.. 

Supposons que f E P(t6.) n'ait qu'un seulpli 2 , c'est-à-dire que t6. est partagé en deux parties 

t6. = t6. l U t6. 2 sur chacune desquelles f est affine (donc fi = A~i est lisse). Notons par 

Sf = 8t6. l n 8t6. 2 , le segment passant à l'intérieur de t6., détenniné par l'unique pli de f. Un 

vecteur normal à Sf est dûlll1é par 

où les coefficients asj = Ô~j fs sont constants. Ce vecteur est intérieur à t6. l . Notons par dVf la 

forme volume (positive) sur le segment orienté Sf pour laquelle -uf /\ dVf = dv = df-Ll/\ df-L2. 

En remplaçant ((L~,u) par S(HA,B) (que HA,B soit définie positive ou non), nous obtenons 

(4.11 ) 

Pour des fonctions admettant plus d'un pli, la fonctionnelle de Futaki relative se décompose en 

une somme, indexée par les plis, d'expressions du type (4.11). En effet, l'intégration par parties 

conduisant à (4.11) peut être utilisée successivement, comme dans (Zhou et Zhu, 2008), ce qui 

montre que si HA,E est définie positive, alors (t6., u) est relativement analytiquement K-stable 

par rapport aux dégénérations toriques. Il nous reste à démontrer la réciproque. 

Du fait des lemmes 3.8 et 3.24, nous pouvons supposer que t6. est l'image d'une rectangle 

[al, a2] x [,81, ,82] via l'application affine a, voir les définitions 3.7 et 3.23. Soit CCil' CCi2' C{3l et 

C{32 les COnstantes détenninant respectivement les normales (3.2) et (3.29). À tout x E [al, a2] 

correspond alors un segment Sx c t6., donné comme l'image de [,81, ,82] par a(x, . ). Nous 

définissons de la même manière un segment Sy pour chaque élément y E [,81, ,82]. Pour toute 

fonction f dont l'unique pli est Sx, il vient 

(4.12) 

2. Ici "pli" est une traduction libre de "crease" introduit par Donaldson et signifiant le lieu de singularité 

d'une fonction affine par morceaux 
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à un facteur multiplicatif positif près. De la même façon, si Sy est l'unique pli de f, nous 

obtenons que, à un facteur multiplicatif positif près, 

(4.13) 

Les égalités (4.12) et (4.13) donnent donc que si L(t:;.,u) (f) > 0 pour toute fonction non affine 

f E P (6.), alors A et B sont positifs sur les intervalles respectifs (Ql, (2) et ((31, (32), ce qui 

implique que HA,B est définie positive. 

Remarque 4.5. Le cas particulier où les paramètres Ql, Q2, ,81, (32, CCXl' CCX2 ' Cf3l' Cf32 sont 

tous rationnels est intéressant. On obtient alors un polytope étiqueté rationnel (6., A, u) dont les 

sommets appartiennent à A*, voir le lemme 6.9. Ceci constitue le cadre dans lequel le problème 

a un sens (algébrico-)géométrique, d'après (Donaldson, 2002) pour les variétés lisses et le 

travail de (Ross et Thomas, 2009) pour les orbifolds avec groupes de structure (orbifoldiens) 

cycliques. 

Il mérite d'être remarqué, à l'instar du théorème 3 de (Apostolov, Calderbank et Gauduchon, ), 

que sous cette--hypothèse, les polynômes A et B sont à coefficients rationnels, et ac/mettent 

deux racines rationnelles simples. Ils ne peuvent donc pas admettre de racines irrationnelles 

doubles, ce qui montre que H A,B est définie positive dès que L(t:;.,u) (f) > 0 pour toute fonction 

rationnelle de P(6.). 

4.3 Le cône de normales d'un quadrilatère convexe 

Dans cette section, nous considérons les cônes de normales intérieures à un quadrilatère convexe 

donnant lieu à une fonction affine extrémale équiposée, notre but étant de comprendre dans 

quelle mesure cette condition est restrictive. En particulier, nous démontrons le théorème 0.4 de 

l'introduction (que nous rappelons ci-dessous). 

Pour un quadrilatère convexe 6., on note N(6.) l'ensemble des quadruplets u = (Ul, uz, '11'3, U4) 

de normales aux facettes, intérieures au polytope. N(6.) est un cône de dimension 4. On note 

E(6.) (respectivement C(6.) le sous-cône de N(6.) défini par la condition que ((t:;.,u) est 

équiposée (respectivement constante). On définit E+(6.) comme J'ensemble des quadruplets 
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de normales U E E(.6.) tels que (.6., u) est relativement analytiquement K -stable par rapp0l1 

aux dégénérations toriques. 

Théorème 4.6. Soit .6. un quadrilatère convexe qui n'est pas un parallélogramme. C(.6.) est un 

cône de codimension 1 dans E(.6.) qui est lui-même un cône de codimension 1 dans N(.6.). De 

plus, E+(.6.) contient C(.6.) et est un ouvert non-vide de E(.6.). 

Finalement, il y a un cône K(.6.) de codimension 1 dans C(.6.) constitué des éléments tels que 

les solutions correspondantes cPA,B E S(.6., u) donnent lieu à des métriques Kahler-Einstein 

homothétiques sur Ax lR? 

Rappelons que le corollaire 0.6 (refonnulé ci-dessous) est une conséquence directe du théorème 

précédent. 

Corollaire 4.7 (Corollaire 0.6). Soit (.6., u) un quadrilatère convexe étiqueté. Si ((Ll,u) est 

constante, alors il existe une uniquefonction cP E S(.6.,u) telle que S(cP) = ((Ll,u)' Deplus, cP 

s'écrit de façon explicite à l'aide deux polynômes de degré au plus 3. 

Nous allons maintenant démontrer le théorème 4.6. Tout d'abord (Étape 1. ci-dessous), nous 

allons montrer la dernière partie de l'affirmation concernant C(.6.) et K( .6.). Ensuite, nous prou

verons que E+(.6.) et E(.6.)\E+(.6.) sont tous deux non vides pour les quadrilatères génériques 

(Étape 2.) et pour les trapèzes (Étape 3.). 

Nous commençons par donner des définitions alternatives à E+(.6.), C(.6.) et K(.6.). 

Soit .6. un quadrilatère convexe qui n'est pas un parallèlogramme. Supposons, sans perte de 

généralité, que .6. est plongé dans IR2 comme un quadrilatère orthotorique s'il est générique et 

comme un trapèze de type Calabi sinon. Dans les deux cas, les paramètres associés sont dénotés 

al, a2, (31 et (32. 

Nous fixons des vecteurs nonnaux intérieurs u = (Ul,U2,U3,U4) de sorte que tout autre qua

druplet de vecteurs normaux intérieurs s'exprime sous la fonne u(r) pour un certain r E IR;o, 

selon nos conventions (4.1) et (4.2). Via cette paramétrisation, N(.6.) = IR;o. 

Nous savons grâce aux lemmes 4.3 et 4.4 que la condition que ((Ll,u) soit équiposée définit 

un sous-cône de codimension l, E(.6.) C N(~), qui peut être défini de manière équivalente 
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comme le cône X(~) de normales pour lesquelles il existe des polynômes de degré 4, A et B, 

tels que HA,B (donnée par (3.5) si ~ est générique et par (3.28) sinon) est une solution de (3) 

satisfaisant la condition au bord (2.7). Rappelons que A et B sont uniquement déterminés par 

ces conditions. En posant A(x) = Aox 4 + A 1x3 + A2 x 2 + A3x + A4 et en reprenant la 

démonstration du lemme 4.4, nous obtenons 

E(~) = {r E N(~) 1 ((6,u(r» = -12AoO"l - 6A1 } . 

En particulier, en remarquant que la fonction constante est équiposée pour tout quadrilatère, 

l'ensemble des normales C(~) pour lesquelles ((6,u) est constante est un sous-ensemble de 

E(~), qui peut être défini de manière équivalente par 

C(~) = {r E E(~) 1 Ao = O}. 

Le sous-ensemble E+ (~) des normales pour lesquelles (~, u) est relativement analytiquement 

K-stable correspond, par l'intermédiaire du théorème 4.2, au sous-ensemble de E(~) pour 

lequel les polynômes A et B sont positifs respectivement sur (0:1,0:2) et (/31, /32). 

Étllpe 1, Pour tout élément de C(~) C E(~), A est de degré 3 et admet 0:1 et 0:2 comme 

racines. Les conditions A' (0:1) > 0 et A' (0:2) < 0 assurent que A est positif sur (0:1,0:2). Pour 

des raisons similaires, B est positif sur (/31, /32). On a donc C(~) C E+ (~). 

En utilisant les lemmes 3.16 et 3.31, il est clair que les ensembles C(~) et E(~) sont définis par 

des équations linéaires en les variables rI, r2, r3 et r 4. Nous savions déjà, grâce au lemme 4.3, 

que E(~) est de dimension 3. De la même manière, l'ensemble C(~), constitué des normales 

pour lesquelles ((6,u) est constante, est défini par 

( (3.12) et (3.13) sont satisfaites, si ~ est générique ~J 
C(~) = r E N(~) . 

(3.36) et (3.37) sont satisfaites, si ~ est un trapèze t
On définit le cône correspondant aux solutions (formellement) faiblement Bochner-plates 

( (3.12) et (3.14) sont satisfaites, si ~ est générique ~J 
W(~) = r E N(~) . 

(3.36) et (3.38) sont satisfaites, si ~ est un trapèze t
Ainsi K(~) = W(~) n C(~) et nous déduisons du lemme 4.4 que E(~), C(~), W(.0.) et 

K(~) sont des sous-cônes de N(~) de codimensions respectives l, 2, 2 et 3. 
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Remarque 4.8. Via les lemmes 3.16 et 3.31, pour tout u E W(6) nE+ (6), la solution corres

pondante q; A,B E S(6, u) du problème 1 correspond à une metriquefaiblement Bochner-plate. 

Puisque K(6) = W(6) n C(6) est un sous ensemble non vide de E+ (6), qui est lui-même un 

ouvert de E(6), on a que W(6) n E+(6) est un ouvert non vide dans W(6). 

Comme E+(6) est un ouvert de E(6) par définition, il nous reste à démontrer qu'il en est un 

sous-espace propre. Rappelons, voir les démonstrations des lemmes 3.16 et 3.31, que A (x) = 

(X-al)(x-a2)QA(X) et B(y) = (y-{31)(y-{32)QB(Y) où QA(X) = Aox2+RlX+R2 et où 

le degré de QB dépend de ce que 6 est générique (ou non). Le polynôme A (resp. B) est positif 

sur (al, (2) (resp. ({3l, (32)) si et seulement si QA (resp. QB) est négatif sur cet intervalle. La 

condition au bord implique que Q A (resp. Q B) est négatif aux extrémités de l'intervalle (al, (2) 

(resp. (/31, (32))' En particulier, si Ao > 0 alors A est positif sur (al, (2). 

Étape 2. Si 6 est générique, QB(Y) = -AOy2 + SlY + S2. Le fait que E+(6) soit non vide 

découle alors de l'existence d'un élément r E E(6) pour lequel Ao > 0 et QB a des racines 

complexes non réelles. En effet, Ao > 0 implique A > 0 sur (al,a2) comme précédemment, 

et puisque QB n'a pas de racine réelle et qu'il est négatif en /31, il est partout négatif. Untel 

r appartient à l'ouvert de E(6) (inclus dans E+(6)) défini par Ao > 0 et Sr + 4S2AO < O. 

Maintenant, le fait que E+(6) est propre dans E(6) découle de l'existence d'un r E E(6) 

pour lequel Ao > 0 et QB admet une racine double dans (/31, (32)' Nous montrons à présent que 

de tels r existent. 

Supposons (sans perte de généralité, voir le corollaire 3.9) que 6 soit un quadrilatère orthoto

rique de paire caractéristique (a, (3), où 0 < /3 < 1 < a et a - /3 ~ 1. Nous utilisons la notation 

de la preuve du lemme 4.3. Soit r = (rI, r2, r3, r4) E IR;o. Posons a = r;~u). et b = T4ïiP. 
r E E(6) si et seulement si 

(4.14) 

On rappelle, voir le lemme 4.3, que Dl > D4 > D3 > D 2 > O. Maintenant, r E E+(6) et 
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Ao > °si et seulement si, en supposant (4.14), les conditions suivantes sont satisfaites: 

(4.15)a> - (ex _ 1)2' 

a> b. (4.16) 

De plus, QB a des racines complexes conjuguées si et seulement si Sr + 4AoS2 ::::; 0, c'est-à

dire, si et seulement si 

T3 b2(ex + 1 - ,8) (a - b),8 b 
(4.17),82 ~ 2(a - b),8 + 8(ex + 1 -,8) - , 

avec égalité si et seulement si QB admet une racine double (réelle) À = 110. 
Lemme 4.9. Pour tout b < 0, il existe ao > °tel que pour tout a > ao 

1 (D bD) b2(ex+1-,8) (a-b),8 b 
a 2- 4 > + - . (4.18)

D4 - D3 2(a - b),8 8(ex + 1 - ,8) 

Ce lemme conclut l'étape 2 puisque pour de tels a et b, a > °> b- et donc (4.16) est satisfaite 

- et l'inégalité (4.18) nous permet de choisir T3 tel que 

(4.19) 

(4.20) 

(4.20) implique que ~ > -b tandis que (4.19), combinée avec (4.14), implique que Tl > 0, 

et la condition (4.15) est donc satisfaite. Choisir T3 de sorte que l'inégalité (4.20) soit stricte 

implique que l'inégalité (4.17) est stricte (Q B n'a pas de racine réelle) tandis que choisir T3 tel 

que (4.20) soit une égalité implique que QB a une racine double À. Cette racine appartient à 

(0,,8) si et seulement si S1 E (0, 2Ao,8) ce qui implique (du fait de (3.20)) que -Ao,8 < 2b < 

Ao,8. Le polynôme QB admet donc une racine double dans (0,,8) si et seulement si 

,8(a - b) < 2b < ,8 (a - b) 
(4.21)

2(ex+1-,8) 2(ex+1-13) 

ce qui est vérifié dès que a est assez grand. Il ne nous reste plus qu'à démontrer le lemme 4.9. 

Remarque 4.10. 11 estfacile de voir qu'unefois donné T E E(b.)\E+(b.) tel que A o > °et 

Q B a une racine double, il existe une famille à 3 paramètres de telles solutions. 
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Démonstration du lemme 4.9. On procède au calcul suivant: 

1 (aD2 _ bD ) = (a - b)[(a - ;3)2 + 3 + 2a - 4;3] + 2b(1 -;3 - a).
4D4 - D3 2;3(a + 1 - ;3) 

On peut supposer que a > b de sorte que l'inégalité (4.18) est vérifiée si et seulement si 

4(a - ;3)2 +8a + 12 - 16;3 - ;32] (a _ b)2 
[ 8,B(a + 1 - ;3) 

(4.22)2
2b(1-,B-a) b]( _b)_b (a+1-;3) ° 

+ [2;3(a+1-;3) + a 2;3 >. 

En fixant b < 0, le terme de gauche de cette inégalité est un polynôme en (a - b), P(a - b), de 

degré 2 et dont le coefficient dGminant 

4(a - (3)2 + 8a + 12 - 16;3 - ;32
 
8;3(a + 1 -;3)
 

est positif. P est donc une fonction convexe et il existe une valeur ao assez grande telle que
 

P(a - b) est positif pour tout a > ao. o
 

Étape 3. Si 6.. est un trapèze QB(Y) = -/'i, = -2r3 et E(6..) = {r E JR;o 1 r3 = r4}' 

En utilisant les formules du lemme 3.31, nous pouvons exprimer Ao en termes des variables 

r = (rI, r2, r3, r4) et des paramètres de Calabi al, a2, ;31 et ;32. En particulier, pour tous 

nombres r3 = r4 > 0, il existe rI et r2 > 0 tels que (rI, r2, r3, r4) E E(6..) et Ao > O. Pour un 

tel r, A est donc positif sur (al, (2)' Nous pouvons en déduire que E+ (6..) n'est pas vide. 

Il nous reste à exhiber un point de E(~)\E+(~). Posons a = rI - r2. Remarquons que QA 

admet une racine dans (al, (2) dès qu'il a des racines réelles et que la racine de Q~ appartient 

à (al, (2), c'est-à-dire, si et seulement si 

(4.23) 

(4.24) 

Par définition de RI et R2, voir (3.41), 

Fixons Ao < 0, et choisissons a E (0, -~(a2 - al)3) et r2 E (0, (2~~~~i~~=~~j;)2). Via 

la troisième égalité de (3.41), '("2 et Tl = a + r2 déterminent /'i, et donc r3 et r4. Pour le point 

r = (rI, r2, r3, r4) E E(~), A a une racine appartenant à l'intervalle (al, (2). 





Chapitre V 

FAMILLE DE REEB DE POLYTOPE ÉTIQUETÉ ET L'INVARIANT DE 

FUTAKITRANSVERSE 

5.1 Famille de Reeb d'un polytope étiqueté 

5.1.1 Cône canonique au dessus d'un polytope étiqueté 

Un cône étiqueté (C, L) d'un espace vectoriel V est un cône polyèdral C c Y ayant d facettes et 

un ensemble de d vecteurs L = {L l , ... ,Ld } C Y* tel que C = {y 1 (y, Li) 2 0 i = 1, ... ,d}. 

Un polytope étiqueté (L\, u) est caractéristique à (C, L) en b E C'+ si L\ = C n {y 1 (y, b) = 1} 

et,ui = [Li] E Y* /~b. 

Remarque 5.1. Les cas de cônes étiquetés qui vont nous intéresser sont ceux pour lesquels 

L est inclus dans un réseau A C Y* tel que (C, A) est bon puisque ceux-ci correspondent 

à une variété de contact. Nous introduisons la notion de cônes étiquetés dans le seul but de 

systématiser notre étude, sans avoir à se soucier d'un éventuel sens géométrique. 

Convention 5.2. À partir de maintenant, on considère L\ = C n {y 1 (y, b) = 1} plutôt que 

L\ = C n {y 1 (y, b) = Ij2}. Cette convention facilite les calculs des prochaines sections. 

Géométriquement, elle correspond à normaliser le champ de Liouville pour que laforme sym

plectique de la symplectisation soit homogène de degré 1 et non 2. 

Définition 5.3. Une famille de Reeb est l'ensemble des classes d'équivalence de polytopes 

étiquetés caractéristiques à un cône étiqueté donné. 

Soit (L\, u) un polytope étiqueté avec L\ C t* et u = {Ul,' .. ,Ud} c t. On désigne les facettes 
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de ~ par FI, ... , Fd tel que Ul soit nonnal à la facette FI, Les fonctions définissantes de (2:., u) 

sont les fonctions affines 

telles que ~ = {x E t* 1 Li (x) ~ 0, i = 1, ... , d}, Fi = {x E t* Li (x) = O} et ui = dLi via1 

l'identification T;t* ~ t. Ces fonctions détenninent un cône 

C(~) = {y E Aff(t*, IR)* (y, Li) ~ 0 i = 1, ... ,d}1 

et son dual C*(~) = {L E Aff(t*, IR) 1 (y, L) ~ 0 \/y E C(~) }. En translatant le polytope 

~ + IL on produit une translation des fonctions définissantes Lr = Li - (IL, Ui), translation qui 

correspond à une application linéaire entres les cône C(~) et C(~ + IL). Plus généralemen~ 

Lemme 5.4. Si (~, u) et (~', u') sont équivalents par une transformation affine A, alors 

(C(~'), L') et (C(~), L) le sont également via l'adjointe du tiré en arrière de A. 

Proposition 5.5. Un polytope étiqueté (~, u) est caractéristique à un bon cône si et seulement 

si les fonctions définissantes LI, ... , Ld de (~, u) sont primitives dans un réseau de Aff( i*, IR) 

pour lequel le cône C(~) est bon. 

Ceci découle du lemme suivant où 1 E Aff( t*, IR) dénote la fonction constante égal à 1. 

Lemme 5.6. Soit (~, u) un polytope étiqueté avec fonctions définissantes LI, ... , Ld . Le cône 

polyèdral C(~) est non vide et strictement convexe. De plus, (~, u) est caractéristique en 1 E 

Aff (t*, IR) à (C (~), {LI, ... , Ld }), qui est à équivalences linéaires près, le seul cône étiqueté 

auquel (~, u) est caractéristique. 

Démonstration. Considérons l'application d'évaluation e: t* '---+ Aff( t*, IR)"', c'est-à-dire l'ap

plication linéaire définie pour IL E t* par e/l-: L ----t L(IL)' Comme im e = {y 1 (y, 1) = 1}, 

e(~) = im e n C(~, u). Pour tout y E Aff(t*, IR)*, il existe un unique IL E t* et un unique 

T = (y, 1) E IR tels que y = e/l- - eo + Teo. Ceci fournit une identification Aff(t*, IR)'" ':::' t" x IR 

et 

C(~)\{O} = {er/l- - eo + Teo 1 IL E ~, T > O} ~ ~ X IR>o· (5.1 ) 
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En utilisant à nouveau l'identification T;t* ~ t, la différentielle est une application définie sur 

Aff(t*, lR), à valeurs dans t qui correspond aussi au passage au quotient par le sous-espace 

linéaire des fonctions constantes. Ainsi dLi = [Li] = Ui E Aff(t*, lR)/lRl. L'unicité est 

immédiate. o 

5.1.2 À propos des conditions de rationalité 

Étant donné un polytope étiqueté (~, u) avec fonctions définissantes L l , ... , Ld, considérons 

les applications 1rL: lR d ----7 Aff(t*, lR) et 1ru : ]Rd ----7 t définies par les formules 

1rL(x) = L
d 

Xi Li et 1ru (x) = L
d 

XiUi· (5.2) 
i=l i=l 

Lemme 5.7. Lesfonctions affines L l , ... , Ldsont incluses dans un réseau de Aff(t\lR) si et 

seulement si rang(ker1rL n Zd) = d - (n + 1).
 

Lemme 5.8. Si un polytope étiqueté (~, u) est rationnel alors ses fonctions définissantes L l ,
 

... , Ld sont incluses dans un réseau de Aff (t"', "IR) si et seulement si (~, u) est fortement ra


tionnel ce qui se produit si et seulement si "IR1 n Â -::j:. {ü}.
 

Pour un polytope étiqueté (~, u) avec N sommets 1/1, ... , 1/N, on peut défini r N réseaux de t : 

De façon analogue, on peut définir N sous-groupes de Aff (t*, lR) comme 

Ce sont des groupes libres de rang n. Avec l'aide de ces réseaux, on peut reformuler les condi

tion de rationalité des polytopes et des cônes étiquetés. 

Lemme 5.9. Un polytope étiqueté (~, u) est rationnel si et seulement si les réseaux Al, ... , 

AN C t sont tous inclus dans un seul réseau Act; et (6, u) satisfait la condition de Delzant 

si et seulement si Al = A2 = ... = AN. De plus, en supposant que Â = (L l , . .. , Ld)Z est un 

réseau dans Aff(t*, lR), alors (C(~), Â) est bon si et seulement si les groupes 

sont libres. 
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Démonstration. Les deux premières affirmations sont évidentes à partir des définitions. Concer

nant la dernière, remarquons d'abord que la condition d'être bon est "locale" puisqu'elle ne 

doit être vérifiée que pour les arêtes du cône. Soit El, ... ,EN les arêtes de C(b.) et VI, ... , VN 

les sommets correspondants (i.e Ei n e(b.) = el/J. Définissons les espaces vectoriels l-~ = 

(Lli Vi E Fl)'!?. Par définition, (C(b., u), Â) est bon si et seulement si Âi = Vi n Â pour tout 

i = 1, ... , N. Dans tous les cas, Âi C Vi n Â. On peut donc dire que (C(b., u), Â) n'est pas 

bon si et seulement si Vi n Â/ Âi est non trivial. De plus, Vi n Â et Âi sont des réseaux dans Vi. 

Alors, Vi n Â/ Âi est un groupe fini qui est donc soit non trivial soit libre. En utilisant une base 

adéquate on peut construire un isomorphisme entre Â/ Âi et 

Le terme de droite est libre et donc Vi n ÂjÂi est trivial si et seulement si ÂjÂi est libre. 0 

5.1.3 Une paramétrisation de la famille de Reeb d'un polytope étiqueté 

Soit un polytope étiqueté (b., u) avec fonctions définissantes Lb ... , L d . L'intérieur de C*(~), 

noté C'+(b.), est l'ensemble des fonctions b E Aff(t*, IR) strictement positives sur C(b.)\{O}. 

Par le lemme 5.6, C'+(b.) est un ouvert non vide alors que C(b.) est fermé dans Aff(t*, IR)". En 

utilisant (5.1), il vient 

C~(b.) = {b E Aff(t*, IR) 1 (b, p,) > 0 Vp, E b.}. 

De plus, le lemme 5.6 implique que si (b.,u) et (b.',u') appartiennent à la mémefamille 

de Reeb, alors il existe un unique vecteur b E C'+ (b.) tel que (b.', u') est caractéristique à 

(C(b.), {LI, ... , L d }) en b. En particulier, le cône C+ (b.) fournit une paramétrisation effective 

de le famille de Reeb de (b., u). L'hyperplan affine 

tl: = {y E Aff(t*, IRf 1 (y, b) = 1} 

est identifié avec l'annulateur de b dans Aff(t*,IR)* via une translation et son dual est l'espace 

vectoriel tb = Aff (t* , IR) / IRb. 
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Notation 5.10. Une base, (V1,"" vn), de t fournit non seulement des coordonnées /l 

(/l1, ... , /ln) sur t* via /li = (/l, Vi) mais aussi une base de Aff (t*, JR), c'est-à-dire 

(5.3) 

qui, en retour, donne des coordonnées y = (yo, Y1, ... , Yn) sur Aff (t* , JR) * où Yo = (y, 1) et 

Yi = (y, Vi)' 

Proposition 5.11. Lafamille de Reeb de (.6., u) est paramétrisée par 

où [Ltlb est la classe d'équivalence de L l dans lb et l'application 1I'b: .6. -+ tt; est définie par 

1I'b(/l) = b(;)' 

Démonstration. En utilisant (5.1), on voit que 

tt; n C(.6.) = {e ---.l!:.- - eo + e(0) = e(JL) 1 /l E .6.} . (5.4) 
b(J.L) b /l b /l 

L'application 1I'b(/l) = R:'0 est bien définie et injective sur n'importe quel ensemble où b est 

positif. En particulier, il existe des ouverts contenant.6. sur lesquels 1I'b est injective. Nous allons 

maintenant montrer que 1I'b est une immersion. 

Dans le système de coordonnées (5.10), nous avons eJL = (1, /l1, ... , /ln) et donc 

En dénotant, b = b(ü)l + L:~1 biVi, la différentielle de 1I'b en /l E.6. est 

1 (ô n (Ô Ô)) (5.5)dJL 1I'b = b( )2 - -ô (2) db + 2: b(/l) -ô. ® d/li - bj /li -ô. ® d/lj
/l Yo i,j=l Yt Yt 

où db est identifié avec un élément de t et donc avec une fonction linéaire dans Aff( t* , JR). Pour 

un vecteur dOIUlé X = L:Z:1Xiâ~ E TJL.6., on calcule que dJL 1I'b(X) = ü si et seulement si 

b(/l)X = Ü. Ainsi, 1I'b est une immersion. 0 



92 

5.2 L'invariant de Futaki transverse 

Dans le cas de la géométrie sasakienne, nous nous sommes intéressés aux métriques sasakiennes 

à courbure scalaire constante. En utilisant le formalisme développé au chapitre 2, le problème 

d'existence et d'unicité de telles métriques se formule comme suit: 

Problème 2. Étant donné un cône strictement convexe C, existe-t-il un vecteur b E Côtel que 

(1) ((L'>b,Ub) est constante et 

(2) il existe cP E S(fib,ub)' tel que S(cP) = ((L'>b,Ub)? 

Si oui, est-ce que ce vecteur b est unique à renormalisation près? 

Dans cette section, nous dégageons une fonctionnelle F: C~ -+ ~ qui détecte les solutions du 

point (1) du problème 2 et nous prouvons le théorème suivant, énoncé dans l'introduction. 

Théorème 5.12 (ThéorèmeO.5). Lafonctionnelle F est homogène sur le cône C~ et ses points 

critiques, qui forment un ensemble non vide, correspondent aux vecteurs b tels que ((L'>b,Ub) est 

constante. De plus, si onfixe fi, un polytope caractéristique à C, alors F(b) est une fonction 

rationnelle en les valeurs de b sur les sommets de fi. 

Définition 5.13. Soit C un cône strictement convexe et dro uneforme volume euclidienne. Pour 

b E Ct' la forme volume sasakienne, noté drob est la forme volume euclidienne sur tb 
{y 1 (y, b) = 1} définie par l'égalité b1\ drob = dro. 

La donnée d'une forme volume euclidienne sur un espace affine ne fournit pas de façon ca

nonique une forme volume sur les hyperplans affines de cet espace mais bien deux rayons de 

formes volumes. Cependant, dans notre cas, les hyperplans qui nous intéresse t; C Aff(t*,R)* 

viennent avec la donnée d'un vecteur normal b menant à la définition de la forme volume sasa

kienne. Cette terminologie est justifiée par le lemme suivant 

Lemme 5.14. Étant donné une variété de contact (co-orientée, compacte) torique (N, D, T) 

de type Reeb dont le cône moment est C et une forme de contact T -invariante "lb associée au 

champ de Reeb X b induit par b E C~. On a 

r "lb 1\ (d"lb)n = 2n(2n)n+l r drob 
lN lL'>b 

oû drob est la forme volume sasakienne. 
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Démonstration. Prenons des coordonnées action-angle ({lI, ... ,{Ln+l, tl, ... , tn+l), en utili

sant le lemme 2.35 on a 7)b = g(Xb,') = 2 L:~~} J1.idti et donc 

( 7)b /\ (d7)b)n = (41r)n+l ( &Xdr;v 
JN Jll b 

où d'W = d{ll /\ ... d{ln+l et X = L:~~} {liâ~i' On calcule que b/\ &Xd'W = (b, fl)d'W. 0 

Pour le reste de cette section on utilise le formalisme développé à la section 5.1. On considère 

un polytope étiqueté (.6., u) où .6. C t* a d facettes et u = {Ul,"" Ud} C t. On note L = 

{LI"'" Ld} l'ensemble des fonctions définissantes de (.6., u) et (C(.6.), L) le cône étiqueté au

dessus de (.6., u). Pour b E C'+ (.6.), on pose tt; = {y 1 (y, b) = 1} c Aff( t*, lR.)*. On définit dab 

comme la forme volume (lisse par morceau) sur à.6.bdéterminée par l'égalité L I /\ dab = -d'Wb 

sur la facette Fb,i = .6.b n L? où L? dénote l'annulateur de Li dans Aff(tb,lR.)* et d'Wb est la 

forme volume sasakienne. 

Notation 5.15. Pour b E C'+(.6.), posons ((b) = ((llb,Ubl où (.6.b, Ub) est le polytope étiqueté 

de la famille de Reeb de (.6., u) donné par b par l'intermédiaire de la paramétrisation décrite 

par la proposition 5.11. Prenons un système de coordonnées ((b) = (o(b) + L:~=l (i(b)J1.i E 

Aff(tt;, lR.) où ((o(b), (l(b), ... ,(n(b)) E lR.n +l est la solution du système linéaire (2.19) impli

quant les fonctions 

définies en utilisant les formes d'Wb et dab définies ci-dessus. 

Lemme 5.16. Pour i, j = 1, ... ,n 

et 

Démonstration. Nous utilisons ici les systèmes de coordonnées sur t" et Aff(t*, lR.) introduits 

en notation 5.10. Choisissons P = (Pl, ... ,Pn) E D. et dénotons 

d'Wb =	 _1_ (dYl /\ ... /\ dYn + t( -1 )i+1Pidyo /\ ... /\ dih /\ ... /\ dYn ) . 
b(p) i=l 
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Il vient donc b/\ dWb = dyo /\ dY1/\ ... /\ dYn, puisque b = b(ü)dyo + L~l bidYi lorsqu'il est 

vu comme un élément de T; Aff( t*, IR)*. En posant 0: = 2:::~=1 O:k avec Clk = (-1 )k+1Pk dY1 /\ 

-... /\ dYk /\ ... /\ dYn, nous obtenons 

D'un autre côté, posons AJ.i = 2:::~j=l (b(f-L)à~i 0df-Li - bif-Ljà~i 0df-Lj). Au vu de l'expres

sion de dJ.iWb (5.5), AJ.i = b(f-L )2dJ.i Wb + à~o 0 db. De plus, AJ.i est un morphisme entre TJ.i6. et 

le noyau de dyo dans l'espace tangent de Aff (t; , IR) * et l'on peut démontrer que 1 

Comme 0: est une (n - 2)-forme sur Aff(t*,JR) telle que O:(à~o) = 0, il vient 

( *) 1 (A* * ) 1Wbdwb J.i = b(p)b(f-L)2n J.idYl /\ ... /\ dYn - db /\ AJ.iO: = b(f-L)n+1 dw 

où db = 2:::7=1 bidf-Li, par l'intermédiaire de l'identification T;t* ~ t. La première partie du 

lemme 5.16 en découle alors aisément. Finalement, remarquons que W'bLI = b(~) Ul et donc que 

UI A(W;;dO"b)J.i = b(f-L)w;; (LI /\ dO"b)J.i = -b(f-L)(w'bdw)J.i = '- b(~)n dw. 

Ceci montre que (W;;dO"b)J.i = b(~)n dO" pour f-L E 86., ce qui conclut la preuve. D 

Convention 5.17. A. partir de maintenant, nous supposerons que b(ü) = 1. Ceci n'entraîne pas 

de perte de généralité puisque, au vu des équations définissantes (2.19), pour T > 0 nous avons 

n 

((rb) = r(o(b) + r 2L (i(b)f-Li. 
i=l 

Remarquons que n = {b E C~ (6.) 1 b(O) = 1} est relativement compact dans Aff( t*, JR). 

Proposition 5.18. Les points critiques de la fonctionnelle F: n ----7 IR, définie par 

F(b) =	 Zo(b)n+1 
Woo(b)n 

sont les fonctions affines b pour lesquelles ((b) est constante. 

1. On peut, par exemple, le démontrer par récurrence sur n en considérant AI' comme une matrice n x n 

dépendant des deux vecteurs J.L E ]Rn et b E ]Rn+l. 
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Démonstration. Remarquons que ((b) est constante si et seulement si ((b) = (o(b) ce qui se 

produit si et seulement si (0 (b) est une solution du système linéaire 

WiO(b) (o(b) = Zi(b), i = 0, ... ,n. (5.6) 

Dans ce cas, (o(b) = ~~~n) avec b solution de: 

WiO(b)Zo(b) - WOO(b)Zi(b) = 0, i = 1, ... ,n. (5.7) 

Remarquons que pour i = 1, ... , n, 

â 
âb Woo(b) = -(n + l)WiO (b)

i 

et que la différentielle de F en b E D s'écrit donc: 

ce qui conclut la démonstration. o 

Lemme 5.19. Soit b E D. On a 

l LI(O)
Woo(b) = n L --y;:nder. 

1 FI 

Démonstration. Pour b E D, posons X = ~i tk a%i de sorte que nous ayons divX = bn~l' Il 

vient donc 

~ Woo(b) = r &Xdr;:; = - L r (UI~J-L) der = L r LI~O) der 
n job,. 1 jFl b 1 jFL b 

o 

Considérons l'application x = (Xl, .. , ,Xd): D ---7 ]Rd dont les composantes sont les fonctions 

strictement convexes et strictement positives 

Avec cette notation et en posant Àl = LI (0), les fonctionnelles Woo , Zo et F deviennent 

d d 

Woo(b) = n L ÀIXI, Zo(b)=2Lxl et (5.8) 
i=l i=l 
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Pour tout l = 1, ... , d, FI est un polytope de dimension (n - 1) dont le volume est Xl, à un 

facteur multiplicatif positif - déterminé par Ul - près. Ceci suggère d'utiliser le lemme 5.19 

successivement de façon à diminuer la dimension du domaine d'intégration jusqu'à exprimer 

Woo(b) en fonction des valeurs de b sur les sommets de 6.. Remarquons que JE -bdŒ(E) = 

b(PE)lb(qE) ' où dŒ(E) est la mesure de Lebesgue sur l'arête E et PE et qE dénotent les sommets 

de 6. aux extrémités de E. Ainsi, pour toute arête il existe des constantes o:(E), {3(E) telles que 

~ (b) = L o:(E) et Zo(b) = L {3(E). (5.9) 
00 EEarête(il) b(PE)b(qE) EEarête(il) b(PE)b(qE) 

De plus, F est une fonction rationnelle en les valeurs de b sur les sommets. Plus précisément, 

1 
F(b) = ( II _1 ).(L:{3(E)[1VIt E b(V)r: (5.10) 

VEsommet(il) b(v) (L:o:(E) [1vItEb(V)) 

où les sommes sont prises sur l'ensemble des arêtes de 6.. Ainsi, pour terminer la démonstration 

du théorème 0.5 il suffit de montrer le lemme suivant qui implique l'existence de points critiques 

de F dans n. 

Lemme 5.20. F(b) converge vers l'infini lorsque b converge vers un point du bord an. 

Démonstration. Les formules (5.8) impliquent que À = max{ Àlll = 1, ... , d} > 0 et 

(2 L: Xlt+ 1 271.+1 271.
 
F(b) ~ (nÀ L: XI)71. = (Àn)71. LXI = (Àn)71. Zo(b).
 

De plus, an est l'ensemble des fonctions affines s'annulant sur le bord de 6. (mais pas sur son 

intérieur). En particulier, ces fonctions s'annulent en certains sommets de 6.. Comme Zo(b) ne 

dépend que des valeurs de b sur les sommets, voir (5.9), Zo(b) et donc F(b) convergent vers 

l'infini lorsque b converge vers un point du bord an. o 

Proposition 5.21. Soit (6., u) un polytope étiqueté de dimension n, avec N sommets. L'en

semble des points critiques de Fest l'ensemble algébrique (réel) des racines communes de n 

polynômes en n variables de degrés au plus 2N - 3. 

Démonstration. En utilisant (5.9), on a que dbF = 0 si et seulement si pour toute fonction 

linéaire h: t* -1 IR 

~ (nZoo:(E) - (n + I)Woo{3(E)) (h(PE)b(qE) + h(qE)b(PE)) __ o. 
L (5.11)
E b(PE)2 b(qE)2 



97 

Une fonction linéaire est déterminée par ses valeurs sur n points linéairement indépendants. En 

prenant un ensemble de n sommets linéairement indépendants de b.., Pl, ... ,Pn, (5.11) peut être 

écrite sous la forme d'une équation homogène en n variables h(pd, . .. ,h(Pn)' En particulier, 

si (5.11) est satisfaite pour toute fonction linéaire h, le coefficient Pi de h(Pi) dans (5.11) 

s'annule pour tout i. Ces coefficients Pi sont des fonctions de b(Pl), ... , b(Pn) (puisque b(O) = 

1, la fonction affine b est déterminée par ses valeurs en Pl, ... ,Pn). Il est aisé de voir que Pi est 

un polynôme de degré au plus 2N - 3 en les n variables b(pd,·· . ,b(Pn)' o 

Exemple: l'intervalle 

Soit 1 = [-1, 1] C lR et ses étiquettes Ul = leI et U2 = -le2 dépendantes de deux nombres 
T] T2 

positifs Tl, T2 E lR. Ainsi (l, {Ul, U2}) est un polytope étiqueté ayant les fonctions définissantes 

Ll(t) = Tt] + :] et L2(t) = -!? +~. L'identification linéaire évidente Aff(lR,lR) ~ lR2 pour 

laquelle LI = (l,
T] 

l) et L2 T2T] 
= (_l, l) mène aux identifications

T2 

C(l) = {(x, y) E lR2 
1 x + y ~ 0, y - x 2 ü} 

etC~(I) = {(b 1 ,b2) E lR2 lbl +b2 > 0, b2-b1 > ü} = {(b 1 ,b2) E lR2lblt+b2 > 0, \;ft E I}. 

1Pour b = (b l , b2) E C~(I) le polytope caractéristique lb = {(x, y) E C(1) ((x, y), b) = 1} est 

le segment entre les points b2~b] (-1, 1) et b2~b] (1, 1). La figure 5.1 ci-dessous montre C(I) 

où l'on a tracé deux polytopes caractéristiques : un segment h générique et le segment 10 (en 

pointillé) correspondant au vecteur b = (0,1) ainsi qu'à l'image de l'application évaluation. 

y 

b2~bl (-1,1) 

bl~b, (1,1) 

x 

Figure 5.1 C(I) et deux polytopes caractéristiques, h et 10 
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En utilisant le lemme 5.16, on calcule que pour b = (U2, b1), 

On peut aussi faire le calcul directement en remarquant d'abord que b2 > Ü et -lïdx se restreint 

en une forme volume sur h telle que b 1\ -lïdx = -dx 1\ dy. Puis on utilise une paramétrisation 

de h par exemple 'Yt = b2:b1 (-1,1) + b2~b2 (b2, -b1) pour calculer l'intégrale 
2 1 

1 !c'1 2W(b) = -b dX('Y~)dt = b2 b2' 
2 0 2 - 1 

De même, on calcule que Z(b) = b;~b1 + b;~b1 et donc 

Ensuite, on peut voir que b = (b 1,1) est un point critique de F restreinte sur n {b 

(bi, b2) E C'+ (1) 1 ~ = 1} si et seulement si b1 = ;~+;~. 

Géométriquement, cet exemple correspond à la sphère 53 munie de la structure de contact 

torique fournie par l'inclusion 

Plus précisément, la construction de Delzant-Lerman utilise l'application naturelle 1l'* : IR2 --+ 

Aff(IR, IR) * définie par 1l'*(X1, X2) = X1L1 + X2L2 comme morphisme entre l'algèbre de Lie 

de '['2 = JR2 / Z2 et celle de T = Aff(JR, IR) / A où A = (L 1 , L 2 )z. Dans ce cas précis 1l'* 

est un isomorphisme et la construction de Delzant-Lerman produit <e2\ {ü} avec sa structure 

symplectique standard comme cône symplectique (Lerman, 2003). Ce cône est muni de l'action 

hamiltonnienne torique de T par l'intermédiaire de l'action standard de '['2 = 1l'-l(T). 

Le vecteur critique b = (1'2+-1'1,1) correspond au vecteur 1l';l(b) = (1- + ...l)(I, 1) qui induit 1'[ 1'2 .' Tl 1'2 

l'action diagonale produisant la fibration de Hopf au-dessus de 52. 



Chapitre VI 

ApPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 

6.1	 Existence de métriques extrémales orthotoriques et de type Calabi sur un 

orbifold torique 

6.1.1 Un critère pour les polygones rationnels 

Un polytope étiqueté (.6., u) est associé a un orbifold symplectique torique par l'intermédiaire 

de la correspondance de Delzant-Lerman-Tolman si et seulement si (.6., u) est un polytope 

rationnel par rapport à un réseau A. C'est ce qui justifie l'intérêt de trouver un critère pour 

déterminé si un polytope est de type rationnel. Rappelons que (.6., u) est rationnel par rapport 

à un réseau A si Ui E A et .6. est de type rationnel s'il existe un réseau A et un ensemble 

de normales u tels que (.6., u) est rationnel par rapport à A. Dans la première partie de cette 

section, nous donnons un critère intrinsèque pour tester la rationalité des polygones. Dans cette 

thèse, un polygone est un polytope de dimensi()n 2. En particulier tout polygone est compact et 

convexe. 

Soit .6. un polytope à d facettes dans un espace affine de dimension 2, (A, V). Il existe une 

manière canonique de lui associer d points (pas nécessairement tous distincts) de r(v*) : les 

droites normales associées à ses facettes. Rappelons que le birapport est défini sur les ensembles 

ordonnés de 4 points distincts de la droite projective réelle, Pi = [Xi: Yi] E lR.r1, 1 :s; i :s; 4, 

avec Pi # Pj si i # j, par la formule 

· Po P) = (X1Y3 - Y1 X3)(X2Y4 - Y2 X4) 
r (Pl, Po2, 3, 4 ( )( )'

X1Y4 - Y1 X4 X2Y3 - Y2 X 3 
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Cette définition ne dépend pas des représentants choisis et est invariante sous transformations 

projectives. Le birapport peut également être défini pour un ensemble ordonné de 4 vecteurs 

distincts, non-nuls. 

Remarque 6.1. Pour toute permutation 'Y E 8 4 et 4 points distincts Pl, P2, P3, P4 E IP'(V), le 

nombre r'Y = r(P'Y(l) , P'Y(2); PÎ '(3) ' P'Y(4)) appartient à l'ensemble 

-1 -1 r r - 1 } r,	 r ,1 - r, (1 - r) ,--,- { r-l r 

où r = rid r(Pl , P2;P3, Pù JI vient donc que r'Y est rationnel si et seulement si r ('est 

également. 

Remarque 6.2. L'action de IP'Gl(2, IR) sur IRlP'l est simple et 3-transitive c'est-à-dire que pour 

tout ensemble ordonné de trois points distincts (Pl ,P2,P3 ) de IRIP'I, il existe un unique A E 

IP'GI(2, IR) tel que API = [1 : 0], AP2 = [0: 1], AP3 = [1 : IJ. Alors, pour tout P4 E IRIP'I 

Proposition 6.3. Soit 6. un polytope à d côtés d'un espace affine de dimension 2. 6. est de type 

rationnel si et seulement si .6. a 

1.	 au plus 3 droites normales distinctes, 

2.	 4 droites normales distinctes de birapport rationnel, 

3.	 plus de 4 droites normales distinctes et le birapport de (n'importe quel ensemble de) 4 

d'entre elles est rationnel. 

Démonstration. Soit 6. un polygone convexe de IR2 . Pour au plus 3 points de IRpl, il existe 

clairement un réseau qui intersecte non-trivialement chacun d'eux, voir la remarque 6.2. On 

peut donc supposer que 6. ait au moins 4 droites normales 01, ... ,Ok E IRpl. 

Supposons qu'il existe un réseau A intersectant non-trivialement 0], ... ,Ok. Il existe alors A E 

Gl(2, IR) tel que A(A) = 'II}. Comme (Ao i n Z2) i- {O} pour tout i, nous pouvons choisir un 

point de Z2 non-nul de chaque droite réelle Oi pour calculer le birapport: pour tout quadruplet 

d'indices distincts (i,j, k, l), nous obtenons 
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Réciproquement, fixons trois de ces droites nonnales, disons Ob 02 et 03. Du fait de la re

marque 6.2, il existe un unique [A] E JP>Gl(2,~) tel que [A]Ol = [0 : 1], [A]02 = [1 : 0] et 

[A]03 = [1 : 1]. Ainsi, par hypothèse et par la remarque 6.2, 

pour tout entier i :::::: 4. Les droites normales [A]oI, ... [A]Ok intersectent donc (non-trivialement) 

le réseau 7i}. Pour tout représentant A E Gl(2,~) de [A], le réseau A-1Z2 intersecte donc 

non-trivialement chacune des droites 01, ... ,Ok. o 

Corollaire 6.4. Un quadrilatère est de type rationnel si et seulement si le birapport de ses 

normales est rationnel ou infini. De plus, l'ensemble des quadrilatères de type rationnel est 

dense dans l'ensemble de tous les quadrilatères et il contient des sousjamilles connexes. 

La condition de rationalité appliquée au quadrilatère orthotorique dont le cas est étudié dans la 

section 3.1 se lit comme suit: 

Proposition 6.5. Un polytope orthotorique de paramètres f3l < f32 < QI < Q2 est de type 

rationnel si et seulement si r = Uh-cq )(a2-.BI) est rationnel. 
(.132-.131 )(a2-a l) 

Pour un quadrilatère orthotorique de paire caractéristique (Q, f3) sous fOlme normale ~a,.B - on 

rappelle que 0 < f3 < 1 < Q, Q - f3 :::::: 1 et ~a,.B = a([O,,B1 x [1, Q]), avec a définie par 

a(x, y) = (x + y, XV) -la condition d'être de type rationnel prend alors la fOlme 

Q(,B - 1)
r(Q, f3) = f3(Q _ 1) E Q. 

Proposition 6.6. Un quadrilatère étiqueté orthotorique associé aux paramètres orthotoriques 

(QI, Q2, f3l, f32, Ca» CC<2' C.BI , C.B2) est un polytope étiqueté rationnel si et seulement si 

(1)	 c'est un polytope de h'pe rationnel: r = (.B2-a l)(a2-,61) E t1l\
')',	 (.B2-.BI)(a2-a l) 'I,l', 

(2)	 C.B2 > 0 et il existe des nombres rationnels positifs P.Bl' Pa2' Pal tels que P.BI C61 = 

f~~=~~l C.B2' Pa2 Ca2 = - i~~=~~~ C.B2 et Pal Cal = i~~=~~~ CB2 · 

La preuve de la proposition, repose sur le lemme (évident) suivant. 
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Lemme 6.7. Soit V un espace vectoriel de dimension 2. Des vecteurs Ua, u] et U2, deux à deux 

linéairement indépendants, engendrent un réseau si et seulement s 'il existe des entiers tous non 

Démonstration de la proposition 6.6. Supposons que (a], a2, ,B], /32, Cc'! , Ca21 C/3I' C(32) dé

terminent un polytope étiqueté rationnel. En appliquant successivement le lemme 6.7 aux vec

teurs Uc ,Uc ,uc{3 puis Uc ,uce' uC{3 ,nous obtenons l'existence d'entiers non nuls nI,QI Q2 l QI, 2 1 

Il vient alors 

C
- k2 (/32 - a])C C __ nak2 (/32 - a])C C _ k2 (/32 - /3d C 

/31 - k ( (3) /32' a2 - k (' ) /32' al - k ( (3) /32 ,a a] - ] an2 a] - a2 '] a] - ] 

C - k2na (a2 - /3d(/32 - ad C _ k2na (/32 - /3d C _ k]na C
 
et al - kan] (a] _ /3d(a] _ (2) /32 - r kan] (a] _ /3d /32 - r kan] al'
 

dont on tire la condition sur le bi-rapport (1) (car r = ~;~~). L'expre'ssion des coefficients (2) 

s'ensuit facilement. 

Réciproquement, si les conditions (1) et (2) sont satisfaites, les équations 

sont à coefficients rationnels. Il vient alors que UC{3I' uCQI ' UC{32 et UC"2 sont tous contenus 

dans un réseau. o 

Du fait de la proposition 6.3, nous savons que tout trapèze est de type rationnel. Cependant, 

les normales des trapèzes doivent satisfaire certaines conditions pour être contenues dans un 

réseau. Nous énonçons ces conditions dans le lemme suivant. La démonstration de ce lemme 

est tout à fait similaire à celle de la proposition 6.6. 

Proposition 6.8. Un trapèze étiqueté de type Calabi déterminé par les paramètres (de Calabi) 

(a], a2,/3],/32, Cal' Ca2 , C/3I' C(32) est un polytope rationnel si et seulement si C/32 > 0 et s 'il 
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existe des nombres rationnels Plh, PCX2' Pc'! tels que 

Lemme 6.9. Soit un quadrilatère .6. dont la paire caractéristique est (ex, (3) . .6. est fortement 

rationnel si et seulement si ex, (3 E Q. 

Démonstration. Rappelons qu'un polytope .6. contenu dans un espace vectoriel V est fortement 

rationnel s'il existe un réseau A* c V tel que tous les sommets de.6. (à translation près) soient 

contenus dans le réseau A*. Remarquons que dans ce cas, si l'un des sommets appartient à A* 

alors ils y appartiennent tous et, vus comme des vecteurs par rapport à l'origine, les sommets 

engendrent un sous-réseau. Supposons que .6. soit un quadrilatère et considérons sa forme nor

male. Les sommets (0,0), (0,1), (1,0) et (ex, 1 - (3) appartiennent à un réseau si et seulement 

si ex, (3 E Q. D 

6.1.2 Exemples 

Théorème 6.10. Soit .6. un quadrilatère convexe, fortement rationnel, qui ne soit pas un pa

rallèlogramme. 

- Il existe une famille, paramétrée par 3 nombres rationnels positifs, d'orbifolds symplectiques 

toriques instables n'admettant aucune métrique extrémale non compatible et dont le polytope 

moment est .6.. 

- Il existe une famille, paramétrée par 3 nombres rationnels positifs, d'orbifolds kahlériens 

orthotoriques extrémaux dont le pofytope moment est .6.. De plus, cette famille contient une 

sous-famille à 2 paramètres d'orbifolds kahlériens à courbure scalaire constante et une sous

famille à 2 paramètres d'orbifolds faiblement Bochner-plats. L'intersection de ces deux sous 

familles est une famille à 1 paramètre d'orbifolds Kahler-Einstein homothétiques. 

Démonstration. Soit .6. un quadrilatère convexe n'étant pas un parallèlogramme. Dénotons 

N(.6.) le cône de dimension 4 de normales intérieures associées aux facettes de.6.. Nous fixons 

des vecteurs normaux intérieurs u = (Ul, U2, U3, U4) de sorte que tout autre quadruplet de tels 
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vecteurs s'écrit u(r) pour un certain r E lR~o, selon nos conventions (4.1) et (4.2). On définit 

R(~) = {r E lR~o 1 (~, u(r)) est un polytope étiqueté rationnel}, 

de sorte que les orbifolds orthotoriques extrémaux de polytope moment ~ soient en bijection 

avec les éléments de E+(~) n R(~). Les orbifolds toriques instables, de polytope moment 

~, sont en bijection avec les éléments de (E(~)\E+(~)) n R(~). De manière similaire, en 

utilisant les notations de §4.3, les orbifolds toriques kahlériens à courbure scalaire constante 

(resp. faiblement Bochner-plats, resp. Kahler-Einstein) de polytope moment ~ sont en bijection 

avec les points de C(~) n R(~) (resp. W(~) n E+(~) n R(~), K(~) n E+(~) n R(~)). Le 

théorème 6.10 découle alors du lemme 6.11 ci-dessous. 

Lemme 6.11. Si ~ estfortement rationnel, R(~) contient des sous-ensembles denses de E+ (~), 

Démonstration. Rappelons qu'un quadrilatère connexe détermine et est déterminé par sa paire
 

caractéristique (0:, (3) E 1R2 avec a ~ (3 < 1, < 0: et 0: - (3 2: 1, voir le corollaire 3.9. Grâce
 

. au lemme 6.9, flOUS savons que sous les hypothèses de ce lemme (c'est-à~dire lorsque ~ est
 

fortement rationnel) 0:, (3 E Q. 

Supposons d'abord que ~ soit générique. Rappelons que R(~) i- 0si et seulement si r(0:, (3) = 

~i~=~l E Q, voir le corollaire 6.5. De plus, grâce à la proposition 6.6, si R(~) i- 0, l'on a 

(
 
R(~) = ~ (Sql o:sq2 ~ )
l (3' (3 '1 - (3' sq4 

Si ~ est un trapèze, alors, grâce à la proposition 6.8, R(~) i- 0 et 

t( ( ) ql, Q2, q3, q4 E «ho, )JR(L.l 
") 

= sql, sq2, sq3, Sq4 . 
s E lR>o 

Le lemme 6.11 découle donc du théorème 4.6, combiné avec le fait que R(~) contient Q~o et 

les équations définissant E(~), C(~), W(~) et K(~) sont à coefficients rationnels, dès que 0: 

et (3 E Q. o 

0 
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Remarque 6.12. La condition d'être fortement rationnel est nécessaire. Supposons par exemple 

que 6. soit un polytope générique de type rationnel. Les équations (3.12) et (3.13) définissant 

C(6.) n R(6.) dans N(6.) peuvent être transformées en équations impliquant des polynômes 

d'une variable à coefficients rationnels en utdisant le fait que r = ~i~::::~j E Q ainsi que 

la paramétrisation de R(6.) par des nombres rationnels. En particulier, l'existence d'un d'un 

élément dans l'intersection C(6.) Il R(6.) impfique que 0: et jJ sont algébriques de degrés au 

plus 3. Remarquons aussi que la condition r E «Ji implique qu'ils aient même degré. De manière 

similaire, si 6. est rationnel mais pas fortement rationnel, alors K( 6.) n R(6.) est vide. Ceci 

découle aussi de la théorie générale puisqu'il est bien connu que le polytope moment d'un 

orbifold Kahler-Einstein est fortement rationnel. 

6.2 Existence de métriques sasakiennes à courbure scalaire constante sur 8 2 x 8 3 

6.2.1 Champs de Reeb avec invariant de Futaki transverse restreint trivial 

6.2.1.1 Le cas général 

Le théorème suivant (qui précise le théorème 0.9 de l'introduction) s'obtient aisément grâce aux 

résultats de la section 5.2.
 

Théorème 6.13 (Théorème 0.9). Une variété de contact torique co-orientée de type Reeb admet
 

au moins un rayon de champs de Reeb dont les invariants de Futaki transverses (restreints)
 

sont nuls. De plus, l'ensemble des champs de Reeb normalisés ayant un invariant de Futaki
 

transverse (restreint) nul est un ensemble algébrique.
 

Démonstration. La première partie du théorème 6.13 est un corollaire du lemme 5.20 combiné 

avec le fait que F est une fonction strictement positive, définie sur un ouvert relativement com

pact n, et convergeant vers l'infini sur le bord. En particulier, F admet nécessairement un point 

critique à l'intérieur de n. La deuxième partie est un corollaire de la proposition 5.21. 0 

6.2.1.2 Le cas Sasaki-Einstein 

Le théorème précédent couvre le cas Sasaki-Einstein. Un théorème dû à Martelli, Sparks et Yau, 

théorème 6.17 ci-dessous, est un cas particulier que nous démontrons avec les outils développés 
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dans ce travail. 

Soit (N, D) une variété de contact telle que cl(D), la première classe de Chem du fibré de 

contact D, s'annule. Dans (Martelli, Sparks et Vau, 2006), les auteurs ont démontré que le 

champ de vecteurs de Reeb normalisé pour lequel l'invariant de Futaki transverse est nul cor

respond aux points critiques de la fonctionnelle de volume et qu'un tel point est unique. Dans le 

contexte de la présente thèse, ceci implique que si Cl (D) = 0, le point critique de F est unique 

et correspond au point critique de Woo(b) sur n. 

La condition cl(D) = 0 est une condition nécessaire pour l'existence d'une métrique de type 

Sasaki-Einstein et correspond au fait que les normales primitives du cône moment sont conte

nues dans un hyperplan, voir (Futaki, Ono et Wang, 2010; Martelli, Sparks et Vau, 2006). De 

plus, si X b est le champ de vecteurs de Reeb d'une métrique de type Sasaki-Einstein, alors la 

première classe de Chem basique vérifie cf = 2(n + l)[d77b]B, ce qui implique que (6.b,Ub) 

est Fano selon la définition suivante. 

Définition 6.14. Un polytope étiqueté (6., u) est Fano s'il existe /-L E 6. tel que Ll(/-L) = cpour 

tout l = 1; ... ,d où c est une constante positive. 

11 est connu, voir par exemple (Donaldson, 2008b), qu'un polytope de Delzant est Fano si et 

seulement si la variété torique complexe associée est Fano au sens habituel (le fibré en droite 

anticanonique est ample) ou, de manière équivalente, la variété symplectique (M,w) est mo

notone (la classe de de Rham de la forme symplectique w coïncide avec la première classe de 

Chem de (M,w) à un facteur multiplicatif positif près). Le lemme suivant est immédiat. 

Lemme 6.15. Lesfonctions définissantes d'un polytope Fano appartiennent à un hyperplan et 

tout polytope étiqueté dans lafamille de Reeb d'un polytope Fano est Fano. 

Théorème 6.16. (Martelli, Sparks et Yau, 2006) Si (6., u) est Fano, alors F admet un unique 

point critique. De plus, quitte à translater 6., il existe une constante À > 0 telle que W = ÀZ. 

Démonstration. La fonctionnelle F dépend de manière équivariante du représentant de la classe 

d'équivalence d'un polytope étiqueté à transformations affines près. En particulier, le nombre 
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de points critiques de F ne change passi l'on translate le polytope. Par définition, si (6., u) est 

Fano, il existe f.1 E li tel que Li (t-t) = c > 0 et, du fait du lemme 5.19, la fonction Woo associée 

à (6. - P, u) est alors Woo(b) = ~Zo(b). o 

Corollaire 6.17. (Martelli, Sparks et Yau, 2006) Une variété de contact torique (compact, co

orientée) telle que Cl (1)) = 0 admet un unique rayon de champ de Reeb ayant un invariant de 

Futaki relatif transversal nul. 

6.2.2	 Existence et non unicité de métriques sasakiennes à courbure scalaire cons

tante sur S2 x S3 

Nous démontrons ici le théorème 0.10 de l'introduction: 

Théorème 6.18 (Théorème 0.10). Une variété de contact torique co-orientée de type Reeb de 

dimension 5 et dont le cône moment a 4facettes admet au moins 1 et au plus 7 rayons distincts 

de métriques sasakiennes à courbure scalaire constante transversalement homothétiques. 

De plus, pour chaque couple de nombre copremiers (p, q) avec p > 5q, il existe 2 métriques 

sasakiennes à courbure scalaire constante qui ne sont pas isométriques, même à homothéties 

transversales près, et qui sont compatibles avec la même structure de contact sur la variété de 

Wang-Ziller MJ:J. 

La structure de contact sur M~:J est celle décrite dans (Boyer, Galicki et Simanca, 2008b). 

À une transformation affine près, il existe un unique cône strictement convexe à 4 facettes dans 

IR3. En effet, lP'GI( 3, IR) agit transitivement sur l'ensemble des quadruplets génériques de points 

de IRlP'2. En particulier, àune transformation linéaire près, toute famille de Reeb de quadrilatères 

contient la classe d'équivalence d'un carré étiqueté. Il est donc suffisant de considérer la famille 

de Reeb d'un carré étiqueté pour étudier les familles de Reeb des quadrilatères. 

Soit 6.0 l'enveloppe convexe de Pl = (-1, -1), P2 = (-1,1), P3 = (1,1), P4 = (1, -1) dans 

IR2 . 6.0 est un carré et les vecteurs normaux à ses arêtes sont de la forme 

(6.1) 
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où el = c), e, ~ G) E (IR')'. Les fonctions définissantes de ("0' u) sont 

pour l = 1, ... ,4. Dénotons les arêtes El = Lll(O) n 6 0 , Avec les coordonnées (x, y) de IR2, 

nous avons Ul = 1...dx, U2 = -rldy, '/),3 = -rldx, '/),4 = -rI dy. Le lemme suivant est immédiat. 
rI 2 3 4 

Lemme 6.19. (6 0 , u) est Fano si et seulement si Tl + T3 = T2 + T4. 

De plus, on peut aisément vérifier que 

En intégrant, nous obtenons 

Dans ce contexte, la mesure du peut être explicitée: 

Intégrer de nouveau conduit à 

Il vient alors 

2(Tlb(P3)b(P4) + T2b(Pl)b(P4) + T3b(pdb(P2) + T4 b(P2)b(P3))3 

b(Pl)b(P2)b(P3)b(P4) 

Posons al =h-b2eta2 = bl +b2desortequeb(Pl) = l-a2,b(P2) = l-al,b(P3) = l+a2, 

b(P4) = 1 + al et n ~ {(al,a2) Ilaii < 1}. F(b) s'écrit alors 

avec K = Tl + T3 - T2 - T4. Remarquons que K = 0 si (6 0 , u) est Fano. 



109 

Dénotons N(a) = ala2K + al (K - 2h - r3)) + a2(K - 2(r4 - r3)) + K - 2(r2 + r4). Il 

vient donc f(a) = F(b(a)) = (l-~)W~a~)" Pour hE JR2, nous avons 

~I f(a + th) = 4(hl a l(1 - a§) + h2a2(1 - ar))N(a)3 
dt t=O (1- ai)2(1 - a§)2 

6((h]a2 + h2adK + hl(K - 2(r2 - r3)) + h2(K - 2(r4 - r3)))N(a)2 
+ (1 - ai)(l - a§) 

En particulier, -ddt 1 f(a + th) = 0 pour tout h E JR2 si et seulement si les deux équations 
t=O 

suivantes sont satisfaites 

(3a2K + K + 2(r2 - r3))(1 - af) + 2aIN(a) = 0, 
(6.2) 

(3a 1K + K + 2h - r3))(1 - a~) + 2a2N(a) = o. 

La première équation de (6.2) signifie que (al, a2) est une racine du polynôme 

P(al, a2) = -afa2K + af(K +2(r2 - r3)) + 2ala2(K + 2(r4 - r3)) 

+ 2al(K + 2(r2 + r4)) + 3a2K + K + 2(r2 - r3)) 

et la seconde que (al, a2) est racine de 

Q(al, a2) = -a~aIK + a~(K +2(r4 - r3)) + 2ala2(K + 2(r2 - r3)) 

+ 2a2(K + 2(r2 + r4)) + 3al K + K + 2(r4 - r3)). 

Lemme 6.20. Le point b = 1 + bl el +b2e2 E n est un point critique de F si et seulement si 

(al, a2) = (bl - b2, bl + b2) E JR2 est une racine commune des polynômes 

P(al, a2) = -afa2K + ai(K + 2(r2 - r3)) + 2ala2(K + 2(r4 - r3)) 

+2al(K + 2(r2 + r4)) + 3a2K + K + 2(r2 - r3)) 

et Q(al, a2) = -a~aIK + a~(K + 2(r4 - r3)) + 2ala2(K + 2(r2 - r3)) 

+2a2(K + 2(r2 + r4)) + 3al K + K + 2(r4 - r3)) 

contenue dans le carré {(al, a2) liai 1< 1}. Il s'ensuit que F a au plus 7 points critiques. 

Démonstration. La première partie du lemme découle de la discussion précédente et de la 

définition de P et Q. Pour la seconde partie, remarquons que P peut être écrit sous la forme 
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C(al) = -aiK + 2al(K + 2(r4 - r3)) + 3K et 

D(al) = aî(K + 2(r2 - r3)) + 2al(K + 2(r2 + r4)) + K + 2(r2 - r3))' 

Une racine commune de P et Q est un élément (al, a2) E JR2 tel que 

(1) C(al) = 0, D(al) = a et a2 est une racine du polynôme (en x) Q(al, x),
 

ou
 

(2) C(ad t=- 0, a2 = - g~~;j et al est une racine du polynôme C2(x)Q (x, - g~~n. 

Remarquons que dans les deux cas, al est une racine du polynôme 

C2(x)Q (x, - ~~:D = [-KD2(x) - 2D(x)C(x)(K + 2(r2 - r3)) + 3KC2(x)]x 

+ (K + 2(r4 - r3))D2(x) - 2(K + 2(r4 + r2))D(x)C(x) + (K + 2(r4 - r3))C2(X) 

qui est de degré 5. Il vient donc qu'il existe au plus 5 tels nombres al. 

Soit a :s: k :s: 2 le nombre de racines communes de C et D. Il existe au plus k nombres 

al et deux nombres a2 pour chacun d'eux, tels que (al,a2) satisfasse (1) (Q(al,-x) est un 

polynôme de degré 2 en x). Au plus 2k couples (al, a2) satisfont donc (1) ci-dessus. Les 5 - k 

autres valeurs possibles de al font partie du cas (2) et chacune d'elles détermine uniquement 

une valeur de a2. Il vient donc que le nombre de racines communes de P et Q est borné par 

5 - k + 2k = 5 + k, qui est lui-même borné par 7. o 

Lemme 6.21. Si rI = r3, r2 = r4 et rI +r3 > 5(r2 +r4) alors K > aet P et Q ont exactement 

25 racines communes distinctes: (0, 0), ±(a, -a) avec a < a = 1 - 4(T2t 4) < 1 et ±(a, a)J

avec a2 = 5 + 4(T2;T4) > 1. 

En particulier, F admet 3 points critiques distincts dans n. 

Démonstration. Si rI = r3, r2 = r4 alors K + 2(r4 - r3) = 0, K + 2(r2 - r3) = aet 

P(al,a2) = -aia2K + 2al(K + 2(r2 + r4)) + 3a2K,
 

Q(al, a2) = -a~alK + 2a2(K + 2(r2 + r4)) + 3al K.
 



III 

Exprimons P sous la forme P(x,a2) = C(x)a2 + D(x) où C(x) = -Kx2 + 3K et D(x) = 

2(K +2(T2 +T4))X. Comme Cet D n'ont aucune racine commune, Pet Q ont au plus 5 racines 

communes de la forme 

( 
D(a)) 

a,  C(a) avec a racine de C2(x)Q (x,  ~~:D . 
En remarquant que 

P(al, -al) = -Q(al, -aI) = al(aîK - K + 4(T2 + T4)) et 

P(a}, al) = Q(a},a}) = al( -aîK + 5K + 4(T2 + T4)) 

nous obtenons les 5 racines communes distinctes recherchées. 

Nous allons à présent déterminer quels exemples provenant du lemme 6.21 correspondent effec

tivement à des champs de vecteurs de Reeb sur une variété de contact torique, c'est-à-dire, quels 

carrés étiquetés du lemme 6.21 sont caractéristiques à un bon cône. Dénotons par (el, e2, e3) la 

base standard de ]R3. Considérons le cône polyèdral Co = {x 1 (x, Oj) 2: 0, j = 1, ... , 4} C 

]R3 où les rayons Oi sont 

Lemme 6.22. Tout cône polyèdral strictement convexe à 4facettes dans ]R3 est équivalent à 

Co par une transformation affine. De plus, Co est un bon cône par rapport au réseau A C ]R3 

si et seulement s'il existe s > 0 tel que les vecteurs normaux primitifs intérieurs à Co sont 

ÛI = sc}(e} + e3), Û2 = sC2(e2 + e3), Û3 = sC3(e3 - ed et Û4 = sC4(e3 - e2) pour des 

nombres entiers positifs Cl, c2, c3 et C4 tels que 

Démonstration. La première affirmation découle du fait que IP'Gl(3, IR) agit transitivement sur 

les ensembles de quadruplets génériques de points de ]R1P'2 et que les droites normales d'un cône 

polyèdral strictement convexe sont génériques (tout sous-ensemble constitué de 3 d'entre elles 

est une base). 
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Dans notre cas, les vecteurs normaux intérieurs sont ÛI = Cl (el + e3), Û2 = C2(e2 + e3), 

Û3 = C3(e3 - el) et Û4 = C4(e3 - e2)' À une multiplication par une constante s > 0 près, 

nous pouvons supposer que Ci E Q, pour tout i. En effet, le fait que (Co, A) est rationnel 

(c'est-à-dire qu'il est possible de choisir les Uj dans le réseau A) implique que l'application 

linéaire A E Gl(3, lR.) définie par AÛI = el, AÛ2 = e2 et AÛ3 = e3, envoie Û4 sur un 

vecteur AÛ4 = (-C4/CI, -C4/C2, C4/C3) dans Q3. Alors, à un facteur multiplicatif près, on peut 

supposer que Ci E N pour tout i et pgcd (Cl, C2, C3, C4) = 1. 

De plus, il existe un vecteur primitif de 24, dénoté k = (k l , k2, k3 , k4 ), tel que l:j kjuj = O. 

Ce vecteur est unique à signe près et, en posant C = ppcm(Cl, C2, C3, C4), nous le choisissons 

comme étant 

La construction de Delzant-Lerman (Lennan, 2003) entraîne que le cône symplectique au

dessus de la variété de contact torique est le quotient de 

( 4) 

X = ~ (ZI;Z2,Z3,Zif) E ([4\{O} Lkj lzj l2 = e ~ 
l JJ=l 

par l'action de SI, p: SI X X -+ X, définie par 

Lerman (Lerman, 2003) a montré que le quotient construit selon cette méthode à partir d'un 

cône polyèdral rationnel (Co, A) est lisse si et seulement si (Co, A) est un bon cône. Le sta

bilisateur d'un point z E X est déterminé par ses composantes nulles, ou, plus précisément, 

Stabpz = {À E SI 1 >..kj = 1 if Zj i- O}. On peut alors vérifier que le stabilisateur de tout point 

z E X est trivial si et seulement si 

Comme k j = (-l)j- l C/Cj et labl = ppcm(a,b)pgcd(a,b), la condition (6.4) équivaut à la 

condition ppcm(cl,c2) = ppcm(cl,c4) = ppcm(c3,c2) = ppcm(c3,c4) = C. 0 
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Démonstration du théorème 6.18. Soit (1'1,1'2, r3, 1'4) E Z4 avec Tl = 7'3 = p, 1'2 = 1'4 = q, où 

pet q sont des entiers copremiers tels que p > 5q. Soit u défini par (6.1). Le cône étiqueté de 

(.0. 0 , u) est identifié avec le cône Co étiqueté par tes vecteurs 

Ces vecteurs sont tous contenus dans un réseau A et le cône rationnel (Co, A) est bon d'après 

le lemme 6.22. En particulier, (Co, A) est associé à la variété de Wang-Ziller M/i,'i munie de la 

structure de contact torique (D, T) décrite dans (Boyer, GaliclU et Simanca, 2üü8b). 

L'ensemble des polytopes étiquetés caractéristiques de (Co, A) est la famille de Reeb de (.0. 0 , u) 

qui satisfait les hypothèses du lemme 6.21. Il existe donc trois vecteurs de Reeb : 

bo=(ü,ü,l) et b±=(Ü,±Jl+p~q,l) 
dont les quadrilatères étiquetés caractéristiques respectifs ont une fonction extrémale affine 

constante. Grâce au corollaire 4.7, nous savons qu'il existe des potentiels symplectiques, dénotés 

constants. En particulier, leurs potentiels symplectiques de Boothy-Wang respectifs <Pb ' <Pb+o 

et JL définissent des métriques côniques kiihlériennes toriques 9b ' 9b+ et 9L sur le cône symo 

plectique au-dessus de (Mi:i, D, T) pour lesquelles les métriques Sasaki associées 9b ' 9b+ eto 

9b- sur Mi:i sont à courbure scalaire constante. 

La variété de Wang-Ziller Mi:i est difféomorphe au produit S2 x S3, voir (Boyer, Galicki et 

Simanca, 2üü8b), et n'admet pas de structure 3-SasalU du fait de sa dimension. Elle satisfait 

donc les hypothèses de la proposition 2.61. Ainsi, s'il existe un difféomorphisme 'l/J tel que 

'l/J* 9b est une homothétie transversale de 9b+, alors il existe un nombre réel ..\ > ü tel que o 

(..\.0. bo ' UbJ équivaut à (.0. b+, Ub+) au sens de la définition 2.5. Cependant, ceci ne peut être le 

cas puisque .0.bo est un carré alors que .0.b+ est un trapèze. De manière similaire 9b et 9L neo 

sont pas isométriques comme métriques riemanniennes, même à homothétie transversale près. 

D'un autre côté, la transformation linéaire A = -e10ei -e20e; +e30e3 préserve l'ensemble 

des normales et échange b+ et b-. A * préserve donc Co et fournit un contactomorphisme T

équivariant qui envoie 9b+ sur 9L, grâce à la proposition 2.62. o 
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