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Résumé. On axiomatise la théorie du premier ordre de I'automorphisme de Frobenius du corps
des vecteurs de Witt sur la cléture algébrique d'un corps finR000 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

The Frobenius automorphism of Witt vectors

Abstract. We give an axiomatization of the first-order theory of the field of Witt vectors over the
algebraic closure of a finite field, with the lifting of the Frobenius maj2000 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

La théorie du premier ordre du corps des vecteurs de Witt sur la cldture algébrique d’'un corps fini |
caractéristique est bien connue depuis les travaux de Ax-Kochen et Ershov : la valuaalique se
définit algébriqguement par,(z) > 0 < Jy (1 + pz° = y°), ole est un entier premier aves et on obtient
un systeme complet d’axiomes en disant qu’'on a un cprpalué non ramifié hensélien dont le corps
des restes est un corps algébriquement clos de caractérigtiefule groupe de valuation uA-groupe.
Désignons ces axiomes pHr,. Dans cette Note, on axiomatise la théorie du premier ordre obtenue el
munissant les vecteurs de Witt du relevement de I'automorphisme de Frobenius du corps des restes.
obtient une théorie décidable et modele-compléete. Il y a aussi une élimination des quantificaiiecis (
dessous). Ces résultats ont été obtenus indépendamment par T. Scanlon [6]. Les modéles de cette th
devraient fournir les domaines universels dans la théorig-dets de Buium yoir [2]).

On noteW(k) le corps des vecteurs de Witt sur un corps parfade caractéristique > 0, v, sa
valuationp-adique,W[k] son anneau de valuatiom,< k le reste dex € WIk], et Frob le relévement
continu de l'automorphisme de Frobenius— =P de k & W(k). On utilise [3]. Pourz € W[k], soit
8(x) = (Frob (z) —a”)/p, alors on ales identité¥1) = 0, 8(x+y) = 8(x) +6(y) — Y12} A—hraiy?

O(zy) = aPé(y) + 6(x)y? + pé(x)6(y). Un s-anneau est un anneau commutatif muni d’'une opération
unaire vérifiant ces identités. Le foncteur de construction des vecteurs de Witt est un adjoint a droite
foncteur d’oubli deg-anneaux dans les anneaux commutatifs. Dans-anneau,f(x) = 2P 4+ pd(x) est

un endomorphisme. On peut définir dans la théorieéddasneaux une suite unique d’opérations unaires
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80, 61, b3,... vérifiant les identitésf™ (x) = 6o(z)?" + péy(z)P" " + -+ + p"6,(x). ON ady(x) = =,
61(z) = 6(x). DansW|k], les 6,, donnent lescomposantesles vecteurs de Witt, & savoit,c W/[k|
s'identifie &(6o(x), 61(x), 62(x),...).

Nous appellerons les corps munis d’'un automorphispukeso-corps. Dans ua-corps,Fix(o) désigne
le sous-corps des invariantsdet K (a),, le o-corps engendré pdf (a). On notex le n-uplet(x1,. .., x,).
Pour un corps valu¢K,v), vK désigne son groupe de valuatidric son anneau de valuatiorgs K
son corps des restes ®tle reste der si v(x) > 0. Un corpsp-valué non ramifié est un corps valué de
caractéristiqu® dont la valuation prolonge la valuatigradique suiQ et oup engendre I'idéal maximal
de la valuation.

2. Corps valués munis d’'un automorphisme

Nous appellerons-corps valuéun corps valué muni d’'un automorphismeel quev(o(z)) = v(x).
Dans ces corps un schéma d’axiomes, ratE, jouera le réle du lemme de Hensel. Pour un polynéme
F(X,X1,...,Xn), S0t F(X)=F(X,0(X),...,0™(X)) (on appellerar-polynémeun tel polyndme) et
les D; définis par I'équationf’(X + h, X1 + hi, ..., Xn + hy) = 3 DjF(X) hi. Alors le schémar H*
exprime que, pour touf’' (X, X1,...,X,), s'il existea et~y tels que

OF
U(F(oz, o(a),..., a"(a)) = 121}271“ (8—Xj (a, ola),... ,a”(oz))) + 7,
et si, pour touk > 1, on amin ;= v(DjF () + kv > minj = v(DjF(a)) +~, alors il existen” tel que
F(a/)=0etv(ad —a)=r.

LEMME 2.1.— (i) Soient(Ly,v,0), (L2,v,0) deso-corps valués hensélien&s;,v,o0) C (L;,v,0),
i=1,2,etf:(Ki,v,0) — (K2,v,0) uno-isomorphisme de corps valués. Alors les henséli§gsont
clos par rapport & et f se prolonge en un-isomorphisme de corps valug$ : (K7, v,0) — (K}, v,0).

(ii) Soit(K,v,o0) uno-corps valué satisfaisant le schém& *, A un sous-groupe convexe d& et
la valuation surK induite parA. Alors (K, v, o) satisfait aussi le schémaH *.

(i) Soit (K,v,0) un o-corps valué satisfaisant le schémai* et avec un corps des restes de
caractéristique). Alors il existe un sous-corgs, C K tel ques(Ky) = Ky, v(c(Kp)) = 0 et 'application
de passage au reste induit un isomorphismésgesur le corps des restes.

\oici le résultat clef pour adapter les méthodes habituelles.

PROPOSITION 2.2. — Soit (K, v,0) un o-corpsp-valué non ramifié tel que releve I'applicationz —
xP du corps des restes(Fix (o)) = vK etres K estinfini. Soita,) € K une suite pseudoconvergente qui
converge vers une pseudolimitedans une extension immédidte, v, o) de K. SoientF (X),. .., Fy(X)
deso-polyndémes suk. Alors il existe une suite pseudoconvergdnatg € K telle quea), — «, F;(a),) —
Fi(a),i=1,...,t, et(a),) posséde les mémes pseudolimites(@gye.

Démonstration. -On traite le cas d'un seuF(X). Soit v(a, — a) =7, = v(d,), ou (v,) est
asymptotiquement croissante &t € Fix(c). Posonsa), = a, + 0,d,, ou d, est a déterminer tel que
v(d,) = 0. Considérons

F(a;) —F(a)= ch (a, — a)lo... o"(a), - a)in

i
= Z Z cjlap —a+0,d,)70 0" (a, — o+ 0,d,)"".

m|jl=m

Posonsi, — a =0,e,, v(e,) = 0, et soitc;,, tel quev(c;,, ) = minjjj—,, v(c;). On obtient

F(a,) — F(a) = chm [ Z ey +d,)0 -0 (e, +d, )" o,

lil=m
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ou v(cj) = 0 etw(c;) =0 au moins une fois. Considérons depolyndmeFy,,(Z) = >_;, ¢z ..

—m G
o™(Z)i. En tilisant les identités’(Z) = Z%' + p6,(Z)*" " + --- + p'6:(Z), on obtientF,,(Z) =
G (Z,61(Z),...,60(2)), OUG(Z,Z1,...,Z,) est un polyndme suVy, non nul siF,, n'est pas nul
(cf. [3], proposition 2). Soit,,, un coefficient d&7,,, de valuation minimum, alors on@,,,(Z,6:(2), ...,
60(2)) = conH(Z2,61(2),...,60(Z)), ol le polynémeH.,,,(Z, Z1,. .., Z,) surres K, obtenu par pas-
sage aux restes, est non nul. PuisgeeK est infini il existexy,...,z, € resK tels quexy # 0 et
H,,(zo,21,...,2,) # 0, pour toutm. Notons qu'il exister € Vi tel quedy(z) = zo,...,0n(z) = z,.
Considérons les equations suivantesign éo(e, + d,) = o, ...,6n(e, + d,) = x,. Via la structure des
vecteurs de Witt, il existe des polyndm@ssurres K tels que’; (e, + d,) = Qi(bo(ep), - -, 6n(ep), d0(dp),
..,6,(d,)). On obtient le systéme d’équations endgl,) a coefficients dans:s K :

21 = Qi (30(€p)s -, 0n(€p):60(dp)s - -, 0n(d,)), i=0,....n.

Ce systeme est cohérent puisqu’il ala solugpp = 6, (« — e,,) pour toutz comme ci-dessus. Seif, € Vi

tel qued;(d,) = yip, i =1,...,n. Alors on ad;(e, +d,) = x; etv(Fy (e, + d,)) = v(cy) €t notons
quea), = a, + 0,d, € K etv(d, +e,) =0. On av(a, — a) =v(0p) + v(d, + ¢e,) = v,, de sorte que
a, — «a et que(a;,) possede les mémes pseudolimites @ug). D'autre part, on aF'(a;,) — F(a) =
Yo G Fm(ep +d,)0,™, oUv(c,, Frm(e, +dp)) = v(c,,) + v(cm) Ne dépend pas de On peut alors
appliquer les arguments de [4] (p. 399) pour conclure Eju€,) — F'(a).

Soit (K,v,0) uno-corps valué. Une suite pseudoconvergénfg € K sera ditede types-algébrique
sur K s'il existe une suite pseudoconverge(tt) € K avec les mémes pseudolimites dug) et uno-
polynéme non nuF'(X) sur K tel queF(a,) — 0 etque lesD; F'(a},) soient des suites pseudoconvergentes
pour tout multi-indicej (cf. ci-dessus). Sinon, la suiie,) sera ditede typeo-transcendant sufx. On
vérifie qu'une pseudolimite d’'une suite pseudoconvergente dedytpenscendant suk™ est un élément
o-transcendant suk'.

3. Les axiomes

Nous allons utiliser le langage descorps valués, avec un symbode pour un automorphisme et
un prédicat pour I'anneau de valuation. Nous formulerons les arguments en utilisant les applications
valuation et de passage au reste. Puisque la valugiamtique est définissable algébriguement dans les
vecteurs de Witt, les résultats se traduisent en conséquence.

Soit WF,, la théorie deo-corps valués obtenue en ajoutant a la théd¥ig les axiomes suivants :

1. v(o(z)) =v(z), 2. v(z) 20— v(o(x) —aP) >0, 3.VeIy(o(y) =y Av(z) =v(y)), 4. Fix(o)
estp-adiquement clos, 5. le schéma d’axiorads*.

Le corps W(F,) des vecteurs de Witt sur la cléture algébrique du corpp &léments avec
'automorphismérob vérifie clairement les axiomes 1-2-3. O (Frob) = Q,,, les nombreg-adiques,
ce qui vérifie I'axiome 4. Pour le schémad*, vérifions d’abord que tous les polyndmedinéaires
F(X)=an,o™(X)+ -+ a10(X) + apX + b, ol vy(a;) > 0 avec au moins um,; de valuation nulle,
posséde une racine (c’est un cas particulierdg"). Modulo p, cette équation deviemt, X?" + --- +
a1 XP + @ X +b=0 et elle a une solution dari8,, disonsz,. Soitv,(F(xo)) =m > 0; considérons
F(xg + p™y) = F(xo) + p™ > a0t (y). Léquation F(x¢)p~™ + . a;0'(y) = 0 a aussi, comme ci-
dessus, une solution enmodulop. On obtient alorst, = =y + p™y tel quev,(F(x1)) > vp(F(z0))
etv,(zo —x1) =m, et on peut continuer pour obtenir une suite de Cauchy dont la limite fournit la solutior
cherchée. L'existence de solutions pour ces équatieiirsaires permet d’adapter I'argument ci-dessus a
la vérification du schémaH* (analogue au cas habituel d’'un simple polyndme, qui est une version du
lemme de Hensel classique).

Pour montrer quéVF,, est une théorie compléte on construit un va-et-vient entre deux madgles
saturés quelconquéd/y, o), (M2, o). On peut supposers M; = res Mo, vM; = vMs. Appelonsbonne
sous-structurele M;, une sous-structurds, v, o) C (M;,v, o), ouvK est dénombrable et pur dans/;,

3



L. Bélair, A. Macintyre

v(Fix (o) N K) = vK etres K = res M,. Les isomorphismes partiels du va-et-vient se font entre bonnes
sous-structures. On utilise le lemme 3.1 pour amorcer le va-et-vient, puis les propositions 3.2, 3.3, .
I'une apres I'autre comme dans [4]. Notons qu’un corps stablerpest linéairement disjoint dBix (o)
au-dessus de leur intersection. La proposition 2.2 (et des variantes mineures) apparait dans la preuve
propositions 3.3, 3.4.

LeEMME 3.1.— Il existe de bonnes sous-structuréd’;,v,o) C (M;,v,0) telles que(N;,v,0) ~
(W(res M;),vp, Frob).

PROPOSITION 3.2. — Soient(K;,v,0) C (M;,v,0) de bonnes sous-structures telles g, v) soit
hensélien etK; contienne un relevement du corps des restes\flepour la valuation induite par le
sous-groupe convexBu(p). Soit f : (K;y,v,0) — (K2,v,0) un o-isomorphisme de corps valués qui
respecte les relevements ci-dessusq et M, tel quevK;(a) # vK;. Alors f se prolonge en umr-
isomorphisme de corps valug¢s: (E;,v,0) — (E2,v,0), ou (E;,v,0) est une bonne sous-structure de
M;, (K;,v,0) C (E;,v,0); (E1,v) esthensélien et (a) = vE;.

ProPOSITION 3.3. — Soient (K;,v,0) C (M;,v,0) de bonnes sous-structures gt: (K;,v,0) —
(K2,v,0) un o-isomorphisme de corps valués. Saie M; tel que K;(a),/K; soit une extension
immédiate etx soit o-algébrique surK;. Alors f se prolonge en um-isomorphisme de corps valués
f1:(E1,v,0) — (E2,v,0), ou (E;,v,0) est une bonne sous-structure a¢, (K;,v,0) C (E;,v,0),

a € E; et By /K, est une extension immédiatealgébrique.

PROPOSITION 3.4. — Soient (K;,v,0) C (M;,v,0) de bonnes sous-structures gt: (K;,v,0) —
(K2,v,0) un o-isomorphisme de corps valués. Saie M; tel que K;(a),/K; soit une extension
immédiate et soit o-transcendant sui;. Alors f se prolonge en ua-isomorphisme de corps valués
f1:(E1,v,0) — (E2,v,0), ou (E;,v,0) est une bonne sous-structure 8&, (K;,v,0) C (E;,v,0), et
a€ b

La théorieWF, est aussi modéle-compléte. Pour construire un va-et-vient entre deux mofields,,
déja extensions d’'un modéle, on peut encore utiliser le lemme 3.1 car on peut obtenir une copie de
W(res M;) qui soit linéairement disjointe d&/ sur un sous-corps commun (comme le cas classitfue,
par exemple [1]). On procéde alors comme-ci-dessus.

On peut montrer qu&VF,, est la modéle-compagne de la théorie desorpsp-valués non ramifiés, ol
le groupe de valuation est égabéFix(c)). On peut aussi obtenir une élimination des quantificateurs en
passant a un langage multisorte et en ajoutant, pour chgaguesymbole pour uneomposante angulaire
d’ordre n (cf. [5], théoréme 3.7).

Ces derniers points et des résultats plus généraux seront exposés dans un article détaillé.

Références bibliographiques

[1] Bélair L., Vecteurs de Witt, in: Séminaire sur les structures algébriques ordonnées I, Publications mathématiq
de I'Université Paris-7, 1990.

[2] Buium A., Geometry ofp-jets, Duke Math. J. 82 (1996) 349-367.

[3] Joyal A.,6-anneaux et vecteurs de Witt, C. R. Math.- Math. Rep. Acad. Sci. Canada 7 (1985) 177-182.

[4] Kochen S., The model theory of local fields, in: Logic Conference, Kiel 1974, Lect. Notes in Math. 499, Springel
Verlag, 1975.

[5] Pas J., Cell decomposition and local zeta functions in a tower of unramified extensionsaifia field, Proc.
London Math. Soc. 65 (1990) 37-67.

[6] Scanlon T., Quantifier Elimination for the Relative Frobenius, Prépublication, 1999.



