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TYPES DANS LES CORPS VALUIS MUNIS
D’APPLICATIONS COEFFICIENTS

Luc BILAIR

ABSTRACT. We transpose Delon’s analysis of types in valued fields to unramified henselian valued fields
of mixed characteristic, by using coefficient maps of order n. This yields the Ax-Kochen-Ershov transfer
principle for the independence property in this class of valued fields.

1. Introduction

Dans [2], l’analyse de Delon des types sur les corps valu6s est transpos6e dans
le formalisme des corps valu6s munis d’une application coefficient, c’est--dire un
homomorphisme du groupe multiplicatif dans le groupe multiplicatif du corps des
restes, homomorphisme qui prolonge le passage au reste pour les 616ments de valua-
tion nulle. Les types sur un corps valu6 hens61ien de caract6ristique r6siduelle nulle se
rambnent alors h quelques donn6es valuationnelles, un type sur le corps r6siduel, et un
type sur le groupe de valuation (voir le th6orime 6.1 ci-dessous). Tout devient alors
transparent, en particulier les coh6ritiers et la propri6t6 d’ind6pendance. Dans cet
article, avec un formalisme analogue d6j consid6r6 par van den Dries (d6finition 3.3
ci-dessous), nous traitons le cas des corps valu6s de caract6ristique z6ro avec un corps
des restes de caract6ristique p > 0, non ramifi6s. Comme auparavant ([5], voir [2]),
on obtient un th6orbme la Ax-Kochen-Ershov pour la propri6t6 d’ind6pendance:
un corps valu6 hens61ien d’in6gale caract6ristique non ramifi6 posside la propri6t6
d’ind6pendance si et seulement si son corps des restes ou son groupe de valuation la
posside, si et seulement si son corps des restes la posside (voir [9]). Ceci g6n6ralise
le cas du corps des nombres p-adiques, obtenu par Matthews [17], qui n’a pas la
propri6t6 d’ind6pendance. Les r6sultats de cet article se transposent directement
au cas de la ramification finie, en ajoutant une constante appropri6e. La propri6t6
d’ind6pendance suscite un nouvel int6rt particulier par son lien avec la dimension de
Vapnik-Chervonenkis et les r6sultats de Macintyre-Sontag en intelligence artificielle
(voir 15] et 16]).
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Au paragraphe 2, on fixe la notation et la terminologie. Au paragraphe 3, on d6finit
les applications coefficients et on donne la propri6t6 c16 utilis6e dans la suite. Au
paragraphe 5, on montre un th6orime d’61imination des quantificateurs par rapport aux
variables du corps de base pour les corps valu6s hens61iens d’in6gale caract6ristique
non ramifi6s, en utilisant un systime d6nombrable d’ applications coefficients d’ordre
n. On illustre les arguments de cette d6monstration au paragraphe 4, en donnant une
preuve du th6orime d’61imination de Pas pour les corps valu6s hens61iens d’6gale
caract6ristique 0 avec une application coefficient. Au paragraphe 6, on axiomatise les
types dans le formalisme des applications coefficients. Au paragraphe 7, on applique
cette axiomatisation la description des coh6ritiers et la propri6t6 d’ind6pendance.

Je remercie B. Poizat de m’avoir indiqu6 le lien entre une appliCation coefficient
et le corpoi’de de Krasner.

2. Notation et terminologie

Le langage des corps valu6s Z sera le langage trois sortes, pour le corps de base,
le groupe de valuation et le corps des restes, muni d’un symbole pour la valuation et
le passage au reste (toujours surjectifs), avec le langage des anneaux pour le corps de
base et le corps des restes, et le langage des groupes ab61iens ordonn6s pour le groupe
de valuation. Pour un corps k, k d6signe son groupe multiplicatif. Pour un corps
valu6 (K, v), vK d6signe son groupe de valuation comme groupe ab61ien ordonn6,
A(K,v), ou Av, son anneau de valuation, m(K), ou m, l’id6al maximal de l’anneau de
valuation, Ko son corps des restes et le reste de x si v(x) > O.

Nous dirons qu’un corps valu6 est de caract6dstique (0, 0), si le corps de base et
le corps des restes sont de .caract6ristique 0; de caract6ristique (p, p), si le corps de
base et le corps des restes sont de caract6ristique p > 0; et de caract6ristique (0, p),
si le corps de base est de caract6ristique 0 et le corps des restes de caract6ristique
p>0.

Soit (K, v) un corps valu6 de caract6ristique (0, p) non ramifi6, c’est--dire que
v(p) est l’616ment positif minimum de oK. On pose M,,(K) Mn {x
A(tc,v): v(x) > (n + l)v(p)}, An(K) An A(r,v)/Mn(K), et Pn: A(IC,v) "-
A,,(K) d6signe l’application canonique. On note que Mo(K) re(K), Ao(K) Kv.
Le sous-groupe Zv(p) est un sous-groupe convexe de vK et induit une valuation
i)" K vK/Zv(p). On pose K K, rh(K) {x 6 K" )(x) > 0} et
le reste de x pour/; v induit une valuation sur K, aussi not6e v, dont le groupe
de valuation est Zv(p). Soit k un corps de caract6dstique p > 0, W(k) d6signe le
corps des vecteurs de Witt .sur k, avec la valuation naturelle. Nous allons utitiser le
fait que l’anneau W (k) des vecteurs de Witt de longueur est d6fini par le produit
cart6sien U muni d’une addition et d’une multiplication d6finies par des identit6s
polynomiales t coefficients dans Z, et le fait qu’on a toujours A,,(K) W,,+(Ko)
de. faon canonique.

Pour f: (K, v) (L, v) un plongement de corps valu6, fo d6signe le plongement
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induit de oK dans vL, fre. le plongement induit de Kv dans Lv, et fres,, le plongement
induit de An(K) dans An(L) si les corps values sont de caractEristiques (0, p).

3. Applications coefficients

Dfinition 3.1. Une application coefficient d’un corps valuE, disons (K, v), est
un homomorphisme de K dans Kox, disons co, tel que co(u) = si v(u) O.

Exemple 3.2. (1) Soit K k((T)) le corps des series formelles sur le corps
TN+Ik, avec la valuation naturelle: pour f asTN + as+l + ..., avec as 0,

v(f) N. L’application dEfinie par co(f) as est une application coefficient.
(2) Soit K Qp le corps des nombres p-adiques avec la valuation p-adique, alors

l’application co(aspN + as+l pS+t + ...) as, avec ai des entiers 0 < ai < pet
as - O, est une application coefficient.

(3) Soit (K, v) un corps value et ?’ une section de la valuation, alors l’application
co(x) .x , (x- est une application coefficient.

Cette notion apparaSt dans [6], elle est utilisEe dans 18] puis [7], elle est 6tudiEe
dans [8] et 19]. Puisque le groupe multiplicatif des 616ments de valuation nulle est
pur dans K on voit qu’on aura une application coefficient dis que le groupe abElien

K est pur-injectif. I1 s’ensuit que tout corps value a une extension 616mentaire
qui posside une application coefficient (voir [19]). En utilisant la construction de
l’exemple 3.2 (3), ceci dEcoule aussi du rEsultat semblable pour une section de la val-
uation. Denef [6] remarque que 1’ application coefficient ci-dessus pour les nombres
p-adiques est dEfinissable dans le langage des corps values E, essentiellement parce
que le corps rEsiduel est fini. I1 y a des corps values sans application coefficient (voir
[19]). I1 y a des corps values avec une application coefficient mais sans section de la
valuation. En effet, on n’a qu’h faire la construction classique d’un corps de series
formelles gEnEralisEes avec une multiplication << tordue >> (voir 11 ], section 2), mais
en prenant un corps de coefficients k dont le groupe multiplicatif k est pur-injectif.
De plus, Scowcroft [21 a construit des corps p-adiquement clos sans section de la
valuation p-adique; ces corps, par la remarque de Denef ci-dessus, foumissent des
exemples en inEgale caractEristique.

Pour les corps values de caractEristique (0, p), on a besoin de plus.

Dfinition 3.3 [8]. Soit (K, v) un corps value et I un ideal de l’anneau de valu-
ation Ao. Une application coefficient d’ordre I est un homomorphisme de K dans
(A/I), disons co, tel que co(u) u + I si v(u) O.

Exemple 3.4. (1) Si I est l’idEal maximal de Ao, alors on retrouve la notion
prEcEdente d’ application coefficient.

(2) Soit K Qp le corps des nombres p-adiques avec la valuation p-adique et
I {x" v(x) > n + 1}, alors l’application co(aspN + as+ips+l + ...) as +
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pnav+ P + + av+n est une application coefficient d’ordre I. C’est 1’ application
co(x) p-(X)x mod I.

Nous n’utiliserons que des applications coefficients pour les id6aux I {x: v(x) >
n + comme dans l’exemple pr6c6dent. Soit (K, v) un corps valu6 de caract6ristique
(0, p). Nous appellerons application coefficient d’ordre n, not6e con, une applica-
tion coefficient d’ordre Mn (K), avec la convention co coo. On peut noter que
la remarque de Denef ci-dessus s’applique aussi aux applications coefficients de
l’exemple 3.4 (2): elles sont d6finissables dans Z;. Dans l’exemple 3.4, on a en fait
une suite (con)n=O, qui est compatible avec le systime projectif naturel des an-
neaux r6siduels An(K), c’est--dire COn+lYgn COn, 0[1 7l’n’. An+I(K) "-+ An(K)
est la surjection canonique. Nous serons amen6s i consid6rer plut6t de telles suites
d’applications coefficients. Puisque le groupe multiplicatif des 616ments de valuation
nulle est pur dans K on voit qu’on aura une application coefficient d’ordre n dis
que le groupe ab61ien An (K) est pur-injectif. En utilisant le th6orime de compacit6
on obtient le lemme suivant.

LEMMA 3.5. Tout corps valud (K, v) de caracMristique (0, p) a une extension
dlmentaire qui possde une suite d’applications coefficients, (COn)h=O,l ..... qui est
compatible avec le systkme projectifnaturel des anneaux rsiduels An(K).

Dans le cas des corps valu6s (K, v) de caract6ristique (0, p) non ramifi6s, le lemme
pr6c6dent d6coule aussi de l’existence d’une extension 616mentaire munie d’une sec-
tion normalis6e , de la valuation, c’est--dire ?,(v(p)) p, par une construction
analogue celle de l’exemple 3.2 (3).

Soit (K, v) un corps valu6. Consid6rons la suite exacte

1-- K - K/l +m(K)-- vK O

Une application coefficient co induit la scission de cette suite par une r6traction
c--6: K/1 + m(K) K. En effet, une application coefficient co se factorise par
K/1 + m(K), disons -’6, et on a 6(i(g)) g, puisque co(x) si v(x) 0;
la suite exacte est donc scind6e par -’6. Et r6ciproquement, en composant une
r6traction -6: K/I + m(K) K provenant d’une section de la suite exacte,
avec 1’ application canonique K K / +m(K), on obtient une application coef-
ficient. La suite exacte ci-dessus est la structure sous-jacente au corpo’ide de Krasner
associ6 au corps valu6 (K, v) (voir 12]); une application coefficient correspond donc
exactement ? une section du corpo’fde de Krasner. De m0,me, une application coeffi-
cient d’ordre I correspond exactement it une section de la suite exacte

(Av/I) --+ K/1 + I -- vK --+ 0

Vues sous cet angle, les applications coefficients sont ii rapprocher du formalisme
de Basarab dans le th6orime d’61imination de 1], ota les groupes K/1 + re(K),
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K/I + Mn(K) sont fondamentaux. Nous allons exploiter ce lien pour obtenir un
thEorime d’Elimination semblable avec le formalisme des applications coefficients.
Ces groupes semblent standard en thEorie des nombres (voir les << congruences mul-
tiplicatives >> de Hasse [10]).

Le lemme suivant explique la grande flexibilitE d’un formalisme qui incorpore les
applications coefficients.

LEMMA 3.6 [8]. Soit I (x) uneformule sans quantificateurs du langage des corps
values E, qui dfinit un ideal de l’anneau de valuation. Soient (E, v, co) et (F, v, co)
des corps values munis d’une application coefficient d’ordre I (E) et I (F), l’iddal

dfini par I (x). Soit un plongement de Av(E)/I (E) dans Ao(F)/I (F). Soit
K un sous-corps de E et un plongement de corps valu de K dans F tel que
(co(x)) co(i (x)), pour tout x dans K. Soit K C L C E un corps intermdiaire
et L unplongementde corps values de L dans F quiprolonge i. Supposonsqu ’il existe
un sous-groupe G de L telque vL vK+vG et un ensemble de gdnrateurs H de G
tel que fl(co(h)) co(il(h)),pourtout h dans H. Alors ona (co(y)) co(il(y)),
pour tout y dans L.

Dmonstration. On note qu’on a alors fl(co(z)) co(i(z)), pour tout z G.
Ainsi tout y L s’exprime y xzu, pour un certain x K, z Get u L tel que
v(u) 0, et on conclut directement.

Comme cas particulier du lemme prEcEdent, on peut mentionner les extensions
immEdiates de corps values.

4. llimination avec une application coefficient

En ajoutant un nouveau symbole co au langage E on obtient le langage Eo des
corps values munis d’une application coefficient. Les theories de corps values dans
ce langage seront munies des axiomes pour co. Rappelons le thEorime d’Elimination
des quantificateurs par rapport aux ElEments du corps de base de Pas ([ 18]; voir [7],
(3.5)).

THtORME 4.1. La thorie des corps values hensliens de caractristique (0, 0)
admet l’limination des quantificateurs par rapport aux lments du corps de base
dans le langage .co.

Pas montre ce thEorime essentiellement par Elimination directe. Dans [8] (chap. 2,
.5), van den Dries montre un thEorime de plongement qui foumit une preuve de
thEorie des modiles du thEorme de Pas. I1 se dEduit aussi du thEorime d’Elimination
de Basarab de ]. Pour illustrer les arguments utilisEs la section suivante dans le
rEsultat d’Elimination en caractEristique (0, p), nous allons dEduire le thEorime de
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Pas de celui de Basarab. On utilise le th6orime de plongement 2.1 de Basarab ([ ])
qui correspond dans ce cas exactement l’61imination ([ ], th. A ou B). Nous allons
6noncer succinctement ce th6orime. Soit (K, v) un corps valu6 de caract6ristique 0.
Si Kv est de caract6ristique p > 0, alors en utilisant le sous-groupe convexe H de
oK engendr6 par v(p) on obtient une valuation : K -- vK/H. Avec la notation
analogue/i celle d6ji utilis6e, d6signons par i/’0 la structure

((K, v), K x/1 + rh(K),/K, Kx Kx/1 + rh(K) - /K 0)

Si Ko est de caract6ristique 0, d6signons par i/f0 la structure

(Kv, K/1 + m(K), oK, Kvx K/1 + m(K) -- oK -- O)

Appelons les structures K0 des co-structures.

THIORME 4.2 [1, th. 2.1]. Soit (K, v) un corps de caractdristique 0, et (L, v),
F, v) des extensions hensdliennes de K v) telles que F, v) est L I-pseudocomplet.

Soit un o-plongement lz: ,o -- o de co-structures (dans un sens dvident). Alors il
existe un (K, v)-plongement de corps valuds (L, v) -- (F, v) qui induit le plonge-
ment

Pour le th6orime d’61imination 4.1, il suffit de montrer le lemme de plongement
suivant.

LEMMA 4.3. Soit (K, v, co) de caractdristique (0, 0). Soient (L, v, co) et

(F, v, co) des extensions hensdliennes de (K, v, co) tel que (F, v, co) est L +-
saturde. Soit or: vL oF un plongement de groupes abdliens ordonnds tel que
ot It= id et : Lo Fo un plongement de corps tel que fl IKv= id. Alors il existe
un plongement f: (L, v, co) (F, v, co) tel que f IK id, fv tz, et fres [J.

Ddmonstration. On a des sections des suites exactes suivantes, au-dessus de
(K, v), donn6es par les b"6 d6j vus

1-+ L LX/l + m(L)- vL-- 0

1--- Fox F/I + m(F)-- vF---0

On obtient des isomorphismes

L/1 + re(L) Lv x vL

F/1 + m(F) Fv x vF
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et via ces isomorphismes et or,/, un plongement

x or: L/I + m(L) FX/l +m(F)

tel que/ x o Ir/l+mCr)-- id. Le plongement/ x c correspond i un plongement
de la premiere suite exacte dans la deuxime, qui coi’ncide avec l’identit6 sur la suite
exacte

Kvx-- K/l+m(K)-- oKO
Le th6orme 2.1 de [1] s’applique donc et on obtient un plongement de corps

valu6s r/: (L, v) (F, v) tel que r/It= id et r/induit le plongement/ x . Mais
r6interpr6t6 en termes de co, cela implique que r/est un plongement dans le langage
L,,.

Le formalisme de est repris par Kuhlmann dans[ 14] ott il obtient un th6orime
d’61imination analogue en caract6ristique (p, p) pour les corps valu6s de Kaplan-
sky (c’est-h-dire vK p-divisible et Kv sans extension de degr6 divisible par p)
alg6briquement maximaux 14, th. 2.6]. La discussion ci-dessus s’applique et on
obtient le r6sultat suivant.

THIORME 4.4. La thorie des corps values de caractristique (p, p) de Kaplan-
sky algbriquement maximaux admet l’limination des quantificateurs par rapport
aux lments du corps de base dans le langage ,co.

Les th6orimes ci-dessus entrainent directement les principes d’Ax-Kochen-Ershov
correspondants dans le langage/2,.o (voir [7]). Kuhlmann 13] a montr6 la validit6 des
principes d’Ax-Kochen-Ershov dans le langage des corps valu6s de caract6ristique
(p,.p) pour les corps alg6briquement maximaux parfaits. A-t-on l’61imination des
quantificateurs par rapport aux 616ments du corps de base dans le langage 2,.o dans
ce cas?

5. llimination en in,gale caractristique avec les
applications coefficients d’ordre n

Introduisons le langage/2,.o, obtenu du langage des corps valu6s/2 en ajoutant des
symboles pour une suite compatible (co,,)n=O, d’applications coefficients de chaque
ordre n, et des symboles v,, pour les applications canoniques vn" Av A,,. Dans
ce langage les corps valu6s seront des structures multisortes, not6es (K, v, (con)), du
type suivant

(K, oK, (An(K))n=O, ..... K -- oK, (A,- An(K))n=O, ..... (K An(K))n=o, ))

avec les axiomes appropri6s pour les COn et la convention vo(x) .
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THIORME 5.11 La thorie des corps values hensliens de caractristique (0, p)
non ramifies admet l’limination des quantificateurs par rapport aux .lments du
corps de base dans le langage .co.

COROLLAIRE 5.2. Soient (Ki, vi, con)), 1, 2 des corps valuds hensdliens de
caractdristique (0, p) non ramifi6s. Alors

(1) (KI, vl, (COn)) =-- (K2, rE, (COn)) sietseulementsi oKl vK2 et Kl,v =-- KE, v.

(2) (KI, vl, (con)) "< (K2, 02, (con)) si et seulement si vKl

_
vK2 et An(KI) "<

An (K2), pour tout n.

Dmonstration. La partie (2) d6coule directement du th6orime. Pour (1), on
remarque que Ao(Ki) Ki,o et, les corps 6tant non ramifi6s, An(Ki) est canon-
iquement isomorphe h 1’ anneau de vecteurs de Witt Wn+ (Ki,v). Or Wn+l (Ki,v) est
uniform6ment d6finissable sans paramtre dans Ki,v. Les arguments standard per-
mettent d’obtenir (K, v, (con)) =-- (K2, v2, (con)) si et seulement si vK =-- vK2 et
An(K) An (K2), pour tout n, et on conclut par la remarque pr6c6dente.

Le th6orme 5.1 d6coule de faqon standard du th6orime de plongement suivant.

THIORME 5.3. Soit (K, v, (COn)) un corps valud de caractdristique (0, p) et
(L, v, (COn)), (F, v, (COn)) des extensions hensdliennes non ramifids de (K, v, (COn)),
tels que (F, v, (COn)) estl L I+-saturd. Soitt: vL oF unplongementde groupes
abdliens ordonnds tel que a IrK id; soient n: An(L) An(F) des plongements
d’anneaux tels que n IAnK) id et tels que les n soient compatibles avec le systdme
projectif naturel des An, c’est-?t-dire nZrn .Zrntn+l, Oft Zrn" An+i - An est la
surjectioncanonique. Alorsilexisteunplongement f: (L, v, (COn)) (F, v, (COn))
tel que f IK id, fo , et fresn n pour tout n.

Le th6orime 5.3 se ramne au th6orime 2.1 de[ ], mais pas de faqon aussi directe
qu’en 6gale caract6ristique 0.

Dmonstration. On a des sections des suites exactes suivantes, au-dessus de
(K, v), donn6es par les "6n (comme ci-dessus)

-- A (L) LX/1 d- Mn(L) -- vL ---> 0

-- A (F) FX/1 + Mn(F) - vF -- 0

ICe th6orime g6n6ralise le th6orime 3.7 de J. Pas, Cell decomposition and local zeta functions in a
tower ofunramified extensions ofa p-adicfield, Proc. London Math. Soc. 65 (1990), 37-67, oil il traite le
cas d’une valuation discrite de rang 1.
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On obtient des isomorphismes

L/1 + Mn(L) -- AXn (L) x vL

F/1 "4- Mn(F) -- A (F) x vF

et via ces isomorphismes et ct,/n, des plongements

n x or: L/1 + Mn(L) F/1 + Mn(F)

En passant h la limite on obtient des plongements

,o" lim An (L) lim An (F)
<--n <’-’rt

/o x a: lim L / + Mn (L) lim F / + M(F)
<"-n <--n

Notons, sur l’exempie de L, que

limL/1 + Mn(L) lim AnX(L) x vL
’-’n

et on ales inclusions canoniques (voir I1 ])

ALo,v lim A2 (L)
n

LX/1 + rh(L) limLX/1 + Mn(L)
*’n

Or, puisque (F, v, (co,,)) est suffisamment satur6, on a les isomorphismes naturels
(voir ])

lira An(F) -- AtFo,,O
<’-’n

lim F/1 + M(F) F l1 + rh(F)
<"-n

On obtient des plongements
Xo: ALo,v A(to,v

oo X o" L/1 + th(L) ,----> F/1 + rh(F)

au-dessus de K / + rh(K) Or notons, par exemple, que K pZ x A(KO,v).
Cela permet d’obtenir un plongement o,, l" L F tel que o, x c [LO /o,,
et un plongement de suites exactes #

L --+ LX/l+rh(L) iL 0

--> F F/l+th(F) --> )F 0
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qui coi’ncide avec l’identit6 sur la suite exacte

--> K --> K/1 + rh(K) o_.> OK --+ 0

On v6rifie via les limites projectives que flo,, " L F est aussi un plongement
de corps valu6s pour la valuation de d6part v. Le th6orime 2.1 de s’ applique, et
on obtient un plongement de corps valu6s r/: (L, v) (F, v) qui est l’identit6 sur
K et qui induit/z. Mais, r6interpr6t6 en termes des COn, cela entraine que r/est un
Lco-plongement. I"l

6. Types la Delon

On donne maintenant une axiomatisation des 1-types sur les modules dans les
langages Eco et Eco. Cette analyse suit de pris celle de Delon (voir [5]). Elle distingue
trois families de types. Consid6rons une extension de corps valu6s (K, v) -< (N, v),
x e N \ K, et soit

IK(X) {g
_
vK" :ik K, v(x -k) g}

Le type tp(x, K) se classe parmi l’une des trois families suivantes’. (1) It(x)
{v(x- k): k K} et possde un maximum; (2)It(x)= {v(x- k): k K} et ne
possde pas de maximum; (3) It(x) {v(x k): k K}, et alors {v(x k): k
K} It(x) t3 {go} et It(x) < go.

Fixons une th6orie complite Tr de corps de caract6ristique 0 et une th6orie complite
Tg de groupes ab61iens ordonn6s, et consid6rons dans E.co la th6orie complite de
corps valu6s hens61iens de caract6dstique (0, 0) dont le corps de testes est modile
de Tr et le groupe de valuation modile de Tg. De fa;on analogue, fixons aussi
une th6orie complite Tp de corps valu6s de Kaplansky alg6briquement maximaux
de caract6ristique (p, p). Rappelons la description des types pour le langage Z;co,
6tablie dans [2] pour les corps hens61iens de caract6ristique (0, 0). Compte tenu du
th6orme 4.4, les m.mes calculs s’appliquent pour les corps de Kaplansky alg6brique-
ment maximaux de caract6ristique (p, p).

THIORME 6.1. Soit (K, v, co) un module de T To, Tp et x dans une extension
dldmentaire, x q K.

(1) Si tp(x K) appartient ?t lapremidrefamille, alors il est compldtementddtermind
par deux constantes a, b K, a :/: 0, telles que v(ax + b) 0, ax + b q[ Kv, et par
le type tp(ax + b, Kv).

(2) Si tp(x K) appartient ?t la deuximefamille, alors il est compldtementddtermind
par une suite (ap; yp) indexde par un ensemble bien ordonnd, oft aa K, ya
v(x a) et (,) est cofinale dans IK(X).

(3) Si tp(x K) appartientd la troisidmefamille, alors il estcompltementddtermind
par une constante a K telle que v(x a) vK, par le type tp(v(x a), vK) et
par le type tp(co(x a), Ko).
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Fixons une th6orie complite Tr de corps de caract6ristique p et une th6orie
complite Ts de groupes ab61iens ordonn6s discrets, et consid6rons dans E.coo la
th6orie complite de corps valu6s hens61iens non ramifi6s de caract6dstique (0, p)
dont le corps de restes est modile de Tr et le groupe de valuation modile de Tg. Les
anneaux An(K), avec les applications canoniques rn" An+l (K) --> An(K), forment
un systime projectif. Nous aurons i consid6rer des suites de types (qn(z))n, oO qn
est un type sur An (K), qui devront .tre consid6r6es comme provenant d’un 616ment
d’une extension 616mentaire via les applications v,," Ao -- An. Ceci 6quivaut i ce
que ces types soient compatibles avec les systimes d’applications (Vn)n et (Zrn)n dans
un sens 6vident. Nous allons 6voquer cette situation en disant que la suite de types
(qn)n est compatible avec le systime projectifdes anneaux An, et nous allons d6signer
par lim qn (Y) le systme de conditions qui d6crit cette compatibilit6 et les q,,, ii toute
fin pratique 6gal {y A A qn(Y + Mn); n >_ 0}, et qui est r6alis6 dans une certaine
extension 616mentaire de (K, v). On peut consid6rer lim.-qn(Y) comme un type sur

n
Aro,o r6alis6 dans W(k) pour un k >- Ko.

THIORME 6.2. Soit (K, v, (coo)) un moddle de To, p, et x dans une extension
dldmentaire, x q K.

(1) Si tp(x, K) appartient lapremidrefamille, alors il estcompldtementddtermind
par deux constantes a, b K, a 0, telles que v(ax + b) 0, ax + b Ko, et par
la limite projective de types lim- tp(Con(aX + b), An(K)).

n
(2) Si tp(x K) appartient la deuximefamille, alors il estcompltementddtermind

par une suite (ap; yp) indexde par un ensemble bien ordonnd, oft aa K, ,
v(x aa) et (,) est cofinale dans It(x).

(3) Si tp(x, K) appartient la troisidmefamille, alors il estcompltementddtermind
par ,ne constante a K telle que o(x a) oK, par le type tp(v(x a), oK) et
par la limite projective de types lim.- tp(con(X ), An(K)).

n

Ddmonstration. Soit (N, v, (con)) une extension 616mentaire assez satur6e, qu’on
pourra ajuster pour obtenir ies automorphismes voulus. Identifions x un 616merit
de N.

(l) Soit x’ N tel que tp(x’, K) appartient aussi i la premiire famille et tel que
v(ax’ + b) 0, ax’ + b K, et

limtp(Con(aX + b), An(K)) limtp(con(aX’ + b), An(K))

Puisque N est assez satur6, on ales identifications (N, v) W(No) et Aro,o
lira.- An(N) AwtNo (voir Ill). Soit K0 un relivement de K par une section
de f’application de passage au reste pour la valuation/. On a/ IKo(ax+b)= 0 et
i) Irotax,+b= 0, Car X, X’ sont transcendants sur K. Il existe donc des relivements
NI, N2 de Ndans N tels que Ko(ax + b) C Nl et Ko(ax’ + b) C N2. On a

ax + b lim,-COn(ax + b), ax’ + b lim,-COn(aX’ + b), par les identifications
n

faites ci-dessu. Pour chaque n, il existe (en ajustant N) un automorphisme an de
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A,(N) tel que rn(COn(aX -4- b)) Con(aX’, + b) et an IA,,C)-" id. En ajustant de
nouveau N il existe une famille (an) compatible avec la limite projective lim- A,(N).
On obtient ainsi un automorphisme d’anneaux

or" A(No,v) A(N’-,v)

tel que cr(ax + b) ax’ + bet r Ilim,--A,,(K)’-- id, en particulier cr IAKo.,= id par

l’inclusion Aro,o) c_ lim.- An(K). En utilisant le fait que N pZAuo,o), on
n

peut prolonger ?a un automorphisme de corps al" N -- N tel que a Iro= id.
Par la construction de or, 1’ automorphisme r sera aussi un automorphisme de corps
valu6s pour la valuation v. On obtient un relivement de r en un K0-automorphisme
de corps valu6s r2" (NI, v) --+. (N2, v) tel que rz(ax + b) ax’ + b. Or K et

Ni sont lin6airement disjoints au-dessus de K0 et on obtient (voir [4], prop. 2.15)
un K-isomorphisme de corps valu6s r3" (KN, v) (KN2, v) qui prolonge r2 et
vKNi vK, KNi o Nv. Par le lemme 3.6 avec G H }, l’isomorphisme or3
est aussi un ,.o,o-isomorphisme. On conclut par le th6orime d’61imination 5.1 que
tp(x, K) tp(x’, K).

(2) Supposons x’ 6 N tel que tp(x’, K) appartient aussi t la deuxime famille
pour la mme suite (ap; ,p). On v6rifie directement que la suite (ap) est une suite
pseudo-Cauchy de type transcendant dont x et x’ sont des pseudo-limites; il existe
done un K-isomorphisme de corps valu6s #" K (x) K (x’) tel que o(x) x’ et on
a vK(x) vK(x’) vK, K(x)o K(x’)o Ko. On conclut par le lemme 3.6 et
le th6orme 5.1 comme en (1).

(3) Supposons x’ 6 N tel que tp(x’, K) appartient aussi t la troisime famille
pour le mSme paramitre a e K et tel que tp(v(x a), vK) tp(v(x’ a), vK) et

limtp(co,(x a), An(K)) limtp(con(X’ a), A,(K))
n n

Posons y x a, y’ x’ a. II suffit de voir que tp(y, K) tp(y’, K). En
proc6dant comme en (1), il existe un relivement No de N dans N pour ) et un
K-automorphisme de corps valu6s

p" (KNo, v) (KNo, v)

tel que qgn(CO,(y)) co,(y’) pour tout n, et v.KNo vK, (KNo)o No. Comme
oK -< oN et v(y), v(y’) vK, on aque y, y’ sont transcendants sur K, v(Y’ aiyi)
mini v(aiyi), v(Y aiy’i) mini v(aiy’i), pour tous ai

_
KNo, vKNo(y) vK

Zv(y), vKNo(y’) vK Zv(y’). On obtient un K-isomorphisme de corps valu6s
qg" (KNo(y), v) (KNo(y’), v) tel que p(y) y’ et p,,(co,(y)) co,(y’)
pour tout n. Par le lemme 3.6 avec H {y}, l’isomorphisme p est aussi un
12,.o-isomorphisme, et on conclut par le th6orime d’61imination 5.1 que tp(y, K)
tp(y’, K). I1

Note. Cette d6monstration indique comment proc6der pour le th6orime 6.1.
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7. La proprit d’indpendance

Compte tenu de la caract6risation des types ci-dessus, l’analyse de Delon des
coh6ritiers s’applique directement (voir [5]; on trouve un expos6 d6taill6 dans [3]).
Rappelons d’abord les r6sultats de base.

PROPOSITION 7.1 (Delon). Soit (K, v) __% (M, v) une extension lmentaire de
corps values, zr E Sl (K, o), q E Sl (M, o).

(i) Si q cohrite de yr, alors IM (q) fq VK Ir (r).
(ii) Si yr n’appartient pas la 3e famille et si q cohrite de 7r, alors Ir(yr) est

cofinal dans IM q).
(iii) Si yr(x) appartient la re famille et si q(y) cohrite de zr(x), alors q(y)

appartient aussi la re famille pour les mmes paramtres a, b K tels que
v(ax + b) 0, ax -t-b q Kv.

(iv) Si zr(x) appartient ?t la 2e famille et si q(y) cohrite de r(x):
(iv. 1) Si M ne rdalise pas zr, alors r a unills unique sur M, ceills appartient la

2e famille pour les mmes paramdtres (ap; ,), ap K, , oK, qui donnent une
suite pseudo-convergente.

(iv.2) Si M ralise rr, disons par xo, alors q (y) appartient la 3 famille avec le
paramtre xo (v(y xo) q[ vM), Ir(zr) est cofinal dans Ita(r) et tp(v(y xo), vM)
cohrite dt gauche de sa restriction vK.

(iv.3) Soient Xo, xl M deux ralisations de yr et Yo, Y des ralisations de q dans
une extension lmentaire. Alors, pour tout m M, v(yo m) v(y m); en
particulier, tp(v(yo xo), vM) tp(v(yl Xl), oM).

(v) Si rr(x) appartient la 3e famille, alors q(y) appartient aussi la 3 famille
pour le mme parambtre a K tel que o(x a) oK.

On travaille avec les th6ories de corps valu6s To, Tp, To,p ci-dessus. Les r6sultats
de [2] restent valables pour Tp; rappelons-en la description des coh6ritiers.

THIORME 7.2. Soit (K, v, co) -< (M, v, co) des modules de To ou Tp et soit
7r (x) un 1-type sur K, non trivial.

(1) Si yr appartient la premibrefamille, ses cohritiers sur M sont les types q (y)
tels que q (y) appartient la mdmefamille avec les mmes paramtres a, b dans K
et tp(ay h- b, Mv) cohrite de tp(ax d- b, Ko).

(2) si yr appartient la deuximefamille on a deux cas:
(2. l) Si M ne ralisepas yr alors r possde unfils unique sur M, cefils appartient

aussi la deuximefamille et est dterminpar la mme suite (a; },) que r.
(2.2) Si M ralise zr en xo, les cohritiers de r sont les types q(y) tels que q(y)

appartient la troisidmefamille pour le paramdtre xo, Ir (7r est cofinal dans IM (q),
tp(v(y Xo), vM) cohrite ?t gauche de sa restriction ?t oK, et tp(co(y xo), Mo)
cohrite de sa restriction ?t Ko.

(3) Si 7r appartient la troisidme famille, ses cohritiers sur M sont les types
q(y) tels que q(y) appartient la mmefamille avec le mme paramdtre a dans K,
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tp(v(y a), vM) cohdrite de tp(o(x a), oK) et tp(co(y a), My) cohdrite de
tp(co(x a), Kv).

Pour T0,p, on obtient 1’ analogue suivant.

THIORME 7.3. Soit (K, v, (COn)) "< (M, v, (CO)n) des modules de To, p et soit
rr(x) un l-type sur K, non trivial.

(1) Si 7r appartient d la premibrefamille, ses cohdritiers sur M sont les types q (y)
tels que q(y) appartient gtla mmefamille avec les mmesparambtres a, b dans K et
la limite projective de types lim,-- tp(con(ay + b), An(M)) cohdrite de sa restriction

n
K.

(2) Si rc appartient d la deuximefamille on a deux cas:
(2. Si M ne rdalise pas rr alors re possde unfils unique sur M, cefils appartient

aussi la deuxidmefamille et est ddtermind par la mme suite (ap; ,p) que
(2.2) Si xo E M rdalise re, les cohdritiers de rr sont les types q(y) tels que q(y)

appartient fi la troisidmefamille pour le paramdtre xo, Ir (re) est cofinal dans IM (q),
tp(v(y x0), vM) cohdrite gauche de sa restriction d vK, et la limite projective
de types lim,- tp(Con(y xo), An(M)) cohdrite de sa restriction K.

n
(3) Si zr appartient la troisime famille, ses cohdritiers sur M sont les types

q(y) tels que q(y) appartient gt la mme famille avec le mme paramtre a dans
K, tp(v(y a), vM) cohdrite de tp(v(x a), vK) et la limite projective de types
lim.- tp(Con(y a), An(M)) cohdrite de sa restriction t K.

Rappelons le critire de Poizat pour la propri6t6 d’ind6pendance.

THIORME 7.4 [20]. Soit T une th6orie complite dans un langage L. Si T a la
propri6t6 d’ind6pendance, alors pour tout cardinal . >1 L I, il existe un type sur un
modile .M de T de cardinal M ., qui a 22 coh6ritiers. Si T n’a pas la propri6t6
d’ind6pendance, alors pour tout cardinal ,k >_tL I, le nombre de coh6ritiers d’un type
sur un module M de T de cardinal M est major6 par 2x.

En appliquant le critire de Poizat, on obtient le transfert/ la Ax-Kochen-Ershov,
qui se ramine aux seuls corps par [9].

THIORfME 7.4. (1) Dans le langage .co, T To, Tp possdde la propridtd
d’inddpendance si et seulement si Tr la possbde.

(2) Darts le langage .o, T To,p possdde la propridtd d’inddpendance si et
seulement si Tr la possde.

Ddmonstration. (2) (=) On sait par [9] qu’aucune th6orie de groupes ab61iens
ordonn6s n’a la propri6t6 d’ind6pendance. Supposons que Tr n’a pas la propd6t6
d’ind6pendance. Alors, pour tout (K, v, (con)) TO,pet n 0, Th(An(K))
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n’a pas non plus la propri6t6 d’ind6pendance, puisque l’anneau An(K) est canon-
iquement isomorphe h 1’ anneau Wn+ (Kv) des vecteurs de Witt de longueur n + sur
Kv et que cet anneau est uniform6ment d6finissable sans paramitre dans Kv. Un type
zr S (K) n’aura, par le th6orime 7.3 et le critire de Poizat appliqu6 aux groupes
ab61iens ordonn6s, qu’au plus

2torl. (21rvl)o _< 2cl 21rl.o 21rl

coh6ritiers, d’oO le r6sultat.

Comme on obtient des applications coefficients en passant d’un corps valu6 t une
extension 616mentaire assez satur6e, on peut redescendre au langage

COROLLAIRE 7.5. Dans le langage des corps values, une thorie de corps values
hensliens To, Tp ou To,p posskde la propri.t d’indpendance si et seulement si la
thorie de corps associde au corps de restes la possde.
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