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RESUME

Certaines composantes de l'activité mathématique de l'éleve telles que la
vérification du résultat obtenu, la justification d'un énoncé, d'une proposition ou de la
démarche adoptée dans un probléme, un engagement réfléchi dans la tache, la
validation refletent I’acquisition de ce que nous avons nommé le contréle. Plusieurs
études montrent l'importance de ces composantes dans l'activité mathématique chez
I'éléve (Balacheff, 1987; Artigue, 1993; Butlen et al., 1989), et chez les mathématiciens
(Hadamard, 1975; Nimier, 1989; Smith et Hungwe, 1998), cette activité apparaissant
¢galement centrale dans le contexte scolaire (MELS, 2003, 2006). Néanmoins
différentes recherches (Delorme, 1985; Richard, 1998; Coppé, 1993; Dib, 2000-01;
Polya, 1945/1965; Vivier, 1998; Chalancon et al.,, 2002; Artigue, 2002; Cortés et
Kavafian, 1999; Bednarz et Janvier, 1992; Schmidt, 1994; Richard, 1998; Butlen et
Pezard, 1990-91; Schoenfeld, 1985) soulignent le peu de contréle exercé par les
¢leves face a I’activité mathématique et ce, a tous les niveaux et dans différents
domaines des mathématiques. Ce constat rejoint celui émis par les enseignants en
exercice sous 1’angle d’une vérification du résultat, de la démarche.

Cette double préoccupation sur le controle que les éléves exercent en
mathématiques, provenant a la fois des travaux menés en recherche en didactique des
mathématiques et de la pratique a travers ce qu’expriment les enseignants nous a poussé a
investiguer les situations susceptibles de développer le contréle chez les éleves. Pour
fonder I’élaboration de ces situations didactiques, nous avons mené une analyse du
concept de contrdle autour de cinq perspectives différentes : sociologique, psychologique,
¢ducation mathématique, mathématique et didactique. Nous en avons. ressorti Six
composantes (méme si les auteurs n’utilisent pas tous le terme contrdle) : anticipation,
validation / vérification, engagement réfléchi, choix éclairé / discernement, utilisation
de métaconnaissances, perception des erreurs / sensibilité a la contradiction / capacité
de dépasser la contradiction.

Une recherche collaborative a été¢ menée avec une enseignante de secondaire 3
autour de ’algebre et plus précisément sur les exposants. Nous avons cherché a cerner
d’une part les situations élaborées conjointement et les stratégies d’intervention mises en
place en classe et d’autre part & mieux comprendre ce qu’il advient sur le plan du
développement du contrdle chez les éléves du secondaire au cours de ces situations.

L’analyse des rencontres entre ’enseignante et la chercheure a permis de cerner
sur quelle base s'est fait le choix des tdches retenues au cours de la planification,
comment elles ont é1é modifiées au cours du processus de collaboration entre
chercheure et enseignante (tdches redéfinies) et quelles sont les raisons qui ont guidé
cette modification. Nous nous sommes également attardés sur les tdches effectives en
classe, et les modifications apportées en cours de réalisation. Cette analyse a permis
d’éclairer une didactique d’intervention autour du développement du contrdle. Ainsi,
les composantes du controle et les criteres en arriére du choix des taches retenus au




cadre théorique sont redéfinies a la lumiére des rencontres de planification ; de
nouvelles composantes et criteres sont de plus mis de I’avant.

Notre travail enrichit également les différentes stratégies d’intervention
favorisant le développement du contréle ainsi que des indicateurs de contrdle chez les
¢leves, catégories sur lesquelles nous n’avions pas beaucoup d’information dans notre
cadre théorique.

A la suite de ’analyse des séances en classe, des productions des éleves, des
questionnaires écrits qui ont été passé€s au début et a la fin de I’expérimentation ainsi
que des entrevues faites a certains éléves, nous avons pu tracer le développement du
point de vue du contrdle aupres de huit éleves judicieusement choisis. 1l en ressort
pour certains un développement du contréle sur le processus de résolution de
problémes et sur I’écriture. Nous avons toutefois noté certaines difficultés de contrdle
qui persistent.

Mots clés : contrdle, secondaire, mathématique, recherche collaborative.



INTRODUCTION

Certaines taches requierent de la part des €leéves, et ce, a différents niveaux de
scolarité, une activité de contréle sous I’angle d’une vérification du résultat obtenu,
de la justification d’un énoncé, d’une proposition ou de la démarche adoptée dans un
probléme. Certaines de ces composantes se retrouvent dans les travaux de chercheurs
en didactique des mathématiques qui explicitent des difficultés des éléves pouvant
étre associées au contrble qu’ils exercent sous ’angle d’une attitude a se vérifier, a
s’engager de fagon réfléchie dans une tache et dans la capacité a choisir stratégiquement
entre plusieurs possibilités. Plusieurs études montrent I’importance de ces composantes
dans I"activité¢ mathématique de 1’éléve (Balacheftf, 1987; Artigue, 1993; Butlen et al.,
1989) et chez les mathématiciens (Hadamard, 1975; Nimier, 1989; Smith et Hungwe,
1988), cette activité¢ apparaissant également centrale dans le contexte scolaire (MELS,
2003, 2006). Chacune des composantes relevées rejoint les préoccupations des
enseignants en exercice, il y a donc une double préoccupation sur cet objet, le controle
que les €léves exercent en mathématiques, provenant a la fois des travaux menés en
recherche en didactique des mathématiques et de la pratique a travers ce qu’expriment les
enseignants. A la croisée de ce questionnement, un certain objet de recherche a
investiguer prend forme autour de situations susceptibles de développer le contréle chez
les ¢léves. Nous allons ainsi chercher & caractériser les situations et les interventions
¢laborées conjointement visant le développement du contrdle chez les éleves et a cerner
I’activité de contrdle chez les €leves du secondaire au cours de ces situations.

Le premier chapitre est consacré a la problématique ol nous reprenons les
¢léments a la source de ce présent projet notamment sur [’origine de notre
questionnement, sur I’importance que prend le contrdle dans ’activité de 1’éléve, la place
qu’elle occupe dans le programme de formation et ce que nous savons sur cette question
d’apres les recherches en didactique des mathématiques et d’apres les propos des

enseignants en exercice.
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Dans le chapitre II nous avons procédé a une analyse rigoureuse du concept de
contrble. Cette analyse se base sur cinq perspectives : sociologique, psychologique, en
¢ducation mathématique, en mathématique et en didactique. Nous y dégageons les
différentes composantes du concept de contrdle amenées par ces éclairages et une
définition de ce concept qui va nous guider tout le long de notre étude.

Dans le chapitre I11, nous présentons la méthodologie utilisée pour atteindre nos
deux objectifs, c'est-a-dire une recherche collaborative avec une enseignante du
secondaire. Nous précisons les caractéristiques globales de cette approche, de méme que
les choix méthodologiques qui ont été faits pour mener cette €tude, et les instruments que
nous avons utilisés.

Dans le chapitre IV, nous rapportons 1’analyse d’une séquence d’enseignement
autour des exposants. Nous tenons a souligner que nous avons opté pour une théorisation
émergente, nous avons ainsi cherché a cemer sur quelle base s’est fait le choix des
tdches retenues au cours de la planification, comment elles ont été modifiées au cours
du processus de collaboration entre chercheure et enseignante (taches redéfinies) et
quelles sont les raisons qui ont guidé cette modification. Nous nous sommes
également attardées sur les tdches effectives en classe, et les modifications apportées
en cours de réalisation. Finalement, nous avons cherché a cemer le développement du
contr6le chez quelques éléves judicieusement choisis.

Au dernier chapitre, une lecture transversale permet de confronter le cadre
théorique a la théorisation émergente a la suite de I’expérimentation. Il en ressort un
éclairage de I’intervention didactique menée autour des différentes composantes du
contrOle, autour des stratégies d’intervention qui favorisent le développement du contréle,
des indicateurs de contrdle chez les éleves ainsi que des critéres en arriére des taches du

point de vue du controle.



CHAPITRE 1

PROBLEMATIQUE

1.1 Origine du questionnement

Notre questionnement part d’un constat provenant de notre expérience en
enseignement aupres d’éléves au secondaire et de futurs enseignants au primaire et au
secondaire. Les éléves, a différents niveaux de scolarité, « contrélent »! peu leur
activité¢ mathématique, et ce, en lien avec différents types de contenus et de taches a
produire. Pour éclairer nos propos, nous allons rapporter quelques-unes de nos
observations issues de notre expérience aupres de futurs enseignants au primaire et au
secondaire et d’¢éléves du secondaire, et nous allons mettre en évidence, a mesure, le

questionnement suscité.

1.1.1 Quelques données nous questionnant issues de notre expérience

d’enseignement

Lors d’une formation dispensée aux futurs enseignants au secondaire, nous leur

avions demandé de résoudre I’équation suivante :

Peux-tu trouver la valeur ou les valeurs de x qui vérifie(nt) [ 'équation suivante?

Jx+4=2x

"Le sens donné au concept de « contrdle » va s’éclairer tout au long de la problématique et
sera défini dans le cadre théorique. Il est pris, a ce stade, dans le sens commun, vu comme la personne
qui posséde une maitrise sur ce qu’elle fait.

? Ce probléme a été posé dans le cours MAT 2028 : Didactique de I’algébre, a 'UQAM
(sessions automne 2004 et 2005).
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Nous avons recueilli deux exemples parmi un ensemble de solutions

d’étudiants pour illustrer nos propos :

Premier exemple Deuxieme exemple

Jx+4=2x Vx +4=2Jx
4=2x-x 4=2x—-x
4 =(2¥x —x)? 4=+x
16=4x—dx+x 2=x

16 =x

Dans ces deux résolutions, nous pouvons remarquer que les étudiants mobilisent
des connaissances propres a la résolution d’une €quation rentrant dans le processus de
résolution. Dans le premier exemple, ce processus est guidé par I’idée qu’en présence de
racines carrées, il faut €lever au carré pour faire disparaitre les racines. Les €tudiants ne
prennent pas en compte le fait que la résolution d’une équation repose sur des
transformations €quivalentes, les équations 4 = 2Jx —~x et 4% = (2\/; - \/;)2 n’étant
pas équivalentes. Dans le deuxieme exemple, les étudiants ne semblent pas remettre en

question que le résultat obtenu, 2, ne vérifie pas la premiére égalité. Il en ressort ainsi une

difficulté a parler Jx = 4, ce que cela signifie.

Lors de la résolution de 1’équation % +6-3x=2x+2- % +4, voici différents

exemples de résultats donnés par les futurs enseignants au secondaire :




Exemple | Exemple 2
%+6—3x=2x+2—%§+4 x—6x—4x+?2=4+8—12
x=
x+12-6x=4x+4-9x+8
x—-6x—4x+9x=4+8-12
0x=0
Impossible, on ne peut pas diviser par 0.
Exemple 3 Exemple 4
x—6x—4x+9x=4+8-12 x—6x—4x+9x=4+8-12
0x=0 0=0

Exemple 5
£+6—3x:2x+2—%+4
2 2
x+12-6x=4x+4-9x+8

=S5x+12=-5x+12

—5x=-5x

X=X

Dans ces exemples, les €tudiants mobilisent également des connaissances propres
a la résolution d’une équation. Le type de tache est toutefois différent ici puisqu’il s’agit
d’interpréter une €quation qui a une infinité de solutions dans les réels, ce qui pose
certaines difficultés aux étudiants. Dans le premier exemple, nous pouvons constater que
les étudiants, arrivés a I’égalité 0.x =0, veulent diviser par 0 les deux membres de
I’égalité, concluant alors par I'impossibilité d’une telle opération. Le sens donné a
I"égalité 0.x =0 est ici a questionner, n’étant pas vu comme la recherche de valeur(s)
de x, si elles existent, telles que si on multiplie x par 0, on obtient 0, une infinité de
valeurs étant dans ce cas-ci solution. Dans le deuxiéme exemple, les étudiants

donnent une seule valeur comme solution, 0, cherchant a se ramener a une forme




connue sous la forme «x = a, ou a est un réel ». Dans les autres exemples relevés
(exemples 3, 4 et 5), les étudiants répondent en donnant la forme la plus simple de
I’équation a laquelle ils peuvent arriver, s’arrétant la, sans conclure. Le sens de
résoudre une €quation, comme le fait de trouver le ou les valeurs de x, si elles
existent, qui vérifient [’égalité, est ici & questionner. Ainsi, les connaissances requises
pour résoudre une équation sont mobilisées, mais les étudiants bloquent dans
Pinterprétation de ’écriture d’une équation qui posseéde une infinité de solutions,

motivés par I’idée qu’il y a toujours une solution dans une équation.

Chez les futurs enseignants au primaire, nous avons pu relever certaines
difficultés chez les étudiants en lien cette fois-ci avec la résolution de problemes, comme
illustré dans le probléme’ ci-dessous :

Roger collectionne des 1ézards, des scarabées et des vers de terre. Il possede plus

de vers de terre que de 1ézards et de scarabées ensemble. Ces bestioles ont au total
12 tétes et 26 pattes. Combien de lézards Roger a-t-il?

Exemple 1 Exemple 2

Si 5 vers de terre, alors 4 1ézards et 3 scarabées
(pour avoir 2 tétes). Pas bon, on a plus de 1ézards

On a 1 scarabée qui ;
; et de scarabées ensemble que de vers de terre.

a 6 pattes, il reste alors 20
pattes a distribuer (26 — 6 = Si 6 vers de terre alors on a 6 scarabées et 1ézards
20). Comme chaque 1ézard a ensemble. Pas bon.

4 pattes, on aura alors 5

\ezards (20 =4 = 5), Si 7 vers de terre, alors 3 1ézards et 2 scarabées (on

a bien 12 tétes et plus de vers de terre que de
Résultat : 5 1ézards. lézards et scarabées ensemble), mais on obtient 24
pattes. Pas bon.

Si7 vers de terre, alors 2 1€zards et 3 scarabées.
C’est bon.

Réponse : 7 vers de terre, 2 lézards et 3 scarabées.

3 Ce probleme fait partie du cours MATI011 : Pactivité mathématique donnéa I"'UQAM
(session automne 2003 et hiver 2004).




Ce type de probléme, qui peut étre modélisé par un systéme d’équations si on le
résoud algébriquement, requiert une prise en compte simultanée des contraintes imposées.
Nous pouvons remarquer que les étudiants rentrent dans la résolution de ce probléme en
utilisant les données présentes dans 1’énoncé et prennent en compte un certain nombre de
contraintes. Cependant, comme nous pouvons le constater dans le premier exemple,
certains €tudiants ne respectent pas toutes les contraintes du probléme, obtenant le méme
nombre de vers de terre que de scarabées et de 1ézards, 6 animaux dans les deux cas. Ces
étudiants ne considerent pas deux contraintes du probleme, le fait qu’il y a plus de vers de
terre que de lézards et de scarabées ensemble et le nombre total de tétes. Dans le
deuxie¢me exemple, les étudiants arrivent au bon résultat par essais, controlant bien dans
le processus de résolution, et, dans ce cas, toutes les contraintes du probléme : ils fixent le
nombre de vers de terre, ajustant alors le nombre de scarabées et de lézards. Nous
pouvons toutefois remarquer que ces étudiants donnent comme réponse le nombre de
chacun de ces trois animaux alors qu’il ne leur était demandé que le nombre de lézards.

Cet exemple illustre le controle exercé par certains ¢leves dans la résolution de problémes.

En secondaire 2, en raisonnement proportionnel, le probléme suivant a été

proposé aux éleves :

A partir de la recette de Punch Kiwi pour 24 personnes ci-apres :
750 ml de Kiwi
1,44 litres de jus d’orange non sucré
375 ml de Club Soda
960 ml de Vodka

Donne la recette pour 14 personnes.
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Plusieurs éléves résolvent le probleme de la fagon suivante :

Pour le Kiwi : 750+24 = 31,25 ml pour 1 personne donc 31,25 14 = 437,5 ml pour
14 personnes.

Pour le jus d’orange : 24 + 1,44 = 16,66 litres pour 1 personne donc [6,66x 14 =
233,33 litres pour 14 personnes

Pour le Club Soda: 375+24 = 15,625 ml pour 1 personne donc 15,625x 14 =
218,75 ml pour 14 personnes.

Pour la Vodka : 960 +24 = 40 ml pour 1 personne donc 40 x 14 = 560 ml pour 14
personnes.

Nous pouvons remarquer que ces éléves mobilisent un raisonnement
proportionnel reposant sur un retour & ’unité, ils se raménent & la quantité pour une
personne, générant ensuite celle requise pour les 14 personnes. Au moment du calcul de
la quantit¢ de jus d’orange nécessaire, une conception de la division sous-jacente a
I'inversion des nombres dans le calcul rentre certainement en jeu dans la résolution
proposée. Les éléves obtiennent alors une quantité¢ de jus d’orange pour 14 personnes
(233,33 litres) qui est beaucoup plus grande que celle pour 24 personnes (1,44 litres),
résultat que ces éleves ne remettent pas en question, ne retournant pas au probléme pour
vérifier la réponse obtenue, la sensibilité a la contradiction (entre les données obtenues et

celles fournies au départ dans le probléme) étant ici & questionner.

Ainsi, notre questionnement repose sur le constat que certaines tches requierent
de la part des éleves, et ce, a différents niveaux de scolarité, 1’utilisation de connaissances
qui ne sont pas toujours mobilisées. Dans la résolution d’équations contenant des racines
carrées, les éléves perdent de vue que la résolution d’équations repose sur des
transformations équivalentes. L’interprétation d’équations ayant une infinité¢ de solutions
pose également des difficultés, les éleves contrdlant peu ce type d’écriture. Dans le
contexte de la résolution de certains problemes, le retour au probléme, a la question, le

respect de toutes les contraintes est a questionner. Cette préoccupation, sur le peu de




Il

vérification de la réponse, de la démarche utilisée en contexte de résolution de problémes

rejoint les observations des enseignants en exercice.

1.1.2  Un constat partagé par les enseignants

Notre travail avec des enseignants en exercice, lors de sessions de
perfectionnement ou de congres, nous a amenée souvent a entendre des propos de ce type
de leur part « les éléves ne se vérifient pas; quand ils résolvent un probléme, ils trouvent
une réponse mais ils ne reviennent pas sur leur réponse, c’est fini... ». Dans une
recherche collaborative en cours® portant sur I’arrimage en mathématiques entre le
primaire et le secondaire, et réunissant des enseignants des deux niveaux scolaires, les
difficultés en lien avec la résolution de problémes ont été au cceur de la démarche. Leurs
propos font part entre autres d’un non retour au probléeme. Ainsi, pour le probleme
suivant :

Un chandail se vend 24 dollars, le profit du commergant est un tiers du prix de
vente. Quel est le profit du commergant sur 10 chandails?

Un enseignant de secondaire 1 explique que plusieurs de ses éléves

multiplient 24 par 10 ce qui donne 240$ pour le prix de 10 chandails. Pour trouver le

profit, ils font alors 240+% =7208%. L’enseignant souligne le peu de réaction des

¢léves devant cette réponse, il releve le fait que les éléves se sont apergus qu’il fallait
faire soit une multiplication soit une division, ils ont alors choisi une de ces deux
opérations, obtenant pour certains un résultat de 720 dollars supérieur au prix de
vente des chandails. Les autres enseignants du primaire et du secondaire confirment
ces propos en s’appuyant sur leur expérience. lls ont également observé chez leurs

¢léves ce peu de vérification de la réponse obtenue et ce peu de sensibilité a percevoir

* Recherche CRSH-INE (2003-2007) conduite sous la responsabilité¢ de Nadine Bednarz.
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les éventuelles contradictions et erreurs, déplorant ainsi le manque de réflexion de la

part de leurs éléves qui ne reviennent pas sur la réponse pour vérifier si elle a du sens.

Ce constat des enseignants autour des difficultés des éléves, qui s’exprime ici en
termes de vérification, de la sensibilité éventuelle & la contradiction avec les données du
probléme, d’un questionnement sur la pertinence de la réponse et nos observations aupres
des futurs enseignants au primaire et au secondaire et d’¢leves du secondaire rejoignent
certains constats formulés par plusieurs chercheurs, comme nous le verrons dans le point
1.3. Dans la prochaine partie, nous avons cherché & éclairer, avant d’aller plus loin,
d’aprés les définitions tirées de quelques dictionnaires et lexiques mathématiques, le
concept de contrdle, central dans notre travail. Une réflexion plus approfondie sur ce

concept fera I’objet du cadre théorique.

1.2 Une premiére caractérisation de ce qu’on entend par contrdle sur

Pactivité mathématique

Une premiére caractérisation du concept de contréle s’appuie sur des
définitions tirées de dictionnaires’ (Le Robert, 1996, Larousse, 1997; Lalande, 1960)
et de lexiques mathématiques (Coté, Gagnon, Perreault et Roegiers, 2002°; De
Champlain, Mathieu, Tessier, 19997). On peut remarquer que le mot « contrdle » y

renvoie a trois significations.

Il est associé, en premier lieu, & une activité de vérification, on se questionne
pour savoir si la « solution » obtenue est adéquate ou pas. Cette vérification apparait
en lien avec différents types de productions, tels un acte, une piece dont on veut

s’assurer du caractére valide (Larousse, 1997) :

® Dans ce cas, la définition porte sur le sens du mot contréle en général, pas nécessairement
attaché aux mathématiques.

® Le lexique produit par ces auteurs s’appelle Leximath (Lexique mathématique de base).

7 Ces auteurs ont écrit le Petit lexique mathématique.
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« Vérification, inspection attentive de la régularité d’un acte, de la
validité d’une piece. » (p.1370)

Cette idée de vérification, ce qu’elle recouvre, ce qu’elle demande se précise a
travers ce qu’en disent les auteurs. Ainsi, une citation de Goblot (Logique, p.264)
reprise par Lalande nous semble ici intéressante, elle suggére un moyen de
vérification :

« La vérification consiste & constater que le méme résultat est obtenu
par deux opérations différentes. » (Lalande, 1960, p.1195)

En mathématiques, on pourrait transposer cela au calcul, une facon de vérifier
le résultat obtenu serait de refaire le calcul d’une autre fagon par exemple en posant
I’opération inverse. Dans I’exemple du calcul de la multiplication 126x24 , on
vérifierait le résultat obtenu, 3 024, en calculant 3024 =24 et on regarderait si la

solution obtenue est 126.

Lalande (1960) souligne, de plus, que la vérification suppose une certaine
anticipation préalable, le verbe « vérifier » renvoyant a l'anticipation d'une hypotheése :
« Prouver, reconnaitre ou faire reconnaitre quelque chose pour vrai par

I'expérience. L'emploi du mot vérifier suppose la conception de I'hypothése
comme anticipation de l'expérience. » (p.1195)

Si on reprend I’exemple précédent, 126 x 24, on peut anticiper le résultat en
donnant un ordre de grandeur de la solution avant tout calcul. Dans ce cas ci, on peut
remarquer que le résultat de cette multiplication est proche de celui de la
multiplication 125x25 qui peut se calculer mentalement en utilisant certaines
stratégies de calcul. Une de ces stratégies serait de remarquer que 125x25 revient a
calculer 125x20+125x5 , ce qui donne 125x20=(125x10)x2=2500 et
125x5=125x10+2 =625. L’ordre de grandeur du résultat de ’opération 126 x 24
est alors de 2500+ 625 =2500+(500+125) =3125. Une autre stratégie serait de voir

que 125%25=125%100+4=12500+4 = (12400 +100) + 4 et alors
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(12400+100) +4 =(12400+4)+(100+4) =3100+25=3125. Une autre estimation

possible de I’ordre de grandeur serait de se pencher sur le résultat de la multiplication
120x25 comme approximation de la multiplication de départ. On a alors
120x25=120x100+4=120+4x100 et 120+4=30, 30x100=3000 . On peut

conclure que le résultat est proche de 3000.

Dans le dictionnaire philosophique (Lalande, 1960), il s’agit également de
vérifier ’exactitude, I’authenticité d’une assertion, le caractére vrai d’une proposition,
d’« examiner, par une confrontation avec les faits, si une proposition donnée est vraie
ou fausse.» (p.1195). On se base ici sur I’expérience pour confirmer ou réfuter une

proposition.
Dans les lexiques mathématiques (Coté et al., 2002) on retrouve I’idée d’une
vérification reliée a un questionnement sur la justesse de la solution :

« Vérifier la solution d’un probléme consiste a s’assurer de la justesse et de
I’exactitude de cette solution. » (p.179).

1l est intéressant de remarquer que la solution désigne a la fois la démarche
adoptée et le résultat obtenu :
« La solution d’un probleme, c’est la démarche qui permet de résoudre ce

probléme. On emploie parfois le terme solution pour désigner la réponse a un
probléme. » (p.161)

Le Petit lexique mathématique (De Champlain et al., 1999) compléte cette
définition en spécifiant différentes actions décrivant ’habileté a vérifier :
« L’habileté a vérifier consiste a faire la preuve que les opérations effectuées

sont exactes, a analyser les démarches effectuées, a élaborer les
démonstrations nécessaires, a juger de la pertinence des résultats obtenus. »

(p.371)
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Ainsi, 'une des habiletés a vérifier repose, entre autres, sur une interrogation
sur la réponse, sur la démarche, on se demande si la réponse a du sens. Deux

exemples viennent illustrer I’habileté a vérifier :

EXEMPLE-1

Vérifie I'exactitude de chacune des opérations ci-dessous.
Lesquelles sont incorrectes?

a) 126x24 = 3024

b) 347x36 = 12495

c) 253 x28 = 7090

Réponse: b, ¢
EXEMPLE-2

Vérifie le parallélisme ou la perpendicularité des dix segments de droites tracés ci-
dessous.

@
W @

@ (6)
(5)

Lesquels sont perpendiculaires entre eux?
Lesquels sont paralléles entre eux?

Réponse: 113,21 3,11 4,2141//2,3//45//6

Figure 1.1 Exemples de taches qui requierent une vérification
(source : De Champlain, Mathieu, Tessier, 1997, p. 371)

Nous pouvons remarquer que les auteurs ne commentent pas ces deux
exemples, ils ne mettent pas en lumiere comment s’exprime ’habileté a vérifier dans
chacune de ces taches. Dans le deuxieme exempleg, il nous semble que la vérification
se résume a utiliser des instruments de mesure (regle, équerre...). On formule d’abord

des propositions sur la perpendicularité ou le parallélisme des différents segments de

¥ 1l'y a certainement une erreur dans I’énoncé de I’exemple, il y a six segments et non dix.
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droite, assertions que I’on valide ensuite par I’expérience’. Nous retrouvons dans cet
exemple, I’idée de Lalande (1960) d’« examiner, par une confrontation avec les faits,

si une proposition donnée est vraie ou fausse.» (p.11995).

Dans le premier exemple, il est demandé de vérifier I’exactitude de trois
opérations données. La lecture de cet exemple nous ameéne a penser que ’habileté a
vérifier revient dans ce cas ci a « faire la preuve que les opérations effectuées sont
exactes », et a « juger de la pertinence des résultats ». En effet, il existe plusieurs
moyens de prouver ou de réfuter les opérations données, on peut utiliser la
calculatrice, effectuer la multiplication en la posant, effectuer 1I’opération inverse. Un
autre moyen serait de remarquer que la multiplication 347 x36 n’est pas correcte car
le dernier chiffre du résultat de cette opération devrait étre un 2, issu du produit de 7
par 6, qui donne 42. De la méme fagon, pour la multiplication 253x 28, le dernier
chiffre du résultat de cette opération devrait étre un 4 provenant de 3x8=24. Par
contre, I’utilisation de cette stratégie dans le premier calcul nous informe simplement
que |’opération semble juste, mais on n’est pas siir de la véracité de cette solution. Il
faut alors aller chercher un autre moyen de vérification pour s’assurer de I’exactitude
de ce résultat. Un autre moyen de vérification serait la preuve par 9. Par exemple,
pour la multiplication 347x36, la preuve par 9 nous renseignerait sur le fait que le

résultat n’est pas exact :

? Cette vérification par I'expérience risque fort par la suite d’étre un obstacle a 1’¢laboration
de I’idée de preuve en géométrie.
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Provenant de la
somme des chiffres
de 347 : 3+4+7=]144

5 Provenant de la somme
g——> des chiffres du résultat

ot 14> 144 =5. de la multiplication de 5
9 par 9 : 45>4+5=9,

Provenant de la

somme des

chiffres du

deuxiéme facteur :

36>3+6=9

Il s’agit alors de vérifier si la somme des chiffres composant le résultat,
12 495, donne comme chiffre 9 (1+2+4+9+5=21et 21 - 2+1 =3). On obtient ici
un chiffre différent de 9, ce qui indique que le résultat obtenu n’est pas valide,

remettant en question la démarche effectuée dans laquelle des erreurs se sont glissées.

Des lexiques mathématiques se dégage donc une deuxiéme signification du
mot contrdle, reliée a un regard sur ’activité¢ elle-méme, sur la démarche et pas
seulement sur le résultat. A des fins de vérification, on aborde alors I’activité d’une
autre fagon, dans le cas du calcul, on exerce un autre regard sur la premiére opération.
Cette signification rejoint ’origine du mot contréle (contre-role), qui désignait un
second registre servant a la vérification du premier registre :

« Le contréle (contre-réle) est primitivement un second registre, tenu a part

pour la vérification du premier. D'ou, par extension, s'assurer qu'une assertion

est exacte, ou qu'un travail a €t¢ exécuté comme il devait I'étre. » (Lalande,
1960, p.186)

Une troisieme signification du contréle provient du verbe anglais «to
control » qui traduit que la personne est en contrOle, possede une maitrise sur ce
qu’elle fait. Ce sens a été amené par les traductions de I’anglais vers le frangais (dans

les textes « to control » a ét¢ traduit par contréler au lieu de maitriser) :
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« Mais souvent la difficulté de rendre l'anglais to control 10, ou méme

l'ignorance du sens exact de cette expression, ont conduit des traducteurs
frangais a se servir de controler et méme de contrdle, dans des phrases qui ne
comportaient pas l'emploi de ce mot. (...) Cette méprise s'est généralisée dans
la langue des affaires, de 'administration, du journalisme (« le contréle d'une
entreprise industrielle », « le controle des changes », etc.) » (Lalande, 1960,
p.186)

Ainsi, le contréle renvoie, dans ce sens, non plus a une vérification de quelque

chose, mais a une maitrise d’une activité par le sujet :

« Le fait de maitriser, perdre le contrdle de soi-méme. » (Le Robert, 1996,
p.326)

« Action, fait de contrler quelque chose, quelqu’un; examen minutieux
(...) Avoir la maitrise de la situation dans un secteur. » (Larousse, 1997,
p.1370)

Ainsi, une premiere caractérisation du concept de contrdle prend forme a
travers les dictionnaires et les lexiques mathématiques. L’activité de contrdle se
traduit par une vérification, une inspection attentive de quelque chose pour en déceler
le caractere adéquat ou non, ce qui suppose une anticipation préalable, une entrée sur
I’activité elle-méme pour étre bien convaincu qu’il n’y a pas d’erreur. Le controle est
vu ¢également sous I’angle du sujet qui est en contrdle sur ’activité. Certaines de ces
composantes se retrouvent dans les travaux de plusieurs chercheurs en didactique des
mathématiques, qui explicitent des difficultés des €leves en mathématiques pouvant
étre associées au controle qu’ils exercent sur I’activité mathématique. D’autres
composantes du contrdle se dégagent de ces recherches comme nous allons le voir

dans le prochain point.

' « Qui veut dire non seulement contrdler, mais commander a, diriger, avoir la haute main sur
une affaire; contenir, réprimer, maitriser. Cf. les expressions Self-control, maitrise de soi; birth-
control, limitation volontaire des naissances, etc.» (Lalande, p.186, note de bas de page.)
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1.3  Controle sur DPactivité mathématique : quelques données issues de

recherches

Une revue de recherches en didactique nous a amenée a considérer trois
composantes du contrdle qui sont peu présentes chez les ¢leves : g) ’attitude a se vérifier;
b) I'attitude a s’engager de fagon réfléchie dans une tache, et ce, a différents niveaux; et ¢)
la capacité a choisir stratégiquement entre plusieurs possibilités''. Il est important de
remarquer, comme nous le verrons dans ce qui suit, que chacune de ces composantes
rejoint les préoccupations des enseignants en exercice. 1l y a donc une double
préoccupation sur cet objet, le contrdle que les éléves exercent en mathématiques,
provenant a la fois des travaux menés en recherche en didactique des mathématiques et

de la pratique a travers ce qu’expriment les enseignants en mathématiques.
1.3.1 La vérification exercée sur I’activité mathématique par les éleéves

1.3.1.1 Eclairage amené par les recherches

Plusieurs chercheurs (Delorme, 1985; Richard, 1998; Coppé, 1993; Dib, 2000-01;
Polya, 1945/1965; Vivier, 1998; Chalancon, Coppé et Pascal, 2002; Artigue, 2002;
Cortés et Kavafian, 1999) se sont intéressés & la composante capacité de vérification chez

les éléves, el ce, a différentes niveaux de scolarité.

En psychologie cognitive, Delorme (1985) et Richard (1998) font état d’une
absence de vérification chez les éleéves, en résolution de problémes, de la solution
trouvée. Ainsi dans le probleme:

« 1y a 108 €leves dans I'école, il y a 57 filles, combien y a-t-il de gargons? »
(Richard, 1998, p.306).

"' Nous reprendrons ces différentes dimensions dans le cadre théorique.
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L’auteur a constaté que certains €léves ne s'apergoivent pas quand leur
solution les conduit a une incompatibilité avec d'autres données. Ils ne voient pas, par
exemple, qu'il ne peut y avoir plus de gargons que d'enfants. Coppé (1993) fait le
méme constat, les éléves en premiere scientiﬁque12 (16-17 ans) se contentant de fournir
le résultat sans pouvoir porter une appréciation sur celui-ci. Dib (2000-2001), Polya
(1965) et Vivier (1988) vont dans le méme sens. Dés lors qu'il a une réponse, I'éleve
s'arréte de chercher. L'éléve instaure sa réponse comme la vérité, il ne se questionne pas

sur sa réalisation.

Dans la typologie des processus de vérifications élaborée par Coppé (1993), on
peut constater que les éléves posseédent un répertoire réduit d’outils de vérifications. Les
vérifications, qualifiées par la chercheure de vérifications de type référence a la mémoire
du savoir enseigné, a I’histoire de la classe (p.41).ne nous semblent pas relever d’une
activité de contrdle " sur I’activité mathématique. C’est le cas lorsque les éléves
expliquent ce qu’ils ont fait dans un probléme, un exercice donné, en se rapportant au
professeur : « le prof a fait comme ¢a », « on fait toujours comme ¢a », ou « je suis sir de
moi car on avait fait le méme exercice en classe », ce sont des vérifications basées sur le
souvenir des exercices déja faits, avec le risque que les critéres d'appariement ne
soient pas corrects. On sent une volonté dans ce cas en effet chez les éleves de vouloir
rentrer dans le modele fait en classe, de répondre aux exigences de 1’enseignant. C’est
le cas également des vérifications qui renvoient & une certaine « norme », a un
certain « allant de soi », par exemple :

« - pour les problemes numériques, toutes les considérations sur les solutions
(auxquelles renvoient les éleves) qui doivent étre des nombres simples ce qui
signifie entiers, pas trop grands, des fractions simples, etc...

- en géométrie, le fait que les ensembles de points que I’on trouve sont en
général des cercles ou des droites.

- enfin, pour les problémes en général, I'unicité de la solution. » (p.41)

"2 Equivalent dans le systéme québécois de la premiére année du CEGEP.
" Nous préciserons ce concept par la suite (chapitre 2).
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Un autre type de vérifications de type techniques, « refaire un méme calcul »,
« reprendre une a une les €tapes d’une démonstration, d’un calcul, d’un dessin » (p.42)
mettent de I’avant que les éléves n’abordent pas la tache différemment :

« Il s’agit de vérifier un résultat en refaisant la méme chose, en faisant d’une

autre fagon assez proche (en tout cas sans changer de cadre) ou en reprenant
chaque étape du procédé de résolution. » (p. 42).

Méme si la relecture n’est pas forcément vide de sens, les éleves pensent la tache
de la méme fagon, ils ne semblent pas posséder d’outils pour ’aborder autrement. IIs
mobilisent des connaissances, mais qui sont du méme ordre, ne semblant pas avoir une

autre entrée possible sur la résolution.

De plus, la prise en main de la vérification est remise entre les mains de
’enseignant, qui doit statuer sur le caractere valide ou non de la solution. Chalancon,
Coppé et Pascal (2002) ont remarqué que de nombreux €éleves demandent a I’enseignant
de se prononcer sur le caractére vrai ou faux de leur résultat, alors que, d’aprés ces

chercheurs, les éléves ont la possibilité de [e faire eux-mémes.

Dans le contexte de la résolution d’équations, Cortés et Kavafian (1999)
décrivent également le non recours a des vérifications par les éleves de 4itme oy gitme
(13a15ans):

« Le contrdle algébrique comprend aussi la validation de la solution trouvée
par la substitution dans 1’équation initiale. Or, les tests effectués dans
plusieurs classes montrent que ce type de contrdle n’est pas utilisé par les
¢leves dans la résolution d’équations mathématiques. » (p.69)

Margolinas (1989) souligne, de plus, que les éléves ne sont pas sensibles aux
erreurs commises durant la démarche. Elle a remarqué que dans la résolution d’une
¢quation ou d’un systeme d’équations, les €leves font de nombreuses erreurs qu’ils

rectifient rarement.
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Dans un tout autre contexte, celui de "utilisation de la calculatrice, Artigue (2002)
met de ’avant le peu de contréle des éléves sur les résultats obtenus par eux via cet outil,
ces derniers ne se questionnant pas sur la justesse des résultats :

« Ils savent les utiliser quand d’emblée ils fournissent la réponse demandée, ils

sont peu capables de s’adapter si ce n’est pas le cas, encore moins de contrdler les
résultats obtenus, que ce soit au niveau numérique ou graphique. » (p.211)

On peut donc noter que les éleves, a différents niveaux du secondaire, se
vérifient peu, ont peu tendance a s’interroger sur le caractere vrai ou faux de ce qu’ils
viennent de faire, n’entrant pas spontanément dans une validation de leur démarche,
dans un retour sur la réponse, ils sont également peu sensibles aux erreurs. De plus,
les types de vérifications, quand elles existent, sont limitées (de nature technique, par
exemple, reprise d’un calcul, d’une démarche...). La réponse est souvent retournée a
I’enseignant (référence aux attentes implicites, a la mémoire du savoir enseigné,...). Ce
constat des chercheurs sur les difficultés des éleves a se vérifier rejoint une des

préoccupations des enseignants en exercice.

1.3.1.2 Constat des enseignants en exercice

Dans la recherche collaborative menée avec des enseignants du primaire et du
secondaire en mathématiques et dont nous avons fait mention au point 1.2, les
enseignants vont dans le méme sens qu’Artigue (2002), les éleves maitrisant peu les
résultats fournis par la calculatrice, ne s’interrogeant pas sur la pertinence du résultat
obtenu. Un enseignant fait ainsi part d’une situation dans laquelle il avait demandé
aux €léves de calculer x au carré, la valeur de x étant moins deux. Il a remarqué que
les €léves donnaient majoritairement comme réponse moins quatre alors que le
résultat attendu était quatre. En utilisant la calculatrice, les éléves ne se

questionnaient plus sur la justesse, I’exactitude du résultat obtenu, il n’y avait pas de
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retour sur le résultat pour s’assurer de sa pertinence, peu d’éléves ayant au préalable
une idée du signe du résultat.

Face a la non vérification du résultat, au non retour sur la réponse de la part de
leurs éleves devant une tiche mathématique, les enseignants se sentent démunis et
découragés, se questionnant sur la fagon de procéder pour arriver a développer un tel
contrdle chez ces derniers. Quelques études (Chevallard, 1989; Copp¢, 1993) viennent
appuyer nos observations, en rapportant le constat fait par une majorit¢ d’enseignants sur
le peu de vérification des résultats par leurs éléves, et ce, méme en situation de devoirs
surveillés. Pourtant, dans ces devoirs faits en classe et sanctionnés par une note, on
pourrait penser a priori que I’enjeu d’avoir une bonne note inciterait les éléves a vérifier
leurs réponses. Coppé (1993) rapporte a ce propos le discours des enseignants : « les
¢leves ne vérifient pas », « ils font n’importe quoi », « ils écrivent des choses aberrantes »
(p.28). Chevallard (1989) va dans le méme sens, en soulignant I’étonnement et |’irritation
de certains enseignants a propos de ce peu de vérifications des €léves.

D’autres recherches (Bednarz et Janvier, 1992; Schmidt, 1994; Chalancon et al.,
2002; Richard, 1998; Cortés et Kavafian, 1998-99; Margolinas, 1989; Landry, 1999)
mettent en évidence d’autres composantes du contrdle, problématiques chez les éleves,

en lien avec un engagement réfléchi.

1.3.2 L’engagement réfléchi dans la tiche en mathématique chez les éléves

Plusieurs chercheurs (Bednarz et Janvier, 1992; Schmidt, 1994; Chalancon et al.,
2002, Richard, 1998) ont relevé chez I’éléeve un engagement dans certains types de tiche
sans jugement critique a priorl (avant résolution), rejoignant les observations
d’enseignants en exercice. Plus spécifiquement dans la manipulation algébrique
d’équations, d’autres chercheurs (Cortes et Kavafian, 1998-99; Schmidt, 1994) ont

observé que les éleves avaient recours a des regles dont ils ne voyaient pas la pertinence.

Margolinas (1989) et Chevallard (1989) nous informent quand a eux du peu de jugement

exercé par I’¢leve sur certains énoncés qui font appel a une justification.
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1.3.2.1 Un engagement dans la tiche sans jugement a priori

Bednarz et Janvier (1992) et Schmidt (1994) observent un manque d’engagement
réfléchi des €leves au secondaire en contexte de résolution d’un certain type d’équations
et en contexte de résolution de problemes a données contradictoires.

Bednarz et Janvier (1992) ont confronté des €leves de secondaire 3 (14-15 ans) a

la résolution de l'équation x+§= 6+ % Elles ont relevé, entre autres, les deux
exemples de résolution suivants :

Exemple 1 Exemple 2

X X X X
xt —=6+— X+ —-=6+—

4 4 4
4x x 24 x 4x 4x
— == X+ —=06+—
4 4 4 4 4 4
dx + x =24+ x Sx =6+4x
5x —x =24 Sx —4x =6

4x =24 x=6

x=6

Nous pouvons remarquer que dans ces deux exemples les éleves mobilisent
des connaissances propres a la résolution d’équation. Cependant, cette stratégie n’est
pas optimale puisque 1’engagement dans cette résolution n’est pas ici nécessaire, un
regard sur I’équation permettant de voir vite que x = 6 est solution. Le jugement ne
précede donc pas I’entrée dans cette tache pour plusieurs éléves. Dans le deuxieme
exemple plus précisément, nous notons que cet engagement est source de nombreuses
erreurs non détectées par les éleves, ces derniers ne s’apercevant pas que les
€quations obtenues ne sont pas €équivalentes d’autant plus qu’ils arrivent dans ce cas a

une réponse qui est bonne.

Ces exemples mettent en évidence des difficultés chez les €leves en lien avec

le fait de s’engager de fagon réfléchie dans la résolution d’un certain type d’équations
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et d’étre sensibles aux erreurs commises (dans le deuxiéme cas, méme si I’éléve

arrive a la bonne réponse, sa démarche est fausse).

D'autres difficultés apparaissent dans la résolution de problémes a données
contradictoires, les éléves s’engageant a priori dans le probléme. Schmidt (1994) a
proposé a des futurs enseignants au primaire et au secondaire le probléme suivant :

« Au restaurant, un café et trois croissants coutent 2,70$. Deux tasses de café

et deux croissants cottent 3$. Trois tasses de café et un croissant cotitent
3,508. Trouve le prix d’une tasse de café et d’un croissant. »

Les deux résolutions ci-dessous ont été obtenues :

Résolution algébrique Résolution arithmétique
X : prix d’un croissant C’est impossible!
y . prix d’une tasse de caf¢. Pour 1 café et 3 croissants, le
prix est de 2,708, Pour 2 cafés et 2
Ona: y+3x=2,70 croissants, le prix est de 3$, donc si on
2y +2x =3 achete un café de plus et qu’on prend
3y + x=13,50 un croissant de moins, on a une
D’ou : | différence de prix de 0,30%.
2y + 6x = 540 (en doublant la 1°° Si pour 2 cafés et 2 croissants
équation) le prix est de 3% et pour 3 cafés et un
2y +2x =3 croissant, il est de 3,50%, le méme
On obtient : €cart devrait se retrouver puisqu’on
4x = 2,40 donc x = 0,603 (prix d’un | ajoute un café et qu’on a un croissant
croissant) et y = 0,90% (prix d’un café). de moins. Or on retrouve ici un écart
Vérifions dans la troisieme €quation : différent, de 0,50% !
3 (0,90) + 0,60 = 2,70 + 0,60 = 3,30%. Ca
ne marche pas, on aurait di obtenir 3,503!
Les étudiants reprennent alors la résolution.

Dans la résolution algébrique, les étudiants écrivent les trois équations
relatives au probléme, ils opérent sur deux des €quations, arrivent & un résultat, dans
ce cas-ci, 60 cents pour un croissant et 90 cents pour un café. A des fins de

vérification, ils remplacent les valeurs obtenues dans la troisiéme équation, constatant
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que 1’égalité n’est pas vérifiée, les étudiants reviennent alors éur leurs calculs
algébriques, et ce, plusieurs fois de suite. Dans certains cas, les ¢léves recommencent
la résolution, pensant qu’ils se sont trompés dans les calculs. Contrélant mal la
résolution algébrique, les étudiants ne pergoivent pas que les trois équations sont
incompatibles. Ils mobilisent ainsi les connaissances nécessaires pour résoudre un
systeme, mais ils sont bloqués lors de la prise en compte de la troisiéme équation.
Dans le raisonnement de type arithmétique, on peut noter que le raisonnement sur les
¢carts permet, dans ce cas vite, avant tout engagement dans la résolution de déceler la

contradiction (on a ici un contrdle exercé sur le processus de résolution).

Un engagement dans certains types de tdches sans jugement a priori rejoint les

préoccupations des enseignants du secondaire (Landry, 1999).

1.3.2.2 Constat chez les enseignants en exercice

Dans sa theése de doctorat, Landry (1999) fait part de sa préoccupation en tant
qu’enseignante de mathématiques au secondaire. Elle a été interpellée par les difficultés
que rencontrent les éléves, notamment les ¢léves faibles, face a la résolution de
problémes en mathématiques. Son questionnement part de [’observation que les
¢leves ne s’engagent pas dans la résolution de problemes de fagon efficace, réfléchie :

« Nos observations montrent que les éleves faibles en mathématiques
éprouvent, en général, des difficultés en résolution de problémes. La plupart
ne savent pas comment aborder un probléme : ils sont a la recherche
d’algorithmes, ils ont des difficultés langagieres, se lassent tres vite d’une
situation, etc. Ainsi le travail en classe est souvent difficile a gérer parce que
beaucoup d’éléves ne peuvent s’engager dans la résolution de problemes de
fagon efficace. » (p.8)

Landry déplore le peu de réflexion qu’utilisent les éleves pour la résolution
d’un probléme, les éléves faibles associant avant tout a « probléme » 1’obligation de
fournir une réponse. Face a un probleéme, ils cherchent ainsi a fournir une réponse en

utilisant les nombres du texte sans méme se soucier de la question posée. Pour la
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chercheure et enseignante, un engagement réfléchi dans la résolution de probleéme est
1ié a une bonne compréhension du probléme :

« Comprendre un probléme exige d’aller plus loin que I’énoncé lui-méme : il
faut avoir une vue d’ensemble des données du probleme, de leurs relations, de
leur enchainement, permettant un premier engagement dans la résolution »

(p-5)

Dans le cas de la manipulation algébrique, des chercheurs (Cortés et Kavafian,
1998-99; Schmidt, 1994) soulignent le recours de la part de certains éléves a des

regles qu’ils contrélent peu.

1.3.3 Dans la manipulation algébrique d’équations, les éleves ont recours a des

régles dont ils ne voient pas la pertinence

Une étude (Cortés et Kavafian, 1998-99) s'est intéressée aux erreurs commises
par les éléves des classes de 4™ et de 5™ (13 a 15 ans) dans la résolution
d’équations. Ils ont remarqué que la plupart des éleves mobilisant des régles qu’ils
ont retenues pour la manipulation algébrique, sans associer une signification & celles-
cl. Ainsi, étre en contrdle sur ce processus de résolution en algebre se traduirait pour
ces chercheurs par un recours a des régles dont on verrait la provenance et la
pertinence. Par exemple, pour résoudre une équation :

«pour chaque transformation le sujet utilise souvent des reégles
« économiques » du type :

« Le terme passe de ’autre c6té en changeant de signe »

« Le coefficient de I’inconnue passe de I’autre c6té en changeant de signe »

« Le comptage des x pour réduire des termes » (p.68)

La résolution algébrique devient alors un automatisme dénué de tout sens, ce

S o X . . 86
qui amene certains €leves a produire certaines erreurs comme —3-x = 86 X=—

>

justifiée par la regle « le coefficient passe de 'autre c6té de l’équation en changeant

de signe » (p.65). Les chercheurs soulignent ainsi le manque d’engagement réfléchi
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des éleves du secondaire dans la manipulation algébrique provenant d’une utilisation
de regles qu’ils se sont construites, qui ne sont pas contrdlées sur un plan sémantique,
les éleves n’étant pas conscients de la justification qui accompagne ces regles, des
justifications en lien avec la conservation de 1’égalité, qui se traduiraient par :

1. On additionne ou on soustrait le méme nombre & chaque membre de
I’équation et on obtient une nouvelle équation équivalente.

2. On multiplie (ou on divise) par le méme nombre chaque membre de
[’équation et une nouvelle équation équivalente est obtenue. (p.69)

Schmidt (1994) va dans le méme sens. Elle a fait le constat que les futurs
enseignants au primaire et au secondaire ne procedent pas a un choix éclairé, a un
engagement réfléchi dans la résolution algébrique. Celle-ci semble guidée par la
recherche d'un certain pattern de résolution : placer les « x » d'un ¢6té du signe égal et
les nombres de l'autre c6té de ce signe, de fagon a pouvoir isoler « x ». Toute cette
démarche s'appuie sur des régles dont les étudiants avouent ne pas trop comprendre
pourquoi elles fonctionnent, comme nous pouvons le voir dans I’extrait suivant d’une
entrevue entre une étudiante, Josée (J), et la chercheure (C) :

« C : OK... Pourquoi tu dis ici... le 16 on I’envoie de |’autre bord?

J : Bien, c¢’est toujours afin d’isoler le fameux x.

C : Qu’est-ce qui permet de faire ¢a?

J: ... Bien ¢a c’est des regles que j’ai appris a I’école. Si tu ’envoies de I'autre
coté, tu fais juste changer, si ¢’est moins, tu fais un plus... Qu’est-ce qui me
permet de faire ¢a? C’est parce que je I’ail appris comme ¢a... Je n’ai pas de
réponse, je ne le sais pas. Quand j’allais & I’école, on m’a appris que si tu veux
isoler... envoyer tous tes chiffres ensemble, bien quand tu le changes du c6té du
¢gal il fallait que tu changes le signe qu’il y a devant. » (p.267)

La grande majorité des futurs enseignants du primaire interviewes sont incapables
de fournir une explication aux régles de transformation utilisées dans la résolution
d’équations, elles sont vues comme des normes. La chercheure note que ces étudiants
exercent peu de contréle sur les transformations algébriques, les justifiant par « mais ¢’est

la loi. » (p.269) De cette incompréhension découlent certaines erreurs comme le montre
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I’extrait suivant dans lequel une étudiante Caroline (Ca) explique comment elle a procédé
pour résoudre 1’équation 7x + x = 40000 mathématisant un probléme d’argent :

« Ca: Jai fait 7x plus x égalent 40 000. Ca veut dire que x c’est I’avoir de....
Chantal.

C:OK.

Ca: Puis, si je veux enlever mon 7, il faut que je divise 40 000 par 7. Ca m’a
donné 5 714,29 mais c’est parce que je 1’ai arrondi. ..

(Remarque : Quand elle enleve son 7, elle reste avec x +x)

x + x, ¢a me donnerait 2 x . Puis x me donnerait, 2 x divisé... C'est-a-dire

que je ferais 5 714 divisé par deux pour que mon x me donne 2 857. »

(p.231)

Margolinas (1989) s’est intéressée a une tdche particuli¢re, des énoncés qui
font appel a une justification, remettant en question le sens de 1’écriture algébrique

accordé par certains éleves,

1.3.4 Jugement sur certains énoncés faisant appel a un controle sur le sens de

Pécriture algébrique

Dans le domaine algébrique, Margolinas (1989) constate [’utilisation de
pauvres décisions stratégiques des €leves en premiere scientifique (16-17 ans).
Confrontés a la tdche de se prononcer sur trois réponses proposées, sur celle qui est
solution de I'équation ou du systeéme d'équations donné, les €léves utilisent toujours le
remplacement de la réponse dans l'équation ou dans le systéme d'équations pour
conclure. Cependant, dans le cas d'une infinité de solutions, ou dans le cas ou il n'y a
pas de solution, cette procédure présente des limites. Par exemple, pour la résolution

du systéme suivant :

1 5
—x-2y+—=0
2Ty

o2 1
10757y
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les réponses proposées a I’éléve sont : « il y a une infinité de solutions » (qui est la

. . ) . . : .
bonne réponse), la réponse { x = 7; y = 0} (qui est une réponse partiellement vraie,
_ -5 .. . . . 0
le couple (7 ;0) étant une solution du systéme) et la réponse fausse « il n’y a pas de

: e e , -3
solution. » Une majorité d’éléves proposent comme réponse (7; 0) sans s’assurer

de I’unicité de cette solution'*. Margolinas a observé que les éléves n’ont pas recours
a d’autres « techniques » de validation que le remplacement de 1’inconnue par une
valeur numérique pour conclure sur la validité ou non d’une solution, montrant les

limites du contrdle qu’ils exercent dans ce cas sur cette tdche de validation.

A la lumiére de toutes ces recherches, nous pouvons noter que I’engagement
réfléchi se manifeste de plusieurs fagons suivant la tdche proposée. Avant le
processus de résolution, plusieurs chercheurs (Bednarz et Janvier, 1992; Schmidt, 1994;
Chalancon et al., 2002, Richard, 1998) et une enseignante chercheur (Landry, 1999) ont
noté que les éleves portent un regard peu réflexif sur la tache a effectuer. En algébre,
d’autres chercheurs (Cortés et Kavafian, 1998-99; Schmidt, 1994) soulignent un travail
syntaxique dont on perg¢oit mal le sens et la pertinence, un contrdle limité sur I’écriture
algébrique, traduisant un savoir non fonctionnel. Finalement, dans ce méme domaine,

Margolinas (1989) reléve I'utilisation de pauvres décisions stratégiques.

Dans d’autres €tudes (Artigue, 2002; Butlen et Pezard, 1990-91; Schoenfeld,
1985), nous avons relevé les limites du contréle exercé par les éléves, cette fois-ci
relié¢ a la capacité a choisir stratégiquement la stratégie la plus appropriée parmi

plusieurs possibilités.

'“11 faut pour cela soit reconnaitre que les deux équations sont équivalentes, que les solutions
de P'une sont aussi solutions de |’autre soit avoir recours a d’autres techniques de validation, par
exemple & un cadre graphique.
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1.3.5 Choix stratégique parmi plusieurs possibilités

1.3.5.1 Eclairage amen¢ par les recherches

Dans un rapport provenant d’une réflexion sur I’enseignement du calcul,
Artigue (2002) fait une distinction entre le calcul qui est systématiquement routinier,
automatisé et celui qui est associé a des stratégies de calcul diverses, qui reléve d’une
réflexion. Le contrdle est, a notre avis, attaché a cette deuxieme dimension du calcul.
11 s’agit pour 1I’éleve, comme le souligne Artigue (2002), d’arriver a comparer les
stratégies de résolution du point de vue du colt et de I’efficacité pour que le calcul
soit le plus économique possible :

« Il s’agit d’utiliser les caractéristiques du calcul mental :

- pour susciter une réflexion sur le calcul, les techniques opératoires usuelles
étant trop couteuses en mémoire pour se préter a une exécution mentale.

- Pour mettre en évidence la diversité des fagons possibles d’aborder

généralement un calcul, comparer leurs colts, les connaissances qui les
fondent. » (p.203-204)

Or, quelques études tendent a montrer que ce n’est pas le cas. Butlen et Pezard
(1990-91) ont constaté que seuls quelques éleves du primaire sont capables de choisir
entre différentes procédures de calcul mental celles qui conviennent le mieux :

« Une fois encore, on constate que ce sont les meilleurs €leves qui proposent
plusieurs procédures et qui sont capables d’en changer « comme ¢a les
arrange » selon les données numériques. » (p.45)

A un tout autre niveau, celui du calcul différentiel et intégral, Schoenfeld
(1985) note, dans le méme sens, que les étudiants (17-19 ans) arrivent a effectuer des
« intégrations » mais que ces derniers ne peuvent €viter des approches difficiles ou
coliteuses en temps, ne prenant pas en compte de fagon adéquate les caractéristiques
de I’intégrale donnée dans le choix qu’ils font pour déterminer la stratégie appropriée.

[Is se lancent des le début dans I’application d'une technique de résolution, sans tester
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s'il en existe d'autres plus simples et moins coliteuses en temps. Dans un cours de
calcul élémentaire, le chercheur a proposé¢ aux étudiants de calculer I’'intégrale
xdx
2-9

X

indéfinie J . Cette intégrale peut étre calculée rapidement en utilisant le

changement de variable = x*> —9 . Schoenfeld a observé que 44 de ces 178 étudiants

(24%) ont décidé plutdt de factoriser le dénominateur x* —9. Cette technique améne
vers la bonne solution, mais elle est plus coliteuse en temps, pour effectuer les calculs.
17 d’entre eux ont également ’décidé d’utiliser la substitution par une fonction
trigonométrique en posant x = 3siné, technique qui demande encore plus de temps

pour trouver la solution.

Cette limite de I’utilisation du contrdle de la part des €leves, vu ici comme la
capacité a poser un choix entre plusieurs possibilités est également un constat des

enseignants en exercice.

1.3.5.2 Constat chez les enseignants

Dans la recherche collaborative sur I’arrimage entre le primaire et le
secondaire citée précédemment (voir points 1.2 et 1.3.2.2), les enseignants expriment
¢galement cette difficulté a faire un choix approprié de la part des éléves en ce qui a
trait au calcul mental. Le calcul 26 + 12 + 34 a ét¢ demandé a des éleves de
secondaire 1, un enseignant explique que la stratégie la plus efficace repose sur
’utilisation d’une des propriétés de 1’addition, la commutativité (26 + 12 + 34 =12 +
26 + 34). En effet, il est plus efficace de calculer d’abord 34 + 26 car ’addition de 4
unités et 6 unités donne un nombre « rond », 10, auquel on ajoute 3 dizaines et 2
dizaines provenant de 34 et 26 ; il suffit ensuite d’ajouter 12 au résultat obtenu.
L’enseignant rapporte que la majorité des éleves arrivent au bon résultat, mais en
utilisant des stratégies moins efficaces. Certains d’entre eux posent le calcul écrit

dans leur téte, ils effectuent I’addition de gauche a droite: 26 + 12, et ensuite
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rajoutent le troisiéme terme, utilisant mentalement I’algorithme écrit. D’autres éleves
utilisent des décompositions, par exemple, pour 26 + 12, ils font 26 + 10 + 2 = 38 et
additionnent le troisi¢me 34, en décomposant de la méme fagon 38 ou 34, stratégie
qui est plus colteuse en temps et moins efficace que celle mise en évidence par

I’enseignant.

On note ainsi de la part d’une majorité d’éléves, de tous les niveaux de
scolarité, un manque de réflexion sur le choix de la stratégie la plus efficace, celle qui

mene vers le résultat le plus rapidement et avec le moins de risque d’erreurs.

Toutes ces recherches pointent donc un probléme central en lien avec les
limites du controle exercé par les éléves dans différentes activités mathématiques. A
la lumiere de ce constat, partagé par les chercheurs en didactique des mathématiques
et par plusieurs enseignants, une certaine situation problématique partagée peut donc
étre mise de ’avant. A ce stade de notre réflexion, nous voudrions montrer I’importance

de s’attarder a cette question, et au probléme ici soulevé.

1.4 L'importance de I’élaboration d’un contréle sur P’activité mathématique

Plusieurs études montrent I’importance de s’attarder a cette question, le contrdle
ayant un role central a jouer dans I’activit¢ mathématique (Balacheff, 1987; Artigue,
1993; Hadamard, 1945/1975; Nimier, 1989; Smith et Hungwe, 1998) et dans le
développement de la pensée mathématique (Butlen, Lagrange et Perrin, 1989;
Margolinas, 1989; Balacheff, 1987; Mary, 1999; Dib, 2000-01; Chalancon et al., 2002).
L’activité de contrdle fait également partie des orientations du programme de formation

au secondaire (MELS, 2003, 2006).
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1.4.1 Importance du contréle dans les recherches en didactique des

mathématiques et en mathématiques

En didactique des mathématiques, nous rattachons ’acquisition d’une certaine
rationalité'® mathématique présentée par Balacheff (1987) a la capacité d’exercer un
controle sur I’activité mathématique, 1’éléve y faisant appel & la raison. Pour ce
chercheur, I'importance d’une conduite rationnelle chez 1’éléve devrait occuper, dans
I’enseignement, le méme statut que la construction de savoirs :

« Trés tot, disons dés la sixieme'®, doit étre posé le probleme de I’€volution des
fondements rationnels de I’activit¢ mathématique des €leves en méme temps, et
avec le méme statut, que celui de la construction des savoirs. » (p. 170).

D’apres Balacheff, on devrait ainsi, dans I’enseignement, accorder la méme place
au processus de construction des connaissances mathématiques qu’au développement de
la rationalité de I’¢léve, ce que nous pouvons associer au développement d’une activité
de contréle. Artigue (1993) va dans le méme sens a travers ce qu’elle nomme les
métaconnaissances et qui traduisent une activité réflexive de 1’éléve. La chercheure
distingue les connaissances des métaconnaissances en s’appuyant sur un exemp]e|7 sur
les nombres complexes :

El : Un nombre complexe peut s'exprimer algébriquement dans plusieurs
registres : le registre cartésien qui met en €vidence la décomposition en
partie réelle et imaginaire : z = a+ib, les registres trigonométrique et
exponentiel qui mettent tous deux en évidence le module et l'argument
mais avec des caractéristiques sémiotiques différentes : p(cosa +isina) et

pe?

"* La rationalité mathématique n’est réductible ni a la démonstration ni & la logique. Comme
présenté par Ourahay, Houdement et Hitt (2007) dans la présentation du théme 8 (Le développement
de la rationalité au fil de la scolarité) lors du Colloque EMF2006 & Sherbrooke (Québec) ; il n’existe
pas qu’une rationalité, pur produit du raisonnement, mais « la rationalité s’applique & des procédures
aussi bien de pensée que de raisonnement. (...) La rationalité¢ semble €tre un objet soit explicite, soit
implicite de I'enseignement des mathématiques. » (p. 1)

'® Dans le systéme frangais, la sixiéme correspond & la premiére année du secondaire.

" Dans son article, Artigue (1993) présente cing énoncés sur les nombres complexes, nou:
n’en avons repris que deux ici.
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E2 : Quand on résout un probléme portant sur des complexes, on a intérét a se
poser la question du choix d'un registre adapté au traitement et a changer
éventuellement de registre en fonction de I'avancée du traitement.

Artigue souligne que E1 est une connaissance élémentaire, partagée par tous les
¢tudiants de terminale (17-18 ans), cette connaissance est raccrochée a un savoir
officiellement enseigné, que I’on trouve dans les manuels, dans les cahiers d’éleves. Par
contre, E2 est a un autre niveau, elle constitue une métaconnaissance, une connaissance
sur des connaissances permettant d’utiliser des connaissances comme EI, celles-ci
servant « a la prise de décision et au controle » (p.38) et traduisant une activité réflexive
chez I’éléve. La chercheure remarque que les €léves se différencient au niveau des
métaconnaissances, elle constate ainsi que pratiquement aucun éléve ne met en jeu dans
son fonctionnement la métaconnaissance E2 et elle souligne I’importance de proposer &
des éleéves de terminale des énoncés dans lesquels ils ont la charge du choix du registre et
les changements éventuels de registres. Le controle, se traduisant ici par les
métaconnaissances, permet une réflexion sur les stratégies de résolution possibles, un
choix explicite. Son analyse rejoint les propos de Balacheff (1987), en montrant
I'importance du développement du controle sur Iactivité mathématique chez les éleves
en parallele avec la construction des savoirs.

En mathématiques, le méme enjeu central peut étre mis en évidence. Hadamard
(1945/1975), s'intéressant a définir les conditions qui permettent les découvertes en
mathématiques, a travers les témoignages de plusieurs chercheurs en mathématiques,
montre que 1’activit¢ de contrdle est centrale dans le processus d’invention. Celle-ci se
manifeste a travers une vision d’ensemble du probléme; I’énonciation d’une hypothése,
d’une conjecture par le mathématicien ¢tant animée par un engagement réfléchi, un choix
éclair¢ entre plusieurs possibilités. De plus, les mathématiciens vérifient a chacune des
étapes de leur invention leur résultat, leur démarche, ce qui sert a limiter le doute en
procurant au chercheur un sentiment d'absolue certitude indispensable & la poursuite du

travail d'invention, le mathématicien n'accordant pas une confiance aveugle aux
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résultats des régles qu'il utilise. Cette idée est reprise par Nimier (1989) qui a effectué
des entretiens aupres de mathématiciens. D'autres chercheurs (Smith et Hungwe,
1988) vont dans ce méme sens, ils soulignent que les mathématiciens utilisent des
essais numériques « disciplinés », provenant d'un choix éclairé de nombres pour

valider ou réfuter des conjectures qu’ils ont émises.

Butlen, Lagrange et Perrin (1989) précisent que se donner les moyens de
vérifier, de savoir si ce qu'on dit est vrai, si c'est juste ou non sans demander au
professeur est a la base de la réussite des éleves. L’activité de contréle apparait donc
centrale dans l'invention mathématique, elle a cours tout au long du processus et dans

’apprentissage des mathématiques.

Dans le contexte scolaire du Québec, cette question apparait également centrale

méme si le programme ne I’énonce pas de fagon explicite (MELS, 2003, 2006).

1.4.2 Place du contréle sur Pactivité mathématique dans le programme de

formation au secondaire

Dans les programmes de formation du premier et du second cycle du
secondaire (MELS, 2003, 2006), I’activité de controle est mobilisée nous allons le
voir dans les trois compétenceslg, Résoudre une situation probléme, Déployer un

raisonnement mathématique et Communiquer a l'aide du langage mathématique.

Dans la premiére compétence Résoudre une situation probléme, la

composante Valider la solution fait appel a un retour sur la solution par I’¢leve pour

' C’est nous qui dégageons ceci de I’analyse, le programme ne parle pas explicitement de
contrdle sur Iactivité mathématique.
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juger du caractere vrai ou faux de celle-ci. Nous avons relevé deux types de

validation, celle qui porte sur le résultat et celle qui porte sur la démarche.

Un des énoncés qui caractérise cette composante est en effet « Confronter le
résultat obtenu avec le résultat attendu » (MELS, 2003, p.241; MELS, 2006, p.25).
On s’attend ici a ce que [’éleve valide le résultat qu’il a obtenu ; pour cela, on
travaille entre autres un travail d’anticipation préalable de maniere a pouvoir ensuite
confronter les deux résultats. La wvalidation du résultat repose donc sur une
anticipation préalable. C’est dans la composante Elaborer une solution mathématique
que le programme présente par ailleurs des moyens possibles pour anticiper ce
résultat :

« Décrire le résultat attendu en tenant compte de la nature des données liées a
la situation * Estimer, s’il y a lieu, ’ordre de grandeur du résultat. » (MELS,
2003, p.241; MELS, 2006, p.25)

Dans le cas par exemple du calcul, I’anticipation consiste & estimer un ordre

de grandeur du résultat. Dans certains problémes, on peut aussi anticiper au préalable

| la nature de la solution, par exemple si on cherche un nombre de personnes, on sait
que le résultat cherché doit €tre un entier. Ces éléments devraient selon nous se
retrouver dans la composante Valider une solution comme des moyens d’anticiper un
résultat au préalable, et de valider celui-ci (en revenant sur cette anticipation et en la

confrontant avec le résultat obtenu).

Un autre énoncé de la composante Valider une solution fait appel & une
validation de la démarche de résolution, on se situe ici au cceur de ’activité :

« Apprécier la pertinence et I’efficacité des stratégies employées en
comparant sa solution avec celle de ses pairs, de son enseignant ou d’autres
sources. » (MELS, 2003, p.241)
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Il s’agit pour I’éleve de s’attarder aux stratégies qu’il a utilis€ées en les
confrontant a d’autres stratégies possibles, ce dernier devant juger de la pertinence et
de I’efficacité de celles-ci. On pourrait penser que cet énoncé est décrit, d’une
certaine fagon, dans la composante Elaborer une solution mathématique, & travers la
nécessité de mobiliser des connaissances appropriées, [utilisation de stratégies
efficaces, appropriées y étant reprise :

« Utiliser des stratégies appropriées en s’appuyant sur des réseaux de concepts
et de processus. » (MELS, 2003, p.241; MELS, 2006, p.25)

Une autre dimension du contréle présente dans la composante Valider la
solution est celle d’un retour sur cette solution conduisant a une modification de
celle-ci, « Rectifier sa solution, au besoin » (MELS, 2003, p.241; MELS, 2006, p.25),
ce qui demande une certaine sensibilité aux erreurs, un questionnement sur la solution

élaborée.

Dans le dernier énoncé de la composante Valider la solution, le programme
demande que 1’¢leve soit capable de « Justifier les étapes de sa démarche » (MELS,
2003, p.241), ce qui se retrouve dans le programme du deuxiéme cycle sous la
composante Elaborer une solution mathématique. Cette dimension qui fait appel a
I’idée de justification, d’argumentation pour convaincre de la justesse de la démarche
est reprise dans la troisieme compétence Communiquer a ['aide du langage
mathématique, sous I’angle cette fois-ci d’une communication a autrui, d’un message
a transmettre :

« Dans tous les cas, la communication est nécessaire lorsque 1’éleve formule
des conjectures a partir des réseaux de concepts et de processus
mathématiques, puisqu’il lui faut présenter ses arguments et ses choix et
justifier sa solution. » (¢ ‘est nous qui soulignons, MELS, 2003, p.246)

Il s’agit d’une communication a autrui basée sur une compréhension par

[’autre, par un retour sur le message produit pour s’assurer qu’il est complet, adéquat,
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comme I’exprime 1’énoncé suivant dans la composante Interpréter ou transmettre des
messages a caractére mathématique .

« Valider un message pour en améliorer la compréhension, s’il y a lieu. »
(MELS, 2003, p.247)

La validation est ainsi requise dans la résolution d’une situation probléme,
pour communiquer des messages mathématiques, mais aussi dans un autre type de
tache dans laquelle il faut affirmer ou réfuter des conjectures, ce type de tache se situe
dans la deuxiéme compétence Déployer un raisonnement mathématique -

« Apprécier la pertinence des conjectures retenues. » (dans la composante

Etablir des conjectures, MELS (2003), p.245).

« Jauger la pertinence des conjectures €mises et retenir les meilleures, au
besoin. » (dans la composante Etablir des conjectures, MELS, 2006, p.25).

Un des moyens pour apprécier cette pertinence de conjectures, 1’utilisation de
contre-exemples, est présent¢ dans une autre composante de cette deuxiéme
compétence, Réaliser des démonstrations ou des preuves :

« Recourir, au besoin, a des contre-exemples, pour préciser, réajuster ou
réfuter des conjectures. » (MELS, 2003, p.245)

Il y a donc I’idée d’un engagement réfléchi sur la tdche pour valider ou
invalider un énoncé, un raisonnement sur le vrai et le faux. Dans la compétence
Résoudre une situation probleme, I’engagement réfléchi est également présent, mais
cette fois-ci c’est un engagement réfléchi avant la résolution qui se dégage de la

composante Décoder les éléments qui se prétent a un traitement mathématique :

« Dégager l'information contenue dans divers modes de représentation :
linguistique, numérique, symbolique, graphique ¢ Déterminer les données
manguantes. supplémentaires ou superflues, si nécessaire « Cerner et décrire la
tdche & accomplir en ciblant la question posée ou en formulant une ou
plusieurs questions. » (¢ est nous qui soulignons, MELS, 2003, p.241; MELS,
2006. p.25).
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Notre analyse des programmes de mathématiques du secondaire (MELS, 2003,
2006) met ainsi en évidence plusieurs composantes du contrdle. Dans la premiére
compétence Résoudre une situation probléme, 1’accent est mis a la fois sur la
validation du résultat (par une anticipation) et du processus de résolution (par un
retour sur I’efficacité, la pertinence des stratégies utilisées). Cette dimension est
présente dans les deux composantes Valider la solution et Elaborer une solution
mathématique. On demande également a ce que 1’éléve rectifie ses erreurs, qu’il soit
donc sensible aux possibles contradictions pour pouvoir rectifier sa solution. Une
autre dimension du contrdle est celle qui touche a un engagement réfléchi, a la fois au
début de la résolution de situations problémes pour décoder les éléments qui se
prétent & un traitement mathématique, en justifiant la démarche de résolution

entreprise, une justification, une argumentation a 1’appui étant requise.

Un autre engagement réfléchi est requis dans un autre type de tache, celle ou
I’éleve doit se prononcer sur le caractere vrai ou faux d’un énoncé, que I’on retrouve
dans la deuxieéme compétence Déployer un raisonnement mathématique. La aussi la
justification, I’argumentation est requise. Dans la troisiéme compétence, ’activité de
contréle se traduit par une communication a autrui de messages mathématiques
compréhensibles, et par un retour sur les messages produits (valider un message

produit).

Nous avons ainsi souligné I’importance d’une activité¢ de contréle, trés présente
selon notre analyse dans le nouveau programme du secondaire. Plusieurs chercheurs en
didactique des mathématiques (Balacheff, 1987; Artigue, 1993) ont souligné par ailleurs
’importance d’une telle activité chez I’éleve en lien avec le développement d’une
rationalit¢ mathématique, le développement de la pensée mathématique chez I’éleve,
faisant appel a [I’utilisation de métaconnaisssances. Pourtant, méme si plusieurs

chercheurs mettent en évidence le réle que le contrdle joue, force est de constater que les
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éléves, a différents niveaux et dans différents domaines, s’engagent dans la tache en
mobilisant des connaissances mais font montre d’un contréle limité en ce qui concerne la
vérification, I’engagement réfléchi et les choix parmi plusieurs possibilités sur leur
activit¢ mathématique. Selon notre examen de la recherche et notre expérience sur le
terrain, ce constat est partagé par plusieurs chercheurs en didactique des mathématiques

et par plusieurs enseignants en exercice.

1.5 Probléme de recherche

Il émerge de ce constat partagé, de la pratique et de la recherche, un objet de
recherche autour du nécessaire développement d’une activité de controle chez les €léves
sous les différentes composantes relevées. 11 s’agit l1a d’un enjeu important si I’on en croit
plusieurs chercheurs en didactique des mathématiques et qui rejoint les préoccupations de
plusieurs enseignants (Landry, 1999; Chevallard, 1989; Coppé, 1993). Cette
préoccupation va se traduire pour les enseignants dans leurs propos dans des termes
pratiques sous forme de moyens, de stratégies a mettre en place en ce sens pour aider les
éléves. Sur un plan didactique, elle va se refléter pour le chercheur, pour aller plus loin
par rapport a I’analyse reprise précédemment, en termes d’un questionnement sur des
situations didactiques susceptibles de développer un tel controle. Une telle visée s’appuie
sur des analyses préalables de ce que recouvre le contréle en mathématiques. A la croisée
de ce questionnement, un certain objet de recherche & investiguer prend forme autour de

situations susceptibles de développer le controle chez les €leves.

GENERAUX DE LA RECHERCHE :

A ce stade, nous nous intéressons donc & cerner des situations qui visent le
développement d’un contrdle sur ’activité mathématique des €leves, et ce, en prenant en
compte dans cette ¢laboration la double préoccupation qui en est le point de départ : le

point de vue des enseignants et des chercheurs. Nous cherchons aussi a identifier le
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potentiel de ces situations pour le développement du contrble chez les éléves. Les deux

objectifs de la recherche peuvent s’énoncer ainst :

- Caractériser les situations et les interventions élaborées conjointement visant le
développement d’une activité de contréle chez les éléves.
- Caractériser ’activité de contrdle chez les éléves du secondaire au cours de ces

situations.

Dans ce chapitre, nous avons vu apparaitre différentes composantes du controle, a
travers les travaux de recherche, les propos des enseignants ou encore l’analyse du
programme. Pour fonder davantage & cette étape I’élaboration de ces situations

didactiques, une analyse préalable rigoureuse du concept de contréle s’ impose.



CHAPITRE 11

CADRE THEORIQUE

L’analyse des recherches que nous avons menée confirme que dans une certaine
mesure le concept de contrdle a été étudié sous plusieurs angles, méme si tous les auteurs
n’utilisent pas explicitement dans leurs €crits le mot « controle ». Cette analyse reprend
cing perspectives différentes : sociologique (Giddens, 1987), psychologique (Richard,
1998; Piaget, 1974; Tiberghien, Le Taillanter, Friemel, Gruner, Julo et Verdier, 1974;
Perkins et Simmons, 1988), en éducation mathématique (Polya, 1945/1965; Mashiach
Eizenberg et Zaslavsky, 2003; Cipra, 1985), mathématique (Hadamard, 1945/1975) et
didactique (Coppé, 1993; Margolinas, 1989; Chevalier, 1985; Robert et Tenaud, 1988,
Balacheff, 1987, Lee et Wheeler, 1989; Schmidt, 1994; Brousseau, 1986; Bednarz et
Saboya, 2007; Kouki, 2007; Artigue, 1993; Robert, 1993; Lenfant, 2002; Jullien,
1989-90; Kargiotakis, 1996; Schoenfeld, 1985).

Dans une premiére partie, nous dégagerons les différentes composantes du
concept de controle amenées par ces différents éclairages. Nous avons procédé a une
construction et a une interprétation de ce concept, en nous plagant dans le cadre de
référence de chacun des chercheurs. Ces différents points de vue, amenés par les études
citées, nous ont permis dans une deuxi€éme partie, de préciser une définition du concept
de contrdle qui va nous guider tout au long de notre étude. Dans une troisieme partie,
nous reprendrons quelques éléments relatifs & ’enseignement permettant de nous éclairer
sur le développement d’un controle chez les €leves. Dans cette derniére partie, nous nous
positionnerons en tant que chercheurs sur les possibles stratégies d’intervention en classe.

Des caractéristiques sur les situations, sur I’aménagement de ces situations, sur les
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occasions et les conditions susceptibles de développer un contréle vont étre ensuite
cernés. Finalement, nous nous attarderons sur le role de I’enseignant en lien avec le

développement d’un contrdle chez les éleves.

2.1 Différents éclairages sur le concept de contréle

Dans une perspective sociologique (Giddens, 1987), I’activité de contrdle
apparait reliée a la rationalité de ’acteur social, aux intentions et aux raisons, au

fondement de ses actions.

2.1.1 Eclairage sociologique sur le concept de contréle

Dans son livre, « La constitution de la société : éléments de la théorie de la
structuration», Giddens (1987) caractérise I’acteur social comme étant une personne
exer¢ant un « contrdle réflexif sur I’action », ce contrdle ayant un :

« Caractere orienté, ou intentionnel,... (qui peut-étre) examiné a partir du

cours des activités de [’agent. » (p.441)

L’étre humain controle ainsi de fagon réfléchie son action. Ce dernier est
entouré de pratiques sociales et cherche a contrdler le flot continu de cette vie sociale.
Pour cela, il exerce un contrdle continu sur son action qui se traduit par une
réflexivité sur sa propre pratique sociale. L’action humaine est vue par Giddens
comme s’accomplissant dans la durée, dans un flot continu de conduites, et est
composée d’intentions, de raisons et de motifs inter reliés les uns aux autres, mettant
en ¢évidence une certaine cohérence d’un soi agissant. Ainsi, une personne est un
agent qui se donne des buts, qui a des raisons de faire ce qu’il fait et qui est capable,
si on le lui demande, d’exprimer ces raisons de fagon discursive. Dans le modele de
stratification congu par Giddens, le controle réflexif est relié a la rationalisation de
’action et a sa motivation sous-jacente :

« Ce que j'appelle le modele de stratification du soi agissant exige de
considérer le controle réflexif, la rationalisation et la motivation de ’action
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comme trois ensembles de proces qui s’enchdssent les uns dans les autres. »

Conditions 77} Contrdle réflexif de l'action ———m! Conséquences
non reconnues [ | non intentionnelles
de l'action ! Rationalisation de 'action y de l'action
{ Motivation de 'action J
N e
N e e e e e e o e T e e
(p.52)

Figure 2.1.1 Modele de stratification du soi agissant (source : Giddens, 1987, p.52)

Ainsi, le contréle réflexif est un trait caractéristique de toute action. Le
controle réflexif repose sur la rationalisation, les raisons sous-jacentes de I’action qui
renvoient a une compréhension de la part du sujet des fondements de ses actions, la
rationalisation de I’action étant définie par Giddens comme la :

« Capacité qu’ont les acteurs compétents de « rester en contact » avec les

fondements de ce qu’ils font pendant qu’ils le font, de sorte que si d’autres
leur demandent les raisons de leurs actions, ils peuvent les fournir. » (p.443)

Le contréle réflexif de I’action et la rationalisation de celles-ci sont ainsi
intimement reliés. La motivation différe 1égerement de ces deux derniers « proces ».
Les motifs renvoient aux désirs qui inspirent I’action, mais nombre de nos conduites
de tous les jours ne sont pas directement motivées. Nous pouvons donner I’exemple
en mathématiques ou, quelquefois, la réalisation d’une tache par les €léves reléve
uniquement du contrat institué en classe et non de la motivation intellectuclle a

vouloir résoudre le probléme.

Tel qu’illustré dans la figure précédente, dans le modele de stratification du
sol agissant, il y a dans la vie de tous les jours, des actions intentionnelles qui ont des
conséquences non intentionnelles. Ces derni€res peuvent rétroagir de maniere

systématique et devenir des conditions non reconnues d’actions ultérieures. Pour
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expliquer ses propos, Giddens donne I’exemple d’une personne qui actionne un
commutateur pour €clairer une piece. La lumieére soudaine alerte un cambrioleur qui
se trouvait 1a. Eclairer la piéce est intentionnel alors que donner I’alerte ne I’est pas,
car la personne ne savait pas qu’un voleur se trouvait dans la pi¢ce. Dans cet exemple,
nous pouvons imaginer que cette conséquence non intentionnelle peut & son tour
rétroagir et devenir une condition non reconnue d’une action ultérieure, telle une
légére hésitation lors d’une prochain allumage de la lumiere. En mathématiques, nous
pouvons imaginer un éléve résolvant un probléme, une conséquence non
intentionnelle de cette action peut étre, dans le cas d’un probléme & données
contradictoires, I’impossibilité¢ de trouver une solution, ce a quoi I’¢éléve ne s’attendait
pas. Cette conséquence non intentionnelle peut amener, lors de la résolution d’un
autre probléme, vers une condition non reconnue de |’action qui améne éléve a se
poser des questions a sa lecture quant a la vraisemblance de ce probléme, un signe

d’alarme s’allumant dans son esprit.

Pour Giddens, tous les étres humains sont des agents compétents, la
compétence €tant définie comme :

« Tout ce que les acteurs connaissent (ou croient), de fagon tacite ou

discursive, sur les circonstances de leur action et de celle des autres, et qu’ils

utilisent dans la production et la reproduction de 1’action. » (p.440)

Il est intéressant de noter que quelquefois [’agent n’est pas capable
d’expliquer les raisons de ses activités, le controle réflexif utilisé n’est pas toujours
verbalisable, il est de I’ordre de I’implicite, du tacite :

« La plus grande partie de I’énorme « réservoir de connaissances », selon

’expression de Schutz, ou de ce que je préfere appeler le savoir commun mis

en jeu dans les rencontres, n’est pas directement accessible a la conscience des

acteurs. » (p.52)

Mais en général, les acteurs sont capables de donner un compte rendu

discursif de ce qu’ils font et des raisons pour lesquelles ils le font. C’est dans le cas
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ou des acteurs demandent a d’autres d’expliquer pourquoi ils ont agi comme ils ’ont
fait, que ces acteurs sont en mesure de rationaliser leurs conduites en explicitant

verbalement les raisons sous-jacentes.

Dans cette perspective sociologique, le contrble est donc relié a la rationalité
qui fonde I’action de I’acteur social. Le controle a un caractére intentionnel et réfléchi,
il renvoie aux fondements de ce que les acteurs font, & leur « théorie implicite », aux
raisons sous-jacentes qui guident cette action, et qui deviennent accessibles lorsqu’on
demande a la personne de les expliciter. Nous nous intéresserons de notre coté a
’activit¢ en mathématiques et a I’acteur social qu’est I’éléve. Le contrdle renvoie ici
a ce qui fonde les actions entreprises par I’éleve en regard d’une activité donnée
(résolution d’un probléme, d’un exercice...) A cette étape, cette caractérisation

demeure trés générale, et nécessite d’aller plus loin.

En psychologie, notre interprétation des travaux de Piaget (1974) nous améne
un nouvel éclairage sur la notion de contréle sous I’angle d’une sensibilité aux

contradictions.

2.1.2 Eclairage amené par les travaux en psychologie cognitive sur le concept de

controle

Dans ses recherches sur la contradiction, Piaget (1974) s’est intéressé a
I’instabilité des résultats d’une action causant un déséquilibre chez le sujet. L auteur
ne mentionne pas le terme « controle », c’est notre interprétation des propos de Piaget
qui nous a amenée a considérer I’activité de contréle comme une prise de conscience

de la contradiction et un dépassement de celle-ci.
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2.1.2.1 La prise de conscience, le dépassement de la contradiction : un indicateur de

contrdle sur I'activité

Pour mieux comprendre les propos de Piaget, nous allons rendre compte d’une
expérience dans le domaine logico-mathématique qu'il a menée aupres d'enfants de 5
a 12 ans. Dans I’expérience, une planchette rectangulaire percée de sept trous occupés
chacun par un disque est fournie aux enfants : tous les disques ont la méme €paisseur
et leur diametre croit de proche en proche, du premier au septieme, de 0,2 mm entre
chaque disque. Les disques vont étre nommés 4, B, C, D, E, F'et G, ils sont disposés

en deux rangées de la fagon suivante:

A C E
NVZRNDN
B D F

Le cercle 4 a ainsi 58,8 mm de diametre et G 60 mm. Les disques de 4 a F
sont retenus par une chainette permettant la comparaison de chacun uniquement avec
son successeur : B avec 4, C avec B, D avec C, E avec D et F avec F. Le dernier
disque G est par contre libre, ce qui permet sa comparaison avec chacun des autres
disques. Comme les différences entre les diametres des disques qui se suivent est
infime, qu'elles sont imperceptibles visuellement, on a (en apparence) une égalité
entre les diametres des disquesde A A G:A=B,B=C,C=D,D=E E=F, F=G.
Mais si on compare les diametres des disques aux extrémités, on remarque une
différence, A < G (c'est pour des fins de comparaison des diametres des disques A et
G que le disque G est libre, sans chaine). Les expérimentateurs laissent les enfants
explorer le matériel, en ayant recours a une simple perception visuelle. Les enfants
disent souvent étre certains de I'égalité des diametres des disques. Les
expérimentateurs les questionnent alors sur la relation entre G et 4, qu’ils doivent

d'abord anticiper, puis vérifier en plagant les disques I'un sur l'autre. Si les mesures

des enfants ont suivi un ordre relevant de la transitivité, ils prennent en général
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conscience de la contradiction (ils arrivent d’une part a deux disques qui ont des

diametres égaux, et d’autre part a A < Q).

Clest dans le dépassement de cette contradiction que nous voyons qu'un
certain controle s'exerce. Dans ce cas-ci, il s'agit de faire intervenir des opérations
logico-mathématiques, il s'agit de prendre conscience des différences infiniment
petites, imperceptibles entre 4 et B, Bet C, Cet D, Det E, Eet F, Fet G et de
comprendre que la somme de ces différences apparemment nulles devient une
différence constatable entre 4 et G. Piaget remarque que le dépassement de cette

contradiction ne va pas de soi.

Certains enfants affirment qu’il y a égalité de tous les éléments de 4 a G, puis
ils découvrent que G est plus grand que 4, ils concluent alors que G est alors
supérieur a tous les autres, y compris F. Ces enfants ne voient pas de contradiction
avec les données qu'ils ont admises antérieurement, ils oublient aussitdt qu'ils avaient
dit que F = G, ils nient donc I'égalité apparente. Ce résultat permet a Piaget de relever
qu’une étape importante est la prise de conscience de cette contradiction, qui se
traduit par le souvenir des données, une prise en compte des constatations antérieures.
C’est dans la prise de conscience d’une contradiction qu’une activité¢ de contrble

prend, pour nous, place.

D’autres enfants constatent une suite d'égalités de 4 a G, puis l'inégalité
imprévue entre 4 et G. lls prennent alors conscience de la contradiction, mais ils
n'arrivent pas a dépasser cette contradiction. Piaget rapporte plusieurs comportements
allant dans ce sens comme le fait que certains d'entre eux expriment des doutes sur
leurs mesures, d'autres renoncent a comprendre, d'autres admettent que la grandeur de
G varie. Finalement certains déforment I'observable : ils disent et vérifient que B est

plus grand que 4. On peut remarquer que ces enfants sont conscients de la
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contradiction, mais ne poss¢dent pas un contréle leur permettant de dépasser cette

contradiction.

Un autre groupe d’enfants fera I'hypothese de différences congues comme
imperceptibles, pour lever la contradiction entre les égalités apparentes et l'inégalité
finale (4 < G), mais ils ne sont pas encore en état de déduire que cette in¢galité finale
constitue la somme des différences imperceptibles. Piaget fait I'hypothése que
I'imperceptible n’apparait pas aux enfants étre une grandeur « rationnelle », comme
nous pouvons le constater dans les propos de cet enfant appelé Roc :

« Peut-étre que ¢a devient toujours plus petit, mais on n'arrive pas a voir. —

Comment peux-tu le savoir? — Parce qu'on a tout essayé! » (p. 27)

IIs ne peuvent pas affirmer avec certitude que cet imperceptiblé existe :

« Je vous al dit, conclut ainsi Roc, que je ne savais pas exactement. » (p. 26)

Ce ne sont que les enfants les plus agés qui constatent l'inégalité G < 4, apres
avoir cru a une équivalence générale, et qui I¢vent la contradiction en admettant
I'existence de différences non perceptibles, qui sont susceptibles de s'additionner

jusqu'a donner lieu a cette inégalité visible.

L’¢étude de Piaget nous a améne un éclairage intéressant sur I’activité de
contréle sur un plan cognitif, sous I’angle d’une prise de conscience de la
contradiction et d’un dépassement de celle-ci dans des situations qui provoquent un
déséquilibre chez I’enfant. Cette activité de contrdle est un processus dynamique, qui

se développe dans le temps.

La contradiction nait de la difficulté pour les enfants & mettre en lien les
affirmations (égalité des disques) et les négations (A < G contredisant cette égalité).

Piaget remarque, dans l'expérience décrite ci-dessus que les enfants vivent des



51

déséquilibres, mais que les enfants plus jeunes (moins de 11 ans) ne peuvent dépasser
cette contradiction. Il explique ces difficultés par le fait que :

« (...) la tendance spontanée de toute action, perception ou cognition en
général est de viser ['affirmation et les caracteres positifs du réel, tandis que la
négation, sous ses formes nécessaires, n'est le produit que d'élaborations
secondaires, et sous ses formes contingentes, de perturbations occasionnelles.
L'action consiste a modifier le réel, donc a tendre vers un but positif, et il faut
un effort supplémentaire de réflexion rétroactive pour apercevoir que se
rapprocher de ce but implique un éloignement par rapport aux points de départ
et une négation de ces états initiaux. Percevoir consiste a saisir des propriétés
positives données, et il faut une attente ou une anticipation dégues pour
constater qu'une présence escomptée ne se vérifie pas (ce qui dépasse
d'ailleurs le champ de la perception). Il y a un manque de compensations entre
les affirmations et les négations car les affirmations sont beaucoup plus
prégnantes et 'emportent systématiquement sur les négations. » (p.11-12)

Ainsi le contréle, dans des situations de contradictions, est relié a une
réflexion rétroactive sur la tache et repose sur une négation des faits observés (qui
proviennent d'une affirmation). Ce qui explique pourquoi les contradictions restent
longtemps inconscientes, leur prise de conscience implique une construction de
négations, non données au début, cette construction conduisant au dépassement de
telles contradictions.

L activité de contrdle (Piaget, 1974) se manifeste, ainsi, par une prise de
conscience de la contradiction qui repose sur une anticipation dégue et un
dépassement de celle-ci; elle provient d’une réflexion rétroactive permettant de
percevoir un €loignement, une négation de I’anticipation de départ. D’autres
chercheurs apportent un éclairage complémentaire en lien avec d’autres aspects. Ainsi,
Richard (1998) s’est intéressé & définir la fonction de contrle dans I’activité de
résolution de problémes. Ainsi nommée par 'auteur (il parle explicitement de

controle), celle-ci est présente a chacune des phases de résolution.
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2.1.2.2 La fonction de contréle dans la résolution de problémes

Richard (1998) s’est intéressé a la modélisation des conduites en situation de
résolution de problémes. Le contrdle est reli¢ a la régulation de ’activité de résolution et

est une des six grandes fonctions considérée :

- «conservation des structures cognitives permanentes: connaissances,
croyances;

- ¢laboration des décisions d’action pour des taches;
- construction des représentations (structures cognitives transitoires);

- production d’inférences a finalit¢ épistémique (représentations) ou
pragmatiques (décisions d’action);

- construction de connaissances,

- régulation et contrdle de ’activité. » (p.12)

La fonction de régulation et contréle de ['activité se situe 2 la fois en amont et
en aval des autres fonctions. La régulation consiste & se fixer des objectifs qui
constituent des taches, a définir des priorités entre ces taches, a allouer des ressources
pour leur réalisation (temps a passer, effort a fournir), voire a décider de 1’abandon
d’une tache. La composante de contrdle concerne les moyens mis en place pour la
réalisation de la tache, elle veille a son bon déroulement :

« En amont de la réalisation, le contrdle assure la planification; en aval, il

assure I’évaluation des résultats de 1’action : a ce dernier titre, il peut étre a

Porigine d’une réorientation de I’activité par la remise en cause de la

représentation de la situation ou donner lieu a la formulation de nouveaux

objectifs, comme la récupération d’erreurs ou d’incidents. » (p.15)

Le schéma suivant représente les différents éléments ou fonctions qui
constituent le systeme cognitif (désignés par des boites) et leurs relations (désignées
par des fleches). Le contréle n’y apparait pas, il est toutefois présent dans toutes les

autres fonctions :

« On remarque que la fonction de contrdle n’est pas représentée par une boite.
C’est qu’elle s’exerce a I’intérieur des autres fonctions : par la définition des
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objectifs cognitifs, par le guidage des raisonnements, par la remise en cause
des représentations. » (p. 13)
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Figure 2.1.2.2 L’architecture cognitive (source : Richard, 1998, p. 13)

Tout un chapitre du livre de Richard (1998) est consacré au contréle sur
’activité, celui-ci se manifeste dans chacune des phases de la résolution de problemes.
En effet, selon I’auteur le contrdle s’exerce a différents niveaux de 1’activité :

1. dans la construction de la représentation de la situation

2. dans ’élaboration des décisions d’action

dans I’appréciation de ’adéquation aux objectifs de la tdche : c’est I’évaluation
des résultats de I’action
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Ces trois niveaux de I’activité ne sont pas forcément linéaires, ils peuvent étre
imbriqués les uns aux autres. Ainsi, la représentation de la tiche améne a faire des
anticipations sur l’action a entreprendre, qui peut conduire & une remise en cause de
la représentation de la situation. Nous allons par la suite expliciter ces trois niveaux

de I’activité dans lesquels le contréle joue un réle décisif.

Construction d’une représentation de la situation et élaboration des décisions
d’action

La construction d’une représentation de la situation requiert I’activation des
connaissances disponibles pour résoudre la situation (qui sont propres au sujet)
permettant d’aboutir a une planification portant sur les actions a entreprendre. Le
processus de construction qui I’emporte est celui qui propose le plus vite une
représentation qui conduit a une solution, méme si I’exactitude de cette solution n’est
pas garantie. A titre d’exemple, Richard propose le probléme suivant :

« Dans ma tirelire, j’ai 32 pieces de monnaie. Il n’y a que des pieces de 2 F et

de 5 F. Avec ces 32 pieces j’al 97 F. Combien ai-je de pieces de 2 F et de

pieces de 5 F? » (p.292)

Ce probleme se résout entre autres par un systeme d’équations du premier
degré a deux inconnues. Toutefois, ces connaissances ne sont pas disponibles chez
des enfants de derniére année du primaire (10-11 ans). Pour ce faire, ces derniers
procedent & la construction d’un espace de recherche dans lequel la résolution du
probléme est possible. Le contréle assure alors la planification, guide les

raisonnements et permet 1’élaboration des décisions d’action.

Le processus de résolution adopté par les enfants de derniére année du
primaire est d’émettre une hypothése sur le nombre de pieces de 2 F et de 5 F, en
prenant en compte qu’il y a en tout 32 piéces de monnaie. Les enfants procédent alors
au calcul de la somme des piéces qu’ils se sont données en hypothese. Ils corrigent

ensuite leur anticipation, en prenant en compte |’écart a la somme effective :
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augmentation du nombre des pieces de 5 F et diminution correspondante du nombre

de pieces de 2 F si la somme obtenue est trop petite, diminution du nombre de piéces

de 5 F (et augmentation de celui des pieces de 2 F) dans le cas inverse. La résolution

suivante est un exemple ou 1’¢él¢ve part de ’hypothése qu’il y a autant de pieces de 2

F que de pieces de 5 F, I'une des contraintes est toujours conservée, le nombre de

piéces total (32 piéces) et I’éléve ajuste le nombre de pieces de chaque type en

fonction du total d’argent obtenu :

Nombre de pieces de 2 F

Nombre de piécesde 5 F

Nombre total
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En procédant ainsi, 1’éléve obtient 21 picces de 2 F et 11 pieces de S F. La
résolution repose sur la construction d’un réseau relationnel : parmi les données du
probléme, les éleves ont cherché une relation a partir de laquelle ils peuvent déduire
la solution. Dans [’exécution, le contréle se manifeste ici dans ’ajustement des

données en fonction d’une contrainte de départ.

Evaluation des résultats de I’action

Le processus de contrdle qui se met en place ici se situe apres I’exécution. Le
controle prend place lors de la remise en cause de la représentation initiale. En effet,
si la fagon de procéder conduit a des erreurs, dans ce cas, ’activité de contréle permet
d’abandonner la représentation construite et la construction d’une autre interprétation
est entreprise. Le contrOle assure ainsi la remise en cause d’une interprétation, qui est
déterminée soit par le sentiment d’avoir épuisé ’espace de recherche et d’arriver a
une impasse, soit par la découverte d’incohérences avec d’autres informations

données dans le probleme.

Richard distingue deux stratégies de controle reliées a la vérification du
résultat : I’évaluation de 1’écart au but et I’évaluation de I’adéquation de la solution.

Ces stratégies dénotent une activité de contrdle de la part de I’éleve.

Evaluation de I’écart au but

« L’évaluation de I’écart au but semble jouer un réle important dans les

problémes numériques quand la recherche de la solution se fait en formant des

hypothéses sur certaines inconnues et en corrigeant ’hypotheése compte tenu

de I’écart entre le résultat qu’on devrait obtenir et le résultat qu’on trouve avec

la valeur prise comme hypothése. » (p.305)

Cette stratégie de contrdle part d’une anticipation du résultat permettant de
donner une premicre solution au probléme, qui va étre ensuite ajustée. Dans
’exemple précédent des picces de 2 F et de 5 F, le controle intervient dans

I’ajustement du nombre de pieces de différents types, qui se révele trés difficile pour

les sujets. Une fois le couple de deux nombres, celui des pieces de 2 F et de S F choisi,
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dont la somme est 32, le calcul du montant d’argent permet d’ajuster le nombre de
piéces de 2 F et de 5 F, il s’agit d’augmenter le nombre d’une catégorie de piéces et
de diminuer d’autant le nombre de ’autre catégorie, c’est dans cet ajustement qu’une
activité de contrOle prend place. Un certain nombre d’éleves ne semble pas tenir
compte de I’écart pour décider des nouvelles valeurs & prendre, ils oublient une des
contraintes, se fixant seulement sur la contrainte portant sur le nombre total d'argent
(97 F). La difficulté réside dans le choix du changement a faire selon que la valeur
trouvée (le montant d’argent total) est au dessus ou en dessous de la valeur cherchée.
Cette stratégie dénote ainsi une activité de contréle sur la résolution, certaines
procédures (ou raisonnements) arithmétiques forcent donc un contrdle sémantique sur

la situation a résoudre.

En didactique des mathématiques, Coppé (1993) rejoint les constats de
Richard. Cette chercheure a également observé les mémes difficultés chez les éléves a
qui on a posé ce probléme. Certains d’entre eux ne tirent aucune conclusion de leurs
essals, et se contentent de I’évaluation binaire (vrai/faux) du résultat, puis proposent
un autre couple solution, indépendamment du premier essai. Ils peuvent alors ttonner
tres longtemps, et attribuer leur échec, dans la recherche de la solution, a un manque
de chance. Ces résultats rejoignent nos propres constats chez les futurs enseignants au
primaire, dont nous avons parlé dans la problématique au point 1.1, autour du
probléeme de vers de terre, de lézards et de scarabées :

Roger collectionne des lézards, des scarabées et des vers de terre. Il posséde plus
de vers de terre que de lézards et de scarabées ensemble. Ces bestioles ont au total
12 tétes et 26 pattes. Combien de lézards Roger a-t-il?

Pour clarifier comment le contrdle se manifeste, nous allons donner un autre
exemple de stratégie issue de notre pratique. Un raisonnement arithmétique
intéressant, faisant preuve d’une activité de contréle, se retrouve dans les problémes

de comparaison avec des liens multiplicatifs. Considérons le probléme suivant :



58

Trois enfants posseédent en tout 198 billes. Gilles a 2 fois plus de billes que
Daniel et Paul posséde 3 fois plus de billes que Gilles. Combien de billes
possede chacun des enfants?

Dans cette catégorie de probléme, on retrouve une stratégie arithmétique qui
traduit une activité de contréle de la part de ceux qui I'utilisent. Le tout est partagé
entre le nombre de personnes, comme il y a 3 personnes, |’éleve fera 198 +3 =166,
Daniel aura donc 66 billes, Gilles en aura alors 66x2 =132 et Paul 132x3=396.
Mais alors le nombre total de billes dépasse les 198 billes données, 1’éléve tente alors
d’ajuster les quantités trouvées afin de satisfaire les restrictions imposées par le
probléme. Ce raisonnement manifeste une activité de contrdle, dans la mesure ou les
relations de comparaison et le total sont pris en compte tout au long de la procédure
arithmétique, c’est un contrdle sémantique qui prend en compte les données et les

relations entre ces données.

Evaluation de ’adéquation de la solution trouvée

Dans les problémes numériques, il est possible de vérifier si la solution
trouvée est compatible avec les données initiales du probléme. Richard (1998) donne
le cas du probléme suivant' :

« 1]y a 108 éleves dans I’école, il y a 57 filles, combien y a-t-il de gar¢ons ? »
(p-306)

Dans cet exemple, le contréle se manifeste & travers la vérification de la
solution trouvée, le regard sur sa pertinence. Par exemple, supposons qu’un éléve
trouve un nombre plus grand de gar¢ons que le nombre total d’enfants, le contrdle se
manifeste alors par une prise de conscience de I’incompatibilité de cette solution.

Cette vérification suppose un retour au probleme.

% Ce probléme fait I’objet de la problématique au point 1.3.1.1.
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En psychologie cognitive, Richard (1998) définit ainsi I’activité de controle en
lien avec la résolution de probléme. Le contréle concerne les moyens mis en place
pour la réalisation de la tache et veille a son bon déroulement. Le contrdle est présent
a toutes les €tapes de la résolution. Il permet une représentation de la situation a
travers une activation des connaissances disponibles, a travers un choix efficace des
buts, des plans, des actions a entreprendre. Il assure la planification, régit I’action a
travers I’élaboration des décisions d’actions, le guidage des raisonnements. Il passe
par une évaluation des résultats de I’action qui se traduit par I’utilisation de stratégies
de contrdle en cours de processus et I’évaluation de la solution trouvée. Finalement,
dans le cas ou la fagon de procéder initiale est inappropriée, le controle permet une
réorientation de I’activité, une remise en cause de la représentation. D’autres auteurs
(Thiberghien et al., 1974) se sont quant a eux intéress€s a cerner le contrdle durant

une tache d’études.

2.1.2.3 Modalités de contrdle des connaissances durant une tdche d’études

Tiberghien, Le Taillanter, Friemel, Gruner, Julo et Verdier (1974) distinguent

deux modalités de contrdle des connaissances :

« - rétrospective (comme le rappel ou la reconnaissance): revient a un
questionnement de la part de I’éléve sur I’état des connaissances par rapport a
un corpus de notions supposé antérieurement appris. Celle-ci déclenche chez
I’éleve une activité complexe de recherche en mémoire et de traitement de
’information et ’on peut penser que cette activité exerce une activité
régulatrice sur I’étude subséquente (p.5).

- prospective en orientant et en modulant ’activit¢ d’étude ultérieure de
’¢éleve. » (p.5)

Ils distinguent ainsi deux fonction au contréle des connaissances: 1. une
fonction « rétrospective » du controle (la mise en relation d’un corpus de

connaissances et de ce qui est recherché dans Pactivit¢) et II. une fonction
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« prospective » du contrdle qui oriente et modifie ’activité d’étude de I’éléve, telles

qu’illustrées dans le schéma suivant :
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Figufe 2.1.2.3 Schéma du role fonctionnel du contréle des connaissances (source :
Tiberghien, Le Taillanter, Friemel, Gruner, Julo et Verdier, 1974, p. 5)

Cette clarification du rdéle fonctionnel du contréle des connaissances dans une
activité d’étude nous aide cependant peu a préciser ce que recouvre cette activité de

contrble comme telle.

Dans une autre étude portant sur I’élaboration d’un modeéle sur I’apprentissage
des sciences, Perkins et Simmons (1988) cherchent & expliquer les difficultés que les
éleves ressentent en sciences, en mathématiques et en informatique. Ils explicitent

dans ce modele le cadre épistémique qui est relié, pour nous, au contrdle.

2.1.2.4 Un modele de compréhension en lien avec I’apprentissage des sciences

révélateur d’une activité de controle

Perkins et Simmons (1988), a partir de différents travaux de recherche portant
sur les « patterns » de non-compréhension manifestés par des éléves dans différents
domaines (mathématiques, physique, informatique), ont développé un modéle qui

permet d’expliquer ces difficultés. L analyse plus fine de ce modele fait ressortir une
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composante centrale, qu’ils nomment « epistemic frame », intervenant dans la non
compréhension, qui nous permet de caractériser, sous un certain angle, ce que nous

entendons par contrdle.

Dans ce modele explicatif des difficultés, de la non-compréhension, quatre
cadres de référence sont impliqués: celui relatif au contenu celui relatif, a la
résolution de problémes, le cadre épistémique et le cadre qu’ils associent a
Pinvestigation. Le cadre de référence associé au contenu comprend les faits, les
définitions, les algorithmes et les stratégies rendant possible I’exécution d’une téche,
la mémorisation ou le rappel de certains processus. Dans le cadre de référence associé
a la résolution de problémes, nous trouvons les stratégies de résolution de problémes,
les processus d’auto régulation qui permettent la structuration, ’organisation de la
démarche pendant la résolution d’un probleme. On émet des hypothéses, et on
cherche un ou plusieurs chemins qui ménent a la solution. On oublie souvent dans les
cadres de référence impliqués dans ctte incompréhension, selon les auteurs, deux
autres cadres de référence permettant d’expliquer les difficultés rencontrées par
plusieurs étudiants en sciences, en mathématiques et en informatique. Or ces deux
cadres de référence qui sont au cceur de I’activité mathématique. L’investigation
englobe les stratégies qui nous permettent d’étendre nos connaissances, c’est la mise
en place d’une pensée créatrice, critique sur des questions visant a étendre et a cerner

les limites d’un domaine.

Enfin, le cadre épistémique, celui qui nous intéresse essentiellement, référe
aux « normes générales », aux stratégies sur lesquelles se fonde la validation d’un
énoncé, aux fondements sur lesquels on s’appuie pour dire que telle chose est valide.
Il témoigne d’une compréhension plus ou moins profonde de I’activité mathématique
par I’éleve. Le recours a un certain contenu ne peut étre valide qu’a travers I’éclairage
des normes, des fondements appartenant au cadre €pistémique. On peut trouver dans
ce cadre, entre autres, 1’établissement d’une évidence ou la proposition de tests de

vérification.
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Ce modele développé par les auteurs vise a expliquer les difficultés des éléves
en physique, en mathématiques et en informatique, ces difficultés étant rattachées au
fait que les éleves manipulent des concepts sans leur donner du sens, sans en
comprendre la sémantique sous-jacente. Perkins et Simmons donnent comme

exemple, en mathématiques, le cas de certains éleves qui écrivent les égalités

suivantes : VA’ + B’ =V A’ +JB’ =A+B . Le cadre épistémique (et donc le
contrdle) intervient icl a travers le recours aux fondements qui vont permettre de
vérifier la véracité ou non de I’égalité (par exemple le recours a des nombres qui vont
invalider cette égalité) :

« Les regles en algebre sont essentiellement lides aux regles arithmétiques.

Chercher une régle en algebre en utilisant I’arithmétique signifie se tourner
vers les fondements de ’algebre. » (p. 312).

Ces quatre cadres sont inter reliés, [’activité mathématique pouvant faire appel
simultanément a certains de ces cadres ou a plusieurs. Les auteurs soulignent que
’enseignement devrait intégrer ces quatre cadres pour permettre aux éleves de

comprendre les concepts en profondeur.

L’étude de Perkins et Simmons (1988) aide a cerner la place du contréle dans
’activité mathématique. Celle-ci se place dans le cadre épistémique, et interfere avec
le contenu, la résolution de problemes, et le travail d’investigation. Le processus de
contrOle est présent a toutes les phases du travail mathématique et il constitue un
élément explicatif aux difficultés rencontrées par les éleves en science, en
mathématique et en informatique. A la page suivante, nous avons élaboré une

synthése de ce qui se dégage a partir des travaux précédents menés en psychologie.



Figure 2.1.2 Synthese de I’activité de controle telle qu’éclairée par certains travaux en psychologie
(sources : Piaget, 1974; Richard, 1998; Perkins et Simmons, 1988).

En résolution de problémes

Le conirdle est présent tout au long de la résolution
(Richard, 1998) :

- permet une représentation de la situation a travers
une activation des connaissances disponibles, un
choix efficace des buts, des plans et des actions a
entreprendre.

- assure la planification, il régit [’action par
|’élaboration des décisions d'action, il guide les
raisonnements.

- contribue a une évaluation des décisions d’action
- permet la réorientation de ’activité.

Le controle dans les situations de
contradiction (ou un déséquilibre est en jeu)

Le contrdle (Piaget, 1974) :

- se manifeste dans une sensibilité a la contradiction
qui repose sur une anticipation dégue.

- dans un dépassement de la contradiction qui
provient d’une réflexion rétroactive pour apercevoir
un éloignement, une négation de 1’anticipation de
départ.

Stratégies de conirole (Richard, 1998)

Le conirole en lien avec I’apprentissage, la
compréhension

- évaluation de I’écart au but (en cours de
résolution) et réajustement

- évaluation de ’adéquation de la solution
trouvée (a la fin de la résolution)

- se situe dans le cadre épistémique (Perkins et Simmons, 1988)

- réfere aux fondements qui permettent une validation d’un
énoncé, fondements sur lesquels on s’appuie pour dire que
telle chose est valide.

Le controle des connaissances
En situation d’études (Thiberghien
etal., 1974)

Le contrdle permet :

- une mise en relation d’un corpus de connaissances et de ce qui
est recherché dans I’activité

- une orientation et modification de ’activité d’étude




Des études plus spécifiques portent sur ’enseignement des mathématiques
(Polyazo, 1945/1965; Mashiach Eizenberg et Zaslavsky, 2003 ; Cipra, 1985) nous ont
permis d’aller plus loin sur le contrble en résolution de problémes, et de préciser

différentes stratégies qui traduisent une telle activité.

2.1.3 Eclairage amené par des travaux en éducation mathématique sur le

concept de controle

2.1.3.1 Le contrdle dans la résolution de problémes en mathématiques

Polya (1945/1965), dans son livre « Comment résoudre des problémes » vise a
aider les étudiants a acquérir des habiletés face a la résolution de problémes. Son
modele de résolution de problémes est composé de quatre phases: comprendre le
probléme, concevoir un plan, mettre le plan a exécution et examiner la solution
obtenue. Notre interprétation de son modele nous amene a constater que le controle
est présent avant, pendant et apres la résolution, méme si ["auteur n’utilise pas pour
décrire ce processus de résolution le concept de « contrdle ». Pour éclairer les propos
de Polya, nous y ajouterons les données du psychologue soviétique Krutetskii (1976)
qui s’est intéressé aux habiletés des éleves en résolution de problemes, en se penchant
sur Iactivité des éleves forts et des éleves faibles. Krutetskii est centré sur les
stratégies d’apprentissage des é€léves, alors que Polya aborde les stratégies

d’enseignement.

20 0On restreint ici I’analyse au livre de Polya « comment résoudre des problémes ». Comme
les intentions de ’auteur sont de déclencher des réflexions sur le travail de I’éleve et qu’il apporte une
liste de méthodes, nous avons classé Polya comme éducateur. Nous avons une certaine réserve par
rapport 4 son modele, nous ne sommes pas nécessairement d’accord avec celui-ci. En effet, son modéle
de résolution de problémes apparait linéaire, séquentiel ce qui est contestable. Mason (1994) et
Schoenfeld (1985), parmi d’autres, ont réalisé des études qui montrent les restrictions du modéle de
Polya et la complexité cognitive des actions entreprises dans la résolution de problemes.
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Comprendre le probléme

Dans cette premicre étape, le travail porte sur la compréhension de I’énoncé
du probléme. Nous pouvons considérer que 1’activité de contréle se manifeste par une
sélection effective entre les différents éléments de I’énoncé, par I’établissement d’une
relation entre ces données, si elle existe. Krustetskii (1976) souligne que le sujet fort
se différencie des autres, dans cet engagement par une grande possibilité a reconnaitre
les informations pertinentes et non pertinentes. Le sujet faible a tendance a s’arréter a
des détails superflus et aux données numériques, sans se préoccuper des relations
entre les données. Quant au sujet moyen, il s’arréte aux informations contextuelles et
aux données numériques, mais il peut aussi, dans certains cas, identifier la structure
du probléme, plus souvent que le sujet faible. Cette habileté a identifier des éléments
cruciaux dans un probléeme constitue, d'apreés nous, un indicateur d’une activit¢ de

controle.

Concevoir un plan

Polya précise qu’a cette ¢tape, on essaie de reconnaitre quelque chose de
familier dans le probleme a résoudre, de détecter des ressemblances avec d’autres
problémes résolus. C’est dans cette reconnaissance que 1’activité de contrdle prend
place, dans la mobilisation de connaissances antéricures, leur combinaison et leur

adaptation au probléeme posé :

« Pour obtenir la solution, nous avons di nous rappeler divers faits essentiels,
nous souvenir de problemes antérieurement résolus, de théorémes connus, de
définitions si nous avons affaire a un probléme de mathématiques. On peut
appeler mobilisation I'acte qui consiste a tirer de la mémoire les ¢léments
approprié¢s. Cependant, pour résoudre un probléeme, il ne suffit pas de se
remémorer des faits isolés, il faut encore les combiner entre eux en les
adaptant au probléme proposé. » (Polya, p.182).
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Certaines caractéristiques relevées par Krustetskii (1976) nous semblent
traduire une activité de controle dans cette deuxiéme phase: la conscience des
similitudes, des différences et des analogies, la capacité d’estimer, d’évaluer, d’étre

sélectif.

Mettre le plan a exécution

Dans cette étape, |’éleve met le plan a exécution en vérifiant chaque étape.
Polya précise que I’éleve peut éviter bien des fautes en vérifiant chaque étape du plan
lors de son exécution. Le contrdle passe par des vérifications successives sur I’action

qu’on est en train de mener.

Krustetskii note a cette étape que le sujet fort est capable d’utiliser différentes
stratégies de résolution et de choisir parmi elles, celle qui s’avere la plus efficace et la
plus économique. Le sujet faible semble manifester une plus grande rigidité
opératoire, les solutions proposées sont peu diversifiées et méme treés souvent uniques.
La capacité d’étre flexible dans le recours a une stratégie de résolution (Krustetskii,

1976) nous semble aussi dans cette phase étre un indicateur de controle.

Examiner la solution obtenue

Dans cette dernié¢re phase, le contréle se manifeste par une vérification de la
solution trouvée et de la démarche adoptée. Mais il ne s’agit pas seulement de vérifier
le travail effectué. Polya précise qu’a la fin de la résolution, il est important d’avoir
une vue d’ensemble du travail que I’on vient d’effectuer. Il s’agit pour I’¢leve
d’insérer cette solution, la démarche adoptée, dans ses connaissances antérieures.
Ainsi ce résultat ou cette méthode pourront servir pour la résolution d’un autre
probléeme. En revenant sur son travail et la forme finale de la solution, I’¢l¢ve essaiera

de voir ce qui I’a géné et ce qui I’a finalement aidé.
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Dans son ouvrage, Polya présente ce qui nous semble un moyen de contrdle et
qui prend place a la deuxiéme étape de son modéle de résolution de problémes, lors
de la conception d’un plan : la substitution par un probléme plus simple. D’aprées
’auteur, il arrive que 1’on puisse résoudre un probléme en lui substituant un probléme
semblable, mais beaucoup plus simple, dont la solution est soit ¢vidente, soit tres
rapide a trouver. Polya distingue deux types de problémes semblables, qu’il appelle
intermédiaires, soit ceux pour lesquels on se sert du résultat pour résoudre le
probléme de départ, soit ceux pour lesquels on utilise la démarche pour réinvestir

dans le probleme de départ.

Pour le premier type de problémes2| intermédiaires, il donne I’exemple de la
résolution d’équation x* —13x>+36=0. En remarquant que x* =(x?)?, on voit
I’avantage qu’il y a & introduire y = x*. On obtient alors un nouveau probléme qui

consiste & trouver y dans I’équation y* —13y+36 =0. Ce nouveau probléme est un

probléme auxiliaire, qui va servir a résoudre le probleme de départ. Apres avoir

trouvé, en résolvant I’équation du second degré, que yest égal 4 4 ou a 9, on en

déduit que x> =4ou x> =9, et donc toutes les valeurs possibles de x. On se sert
dans ce cas du résultat du probléme intermédiaire pour résoudre le probléme de
départ.

Polya ne donne pas d’exemple de probléme intermédiaire appartenant a la
deuxiéme catégorie. Nous en avons trouvé un. Le probléme suivant

Une solution est composée en partie de glucose. La concentration de glucose
est de 12 ml pour 1 litre de solution. Combien faudra-t-il prendre de cette
solution pour avoir 90 ml de glucose? (Bednarz, Auclair, Barette, Lafontaine,
Péloquin, Rodrigue, Leroux et Morelli, 2008).

présente un contexte qui n'est pas familier aux éléves, ils ont de la difficulté a

y reconnaitre l'opération a faire, la démarche a entreprendre. Un moyen de contrble

*! Probléme est pris ici dans un sens large, il inclut une tdche mathématique (de type
exercice).
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est dans ce cas de changer 1"énoncé du probleme par un autre plus simple mais qui
possede la méme structure. L’éleve se sert alors de la démarche du probleme
intermédiaire ci-dessous (dans lequel il reconnait I’opération & poser) pour résoudre le
probleme de départ :

Une boisson est composée de pamplemousse et de jus d’orange. On
met 12 ml de pamplemousse pour 1 litre de jus d’orange. Combien
faudra-t-il de litres de jus d’orange si on met 90 ml de pamplemousse ?

Polya décrit ce deuxieme type de problemes auxiliaires comme étant basés sur
I’utilisation de types de nombres permettant de comprendre la structure du probléme.
C’est le cas, par exemple, dans les problémes dans lesquels on cherche a reconnaitre
une opération a effectuer. Par exemple, dans le probléme suivant on peut cerner
[’opération a effectuer en remplagant les nombres décimaux par des nombres entiers :

Un litre d’huile a chauffage colte 2,35$. Ecris ce que tu ferais sur la
calculatrice pour remplir un petit réservoir qui contient 0,53 litres.

Les ouvrages de Polya (1945/1965) et de Krutetskii (1976) permettent
d’éclairer 1’activité de controle dans le processus de résolution de problémes en
général. Mashiach Eizenberg et Zaslavsky (2003) se sont quant a eux intéressés a
définir ce qu’ils nomment des indicateurs d’une activité de contrdle en résolution de

problémes.

2.1.3.2 Des indicateurs de controle en résolution de problemes

Mashiach Eizenberg et Zaslavsky (2003) ont mis en place un dispositif pour
détecter une activité de controle chez des étudiants d’université lors de la résolution
de problémes de combinatoire. Ils ont ainsi €tabli 7 indicateurs d’une activité de

controle :

1. donner du sens au probleme en relevant les données décisives de I’énoncé.
2. une identification du but du probleme.
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3. quand un plan n’est pas facilement disponible pour résoudre le probléme,
une analyse du probléme est entreprise.

4. une anticipation de la solution du probléme

5. les étapes intermédiaires de I’implantation du plan sont évaluées

6. une description de la progression de la résolution du probléme est
explicitement donnée

7. le résultat final est vérifié

Nous pouvons remarquer que ces indicateurs sont d’ordre général, ils
s’appliquent a tout type de probleme. En ce qui concerne le premier indicateur de
controle, relever les données décisives de 1’énoncé, notre expérience nous amene a
penser que la stratégie consistant a souligner les données importantes s’avere
inefficace. En effet, le repérage des données décisives exige une certaine
reconnaissance des relations entre les données. Nous avons pu remarquer que les
¢léves « forts » résolvent et ensuite soulignent les données importantes. Comme ¢’est
le cas pour le modele de Polya, nous pensons qu’il ne suffit pas de présenter aux
¢leves des étapes séquentielles a suivre pour résoudre un probleme, la résolution

n’étant pas lin€aire et €tant propre a chacun.

Le livre de Cipra (1985) est destiné essentiellement aux éleves. L’auteur
présente des techniques, des méthodes pour détecter, corriger et éliminer les erreurs
dans un champ particulier, le calcul différentiel et intégral. L’analyse de ce livre
permet d’apporter des ¢léments nouveaux sur la notion de contrdle, a travers les
stratégies de vérification a développer chez les éléves (a des fins de vérification des

possibles erreurs commises).

2.1.3.3 Les stratégies qui témoignent d’une activité de controle

Cipra met de I’avant I’importance de contrdler le travail effectué pour repérer

les possibles erreurs qui s’y sont glissées. Cette activité de controle part d’un doute
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face a la véracité d’un résultat. Pour Cipra, le contrdle se traduit par une vérification
du résultat, de la démarche. Son livre est destiné aux éléves et aux enseignants (de
maniere a ce que ces derniers fournissent a leurs étudiants les moyens d’acquérir la
vérification de leurs erreurs). Il met I’accent sur un apprentissage spécifique, associé
a un travail de repérage et de correction d’erreurs, ayant comme objectif de
développer chez les éléves la capacité a l'auto-correction. Il distingue deux étapes

essentielles dans la résolution d’un probleme :
1) Rédiger une réponse
2) Se demander si cette réponse a un sens.

Cipra fait le constat que l’enseignement se consacre principalementa la
premicre étape alors que la deuxieme est essentielle, on ne peut étre sir que notre
travail ne contient pas d’erreurs, sans les avoir auparavant controlées. L’ auteur
montre qu’il y a de nombreux moyens de savoir s’il y a une erreur dans le
raisonnement, sans savoir ou cette erreur se trouve ni de quel type d'erreur il s'agit. En
étudiant les différentes techniques de vérification proposées par Cipra, nous en avons
répertoriées trois qui dénotent, pour nous, une activité de contrdle dans la résolution
de problémes : un questionnement sur le sens de la réponse, I'anticipation de l'ordre
de grandeur, et le recours a différents registres de représentation. Nous allons

expliciter chacune de ces stratégies.

Questionnement sur le sens de la réponse

Cette stratégie se placerait a la quatrieme phase du modéle de résolution de
problémes de Polya (1945/19635) lors de I’examen de la solution obtenue. Le contréle
des erreurs passe par la question « est-ce que la réponse a un sens? ». Cipra affirme
qu’on peut contrdler certaines erreurs en regardant si la solution a du sens ou non. On
essaie alors de repérer l'erreur. Cette méthode s’applique, entre autres, dans les
problémes reliés a la vie réelle. Quand un probleme est posé¢ en référence a la

« réalité », la réponse doit étre physiquement réaliste. Par exemple, dans un exercice
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portant sur les vitesses relatives, un homme qui tire une corde ne la tirera pas en
général a des vitesses supérieures a la vitesse de la lumiere. Toutefois, se questionner
sur le sens de la réponse obtenue repose sur la mobilisation de connaissances
préalables que 1’éléve doit posséder, et qui sont essentielles a la détection des erreurs.

Ainsi, le fait de savoir qu’une intégrale définie mesure la surface en dessous de la

1
courbe nous permet de conclure que 1’égalité '[(xz +1dx = - 6 est fausse car (x° + 1)
-2

1
est positif et défini sur l'intervalle [-2,1], donc l'intégrale '[(xz + 1)dx doit étre positive,
-2

or le résultat obtenu est négatif.

Anticipation de l'ordre de grandeur

Un autre moyen de contrdler le résultat dans une activité de résolution de
problémes est de procéder a une anticipation de I’ordre de grandeur de la réponse
(Cipra, 1985). Par exemple, dans le probléme suivant provenant d’une recherche
menée en didactique des mathématiques (Oliveira, 2003) :

« Une voiture parcourt une distance entre deux villes en 5 heures avec une
vitesse de 90 kilométres par heure. En combien de temps fera-t-elle le méme
voyage avec une vitesse de 75 kilomeétres par heure? » (p.108)

En anticipant I’ordre de grandeur de la réponse, on peut prévoir que le résultat
sera plus grand que 5 heures (qui est le temps mis pour parcourir les deux villes avec
une vitesse de 90 km/h) et plus petit que 10 heures (car ¢a prendrait alors 2 fois plus
de temps pour parcourir une méme distance, or la vitesse n'a pas été réduite de
moitié).

On peut remarquer qu'estimer l'ordre de grandeur peut se situer a deux
moments de la résolution. Soit a la fin de la résolution, lorsqu’on se demande si la

réponse que l'on a-obtenue a du sens, soit en amont de la résolution, comme une

anticipation de la solution.
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Recours a différents registres de représentation

Un moyen permettant de détecter les erreurs est également d’avoir recours a
’utilisation de différents registres de représentation. Cette stratégie oblige a avoir
recours a un changement de registre, et a une flexibilité dans le passage d'un registre a
l'autre. Par exemple, un moyen de contrdler un probleéme présenté dans un registre
symbolique en algebre est d’avoir recours a un registre graphique (avoir par exemple
une idée de l'allure générale d’une fonction que I'on doit étudier). Dans le cas
présenté ci-apres, le transfert se fait entre le registre symbolique et le registre

graphique. Par exemple, supposons qu’on veut calculer la dérivée de la fonction
f(x)=2x-3x*+1 et qu'on ait trouvé f'(x)=3x"—6x. Pour vérifier I’exactitude

de ce calcul, on peut utiliser la représentation graphique de cette fonction :

L
2

"\___N‘\-

On constate alors que le calcul de la dérivée donne une valeur fausse pour
x=2. En effet, d'aprés le calcul de la dérivée, f'(2)=0, ce qui signifie que la
courbe de la fonction fadmet une tangente horizontale au point x =2, comme nous le
voyons sur le graphique ce n'est pas le cas, la fonction €tant strictement croissante en

ce point.
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Pour en arriver a cette conclusion, des connaissances sur certaines propriétés
sont toutefois indispensables, dans ce cas-ci, on a recours au lien entre la monotonie
de la fonction et le signe de sa dérivée, ce qui dénote une activité de controle sur la
tache. Nous pouvons faire une distinction ici entre expert et apprenant. En effet,
I’expert peut faire ces coordinations entre différents registres de représentations alors
que I’¢leve, a différents niveaux de scolarité, doit apprendre a faire ces transferts de
registres de représentation, qui lui permettront de contrdler par d’autres voies la
solution obtenue. Ainsi, nous pouvons dire que cette stratégie, le recours a différents

registres de représentation, ne peut avoir lieu en débul d’apprentissage.

Certaines des stratégies décrites, le questionnement sur le sens de la réponse,
"anticipation de ’ordre de grandeur et un changement de registre de représentation,
une entrée différente sur le probleme, traduisent une activité de contrdle de la part de
’éleve. Il serait important que I’enseignement vise a développer ces stratégies,
indices d’une activité de contrdle chez I’éléve. A la page suivante, nous présentons un
schéma récapitulatif du concept de contrdle et de ’éclairage amené a son propos par

les ouvrages pédagogiques s’intéressant a I’enseignement des mathématiques.



Figure 2.1.3 Synthése de ’activité de contrdle telle qu’elle est mise en €vidence en éducation (dans I’enseignement des

mathématiques)

(sources: Polya, 1945/1965 ; Mashiach Eizenberg et Zaslavsky, 2003 ; Cipra, 1985 )

En résolution de probléemes

Le irole est présent tout au long du processus de résolution de problemes :

- 1l est associé a la sélection, dans les différentes données de 1’énoncé (Polya,
1945/1965), des éléments cruciaux, des informations pertinentes et non pertinentes
(Krutetskii, 1976 ; Mashiach Eizenberg et Zaslavsky, 2003)

- il permet de remarquer des similitudes, des différences et des analogies entre un
probléme a résoudre et un probleme résolu (Krutetskii, 1976).

- 1l est associé a une anticipation de la solution (Mashiach Eizenberg et Zaslavsky,
2003)

- il se traduit par la capacité a estimer, évaluer, a étre flexible dans le recours a
une stratégie de résolution (Krutetskii, 1976)

- 1l est présent lors d’évaluations périodiques tout au long de la résolution (Polya,
1945/1965)

- il prend place lors de la vérification de la solution (Polya, 1945/1965 ; Mashiach
Eizenberg et Zaslavsky, 2003)

- 1l assure la détection des erreurs, limite le doute (Cipra, 1985)

Stratégies de la part de I’éléve, de

I’apprenant traduisant un

Cipra (1985) décrit :

- un questionnement sur le sens
de la réponse

- une estimation, anticipation de
’ordre de grandeur

- le recours a d’autres registres
de représentation, a une entrée
différente sur le probléme

- la substitution par un
probléme intermédiaire plus
simple pour reconnaitre
I>opération (Polya, 1945/1965)




Le mathématicien frangais Jacques Hadamard, connu pour ses travaux en
théorie des nombres et en cryptologie, s’est intéressé au processus d’invention en
mathématiques dans son livre Essai sur la psychologie de l'invention dans le domaine
mathématique (1945/1975). Les différentes phases de la découverte en
mathématiques ne sont pas traitées sous I’angle du concept de contréle, mais I’auteur
définit la pensée du mathématicien comme étant « controlée ». La lecture du livre
d’Hadamard sous I’angle de notre objet de recherche nous en fait faire une lecture

particuligre.

2.1.4 Eclairage sur le controle en mathématique amené via le processus

d’invention en mathématique

Hadamard (1945/1975) se base sur les témoignages de plusieurs chercheurs
(sa propre expérience et, entre autres, celles de Poincaré et d'Helmholtz) pour définir
les conditions qui permettent les inventions et/ou les découvertes®” en mathématiques.
Il définit la pensée inventive comme une pensée «controléex» et «concentréey :

«(...)1l y a la pensée « libre » qui a lieu lorsque nous laissons vagabonder
nos pensées sans les diriger vers un but spécial; et il y a la pensée
« contrdlée » quand la direction est donnée. 11 y a direction de notre pensée
quand on lui demande quel jour on est; mais le cas de la pensée inventive est
visiblement différent. Elle demande un certain effort de concentration, non
seulement elle est contrdlée, mais elle est concentrée. » (p.73-74)

Le controle se traduit par une direction volontaire de notre pensée pour
permettre l'invention, la découverte. Pour nous, [activité de controle est

omniprésente dans le travail du mathématicien, elle se retrouve dans trois des quatre

2 Dans P’introduction de son livre, Hadamard précise qu’il y a une distinction entre une
découverte et une invention mais que dans son livre il ne fera pas cette distinction. « La découverte
concerne un phénomeéne, une loi, un étre vivant qui existait déja mais dont on n’avait pas la
perception : Christophe Colomb a découvert I’Amérique, mais elle existait avant lui. (...) Cette
distinction s’est montrée moins évidente qu’elle ne semble au premier abord. (...) il existe une quantité
d’exemples de résultats scientifiques qui sont des découvertes aussi bien que des inventions. (...) C’est
une des raisons pour lesquelles la distinction faite ci-dessus ne nous concerne pas vraiment. » (p.9).
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phases définies par Hadamard, caractérisant le processus de découverte: la

préparation, I’incubation et la vérification-finition,

2.1.4.1 Les phases du travail d’invention en mathématiques interprétées sous ’angle

du contrdle

Nous allons présenter chacune des phases du travail d’invention en

mathématiques en explicitant comment s’y traduit pour nous I’activité de contrdle.

Phase de préparation

Le mathématicien part d’un probléme a résoudre, d’une proposition a cerner
sur le plan conceptuel. Le contrdle permet, a ce stade, une mise en lien des
connaissances du chercheur avec ce qu’il cherche a résoudre. Hadamard précise que
dans cette premiére phase, le travail du mathématicien apparait souvent infructueux,
le chercheur a I'impression de faire fausse route, il percoit plusieurs voies qu’il
suppose avoir des chances de les conduire & la solution. Ces efforts ne sont pas
stériles, ils mettent en branle la machine inconsciente qui va permettre au chercheur

de rentrer dans la deuxieme phase de la découverte : I’incubation.

Phase d’incubation
De cette premiere phase découle un nombre extraordinairement grand de
combinaisons. Le contréle permet un choix éclairé parmi ces combinaisons,
permettant de distinguer celles qui sont fécondes et celles qui pourraient le devenir. Il
est intéressant de noter que ce contrdle est inconscient, intérioris¢ par le chercheur. Il
est guidé par la sensibilité du chercheur :
« Les phénomenes inconscients privilégi€s, ceux qui sont susceptibles de

devenir conscients, ce sont ceux qui, directement ou indirectement, affectent

le plus profondément notre sensibilité. » (Hadamard, repris de Poincaré,
p.38).
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La sensibilité du mathématicien prend la forme d’une référence au sens de la
beauté en mathématique, de I’harmonie des nombres et des formes, de 1’éloquence

géométrique. Poincaré compare cette sensibilit€ a un véritable sens esthétique.

A ce stade, le controle permet de déterminer quelle direction de recherche vaut
la peine d’étre suivie, quelle question mérite en elle-méme un intérét, sa solution

ayant probablement une valeur pour la science.

Phase d’illumination

Dans cette phase, I’activité de controle n’est pas présente. Cette phase est
caractérisée par 1’émergence soudaine d’une idée, résultant de l’incubation qui
devient tout simplement consciente, sans que le mathématicien ait pour cela quelque

effort a fournir.

Phase de vérification et de finition

La notion de contrdle est vue ici comme une activité¢ de vérification suite a
une idée, a une hypothe¢se €mise, permettant au chercheur d’avoir le sentiment
d’absolue certitude. Cette phase englobe également la finition qui est inséparable de
la vérification, et dont le but est de pouvoir exposer les résultats avec précision. Apres
l'idée initiale, il faut passer aux calculs qui demandent de la discipline, de l'attention
et de la volonté. Le controle se retrouve mobilisé dans la vérification des calculs, qui
forme une partie assez mécanique du travail. Le mathématicien n'accorde pas une
confiance aveugle aux résultats des regles qu'il utilise, il sait que des fautes de calcul
sont possibles et méme fréquentes. Nous pouvons nous référer a I'histoire des
mathématiques pour illustrer [D’importance de cette wvérification chez les
mathématiciens. En effet, Cantor dans une lettre traitant de la bijection entre deux
ensembles infinis, clamait « je le vois, mais je ne le crois pas. » On peut se demander
combien de vérifications il a fait de sa démarche mathématique pour finir par accepter

le résultat. L’activité de contrdle assure €galement une perception des erreurs.
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Hadamard souligne que lorsqu’une erreur a été faite, c'est la perspicacité qui avertit le

mathématicien que ses calculs n'ont pas 'apparence qu'ils devraient avoir.

Ainsi, le concept de contrdle, a travers les propos d’Hadamard dont nous
avons extrait la signification, peut étre vu comme guidant 1’invention mathématique.
Pendant la phase de préparation, le controle permet une mise en relation entre ce que
sait le chercheur (ses connaissances, celles du domaine, sa sensibilité,...) et le
probléme a résoudre, le contr6le guide en quelque sorte le chercheur vers les
connaissances nécessaires a la recherche. Dans la phase d'incubation, le controle
passe par une sélection de toutes les idées pour ne retenir que celles qui sont fécondes,
ces idées étant sélectionnées sur la base entre autres d’une certaine sensibilité que
posséde chaque chercheur. Finalement, le contréle permet, dans la derniére phase, la
vérification de ce qui émerge, la détection de possibles erreurs en lien avec sa finition,

sa présentation.

2.1.4.2 L'activité méta dans le travail de recherche sous I’angle du contrdle

La double opération de vérification et de finition du résultat ne constitue pas
toujours la fin du processus de recherche, d’invention en mathématiques, mais en
constitue plutdt une étape. A la fin des quatre premiéres phases, le mathématicien
arrive a un résultat qu’Hadamard nomme un « résultat-relais », constituant le point de
départ pour la prochaine étape de la recherche : un retour a la phase de préparation.
Le témoignage > de Poincaré sur la découverte de la théorie des fonctions
fuschsiennes illustre ces propos (nous avons mis en évidence en italiques, entre
parentheses, ce qui renvoie au controle). On voit apparaitre a travers ce qui est dit ici

bas un contrdle qu’il serait intéressant d’expliciter.

 Extrait tiré d’une conférence & la Société de Psychologie de Paris (Bulletin de ['Institut
Général de Psychologie, n°3, 8 année, 1908)
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« Je voulus représenter ces fonctions par le quotient de deux séries; cette idée
fut parfaitement consciente et réfléchie; l'analogie avec les fonctions
elliptiques me guidait. Je me demandais quelles devaient étre les propriétés de
ces séries si elles existaient, [contrdle conscient, réfléchi, mise en lien entre ce
qu’il veut faire et des connaissances autres / phase de préparation]’ j'arrivai
sans difficulté a former les séries que j'ai appelées thétafuchsiennes [contrile
qui permet de sélectionner l’idée la plus féconde / Phase d’incubation]. A ce
moment, je quittais Caen, que j'habitais alors, pour prendre part a une course
géologique entreprise par I'Ecole des Mines. Les péripéties du voyage me
firent oublier mes travaux mathématiques;, arrivés a Coutances, nous
montdmes dans un omnibus pour je ne sais quelle promenade; au moment ou
je mettais le pied sur le marchepied, I'i/dée me vint, sans que rien dans mes
pensées antérieures pardt m'y avoir préparé, que les transformations dont
j'avais fait usage pour définir les fonctions fuschsiennes étaient identiques a
celles de la géométrie non-euclidienne. Je ne fis pas la vérification; je n'en
aurais pas eu le temps puisque, a peine assis dans l'omnibus, je repris la
conversation commencée; mais j'eus tout de suite une entiere certitude.
[Phase d’illumination]. De retour a Caen, je vérifiais le résultat a téte reposée
pour l'acquit de ma conscience [contréle sous ['angle d'une vérification/
Phase de vérification]. » (p.22-23)

Le résultat, les transformations définissant les fonctions fuschiennes sont
identiques a celles de la géométrie non-euclidienne, est défini come un résultat relais.
Celui-ci met en marche la deuxiéme étape de la recherche, donnant la nouvelle
direction dans laquelle la recherche va se poursuivre :

« Je me mis alors a étudier des questions d’Arithmétique sans grand résultat
apparent et sans soupc¢onner que cela put avoir le moindre rapport avec mes
recherches antérieures [mise en lien implicite ici entre ce qu’il cherche et
certaines connaissances /| Phase de préparation]. Dégoité de mon insucces,
j’allai passer quelques jours au bord de la mer, et je pensai a tout autre chose
[Phase d’incubation]. Un jour, en me promenant sur une falaise, I’idée me
vint toujours avec les mémes caractéres de brieveté, de soudaineté et de
certitude immédiate, que les transformations arithmétiques des formes
quadratiques ternaires indéfinies €taient identiques a celles de la géométrie
non-euclidienne [Phase d’illumination]. » (p. 22-23)

¥ C’est nous qui rajoutons les notes entre crochets.
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Une fois finalisée la premi¢re étape, le mathématicien doit décider de la

nouvelle direction & prendre. L activité¢ de contrdle se traduit alors par le choix d’une

certaine direction nouvelle, c¢’est la pensée inventive dirigée par le but a atteindre qui

guide cette nouvelle direction. Le controle agit dans ce cas a un autre niveau, un

niveau méta, permettant [’articulation entre les différents résultats-relais.

Il est intéressant de noter que certains mathématiciens ont recours a des

images mentales, des métaphores, des analogies. Les mots sont totalement absents

pendant les trois premieres phases de la recherche, tout mot disparait au moment

précis ou le mathématicien commence a y réfléchir, ’utilisation des mots, des signes

algébriques n’apparaissant que lors des calculs dans la phase de finition. Chez

Hadamard, les mots ne deviennent présents que lors de la communication du résultat :

« Les mots deviennent absolument absents de mon esprit jusqu'au moment ou
j'en viens a communiquer ces résultats sous forme orale ou écrite, ou (trés
exceptionnellement) comme formules-relais.» (p.80)

« Mon conscient est focalis€ sur les images successives, ou plus exactement,
sur ’image globale; les raisonnements eux-mémes attendent dans
’antichambre pour n’étre introduits qu’au début de la phase de finition.»
(p.79)

Hadamard donne I’exemple de la preuve de la proposition i/ existe un nombre

premier plus grand que 11 ou les étapes successives de la démonstration s’appuient

sur des images mentales qui lui sont associées (p.76). Ces images mentales, ces

métaphores, ces analogies sont centrales dans le contrdle exercé par le mathématicien.

Les étapes sont reprises dans le tableau ci-dessous :

7
Etapes de la démonstration

Images mentales associées

Je considére tous les nombres premiers de 2
all,soit2,3,5, 7etll.

Je vois une masse confuse.

Je forme leur produit2x3x5x7x 11 =N

N étant un nombre assez grand, j’imagine
un point assez éloigné de cette masse
confuse.
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Je vois un second point un peu au dela du

J’augmente ce produit de 1, soit N + 1, .
premier.

Ce nombre, s’il n’est pas premier, doit
admettre un diviseur premier, lequel est le | Je vois un endroit quelque part entre la
nombre cherché. masse confuse et le premier point.

Et ¢a se poursuit.

Tableau 2.1.4.2 Etapes d’une démonstration et les images mentales associées
(source : Hadamard, 1945/1975, p. 76)

Ces images mentales * apparaissent importantes dans le processus
d’¢laboration de la démonstration, permettant une vue simultanée de tous les
¢léments du raisonnement, rappelant comment les chalnons de la démonstration
doivent étre assemblés.

Il est intéressant de noter comme nous le verrons dans ce qui suit que le
contrdle exercé par le chercheur dans le travail de découverte possede, cependant, des

limites.

2.1.4.3 Les limites de l’activit¢ de controle du mathématicien dans le processus

d’invention

Ces limites sont dues soit a une dissémination de ['attention du chercheur, soit
i a une trop grande concentration sur un aspect particulier. Hadamard expose son cas
personnel. Dans plusieurs de ses recherches, il n'a pas vu certains résultats qui
pourtant sautaient aux yeux, ¢tant des conséquences immédiates de résultats qu'il
avait obtenus. Il explique par exemple qu'il avait trouvé, pour construire les
conditions de possibilit¢ d'un probleme d'équations aux dérivées partielles, une

méthode qui donnait le résultat d'une maniere trés complexe, mais il n'avait pas vu

% Cependant, ces images reposent sur une bonne capacité d’abstraction du mathématicien, les
images traitent les nombres comme étant finis alors que I’ensemble considéré est infini. Cette image
constitue en effet un modele d’un certain concept qui peut étre source d’obstacles,
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dans ses propres calculs une caractéristique qui éclairait tout le probleme. On peut
remarquer qu'on trouve ces limites également chez les éleves, leur attention étant par
exemple focalisée sur les calculs, ou les détails d’un raisonnement, les empéchant

d’avoir une vue globale de la démarche ou du probl¢me.

Comme nous venons de le voir, le contréle en mathématiques est trés présent
dans le processus d’invention, agissant méme a un niveau méta. Nous avons produit,
en annexe, une synthese de ce qui se dégage a propos du contrdle, dans le processus

d’invention en mathématiques.



Figure 2.1.4 Synthése de [’activité de contrdle telle qu’elle ressort dans ["analyse du processus d’invention mathématique

BUT A ATTEINDRE [4~
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F trole présent tout au
long du processus dans ses
différentes phases :

-1l permet une mise en lien
des connaissances du
chercheur et ce 4 quoi il
veut aboutir (préparation).
-1l permet un choix éclairé
parmi les idé€es (incubation).
-1l assure une vérification du
travail effectué, une
perception des erreurs, pour
dépasser le doute
simultanément a la finition,
a la communication des
résultats.

(source : Hadamard, 1945/1975)
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En didactique des mathématiques, ’analyse de travaux de recherche, sous
’aspect de [’activité de controle, nous a amené a distinguer plusieurs de ses
composantes (méme si tous les chercheurs n’utilisent pas le terme « controle »). Chez
Coppé (1993), le contréle apparait sous ’angle des vérifications. Margolinas (1989)
définit le contréle en lien avec la validation, un aspect également traité par Balacheff
(1987) et Lee et Wheeler (1989). Schmidt (1994), Brousseau (1986), Bednarz et
Saboya (2007) et Kouki (2007) se sont intéressés a la distinction entre controle
sémantique et contrdle syntaxique. A un tout autre niveau, le contréle est associé aux
métaconnaissances (Artigue, 1993; Robert, 1993; Lenfant, 2002; Jullien, 1989-90).
Finalement, les études de Kargiotakis (1996) et de Schoenfeld (1985) nous aménent a
considérer de nouveau le concept de controle dans la résolution de problémes. Nous
avons décidé de ne pas traiter ’activité de controle dans la preuve mathématique, ce
domaine €tant trop vaste. Ceci constitue un choix li¢ a la complexité de ce qui est déja

abordé.

2.1.5 Une nouvelle entrée sur le concept de controle via les recherches en

didactique des mathématiques

Le travail de doctorat de Coppé (1993) porte sur la mise en ceuvre des
processus de vérification par des éleves de premiere scientifique (16-17 ans). Coppé
se place dans le cadre de la théorie anthropologique développée par Yves Chevallard.
Elle s’est intéressée a savoir si les éléves vérifient leurs résultats, et si tel est le cas, au

type de vérification qu’ils utilisent et aux conditions dans lesquelles ils le font.

2.1.5.1 Le contréle sous I’angle des vérifications

+ L’étude de Coppé (1993) commence quand I’¢éléve, face a un probléme, a
identifié un résultat et qu’il se pose la question du caractere vrai ou faux de ce résultat.
Les wvérifications permettent de réduire D’incertitude face a un résultat, cette

incertitude pouvant provenir d’un premier regard sur I’allure du résultat. Coppé a



85

remarqué que dans le cas ou I’éléve est slir que son résultat est faux, celui-ci ne rentre
pas toujours dans une phase de rectification en cherchant ’erreur et en essayant de la
corriger. Certains €éleves laissent le résultat faux sur leur copie car ils n’ont rien
d’autre a proposer. Nous pouvons remarquer qu’au début de son étude, son approche
de la vérification telle qu’elle la définit (voir définition ci-dessous) rejoint celle des
mathématiciens qui cherchent a limiter I’incertitude face a un doute, ¢’est un travail
purement rétrospectif :

« Définition : Dans une situation de résolution de probléme, un éléve a

identifié un résultat partiel ou final et il se pose la question de la validité de
son résultat.

Nous appellerons vérification tout argument avancé ou toute action mise en
ceuvre par I’éleve pour limiter Iincertitude sur le résultat, si I’éleve en a
besoin, a ce moment la et dans cette situation. Une vérification a pour
conséquence, soit d’accroitre la vraisemblance et éventuellement d’acquérir la
certitude du résultat, soit d’engendrer un doute plus grand et éventuellement
de déboucher sur une phase de rectification. » (p. 30)

On remarque que la vérification est dynamique, elle implique un retour sur ce
que P’éléve a produit. A la lumiére des résultats obtenus dans son expérimentation,
Coppé se voit toutefois contrainte d’élargir sa problématique des vérifications aux
procédures de contrdle. En effet, elle a remarqué que les vérifications des éleves ne
portaient pas forcément sur le résultat lui-méme, mais, par exemple, sur la méthode
qui leur a permis d’arriver a ce résultat ou bien sur les critéres de choix de cette
méthode. Toutes ces considérations ont amené Coppé a s’intéresser aux procédures
de contrdle® dont les vérifications ne sont qu’un aspect. Ainsi, elle élargit les
procédures de vérification aux procédures de contrdle, ces derniéres portant sur le
résultat, sur le procédé de résolution (entierement ou en partie), sur les critéres qui ont

déterminé le choix de la méthode et sur I’adéquation question / réponse. En ce qui

? Terme utilisé par Coppé.
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concerne les vérifications sur le résultat, elle distingue celles qui ont lieu au début de
la résolution de celles qui ont lieu a la fin
« la vérification porte sur le résultat mais elle peut apparaitre une fois le
résultat trouvé, sous la forme d’un retour en arriére sur ce résultat ou bien, de
fagon moins fréquente, par anticipation, c’est a dire que les éléves posent a
priori une condition de validité de leur résultat avant de le connaitre « si on

trouve un multiple de trois, c’est bon » ou « si on trouve un nombre entier,
c’est juste.

[l y a donc de la part des éléves une analyse préalable des propriétés que
devra posséder le résultat et une €nonciation de celles-ci. (...) Nous nous
rendons maintenant compte que nous sommes treés proches de procédures de
contrdle (...) » (p.44)

Coppé propose une typologie des vérifications qui nous semble intéressante
car elle donne des exemples concrets des procédures de vérification utilisées par les
éleves. Nous avons retenu certaines de ces stratégies qui, a notre avis, traduisent une
activité de controle, d’autres vérifications nous semblent par contre loin d’une telle
activité. Ainsi, dans une catégorie de vérifications qu’elle nomme « vérifications
techniques » car :

« I s’agit de vérifier un résultat en refaisant la méme chose, en faisant d’une

autre fagon assez proche (en tout cas sans changer de cadre) ou en reprenant
chaque étape du procédé de résolution. » (p.42)

nous distinguons les cas ou [’¢leve fait le calcul d’une autre fagon ou fait un
autre dessin en faisant varier les mesures, les points, etc., qui nous semblent traduire
une activité de contrdle, de la simple répétition de "activité, d’une reprise adoptant la
méme fagon de procéder. Dans la problématique, au point 1.2, nous avons donné un
exemple d’une telle activité lors de la vérification du calcul 126 x24 =3024 . L’¢éléve
utilisant la connaissance que la division est 1’opération inverse de la multiplication,
controle le résultat de son calcul en calculant 3024 + 24 et en vérifiant que le quotient

est bien 126. A ces stratégies porteuses d’une activité de contrdle, nous opposons les
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vérifications techniques®’ telles celles ou 1’éléve refait le méme calcul ou le méme
dessin, de la méme facon, ou il reprend une a une les étapes d’une démonstration,
d’un calcul, d’un dessin. Méme si cette relecture peut ne pas étre vide de sens, les
¢leves n’abordent pas la tiche d’une autre facon, ils n’ont pas une autre entrée

possible dans la résolution.

Dans une autre catégorie de vérifications, nommées « vérification par
changement de cadres », on retrouve la catégorie « recours a différents registres de
représentation » présentée par Cipra. Il s’agit de mettre en rapport des résultats
obtenus dans des cadres différents afin de tester leur adéquation. Coppé donne
’exemple d’un éleve qui met en relation le tracé d’une courbe et le tableau de

variations, ou la valeur d’une intégrale.

La thése de Coppé permet d’élargir les procédures de vérification aux
procédures de contrble qui portent sur la capacité a réfléchir sur le résultat (comme
anticipation ou a la fin de la résolution) ; sur le procédé de résolution ; sur les critéres
qui ont déterminé le choix de la méthode et sur I’adéquation question / réponse: Elle
nous renseigne également sur plusieurs stratégies traduisant une activité¢ de controle
chez I’éleve : refaire le méme calcul en le faisant d’une autre facon, sans changer de
cadre ou en changeant de cadre. Une autre chercheure, Margolinas (1989) s’est
penchée quant a elle sur le processus de validation. Les travaux de Margolinas ont été
influencés par ceux de I’« école de didactique frangaise » et en particulier par ceux de

Guy Brousseau, auteur de la théorie des situations didactiques.

2.1.5.2 Le controle sous I’angle de la validation

Margolinas (1989) utilise le concept de contrdle en termes d’anticipation de le

validation et ce, dans un contexte bien précis, celui de la résolution d’équations.

%7 Cette vérification fait I’objet du point 1.3.1.1 de la problématique.
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2.1.5.2.1 Le contréle défini comme une anticipation de la validation: le cas de

I’algebre

Margolinas (1989) réserve un chapitre de sa thése pour parler du processus de
controle dans la résolution d’équations. Les procédures de contréle sont définies par

Margolinas de la fagon suivante :

« Nous appellerons processus de contrdle le processus d’anticipation de la
validation. » (p.219)

La chercheure a remarqué que la validation n’est pas seulement
rétrospective. Pour répondre de fagon pertinente a une question, il faut pouvoir
anticiper (partiellement) la réponse, cette anticipation traduisant une activité de
contréle. Le schéma ci-dessous (p.220) décrit les endroits ou le contrdle s’exerce

dans la résolution d’équation, représentées par les fleches de 1 4 4.

[ . . .
Finalité

Question /

i1

Réponse

Résolution Résultat

. J/

Figure 2.1.5.2.1 Schéma décrivant "activité de contréle dans la résolution
d’équations (source : Margolinas, 1989, p.220)

On remarque que la finalité est au cceur du processus de contréle, la finalité
¢tant reliée au but de la résolution qui est de chercher a répondre de fagon pertinente a
une question. Margolinas distingue ainsi 4 composantes du contrdle, une premiére
liée au choix de la méthode algébrique, une autre liée au procédé et a la procédure de

résolution, une troisiéme liée a la fin de la résolution, au résultat et une derniére liée 3



89

I"interprétation. Nous allons par la suite détailler chacune de ces composantes pour
relever la fagon dont le contrdle s'exerce a ces différentes étapes dans le processus de

résolution d'équation.

Controle 1 : Choix de la méthode algébrique

Le contrdle porte ici sur la liaison entre la question et la résolution. L'éléve est
en contréle quand il cherche a savoir si un engagement dans un travail algébrique est
nécessaire pour répondre a la question. Par exemple, dans le cas ol on demande de
résoudre x —2 =0, Margolinas souligne que chez un éléve de lycée (15-18 ans) la
réponse « 2 est le seul nombre qui convient » est immédiate. C'est cette réflexion sur

la tdche qui constitue une activité de contrdle.

Le contrdle est présent également, une fois que I'éleve a décidé qu'un
engagement algébrique est nécessaire, pour décider, faire le choix de la méthode de
travail, qui dépend de la nature de la question, c¢’est & dire du type de réponse que I’on
cherche. Margolinas donne I’exemple de la question «y a-t-il une solution a
["équation 2x+3=37», I’éleve peut alors répondre oui & la question en constatant
que zéro convient, le travail requis est de remplacer la valeur de x par 0 : 2x0+3=3.
Par contre, la question « Trouver l’ensemble des solutions dans R de ['équation
2x+3 =3, amene plus I’éleéve dans ce cas a résoudre I’équation 2x+3=3; 2x=0;
x=0/2; x=0, car le remplacement par z€ro ne nous renseigne que sur le fait que
z¢éro est une solution de I’équation. Le fait que ce soit la seule, demande d'autres
connaissances, comme par exemple qu’une €quation du type ax+b=c avec a=0 a

toujours une unique solution.

Controle 2 : Procédé et procédure de résolution

Dans cette deuxieme composante, Margolinas se penche sur la résolution
algébrique. En effet, celle-ci permet (dans certains cas) la constitution d’une

procédure, d’une méthode organisée et raisonnée. La question et la réponse attendue
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sont ici importantes, par exemple, supposons qu’un éléve doit chercher les racines du
polyndme x> +2x+1. L'activité de contréle est présente quand I'éléve, en tenant
compte du fait qu'on cherche les racines du polyndme, écrit x* +2x+1=(x+1)*. Ce

passage d'une écriture a l'autre montre, a notre sens, un contrdle qui s'exerce dans la
résolution algébrique elle-méme. Il y a un choix sur I'écriture qui permet de voir vite
ce qui est cherché (dans ce cas, les racines du polyndme), un choix de la forme la plus
avantageuse traduisant une manipulation algébrique réfléchie. Ainsi, suivant la
situation, 1'éleve discerne s'il vaut mieux développer, factoriser ou réduire I'écriture,
I'éleve est en situation de contrdle quand il pergoit dans la situation ce qui lui permet
de faire ce choix. Il y a donc un contrble qui se fait sur la signification de I’écriture de
’expression algébrique en regard de la tAche. Mais ce contrdle ne va pas de soi, la
constitution d’une procédure n’est pas automatique. 1l faut que I’éleve soit conscient

de la portée de I’écriture, par exemple 1’équivalence suivante x* +2x +1=(x+1)* lui

permet de conclure que —1 est la seule racine de ce polyndéme. L'éleve doit donc
savoir ce que signifie trouver les racines d'un polyndéme et voir l'intérét qu'il peut y
avoir a exprimer l'expfession algébrique sous forme d'un produit (ce qui suppose qu’il
percoit dans ce cas dans |’écriture (x+1)° un produit (x+7) (x-+1). Margolinas met en
envergure les connaissances spécifiques aux problémes qui permettent d’exercer le

contrdle.

Contréle 3 : Fin de résolution

Le controle s’exerce également sur la donnée du résultat. Margolinas
distingue le résultat de la réponse. Elle propose l'exemple suivant ou on demande a
I'¢leve de résoudre dans R I’équation 3x+4=7x+/2, un résultat peut étre —4x =38,
I’éleve exerce un contrdle sur ce résultat car il sait que lorsqu’il obtient la forme

ax =c (pour a#0), ’équation est résolue. Le contrOle intervient ici quand l'¢leve

passe du résultat a la solution, en interprétant le résultat qu'il a obtenu, il donne alors
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du sens a I'équation. La réponse est S = {-2} (-2 est la seule solution de cette

équation).

Toutefois, nous nous demandons si un éleve qui donne comme solution
S = {2} le fait de fagon réfléchie en donnant du sens a l'unicité de cette solution ou

alors si ce processus n'est pas automatique, et reléve plus d’un contrdle syntaxique
(automatique, reposant sur des techniques) que sémantique (reposant sur la
connaissance qu’une équation du premier degré du type ax+b=c avec a=0 a

toujours une unique solution).

Controle 4 : Interprétation

Cette composante du contrdle s’exerce sur le passage entre le résultat et la
réponse. A notre avis, nous trouvons cette composante du contrdle surtout dans la
résolution d'équations qui n'ont aucune solution ou une infinité de solutions. Dans ce
cas-ci, l'activité de contrdle s'exerce quand I'éléve interprete le résultat pour donner la
réponse, ceci repose sur les connaissances du sujet, sur la signification qu'il accorde
aux équations et a ce que veut dire résoudre une équation. Un exemple intéressant
donné par Margolinas est celui ou I’éleve obtient comme résultat —15=1 a la
résolution de 1’équation du premier degré 3(x—1)+4(2x-3)=11x+1.1In’y a pas de
valeurs de x qui vérifient une telle égalité, cette égalité est impossible. Certains
¢léves ont de la difficulté a interpréter ce résultat. Les difficultés surviennent lorsque
les éléves obtiennent un résultat de la forme Ilx-1Ix—15=1, ce qui donne

Ox—15=1, les x s’annulant, les él¢ves ne savent comment interpréter ce résultat.

Margolinas (1989) rapproche dans ce travail sur la résolution d’équations le
controle de la validation. Dans un contexte bien particulier, celui de la résolution
d’équations, le controle permet une réflexion sur la nécessité d’avoir recours a un
travail algébrique, donc une prise de décision sur I’action a entreprendre. Pendant la

résolution, le contrdle s’appuie sur une signification de I’écriture algébrique et permet
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un choix éclairé. Le contrdle porte également sur la forme que peut avoir le résultat et

sur le passage du résultat & la réponse en permettant |’ interprétation.

D’autres chercheurs en didactique des mathématiques (Lee et Wheeler, 1989;
Balacheff, 1987) se sont intéressés & la validation. A la différence de Margolinas, ces
auteurs n’utilisent pas le terme « contrle », mais la lecture de leurs travaux sous
I’angle de notre objet de recherche nous a permis d’associer le controle a la capacité
de valider des égalités algébriques (Lee et Wheeler, 1989) et a une prise de décision

(Balacheff, 1987).

2.1.5.2.2 D’autres points de vue sur la validation qui €clairent le concept de contrdle

Lee et Wheeler (1989) se sont intéressés a la validation d’énoncés algébriques.
IIs ont questionné des él¢ves sur la validité de I’égalité suivante (a’ +b*)° =a® +bet

ils ont demandé si cette égalité était toujours vraie, jamais vraie ou parfois vraie. Les
chercheurs soulignent que la validation, la justification repose sur une coordination
entre l’arithmétique et I’algebre. Ainsi, pour justifier une telle égalité, les éléves
doivent utiliser I’arithmétique qui est le fondement de 1’algebre, en notant que cette
égalité est vraie dans certains cas particuliers, quand a ou b prennent respectivement
les valeurs 0 ou | ou a et b valent tous les deux zéro. Nous pouvons remarquer que
l'activité¢ de contrdle, dans le cas de la validation d’égalités algébriques, passe par

I'utilisation de cas particuliers.

Dans ses travaux sur les problémes d’enseignement et d’apprentissage de la

preuve en mathématiques, le didacticien frangais Nicolas Balacheff (1987) souligne
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que le processus de validation®® (dans une activité de preuve ou non) est fondé sur
une analyse du pour et du contre :

« La prise d’une décision est légitimée par I’affirmation de son caractére
nécessaire, elle se distingue d’autres décisions possibles par son adéquation et
sa validité. Aussi le processus de validation, qu’il s’accomplisse ou non dans
I’explicitation d’une preuve, est fondé sur une analyse du pour et du contre,

sur la prise en charge de contradictions potentielles. » (p. 156)

Dans son étude, Margolinas (1989) propose plusieurs stratégies de validation
qui nous semblent étre porteuses d’une activité de contrdle : le changement de cadre
et le recours a une vérification a 1’aide d’une autre résolution; et d’autres stratégies
qui ne sont pas, d’apres notre interprétation, des stratégies de contrdle : la validation

par double résolution et la validation par propriét¢ mathématique. Nous allons

présenter chacune de ces stratégies dans le prochain point.

2.1.5.2.3 Des stratégies de validation sous I’angle du controle

Le changement de cadre est une des stratégies que I’on retrouve chez Cipra
(1985) et Coppé (1993). Margolinas donne I’exemple de la résolution de I’équation
2x + 3 = 3. On peut valider le résultat obtenu, zéro, en vérifiant que (0,3) est le point
d’intersection des droites y=2x+3 et y=3. Cependant, elle souligne que les éleves

n’ont pas recours a ce passage a un cadre graphique.

La stratégie, le recours a une vérification a l'aide d’une autre résolution, se
retrouve également chez Coppé (1993). 1l s’agit de résoudre le méme probléme par
une autre méthode, puis de regarder si les résultats concordent. Margolinas (1989)
souligne que ce genre de vérification est surtout utilisé pour les calculs numériques.

Butlen et Pézard (1990-91) présentent un exemple d’une telle stratégie dans le calcul

28 Balacheff (1987) ne mentionne pas le terme « contrdle ».
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de 23 + 12. Si on suppose que |’¢éleve pose ’opération, il peut alors vérifier le résultat

obtenu en refaisant le calcul de différentes fagons :

23 + 10 + 2 (en décomposant 12 a la dizaine inférieure)
20+ 12 + 3 (en décomposant 23 a la dizaine inférieure)

2347+ 5 (car 12 =7+ 5) pour se ramener a un multiple de 10 qui se calcule
facilement.

Dans le cas de la stratégie de double résolution, 1l s’agit de refaire la
résolution par la méme méthode, tel que souligné par Coppé (1993). Margolinas
(1989) affirme que si on ne trouve pas la méme chose, c’est qu’il y a une erreur au
moins dans une des résolutions. Toutefois, il ne nous semble pas que cette stratégie
témoigne d’un controle sur la tiche, I’éléve ayant pu faire une erreur dans sa premiére
résolution peut refaire cette erreur, si celle-ci provient d’une conception erronée ou
d’une difficulté dans la résolution. Par exemple, supposons que 1’éleve résolve une

€quation donnée en isolant I’inconnue x de la fagon suivante :

2x+3=5
x+3=5/2 d’on x=(5/2)-3

La stratégie de la double résolution ne permettra pas, dans ce cas, de détecter
erreur, I’éléve risque de refaire le méme type d’erreur lors de la reprise. Dans le cas
de la résolution du probléme, « Cafés, Croissants »”°, une résolution algébrique
conduit l'¢éléve a une impasse. En refaisant les manipulations, 1'éleéve ne percoit
nullement la contradiction. Dans ce type de problémes (qui présente des données

contradictoires), une telle stratégie n'est, au contraire, nullement efficace.

P Ce probléme a été présenté dans la problématique au point 3.2.1 : « Au restaurant, un café
et trois croissants colitent 2,708, Deux tasses de café et deux croissants cottent 3$. Trois tasses de café
et un croissant coltent 3,508. Trouve le prix d’une tasse de café et d’un croissant. »
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La stratégie de validation par recours a une propriét¢ mathématique (prise
comme une norme dont on ne comprend pas nécessairement d’ou elle vient)
s’applique par exemple dans la résolution de I’équation 2x + 3 = 3, I’éleéve dira que
zéro est I'unique solution car une équation de ce type a toujours une solution.
Cependant, nous pensons qu'une telle réponse de la part de I'éléve ne nous permet pas
de dire que ce dernier exerce une activité de controle, car I'éleve peut appliquer
seulement ce qu'il sait, ce qu'on lui a appris, sans comprendre pourquoi une telle
équation admet une solution. C’est en effet ce qu’a constaté Margolinas, dans une
expérimentation ou elle a demandé a des éléves d’associer a une équation ou a un
systtme d’équations des solutions présentées, elle a noté que les propriétés
mathématiques utilisées pour la validation sont rarement justes, et jamais justifiées.
Les propriétés ont, pour les éleéves, le statut d’opinions et ils ne cherchent pas a les

valider.

La chercheure souligne que pour que 1’éléve mette en place des stratégies de
validation (et donc de contrdle), il faut que celui-ci ait un doute sur sa résolution, sur
le résultat obtenu. Il s'engage alors dans un travail rétrospectif sur la résolution. Cette
phase de rectification repose uniquement sur I’éleéve, il cherche a traiter le doute ou
I’erreur qui lui sont apparus pendant son travail :

« Pour rentrer dans une phase de rectification, il faut que I’éléve ait les
moyens de comprendre ce qui a engendré l’erreur, ou bien comment il
pourrait faire pour réussir. » (p.173)

Le contréle s’appuie donc sur une sensibilité a I’erreur, au doute et permet un
retour en arriére sur la tdche. On peut remarquer que la phase de rectification rejoint
les propos de Balacheff (1987) qui associe, comme nous I’avons vu, le processus de

validation et donc de controle a une prise de décision.
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D’autres chercheurs en didactique des mathématiques (Chevalier, 1984;
Robert et Tenaud, 1988) présentent d’autres stratégies qui nous semblent

intéressantes du point de vue du contrdle.

L’enseignante Arlette Chevalier (1985) faisant partie du groupe Géométrie de
I’IREM de Montpellier30 s’est intéressée a un probléme qui a des caractéristiques bien

particulieres permettant une vérification de la part des éléves :

« Quand I’énoncé comporte des informations redondantes du point de vue de
la résolution, on peut se servir des informations restantes pour vérifier. »

(p.171)
L’exemple est celui du probléme suivant :

Sur une feuille de papier calque nous avons placé quatre points |, R, E, et M.
Les renseignements concernant les distances entre les quatre points et les ren-
seignements concernant les angles obtenus a partir des quatre points sont :

PN N .

Ein = 35° (EM = 14° RV = 16° ME = 131°
AN o AN R (\ o N

Eif =63 ER = 48 RE - 68 MR = 136°
PN o Pas o s e N

MR = 28 MER - 34 MRE = 52 EMR — 93°

lE = 15,2 cm IM =4 9cm RE=146cm
IR =12,3cm RM =83cm EM=115c¢cm

Quel nombre minimum de renseignements faut-il pour dessiner les quatre
points sur une feuille de maniére & ce qu'ils puissent coincider avec ceux de

la feuille calque ?

Figure 2.1.5.2.3 Probleéme permettant une vérification par la donnée d’informations
redondantes (source : Chevalier, 1985, p. 171)

% Le groupe Géométrie regroupe une douzaine de professeurs qui enseignent au collége, au
lycée ou a I"université (qui correspondent au Québec au secondaire, au Cégep et a ['université).
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Les éléves ont souvent recours aux informations redondantes de I’énoncé pour
vérifier leur tracé, ils effectuent une ou plusieurs mesures concernant des angles ou

des distances qu’ils n’ont pas utilis€es pour réaliser leur construction.

Connue par ses travaux sur les pratiques enseignantes en mathématiques en
France, Robert s’est intéressée avec Tenaud a analyser une expérience
d’enseignement de la géométrie en Terminale C. Dans un de leurs articles (1988), les
chercheures présentent une autre stratégie qui dénote, d’aprés nous, une activité¢ de
contrdle, de la part de I’éleéve, le changement de point de vue. Sans donner d’exemple

de tache précise, elles proposent la figure suivante :

L’activité de contrdle repose sur I’habileté a percevoir cette figure de
différentes fagons, soit comme une droite tangente a un cercle, soit comme un cercle
tangent a une droite, soit une droite et un cercle tangents. Il s'agit donc de regarder
une figure en prenant des points de vue différents, associésa des visualisations
différentes. L’éleve choisit un point de vue puis, en cas d’échec, il change de point de

vue.

Ainsi, ces recherches nous permettent de relever des stratégies de validation
qui témoignent d’un certain contrdle : le changement de cadre ou de registre de
représentation, le recours & une vérification a I’aide d’une autre méthode, résolution,
le recours a des informations redondantes et le changement de point de vue (percevoir

une figure, un probléme,... d’une autre fagon). Nous pouvons remarquer que
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I"utilisation de ces stratégies dépend du probleme donné. Par exemple, nous ne
pouvons utiliser le recours a des informations redondantes que dans le cas ou
’énoncé du probléeme propose de telles caractéristiques. D’autres chercheurs en
didactique (Bednarz et Saboya, 2007; Schmidt, 1994; Brousseau, 1986; Kouki, 20007)
se sont penchés sur différents types de contrdle : le contrdle syntaxique versus le

contrdle sémantique.

2.1.5.3 Différents types de contréle : syntaxique et sémantique’’

' Au Québec, les travaux de Schmidt (1994) en résolution de probiemes en algebre
et plus particulierement ceux portant sur la transition arithmétique algebre, pointent
certaines difficultés chez les étudiants dans le passage a I’algebre, dont ’origine est a
retracer dans la nature du controle qu’ils exergaient en arithmétique et qu’ils doivent
maintenant exercer. La résolution arithmétique avangait en prenant appui sur des
grandeurs connues et des significations contextuelles, alors que la résolution algébrique
doit prendre appui sur des criteres autres pour juger de la validité des raisonnements mis
en place. Cette distinction entre contrle syntaxique et sémantique avait déja été
introduite par Brousseau (1986) a propos de la théorie des ensembles :

« Pour éviter les erreurs, il ne suffit pas d’appliquer des axiomes, il faut savoir de
quoi on parle et connaitre les paradoxes attachés a certains usages pour les éviter.
Ce controle différe assez du contréle mathématique habituel, plus
« syntaxique ». (p. 43)

A I’encontre du contrdle syntaxique, le contrdle sémantique est ici attaché au sens.
Pour Bednarz et Saboya (2007)°%, ces deux types de contrdle sont en jeu dans le passage

a I’algebre. Elles illustrent leur propos avec le probléme suivant :

*''On verra plus tard toute I'importance de cette distinction, compte tenu du domaine plus
spécifiquement ciblé par la recherche lors de notre expérimentation.

32 Cette étude menée au Québec est une réflexion sur I’enseignement de I’algebre et provient
d’une ¢tude de cas auprés d’une él¢ve classée en difficulté d’apprentissage en secondaire 2.
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Maggie et Sandra vont a une vente de disques. Maggie a 67$ en poche, et Sandra
85%. Sandra dépense 4 fois le montant de Maggie. Lorsqu’elles quittent la
boutique, il leur reste le méme montant d’argent en poche. Combien ont-elles
dépensé chacune?

Le processus d’écriture de ’équation s’appuie sur une compréhension des
relations entre les données :

Si x représente le montant dépensé par Maggie, Maggie ayant au départ 678 en
poche, elle aura aprés ses achats 67— x (ce qu’elle avait au départ moins ce qu’elle a
dépens¢). Sandra dépense 4 fois le montant de Maggie, soit 4 fois x . Elle avait au départ
en poche 85§. Apres ses achats, elle aura donc en poche 85—4x. Comme on sait qu’il
leur reste a toutes les deux le méme montant d’argent en poche, nous obtenons 1’égalité
67-x=84-4x . La mise en équation requiert donc, comme nous le montre la
verbalisation précédente, un contréle sémantique s’articulant sur une signification
contextuelle des grandeurs en présence, des relations et des transformations.

A I’opposé, au moment de la résolution, le passage vers un autre type de contrdle
est nécessaire. 1l apparait en eftet difficile de donner un sens aux manipulations suivantes

dans le contexte du probleme :

67 —x+4x=85
67 +3x =85
3x=85-67
3x=18

x=0

L ¢leve doit dans ce cas quitter le contexte pour pouvoir opérer et résoudre. La
résolution s’appuie sur un travail sur des expressions algébriques, qui a une certaine
signification bien slir, mais dans un autre registre (des transformations sur des quantités

sont ici effectu¢es de manicre a conserver I’égalité).

Kouki (2007) va dans le méme sens, il affirme que la résolution d’équations

ou d’inéquations du premier degré a une inconnue réelle nécessite une articulation
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entre le controle sémantique et le contrdle syntaxique. L’idée d’une articulation entre
ces deux contrdles nous semble intéressante. Comme les autres chercheurs (Bednarz
et Saboya, 2007; Schmidt, 1994), le point de vue syntaxique est défini comme la
capacité a gérer les régles de transformation dans la résolution d’équations. Le point
de vue sémantique différe du controle syntaxique, étant rattaché a la capacité a ne pas
se détacher de la signification et/ou de I’interprétation des grandeurs qu’on manipule.
Kouki (2007) souligne que le contrdle sémantique prend place au moment de
conclure sur les solutions d’une équation :

« En outre, certaines transformations ne préservent pas la satisfaction, ce qui
nécessite un contrdle sémantique qui peut €tre effectué par assignation de
valeurs a la variable (ou aux variables) afin de pouvoir conclure, Dans les cas
ou I’équivalence n’est pas préservée, en I’absence d’un contrdle sémantique,
I’ensemble des solutions de I’équation ou de I’inéquation finale peut contenir
des ¢éléments qui ne satisfont pas les €quations ou les inéquations de départ.
Ce qui nécessite alors de mettre en ceuvre des procédures de vérification. »

(p.7)

Dans la résolution d’équations, le contréle sémantique passe par une
vérification, une interprétation, une assignation de la solution (ou des solutions)
obtenues. Ainsi, 1’éléve exerce une activité de controle quand il y a coordination,

articulation entre les aspects sémantique et syntaxique au cours de la résolution.

Le travail en algebre nécessite une articulation entre ces deux types de
contrdle, syntaxique et sémantique. Schoenfeld (1985) et Kargiotakis (1996) se sont
quand & eux intéressés a définir le processus de contrdle dans un autre type de tache,

en lien avec le processus de résolution de problemes en général.

2.1.5.4 Le contrdle en résolution de problémes

Dans son livre Mathematical problem solving (1985), Schoenfeld a étudié le

type de stratégies et d’heuristiques utilisées par les €léves dans la résolution de
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problémes. Tout un chapitre est consacré au concept de contrdle associ€ a la prise de

décisions :

* Jors de la planification de la résolution (pour choisir des directions a prendre ou a
ne pas prendre, des buts et des sous-buts, des connaissances a utiliser)

* Jors d’évaluations périodiques tout au long de la résolution (pour éviter une

impasse ou continuer a explorer une voie prometteuse)

» lors de la vérification de la solution obtenue (pour la retenir ou non)

Le contrdle est considéré comme une étape importante pour tirer bénéfice des
stratégies heuristiques en résolution de problémes. Quand on commence a travailler
sur un probleme, on peut posséder plusieurs stratégies de résolution, mais toutes ces
stratégies ne sont pas nécessairement efficaces. Si on choisit une stratégie peu
appropriée et qu’on poursuit avec celle-ci en excluant les autres, alors soit on
¢chouera dans la résolution du probléme, soit on arrivera a sa résolution mais avec
des procédures difficiles et coliteuses en temps. Un bon ou mauvais controle de la

situation peut donc affecter le processus de résolution d’un probléme.

Le contréle joue ici un réle important, il permet de ne pas mettre en jeu une
procédure difficile ou coliteuse en temps, et de tester éventuellement d’autres
procédures qui peuvent conduire au résultat beaucoup plus facilement. 11 est donc
important de travailler avec les étudiants sur les stratégies heuristiques et la gestion
des décisions qui sont des moyens de contréle. Le controle englobe ainsi la capacité
de faire un choix pertinent, le sujet ayant préalablement écarté les stratégies qui sont
inappropriées. Il renvoie a la capacité de faire des choix, d’écarter ce qui pourrait
s'avérer difficile ou couteux en temps, de procéder a un traitement « efficace » du

probléme posé.
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Dans sa thése de doctorat, Kargiotakis (1996) s’est intéress€ a définir les
processus de contrdle et a les caractériser en lien avec les environnements
informatisés. La définition qu’il donne du contrdle est la suivante :

« Nous appellerons contrdle en situation de résolution de problemes, toute
action ou suite d’actions menée par I’éléve, en cours ou en fin de résolution,
qui témoigne d’une prise de distance par rapport a la seule résolution.

Un tel contrdle peut aussi bien porter sur le résultat et les méthodes utilisées
que sur le plan d’actions éventuellement élaboré. » (p. 66)

Kargiotakis (1996) va dans le méme sens que Schoenfeld (1985), le contréle
s’exercant & chaque phase de la résolution. Avant la résolution d’un probléeme, le
contréle est vu & travers chaque action qui s’inscrit dans la planification. En cours de
résolution, Kargiotakis distingue deux types de situations pouvant provoquer des
actions de contrdle : des situations de choix (ce sont des situations dans lesquelles
I’éléve peut faire des choix, prendre des décisions) et des situations de contradiction.
Nous étudierons ces situations plus en détails dans la troisiéme partie. En fin de
résolution :

« nous réserverons la dénomination « contréle » a la mise en ceuvre de
processus différents de ceux utilisés en cours de résolution, soit parce qu’ils

font intervenir d’autres connaissances, soit parce qu’ils font intervenir au
moins une autre formulation de ces connaissances. » (p. 66)

A Uissue de la résolution du probléme, le contréle est vu comme une action
rétrospective pour s’'assurer de la validité de la résolution, ce sont des actions de
vérification que l'auteur distingue des actions de pseudo-controle dans lesquelles
I’éleve vérifie la résolution en reparcourant simplement cette résolution. Ces

processus de vérification relevent d’une attitude de réflexion sur I’action :

« Ils reposent sur un désir de certitude, soit résultant d’une anticipation ou de
’existence d’un attendu par rapport au but a atteindre. » (p.74)
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Des chercheurs en didactique des mathématiques (Artigue, 1993; Robert,
1993) se sont enfin penchés sur le contréle sous I’angle des métaconnaissances. Le
cadre cognitif du contrdle est ici élargi a des caractéristiques du domaine des
mathématiques. Dans les travaux de Lenfant (2002) et Jullien (1989-90) nous avons
relevé des exemples en algebre de métaconnaissances que nous associons au concept

de contrdle.

2.1.5.5 Les métaconnaissances interprétées sous I’angle du controle

L'origine du concept de métaconnaissances en didactique des -mathématiques
provient d’un questionnement sur le manque d'initiative des éléves face a un
probléme nouveau, alors que ces derniers ont appris les connaissances nécessaires a la
résolution du probleme, et sur les nombreux échecs et difficultés qu’ils rencontrent.
Plusieurs chercheurs (Butlen, Lagrange et Perrin, 1989; Perrin, 1992) ont alors été

amenés a travailler sur autre chose que sur les connaissances mathématiques.

Les métaconnaissances permettent de venir en aide aux éléves pour leur
permettre d'anticiper, d'agir efficacement. Elles se situent & un niveau qui n'est pas
celui des connaissances mathématiques, mais celui d'une réflexion sur ces
connaissances ou sur l'acces a ces connaissances (Robert, 1993). Les
meétaconnaissances vont donc au-dela des connaissances mathématiques prises au
sens habituel, référant aux définitions, aux théorémes, aux propriétés, mais elles y
sont tres lices.

Artigue (1993) distingue une connaissance d'une métaconnaissance a travers

33

cing énoncés portant sur les différentes écritures des nombres complexes™ :

El : un nombre complexe peut s'exprimer algébriquement dans plusieurs registres :
le registre cartésien qui met en évidence la décomposition en partie réelle et
imaginaire : z = a-+ib, les registres trigonométrique et exponentiel qui mettent

¥ Dans la problématique, au point 1.4.1, deux de ces énoncés ont été traités.
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tous deux en évidence le module et I'argument mais avec des caractéristiques
sémiotiques différentes : p(cosa +isina)et pe' o

E2:Siz=p e'%, la partie réelle de z est pcosa et sa partie imaginaire est psina ;
si z = a+ib, son module pest égal & Va’ +b” et son argument est donné par

. a .
les relations cosa = —, sin ¢ = —.
Y Y

E3 : Le registre cartésien est bien adapté¢ au calcul de sommes, les registres
trigonométrique et exponentiel sont bien adaptés au calcul de produits,
quotients, puissances, racines.

E4 . Si le probléme a résoudre est un probleme de calcul de puissance nieme d'un
nombre complexe ou de recherche de ses racines niémes, mettre le nombre
complexe sous forme exponentielle.

ES5 : Quand on résout un probleme portant sur des complexes, on a intérét a se poser
la question du choix d'un registre adapté¢ au traitement et a changer
éventuellement de registre en fonction de I'avancée du traitement.

La chercheure distingue les connaissances qui correspondent directement a la
définition de notions et a leurs propriétés mathématiques comme El et E2 et des
connaissances qui expriment un savoir sur la pertinence, l'efficacité d'une notion
dans un contexte donné, sur les moyens de gérer cette notion comme E3, E4 et ES, ce
sont des métaconnaissances. La chercheure englobe ¢&galement dans les
métaconnaissances une sensibilité aux difficultés que 'on risque de rencontrer dans la
manipulation de cette notion, les erreurs habituellement commises, et donc les
moments ou il faut faire preuve d'une vigilance particuliere. Utiliser des
métaconnaissances (comme E3, E4 ou E5) représente la possibilité d'utiliser des
connaissances sur des connaissances. Les métaconnaissances permettent donc une

anticipation de I’action.
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Dans un exercice®® proposé par Lenfant (2002), les métaconnaissances nous
apparaissent reliées a la conscience des forces et des limites de diverses notations.
L’exercice porte sur le choix d’une écriture efficace, pertinente a propos
d’expressions algébriques en lien avec une certaine tdche. L éleve doit procéder au
choix d’une écriture (réduite, développée, factorisée) selon la tache a effectuer, le but
poursuivi :

Exercice 9 - On considére I'expression Atx) = 7x (3x+4) + 9x 4 12 - 203x+4)(x+3)
a) Développer et réduire Alxi. On obtient une expression Dix).

b) Factoriser A(x). On oblient une expression Fix).
o) En comparant Dix ) et F(x), ventier la factorisation et le développement.

41 Préciser dans chaque cas (a forme A(x), Dix), Fix) qui vous semble la plus approprice pour
repondre & la question posce

Caleuler lavaleur de Texpressionen O en loen-1,en 3/5 ¢n 5

rouver le signe de | expression pour x=1/2, pour x=-10

Donner un ordre de grandeut de AT10)

Resoudre les équations Ar=0, Alx] 120 Alx)=Ta # x+d

Figure 2.1.5.5 Probleme favorisant le recours & des métaconnaissances (source :
Lenfant, 2002, p.35)

Dans cet exercice, il s’agit de faire travailler les éleves sur différentes formes
d’écriture d’une méme expression, mais surtout de faire réfléchir a I’intérét d’une
¢criture par rapport a une autre (en lien avec différentes taches). L’auteure sollicite,
pour nous, le recours a des métaconnaissances chez les €leves, telles que définies par
Artigue (1993) :

« (...) suivant ce que I’on veut faire de cette expression, les différentes formes,
bien que mathématiquement équivalentes, ne présentent pas le méme intérét. »

(p.40)

* Cet exemple se trouve dans les annexes de la thése, a la page 35. Dans son travail de
doctorat, Lenfant s’est intéressée a regarder I’évolution du rapport a ’algébre chez des professeurs
stagiaires.



Il s'agit de développer chez ['éléve ['idée de savoir pourquoi telle ou telle
transformation peut étre ou non a priori intéressante. Le terme « contrdle » est utilisé
par Lenfant dans la question (¢), le contréle est relié a une vérification de D(x ) et de
F(x) qui correspondent respectivement au développement et a la factorisation de
A( x). Chacune des expressions permet de vérifier I’autre. Notre interprétation de la
tache nous amene a relever le recours a des métaconnaissances a la question d), dans
laquelle aux différentes taches (calcul de valeurs particulieres, résolution d’équations
diverses, signe de I’expression, ordre de grandeur), I’éleve doit procéder a un choix
d’écriture pertinente en regard de ce qui est demand¢. Le contrdle auquel on s attarde
renvoie & une réflexion sur D’écriture la plus efficace pour répondre a la tache
proposée :

« L’expression développée est commode pour calculer la valeur en 0, 1 et -1
(on se ramene a des additions) ainsi que pour estimer 1’ordre de grandeur pour
une valeur de x grande (il aurait d’ailleurs été plus judicieux pour y
sensibiliser les éleves de prendre un nombre plus grand que 10), puisqu’elle
met alors en évidence le terme prépondérant. L’expression factorisée est
commode pour calculer une valeur lorsque la valeur de x annule un des
facteurs, pour trouver le signe si le calcul de la valeur exacte n’est pas évident,
pour résoudre une équation du type A(x) =0. » (p.40)

Artigue (1993) remarque qu'il y a une hiérarchie dans les connaissances et les
métaconnaissances. Ainsi, les

« métaconnaissances générales doivent pouvoir s'appuyer sur des
métaconnaissances plus locales portant sur les domaines
mathématiques concernés, lesquelles a leur tour doivent s'appuyer sur
des connaissances mathématiques dans ces domaines. (...) Ainsi, il ne
sert a rien de disposer d'une métaconnaissance heuristique générale
affirmant l'intérét de l'exploration si l'on n'a pas les moyens de guider
dans le contexte précis concerné une exploration efficace, de savoir,
par exemple qu'il est intéressant de rechercher les points fixes d'une
transformation géométrique pour l'identifier, si l'on n'est pas capable
d'exploiter les informations recueillies ou a priori de mener a bien les
calculs permettant de localiser ces points fixes. » (p.39)
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Les métaconnaissances requiérent donc une réflexion sur la tache, quelle que
soit la tache. Jullien (1989-90) présente dans son article ’analyse d’un exercice qui

permet de mettre de I’avant, il nous semble, des métaconnaissances :

a) x désignant un nombre réel quelconque, développer (x +5)°.

b) Expliquer pourquoi (x +5)* est toujours strictement supérieur a 10x .

La question a) requiert ce que Jullien nomme un calcul algébrique formel, il
s’agit simplement pour I’éleve de développer. Par contre, la deuxieme question est
d’un tout autre type et fait appel a des métaconnaissances :

« Il n’y a rien ici dans la consigne qui porte a penser qu’un calcul soit utile
(voire nécessaire) pour répondre a la question. Il est simplement exigé une
« explication ». Si I’éleve s’engageait malgré tout dans un calcul, celui-ci
prendrait (sauf exception) un tout autre statut que le calcul précédent : il
proviendrait d’un choix, d’une décision de I’éleve. 1l s’agirait 1a d’un exemple
de calcul algébrique fonctionnel. » (p. 74)

Ainsi, comme le nomme le chercheur, le contrble fonctionnel provient d’une

réflexion sur I’écriture (x +5)° =10x +(x* +25), le nombre x* + 25 étant strictement

positif quelque soit le nombre x, (x+5)* s’écrit comme la somme de 10x et d’un
nombre strictement positif : il est donc toujours strictement supérieur a 10x . 11 est
¢galement possible de procéder en soustrayant :
(x+5)* =10x = x> +10x+25-10x = x> +25, ici on obtient la somme du carré d’un
nombre et du nombre 25 qui est toujours strictement positive, il en résulte que

(x+5)* est toujours strictement plus grand que 10x .

Cette prise de décision de la part de I'éleve est reliée, a notre avis, a des
métaconnaissances, a 1’acce€s a une activité de controle :

« (...) la nécessité de prendre une initiative, une décision de calcul . décider
de calculer la différence (x +5)* —10x, puis développer dans cette expression
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la « sous-expression » (x+5)> et non pas tenter de factoriser le tout, par

exemple. De telles prises de décision, ou plus exactement, la capacité a
prendre de telles décisions, nécessitent un rapport au calcul algébrique plus
libre, moins soumis aux « codes de (bonne) conduite » qu’exige son
apprentissage, ou plus précisément [’apprentissage de son maniement
formel. » (p.77)

Jullien (1989-90) présente dans son article un autre exemple de calcul
algébrique fonctionnel et formel. L’expression x’+10x+28 peut s’écrire
(x+5)* +3, connaissance d’une identité remarquable qui provient d’un calcul formel,
ce dernier se rapproche du controle syntaxique. Si on utilise notre distinction entre le
contrdle syntaxique et sémantique, on peut dire qu’un controle sémantique permettrait,
dans cet exemple, de dire que le nombre que représente cette expression est toujours

supérieur a 3 et que, par conséquent, la fonction f(x)=x”+10x+28 admet un

minimum qui vaut 3 et qui est atteint pour x =-5. Lorsque I’éléve procede a cette
réflexion sur [’écriture mathématique qui lui permet de faire un choix de
transformation en regard de ce qu’il cherche, I’éleve fait appel a des

métaconnaissances, il utilise sa connaissance pour interpréter I’écriture en question.

Les chercheurs en didactique des mathématiques font apparaitre a travers tout
ce qui précede de nouvelles composantes du contrdle. Le contrble prend part dans le
travail de vérification (Coppé, 1993) qui peut avoir lieu lors de 1’obtention du résultat
(adéquation question/réponse soit par anticipation soit par un retour sur la tache), lors
de la vérification de la méthode de résolution et également lors de la vérification des
critéres qui ont guidé le choix de la méthode. Chez d’autres chercheurs, nous avons
associé I’activité de controle a la validation associ€ a une prise de décision (Balacheff,
1987). Dans ce méme ordre d’idées, Margolinas (1989) définit le contréle comme une
anticipation de la validation, dans un contexte bien particulier celui de la résolution

d’équations. Dans des travaux portant sur le « méta», nous avons associ¢ la
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mobilisation de métaconnaissances (Artigue, 1993 ; Robert, 1993) a une activité de
controle. De plus, nous avons constaté que le contrble différe selon la tache,
résolution d’équations (Margolinas, 1989), résolution de problémes (Schoenfeld,
1985 ; Kargiotakis, 1996) et validation d’énoncés algébriques (Lee et Wheeler, 1989).
En algebre, Schmidt (1994), Bednarz et Saboya (2007) et Kouki (2007) distinguent le
contrdle syntaxique du contrble sémantique. A la page suivante, nous avons repris les
différents éléments du concept de contrdle sous I’éclairage apporté par ces travaux de

recherche en didactique des mathématiques.



Figure 2.1.5 Synthése de ’activité de contréle telle qu’elle ressort de I’analyse des recherches en didactique des
mathématiques
(sources : Coppé, 1993; Margolinas, 1989; Chevalier, 1985; Robert et Tenaud, 1988; Balacheff, 1987; Schmidt, 1994;
Brousseau, 1986; Bednarz et Saboya, 2007; Kouki, 2007; Artigue, 1993; Robert, 1993; Lenfant, 2002; Jullien, 1989-90;
Kargiotakis, 1996; Schoenfeld, 1985).

Sens attribués a ’activité de

Contrdle dépasse la simple vérification du résultat (Coppé, 1993). Il porte sur :
- le résultat (comme anticipation ou a la fin de la résolution)

- le procédé de résolution

- les criteres qui ont déterminé le choix de la méthode

- ’adéquation question / réponse.

Le contrdle est associé a des métaconnaissances (Artigue, 1993; Robert, 1993), a une réflexion sur les connaissances
mathématiques ou sur I’acces a ces connaissances. Ce sont des connaissances qui expriment un savoir sur la pertinence,
I’efficacité d’une notion, sur les moyens de gérer cette notion. Elles se traduisent €galement par une sensibilité aux
difficultés qu’on risque de rencontrer, aux erreurs habituellement commises.

Les métaconnaissances sont reliées a la conscience des forces et des limites de diverses notations, & la capacité de prendre
des décisions, de réfléchir sur, par exemple, I’écriture la plus efficace (réduite, développée, factorisée) selon la tache a
produire (Lenfant, 2002 ; Jullien, 1989-90).

Le contrdle est associé a la validation, associé & une prise de décision, fondé sur une analyse du pour et du contre (Balacheft,
1987), a une anticipation de la validation (Margolinas).

Différents types de conirale

Controle sémantique (capacité a ne pas se détacher de la signification, de ['interprétation des grandeurs qu’on
manipule) et contrdle syntaxique (reliées aux manipulations, la capacité de gérer les régles de transformation dans
la résolution d’équations).

(Schmidt, 1994; Bednarz et Saboya, 2007; Brousseau, 1986; Kouki, 2007)

Le travail en algebre nécessite une articulation de ces deux types de contréle.




Le controle differe selon la tiche

En résolution d’équations (Margolinas, 1989) : le contrdle est défini comme une anticipation de la validation.
Il porte sur :

- une réflexion sur la nécessité d’avoir recours & un travail algébrique (I’engagement dans un travail
algébrique est-il nécessaire pour résoudre la tache)

- une réflexion sur le choix de la méthode de travail (en lien avec la tidche), choix sur I’écriture qui permet
de voir vite ce qui est cherché (procédure de résolution)

- la forme que prend le résultat

- le passage du résultat a la réponse (découlant d’une interprétation)

En résolution de problémes, le contrdle permet la gestion des décisions. Il assure un choix pertinent de la
procédure la plus efficace, permettant d’écarter une procédure difficile et colteuse en temps (Schoenfeld,

1985). Il t¢émoigne d’une prise de distance par rapport a la résolution (Kargiotakis, 1996).

Stratégies traduisant un conir

- Refaire le méme calcul en le faisant d’une autre fagon
sans changer de cadre (Coppé, 1993 ; Margolinas, 1989)

- changement de cadre (Coppé, 1993 ; Margolinas, 1989)

- Informations supplémentaires utilisées pour valider un
résultat (Chevalier, 1985)

- Changement de point de vue (Robert et Tenaud, 1988).

- Analyse préalable des propriétés que devra posséder
le résultat (Coppé, 1993)

Stratégies ne traduisant pas un conirole

- Par double résolution, méme résolution
reprise (Coppé, 1993 ; Margolinas, 1989)

- Recours a une propriété mathématique prise
comme une norme sans qu’on ne sache d’ou
elle vient (par exemple une équation du

premier degré a toujours une solution)
(Margolinas, 1989)




Cette analyse du concept de contrOle selon différentes perspectives :
sociologique (Giddens, 1987), psychologique (Richard, 1998; Piaget, 1974;
Tiberghien, Le Taillanter, Friemel, Gruner, Julo et Verdier, 1974; Perkins et
Simmons, 1988), en éducation mathématique (Polya, 1945/1965; Mashiach
Eizenberg et Zaslavsky, 2003; Cipra, 1985), mathématique (Hadamard, 1945/1975) et
didactique (Copp¢, 1993; Margolinas, 1989; Chevalier, 1985; Robert et Tenaud, 1988;
Balacheff, 1987; Lee et Wheeler, 1989; Schmidt, 1994; Brousseau, 1986; Bednarz et
Saboya, 2007, Kouki, 2007; Artigue, 1993; Robert, 1993; Lenfant, 2002; Jullien,
1989-90; Kargiotakis, 1996; Schoenfeld, 1985) nous a amené a considérer différentes

composantes du contrdle.

Dans la prochaine partie, nous allons présenter une synthése des différentes
composantes du concept de contrdle selon ces cinq perspectives. Cette synthese

permettra un retour sur les principaux €léments que nous retenons a cette étape.

2.1.6 Synthése des différentes composantes du contréle selon les cing

perspectives

Il ressort de notre analyse sous I’angle sociologique (Giddens, 1987) que le
concept de contrdle renvoie a la mise en place, a ’élaboration d’une conduite rationnelle
chez Iéleve, en lien avec la construction de savoirs et le développement de processus. En
mathématiques (Hadamard, 1975), I'activit¢ de controle se manifeste par un regard
«méta» sur la tache, la démarche, le résultat. En didactique des mathématiques, le
contrdle se traduit par une réflexion sur les connaissances mathématiques ou sur [’acces a
ces connaissances (Artigue, 1993; Robert, 1993). Le travail d’invention du
mathématicien exige, de plus, une activité de contrdle qui se traduit par une sensibilité au
doute et aux erreurs. Cette capacité a détecter les erreurs constitue également une activité

importante comme le souligne Cipra (1985) en €ducation mathématique. En psychologie
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(Piaget, 1974), nous avons associ¢ le controle a une sensibilité a la contradiction et a la
capacité¢ de dépasser cette contradiction. Notre interprétation des travaux de Perkins et

Simmons (1988) nous a permis de relier activité de controle au cadre épistémique.

L’analyse didactique fait aussi ressortir que 1’activité de contréle differe selon
la tache, en résolution de problémes (Schoenfeld, 1985 ; Kargiotakis, 1996), en
résolution d’équations (Margolinas, 1989) ou dans la validation d’énoncés

algébriques (Lee et Wheeler, 1989).

En résolution de problémes, chacune des perspectives traite le concept de
controle différemment, chacune d’elles €tant guidée par son propre cadre de référence.
En psychologie, Richard (1998) s’intéresse a la cognition, au traitement de
’information, de sorte que la résolution de problémes apparait comme un outil
permettant de comprendre certains phénoménes reliés a la cognition. La notion de
contrOle ne sera pas approchée de la méme fagon dans notre étude, la résolution de
problemes étant une des tdches permettant la mise en place d’un certain contrdle
comme c’est le cas dans les études de Schoenfeld (1985) et de Kargiotakis (1996).
Une condition importante sera donc la nature du probléme qui va constituer un

facteur important pour favoriser une activité de controle.

Comme Lee et Wheeler (1989), les psychologues Perkins et Simmons (1988)
se sont intéressés a la validation d’énoncés en vue d’éclairer le cadre épistémique
dans leur modéle des « patterns » de non compréhension permettant d’expliquer les
difficultés des ¢leves dans différents domaines (mathématiques, physique,
informatique). Les situations de contradiction (Piaget, 1974) constituent un autre type
de tache dans lequel on peut relever une activité de controle. A travers ce type de
situations, Piaget visait & mieux cerner le développement de ’enfant, ces situations

n’ont donc pas de lien direct avec I’enseignement mais peuvent amener un éclairage
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la dessus. Une autre tdche qui peut faire appel & une activité de contrdle est celle ou
on demande d’établir des conjectures, activité centrale dans I’invention mathématique

(Hadamard, 1945/1975).

[l apparait également que ’activité¢ de contrdle se traduit par différents moyens
qui sont de divers ordres : le contréle porte sur la réponse, a travers, par exemple, un
questionnement sur le sens de la réponse, sur une estimation de I’ordre de grandeur de la
réponse (Cipra, 1985; Margolinas, 1989; Coppé, 1993). Il porte sur le sens d’une
démarche, sa cohérence, sa validité, la capacité¢ a repérer des contradictions et a les
dépasser et il est formulé en termes de stratégies, par exemple, a travers |’utilisation de
différents registres de représentation, par une flexibilité¢ dans le passage de I'un a I’autre,
par un changement de point de vue, par la substitution par un probieme plus simple, par
I’évaluation de 1’écart au but, par I'utilisation d’informations supplémentaires (Richard,

1998 ; Cipra, 1985; Margolinas, 1989; Robert et Tenaud, 1988; Polya, 1945/1965).

Nous présentons a la page qui suit cette analyse de la recherche sous forme d’un
réseau conceptuel, en mettant en €vidence les différents points de vue qui nous ont

permis de clarifier le concept de contrdle et de nous situer.



Analyse épistémologique.
Réflexion sur le processus
d’invention en
mathématiques et le réle qu’y
joue le controle

Analyse sous un angle
psychologique

Concept de contrdle

Analyse didactique

Analyse
sociologique

Analyse en éducation
mathématique

Contréle comme un regard
méta sur la tiche (Hadamard,
1945/1975).

Processus qui guide I’invention
mathématique en cours de
processus, sa vérification.
Contrdle présent tout au long
du processus :

- permet une mise en lien des
connaissances du chercheur et
ce de ce a quoit il veut aboutir.

- permet un choix éclairé parmi
les idées.

- assure une vérification du
travail effectué, une perception
des erreurs, pour dépasser le
doute, I"incertitude.

Le contrdle se manifeste par un
recours a des images mentales,
des métaphores, des analogies.

Contrdle en lien avec le processus
de résolution de probléme (Richard,
1998)

- permet une représentation de la
situation

- assure un choix éclairé de la
démarche a adopter, guide les
raisonnements.

- contribue a une évaluation des
décisions d’action

- permet une réorientation de
Pactivité.

Le controle en lien avec le
développement cognitif

- se manifeste dans une sensibilité a
la contradiction

- permet un dépassement de la
contradiction (Piaget, 1974)

Le contrdle en lien avec
I’apprentissage des sciences, des
maths (Perkins et Simmons, 1988)
est associ€ au cadre épistémique.

Le contrdle est vu comme une prise de
distance par rapport a la résolution
(Kargiotakis, 1996), assure un choix
pertinent de la procédure la plus
efficace et la moins coliteuse en
temps (Schoenfeld, 1985). Est associé
aux vérifications (Coppé, 1993) eta la
validation (Margolinas, 1989; Lee et
Wheeler, 1989, Balacheff, 1989)

Il est associé a des métaconnaissances
(Artigue, 1993, Robert, 1993) (au dela
des connaissances, a la capacité de
faire un choix réfléchi de certaines
connaissances). Permet de prendre des
décisions sur, par exemple, |’ écriture
la plus efficace (Jullien, 1989-90 ,
Lenfant, 2002).

Différents types de contréles : controle
syntaxique versus contrdle sémantique
(Brousseau, 1986, Schmidt, 1994 ; Kouki,
2006 ; Bednarz et Saboya, 2007)

Relié a la
rationalité
(intentions,
raisons des
actions), au
développement
d’une conduite
rationnelle de
’acteur social
(pour nous
’éleve)

(Giddens, 1987)

Conditions a mettre en place
dans la résolution de problémes
(Polya, 1945/1965)

- permet une sélection des
données de I’énoncé

- assure une relation entre les
données et le but a atteindre

- mobilisation des
connaissances

- vérifications successives sur
[’action

- vérification du résultat obtenu.

7 indicateurs de contrdle en
résolution de problémes
(Mashiach Eizenberg et
Zaslavsky, 2003)

Cipra (1985)

- stratégies pédagogiques
comme anticiper un ordre de
grandeur de la réponse.

- Le contrdle assure la détection
des erreurs, limite le doute.

Tableau 2.1.6 Synthese des différentes composantes du contrdle selon les cinq perspectives.




L’analyse de ces cinq perspectives, sociologique, mathématique,
psychologique, en éducation mathématique et en didactique mathématique, guidée
par un besoin de clarification du concept de contrdle, nous a permis de construire une

définition de ce concept qui est a la base de I’intervention que nous avons menée.

2.2 Vers une définition opérationnelle de la notion de contrdle exercé sur

Pactivité mathématique

Ce que nous retenons pour notre recherche des études précédemment citées.
L’activité de contréle est associée pour nous a un processus qui se développe, se

construit sur du long terme chez I’éleve.

Le contrdle se traduit par :

- une réflexion de la part de |’€léve, sur toute action, sur tout choix tout au long
de la tache : au début, en cours ou a la fin de la résolution.

- la capacité a prendre des décisions de fagon réfléchie, rationnelle.
- une prise de distance par rapport a la résolution.
- le recours aux fondements sur lesquels on s’appuie pour valider.

- I’utilisation de métaconnaissances.

Le controle est présent tout au long de la résolution de la tache :

En amont de la réalisation :
Le contrdle permet une anticipation, les éléves posent a priori une condition
de validité du résultat avant de le connaitre. Il assure une mobilisation des

connaissances en jeu, il se manifeste par une relation entre les données et le but a

atteindre.
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‘En aval de la réalisation :

Le controle assure un travail rétrospectif, une vérification, une validation du

résultat pour dépasser le doute et acquérir une certitude. Si nécessaire, il permet un

retour sur la tdche et contribue & une évaluation des décisions d’action. Il passe

¢galement par la perception des erreurs.

En début ou en cours de processus :

Le contrdle se manifeste par des prises de décision sur la direction a prendre,

la stratégie la plus efficace, la moins colteuse en temps, par des évaluations

périodiques tout au long de la résolution.

Les stratégies traduisant une activité de controle sont :

Le questionnement sur le sens de la réponse
Une estimation de I’ordre de grandeur de la réponse

Une utilisation de différents registres, un changement de cadre, une résolution
parallele

Le recours a une autre fagon de procéder sans changer de cadre
La substitution par un probléme semblable plus simple
Le recours a des images mentales, a des métaphores, des analogies.

Le recours aux informations supplémentaires (lorsque présent) pour revenir sur
le probleme et vérifier.

Un changement de point de vue

Une évaluation de I’écart au but (en cours de route et/ou a la fin de la résolution)

Les stratégies ne traduisant pas une activité de controle sont :

la double résolution (refaire la méme chose pour vérifier)

des vérifications qui s’appuient sur le vécu de la classe (« c’est comme ¢a
qu’on I’a fait », ...)

"utilisation d’une propriété mathématique prise comme une norne (par exemple
une €quation de type a.x+b =c, avec a+ 0, admet une et une seule solution)
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Nous venons de définir le concept de « contrdle » en nous appuyant sur ce que
nous avons retenu des cing perspectives. Ce cadre de référence servira d’appui, d’une
part, a I’¢laboration des situations sous ’angle de la contribution potentielle que le
chercheur pourra amener dans cette élaboration (balises théoriques qui vont guider le
chercheur), et d’autre part a I’analyse de I’évolution du contréle chez les éleves,

comme nous le verrons par la suite.

Comme nous I’avons vu dans la problématique (au point 1.4.1), Balacheff
(1987) souligne I"importance de favoriser dans I’enseignement le développement en
paralle