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RESUME

Etant donnée une structure presque-complexe J sur une variété réelle de dimension
paire, nous nous posons la question si J est localement calibrable, c’est a dire s'il existe
localement une forme symplectique compatible avec J dans le sens que w(-, J-) définit
une métrique riemannienne J-invariante.

Dans ce contexte, A. Tomassini a donné des exemples explicites de structures
presque-complexes en dimension 4 et 6 qui ne peuvent étre calibrées localement par
aucune forme symplectique. Ceux en dimension 4 vont s’avérer incorrects. Aussi, G.
Tian et T. Riviéere ont montré, avec un argument incomplet, qu'une structure presque-
complexe en dimension 4 est toujours localement calibrable. J. Armstrong a afhrmé la
meéme chose sans donner de preuve.

Nous allons examiner ces constats et donner une preuve compléte du fait que toute
structure presque-complexe en dimension 4 est localement calibrable. Aussi, nous mon-
trons qu’une structure presque-complexe sur une variété strictement approximativement
kahlérienne, en particulier S® avec sa structure presque-complexe canonique, ne peut
étre calibrée localement par aucune forme symplectique.

Finalement, nous rappelerons le théoréme d’Armstrong qui affirme que ce ne sont
pas toutes les structures presque-complexes en dimension supérieure ou égale a 12 qui
peuvent &tre calibrées localement par une forme symplectique.

Mots clés : Structures presque-complexes; variétés presque-kahlériennes; variétés ap-
proximativement kihlériennes.



INTRODUCTION

Chaque variété symplectique (M, w) induit un espace de Fréchet, contractile et de di-
mension infinie de structures presque-complexes J calibrées par w et définies par la
propriété que la forme bilinéaire g(-,-) = w(-, J-) est symétrique et définie positive (c’est
a dire elle définit une métrique riemannienne sur M). Dans ce cas, (J, g,w) est appelé
une structure presque-kdhlérienne.

Il est naturel de se demander si une structure presque-complexe .J donnée sur M peut
étre calibrée ou non par une forme symplectique w. Cette question soulevée et étudiée en
premier par Armstrong (Armstrong, 1998) peut étre posée localement ou globalement et
les réponses correspondantes sont assez différentes dans leur nature. Dans ce mémoire,
nous nous sommes intéressés & 'aspect local du probléme en considérant la question
suivante :

Question 1 : Etant donné une structure presque-compleze J sur M, existe-t-il locale-
ment une forme symplectique w telle que J est calibrée par w?

La motivation essentielle d’étudier avec plus de détails cette question vient de (Riviére
et Tian, 2004) ou plusieurs aspects de la théorie des applications pseudo-holomorphes
sur des variétés symplectiques et complexes peuvent étre étendus aux variétés presque-
complexes, compactes et dont la strcuture presque-complexe peut étre calibrée locale-
ment.

Comme exemple trivial, toute structure presque-complexe intégrable est localement ca-
librable (bien qu’il existe plusieurs variétés complexes qui ne sont pas symplectiques).
En particulier, quand M est de dimension 2, la réponse & la question 1 est toujours af-
firmative. Armstrong (Armstrong, 1998) affirme (sans donner de preuve) que la réponse

& la question 1 est aussi positive en dimension 4.



Dans le premier chapitre, nous donnons les deux résultats principaux de ce mémoire, ainsi
que leurs preuves abrégées. Le premier stipule que toute structure presque-complexe en
dimension 4 est localement calibrable. Le deuxiéme affirme que toute structure presque-
complexe strictement approximativement kdhlérienne en dimension 6 est non-calibrable

localement.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons les outils nécessaires pour pouvoir énoncer
le théoréme de Malgrange des systémes différentiels elliptiques. En fait, la preuve du

premier résultat est basée essentiellement sur ce théoréme.

Au troisiéme chapitre, nous rappelons des notions sur les structures complexes sur un
espace vectoriel. Nous définissons aussi un espace vectoriel symplectique, ainsi que le

groupe symplectique défini sur cet espace.

Dans le quatriéme chapitre, nous introduisons les variétés presque-complexes pour en
donner des exemples par la suite. Nous énumérons plusieurs définitions importantes de
variétés presque-complexes admettant d’autres propriétés. A la fin de ce chapitre, nous

donnons une propriété clé des variétés presque-kdhlériennes.

Au cinquiéme chapitre, nous donnons un contre-exemple & un résultat de Tomassini
(Tomassini, 2002) affirmant que certaines structures presque-complexes sur R* ne sont
pas localement calibrables. Nous expliquons la déficience de l'argument de Tian et Riviére

(Riviére et Tian, 2004) pour donner une preuve compléte du premier résultat.

Finalement, dans le sixiéme et dernier chapitre, nous nous intéressons aux variétés ap-
proximativement kdhlérienne pour montrer qu’une structure presque-complexe sur une
variété strictement approximativement kdhlérienne est non-calibrable localement. Nous
rappelons aussi un résultat important d’Armstrong (Armstrong, 1998) qui stipule que
ce ne sont pas toutes les structures presque-complexes en dimension supérieure a 10 qui

sont localement calibrable.




CHAPITRE 1

DESCRIPTION DES RESULTATS PRINCIPAUX

1.1 Calibration de structures presque-complexes en dimension 4

Le premier résultat principal montré dans ce mémoire est le suivant :

Théoreme 1.1.1— Toute structure presque-compleze sur une variété de dimension 4

est localement calibrable.

Une preuve de ce résultat est donnée dans (Riviére et Tian, 2004). Mais, étant donné que
nous avons trouvé que les arguments dans (Riviére et Tian, 2004) sont incomplets (voir
remarque 1.1.2 ci-dessous), nous donnons un argument alternatif basé sur le théoréeme

de Malgrange de I’existence de solutions locales d’un systéme différentiel elliptique.

Démonstration du Théoréme 1.1.1. Soit (M, J) une variété presque-complexe de dimen-
sion 4. Le fibré vectoriel des 2-formes réelles, A%(M), se décompose par rapport a J

comme une somme directe
/\2(1\/[) — /\inv(M) o /\anti(M)’

ot A" (M) (respectivement A (M)) est le fibré vectoriel des 2-formes invariantes
par rapport & J (respectivement anti-invariantes par rapport & J). Cette décomposition
des 2-formes réelles induit une décomposition de la dérivée extérieure d = d' + d” on
d:QYM) — Q" (M) et d”: QYM) — Q¥ (M). Pour prouver le théoréme, il suffit de

montrer que pour tout z appartenant a M il existe un voisiange U de z et une 1-forme



a € QNU) tels que
d'a=0,danda>0 (1.1)

ou le signe d’une 4-forme est déterminé par l'orientation induite par J. En effet, la 2-
forme w = da = d'a va étre symplectique et invariante par rapport a J. Il s’ensuit
qu’en chaque point de U, le 2-tenseur g(-,-): = w(-, J-) est symétrique, hermitien sur
(T(M),J) et peut étre diagonalisé¢ par rapport & h ou h est une métrique hermitienne
quelconque sur (M, J). La condition w A w > 0 implique que g a un déterminant positif
par rapport a h. Puisqu’on est en dimension complexe 2, ceci veut dire que g est défini
soit positif ou négatif au point donné (et donc par continuité partout sur U). La structure

presque-complexe J est calibrée soit par w ou —w.

Pour résoudre (1.1), nous notons d’abord que le symbole principal de d” est application
linéaire o(¢)(d")(a) = HENa— TN T ), ou &, o € TH(M) et J* agit sur T (M)
par (J*a)(X) = —a(JX). Ainsi, en dimension 4, o(g(d”): AL (M) — AF*(M) est
surjective pour tout & € T;(M) \ {0}. Nous pouvons associer & d” un opérateur linéaire
différentiel elliptique P: Qo™ (M) — Q2™ (M) d’ordre 2 défini par P: = d"é" ou h
est une métrique hermitienne sur (M, J) compatible avec J et §": Q*(M) — QL(M)
est la codifférentielle correspondante (c’est & dire I'opérateur adjoint formel de d par
rapport au produit Lo défini par h). En effet, le symbole principal de P est donné par
1y (P)(®) = — |¢|*® , pour tout & € TF(M), & € AZM(M).

En termes de P, nous voulons montrer que pour tout € M on peut trouver un voisiange

U de z et une 2-forme anti-invariante ® € Q"% (U), telle que
P(®) =0, d6"(®) A d6™(®) > 0 (1.2)

en chaque point de U. Puisque P est elliptique, il suffit de trouver une 2-forme &g €
Qe (U) lisse, qui vérifie (1.2) seulement en = (c’est a dire une solution infinitésimale de
(1.2)). En effet, avec une telle &g nous pouvons considérer le systéeme P(¥)+ P(®q) = 0.
Utilisant le théoréme des fonctions implicites, il est montré dans (Malgrange, 1972) que
pour tout € > 0 il existe un voisinage U, de z et une solution ¥, € Q% (U,) avec

[Well g2 < € (01 ||| est la norme de Hélder de C%*(U)). Ainsi, pour un € assez petit,



® =Py + U, et U = U, vont satisfaire (1.2).

Nous avons donc réduit notre probléme & vérifier qu’en chaque point z € M, il existe
toujours une solution infinitésimale ®¢ (pour un coix convenable de h). Notons par
SHTH(M)) ® N (M) Iespace des I-jets des éléments de Q%™ (M) en z (S* désigne
la I-éme puissance tensorielle symétrique). Par le théoréme de Borel, pour toute suite
(a))150 ol a; € SHTE(M)) ® AZ¥(M), il existe ® € Qo™ (M) dont le I-éme jet en z est
a;. 11 suffit alors de montrer qu'il existe un jet e = (ag, a1, ag) d’ordre inférieur ou égal &
2 tel que P(e) = 0 et dé"(e) A ds"™(e) > 0 ou les opérateurs différentiels linéaires d’ordre
inférieur ou égal & 2 sont identifiés avec les applications linéaires induites sur ’espace
des jets d’ordre inférieur ou égal a 2. En fait, nous allons chercher un jet e vérifiant une
condition encore plus forte & savoir (d6"(e))o = 0 ot (-)o désignant la partie primitive
d’une 2-forme (c’est-a-dire la projection orthogonale sur F'1). En effet, (dé"(e))o = 0
implique que P(e) = 0 et d6"(e) = $L"(e)F ou LM: Q™ (M) — C°°(M) correspond
a Dopérateur L*(®): = h(d6"®, F). 1l s’ensuit que dé"(e) A d6"(e) = 3(LP(e))?V,
(Vi = % est la forme de volume) est positive dés que L*(e) # 0. Un calcul standard
montre que L est un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1 dont le symbole principal
est oy (L")(®) = —B(¢F, Jo) +2 i B(JN(Eh &), ), ot By = JG"F est la forme de
Lee de (h,J), f est l’isomorphimeli:dlentiﬁant T*(M) a T(M) par la métrique h, {e;}
est est une base orthonormale de T,(M) et AN(-, ) = [J-, J | = J[J-,-] = J[, -] =[]
est le tenseur de Nijenhuis de J. 1l s’ensuit que aE(Lh) est non nul en z pour un choix
convenable de h quitte & effectuer une transformation conforme e/h de h avec f(z) = 0
et df(z) # 0. Donc, nous pouvons commencer avec € = (ag,a1) tel que L*(e’) # 0.
Le symbole principale de (d6") est o) (d6™)(®) = —€ A 1®. Par polarisation sur &,
ceci induit une application linéaire de S%(T*(M)) ® A" (M) a l'espace des 2-formes
primitives (A2(M)),. Le fait que cette application est surjective nous garantit 'existence
d’un élément ag € S*(T;(M))® AZ™ (M) tel que e = (ao, a1, az) vérifiant ((dd")(e)), =

0. Puisque L*(e) = L*(¢') # 0, ceci conclut la preuve

Remarque 1.1.2—L’argument donné dans (Riviére et Tian, 2004) se pose sur un résul-

tat dans (Olver, 1995) qui stipule que pour toute 2-forme non-dégénérée Q avec dQ2 # 0,



il existe un systéme local de coordonnées (z,¥, z, t) tel que Q = e*(dz A dy + dz A dt).
Nous notons que ’existence de telles coordonnées implique que £} est conforme & une
forme symplectique. Or, nous savons qu’il existe plusieurs 2-formes non-dégénérées qui
ne vérifient cette condition. En effet, en dimension 4, on peut associer & chaque 2-forme
2 non-dégénérée une 1-forme 0 appelée la forme de Lee, telle que d2 = 8 A 2. Sous une
transformation conforme {2 = e/Q, la forme de Lee change a 0=0+ df. 1l s’ensuit que
Q est (localement) conformément symplectique si et seulement si df = 0. Par exemple,
la 2-forme ! = e**dx A dy + dz A dt est non-dégénérée et a une forme de Lee non-fermée

6 = e**dz et donc Q n’est pas (localement) conformément symplectique.

Remarque 1.1.3— Le théoréme (3.1) dans (Tomassini, 2002) affirme qu’il existe des
structures presque-complexes sur R* qui ne sont pas localement calibrables. Nous pou-
vons voir que 'affirmation est incorrecte en construisant des formes symplectiques qui
vont calibrer ces structures presque-complexes. En effet, quand la fonction f(z) dans
ce théoreme dépend seulement de x3, la structure presque-complexe correspondante est

méme intégrable.

1.2 Non-calibration de structures approximativement kihlériennes non-

intégrables en dimension 6

La situation change dramatiquement en dimension supérieure & 4. En effet, il s’ensuit
de (Bryant, 1982) que la structure presque-complexe standard sur S® n’est pas locale-
ment calibrable. A. Tomassini (Tomassini, 2002) a donné d’autres exemples explicites
de structures presque-complexes qui ne sont pas localement calibrables. En dimension
supérieure & 10, J. Armstrong (Armstrong, 1998) a montré qu’il existe un ensemble
ouvert (de germes de) structures presque-complexes qui ne sont pas localement cali-
brables. Pour I'instant, nous n’avons aucun critére complet pour savoir si une structure

presque-complexe donnée est localement calibrable ou non.

Le deuxiéme résultat principal de ce mémoire (découlant aussi de considérations en-

core plus générales dans (Bryant, 2006)) donne une réponse négative pour une classe



spéciale de variétés presque-complexes de dimension 6, appelées variétés strictement ap-
prozimativement kihlériennes notées SNK, cf. (Butruille, 2005), (Reyes Carrion, 1998)
et (Verbitsky, 2005).

Théoréme 1.2.1— La structure presque-complere d’une variété strictement approzi-

matiwvement kdhlérienne de dimension 6 n’est pas localement calibrable.

Rappelons qu’une structure presque-hermitienne (h,J) est approximativement kahlé-
rienne si la dérivée covariante de la 2-forme fondamentale correspondante F(:,:) =
h(J-,-) satisfait D"F = £dF (et elle est strictement approximativement kéhlérienne
si J n’est pas intégrable). D’une facon équivalente, le tenseur de Nijenhuis N est en

relation avec dF par (cf. (Kobayashi et Nomizu, 1963)) :
h{JIN(X,Y),Z) = %dF(X, Y,Z); VXY, Z e T(M). (1.3)

A part le cas kihlérien (N = 0), nous avons comme exemples de ces variétés S® avec
sa structure presque-complexe et la métrique canonique, la structure presque-complexe
bi-invariante sur S* x S® avec la structure presque-hermitienne 3-symétrique et aussi
les espaces des twisteurs sur les variétés auto-duales d’Einstein de dimension 4, avec la
strucutre presque-complexe anti-tautologique introduite par Eells et Salamon (Eells et
Salamom, 1985).

Une propriété importante d’une variété strictement approximativement kahlérienne de
dimension 6 est que la 3-forme dF est la partie imaginaire d’une (3, 0)-forme complexe
U qui ne s’annule nulle part sur (M, J) voir (Reyes Carrion, 1998). L'identité (1.3) peut
s’écrire comime

N = éh* oV, (1.4)

ol N est le tenseur de Nijenhuis vu comme une application linéaire N: A2 (THO(M)) —
TOL(M), la métrique hermitienne h* induite donne un isomorphisme h*: AM (M) —
TOL(M), et la forme de volume complexe ¥ identifie A2(THO(M)) avec ALO(M).

Le théoréme 2 est alors un corollaire immédiat de la proposition suivante

Proposition 1.2.3— Soit (M, J) une variété presque-compleze de dimension 6. Sup-




posons qu’en un point x, le tenseur de Nijenhuis N ne s’annule pas et peut étre écrit

comme

N, = h} o)y, (1.5)

ol hk: ALO (M) — Tf’l(M) est une forme réelle, symétrique, mvariante par rapport
a J* et non-dégénérée sur T (M) et ¢, € /\2’0(1\/[) est une (3,0)-forme non nulle. Il

s’ensuit que J n'est pas calibrée par aucune forme symplectique dans un voisinage de x.

Démonstration. Puisque h) est invariante par rapport a J7, symétrique et non-dégénérée,

il existe une base {a1, az,, a3} de /\glg’o(M), avec la base duale {Z1, Zy, Z3} de Té’O(JW),
3 - =

telle que b} = Y M(Z; ® Z; + Z; ® Z;) avec Ay > 0 et ¥y, = a1 A ag A ag (puisque N,

i=1
est non nul, au moins 'un des A\; > 0). La condition (1.5) nous donne

Supposons que J est calibrée par une forme symplectique w autour de z. La structure

presque-kahlérienne satisfait, cf. (Kobayashi et Nomizu, 1963)
(D%w)(Y, Z) = =29(JN(Y, Z), X),

ott DY est la connexion de Levi-Civita associée & g. En prenant la permutation cyclique

sur X, Y, Z et utilisant le fait que w est fermeée, nous obtenons X(}I’Z(g(JN(Y’ 2),X)) =

) 3 3 _
0. Par rapport a la base locale vérifiant (1.6), ceci implique que —@ ) A; Hzﬂ'Hz =0ce
j=1

qui est absurde. O

Remarque 1.2.4— La preuve de la proposition (1.2.3) montre encore un peu plus : il
n’existe aucune métrique presque-hermitienne g, définie au voisinage de z, telle que la
2-forme fondamentale w de (g, .J) satisfait (dw)3® = 0, ot (dw)®? est la projection de

dw sur ABO(DM).



CHAPITRE 11

SYSTEMES ELLIPTIQUES

2.1 Opérateurs différentiels linéaires

Nous introduisons les opérateurs différentiels linéaires pour donner par la suite la défi-
nition du symbole d’un opérateur différentiel. Ce dernier est un outil important dans la

classification des opérateurs différentiels. Pour plus de détails, voir (Narasimhan, 1968).

Définition 2.1.1. — Soit M une variété C° de dimension n, F et F' deux fibrés
vectoriels complexes lisses sur M. Un opérateur différentiel linéaire P est une application

C-linéaire

P:C®(E) — C®(F)

Supp(Ps) C  Supp(s) Vs € C®(E)

Ezemple 2.1.2. — Si QP(M) dénote le fibré des p-formes réelles sur M, alors la dérivée
extérieure d: QP(M) — QPFL(M) est un opérateur différentiel lingaire.

Pour vérifier que d est un opérateur différentiel, nous considérons o € QP(M) avec
aly =0ou U C M avec Supp(a) = M \ U. Nous allons montrer que (da)(z) = 0 pour
tout = € U. Ce qui est équivalent a Supp(da) C Supp(a).

Soit z € U et f € C*(M) avec f = 1 dans un voisinage de M \ U ne contenant pas =
et = 0 partout ailleurs d’o @ = fa. Nous avons da = df A a+ fda. Or, f(z) =0 et

a(z) = 0. Par conséquent, (da)(z) = 0 et donc Supp(da) C Supp(a).
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Théoréeme de Peetre 2.1.3. — Soit U un ouvert de R™ et P un opérateur différentiel
linéaire de UxR" ¢ UxR® (R = R, C). Pour chaque sous ensemble relativement compact
U' € U, il existe un entier m > 0 et des applications a, € C* de U’ & lespace des
applications linéaires de R dans R® (matrices s X r) tel que pour tout uw € C®(U',r)

et t €U ona:

(Pu)(z) = ) aa(a)(D%u)(z)

|| <m
N _ _ D _ alelqy, 91y,
Oua_(al’.” ’an)’ |a| =01+t anet (u)_ ale'--azﬁn’“. Y oz 10z )

Remarques :

1. Si on utilise des coordonnées locales sur R™ un opérateur différentiel d’ordre k sur
une fonction v = (uq,- - ,u,) s’écrit comme :
(Pu)(z) = > as(z, D'u)D*u + f(z, D'v),
lal=k
avec |l| < k.
2. Nous disons que opérateur est quasi-linéaire si ag et f ne dépendent que de D'u
d’ordre au plus k—1 c’est & dire |{| < k—1. Dans ce cas, P est linéaire en son plus

grand ordre de dérivation. Dans le cas o cette condition ne serait pas satisfaite,

on dit que l'opérateur est entiérement non-linéaire.

Ezemple 2.1.4. — La courbure de Gauss K, d'une surface M : = {(z,y,u(z,v)) |2,y €

R} — R3® ot u: R? — R, est donnée par la relation :
—uZ, — K 1+ul4ul)=0
UzgUyy — Ugy (:Ey y)( +uy + uy)

avec la notation ug = % etc. L'opérateur L: u — UggUyy — ugy — K(z,y)(1+u2 + ug)

est entiérement non-linéaire.

Définition 2.1.5. — Soit U un ouvert de M et soit P un opérateur différentiel linéaire

de U xC" a4 U xC? donné par

(Pu)(z) = Z an(z)D%u(z).

lof<m
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Il existe un unique opérateur linéaire P* de U x C® ¢ U x C", appelé {’adjointe formelle

de P, tel que

/(P(u)(x),v(x)) dz = /(u(z),P*(v(z)) de Yue C§(U,r), ve Cg(U,s)
U U

ot CP(U) est lensemble des applications C°(U) & support compact dans U.

Nous utilisons le produit scalaire hermitien (u,v) entre deux vecteurs dans C” défini par

T

(u,v) = > wT; ot u = (ug,...,up) et v = (v1,...,v,). En fait, P* est donnée par la
i=1

formule

(Po)(z) =Y (~D)PID*((aa(2)) v(z)).
|| <

Ceci se déduit facilement de la formule

/cp(x)D"\I/(:c)d:L' = (—1)lel /Dacp(x)\ll(a:)da:, 0,V € C§(U). (2.1)
U

Dans le cas général ou P: C®°(E) — C*®(F) est un opérateur différentiel linéaire entre
les sections lisses de deux fibrés vectoriels complexes (resp. réels) E et F, le produit her-

mitien standard de C™ est remplacé par une métrique hermitienne (resp. riemannienne).

Ezemple 2.1.6. — Siu: R — R"™ et P(u) = &(u) alors P*u= —Z(u). Ceci peut &tre
déduit de la formule (1.1) et donc
&) --(&)
dx dz
Définition 2.1.7. — Pour un opérateur linéaire différentiel P: C®(F) — C®(F)
d’ordre k, nous pouvons lui associer, en chaque point x € M et pour tout & € T)(M),
une application linéaire appelée symbole principale oe)(P, ) € End(Ey, Fr) = E; @ Fu.
Ecrivons en coordonnées locales Pu = Y. aq(x) D%u, ot les a, sont des matrices de

o <k
format dim F, x dim F, nous avons alors :

o (Pix) = > aa(z)6*; ¢ =]]6%, a=()jes
lel=k jeJ
Cette définition dépend des coordonnées locales alors nous devons donner une définition

invariante.
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Définition 2.1.8. — Soient E, et F; les fibres de E et F en z € M, soit w € C®(E)
avec ulz = z, et soit p € C(M) tel que p(z) =0, dp(z) = ¢, alors oy (Pyz): By — Fy
est Uendomorphisme

1
o) (Pia)z = S P(p"u)ls.

FEzxemples 2.1.9. —
1. La dérivée extérieure d: QP(M) — QPFTL(M) est un opérateur différentiel d’ordre
k =1 et donc pour z € M, ¢ € C®(M) tel que p(z) =0, dp(z) =& € T (M)

et a € QP(M) nous avons

I(6) (d)a|z d(gOOé)|z
= dp(z) Aol + p(z)dals

= (Nalg.
2. Soit E un fibré vectoriel sur M, alors la dérivée covariante D: Q°(E) — QL(E)
satisfait pour ¢ € C*®(M), v € QO(E)
D(pv) = dp ® v+ ¢Dv,
alors
oy (Dv=~,®v.

3. Notons par §9: QPT1(M) — QP(M) I’adjointe formelle de la dérivée extérieure,
appelée aussi la codifférentielle. Dans le cas d’une variété riemannienne (M, g), la
métrique riemannienne ¢ induit un produit euclidien sur chaque fibre de AP(M),

7

identifiant T*(M) a T(M) par a(X) = g(cf, X). Ce produit sera désigné par (-, ).

par glag A---Nap, B A A fBp) = det(g(c! ,Bg)) ou ff est I'isomorphisme musical

L’adjointe formelle 69 par rapport a (-, -) est donnée par la formule suivante (voir

(Besse, 1987)) :

n

(5ga>(X1>"' aXP> = —Z(DEi‘)‘)(ei)Xlr T vXP)

i=1
ou DY est la dérivée covariante associée & la métrique g, (e;)i=1.. » est une base

locale orthonormale de champs de vecteurs, oo € QP(M) et X; € T(M).
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Nous avons alors 0¢(69)(e) = —tegex ot ¢ est la contraction de « par ¢! avec
EeTr(M)\ {0}. En effet, si a € QP(M), p € C®°(M),
09 (po)( Xy, -+ Xpor) = —ZDei(wa)(equr" » Xp-1)
= @8 (a)(X1, -+, Xp1) = Y a(Deo)(es, X1, Xpo1)
(@)(X1, -+, Xpo1) = > al(Desp)es, X1, -+, Xpo1)
= 9 () (X1, Xpo1) — oD (Dep)en, X1, Xp-
(@)(

2~
—
~—

= @0%a) (X1, -, Xpo1) — (tagra)(X1, -+, Xpoi)
donc
0 (pa) = p¥(a) — typma,
d’ol o) (09)(a) = —tgcv.
En fait, plusieurs propriétés d’un opérateur différentiel dépendent seulement de lordre
le plus élevé de dérivation apparaissant dans 'opérateur. Le symbole principal est un

outil algébrique invariant qui permet de s’y référrer. Le symbole a plusieurs propriétés

algébriques évidentes mais utiles :

L o (P+ Q;z) = 0¢(P;x) + 0¢(Q; ).
2. 0()(PQ;z) = 0¢(P;x)o¢(Q; ).
3. o) (P*;2) = (—1)*o¢(P; )" ('adjointe hermitienne de o¢(P;x)).

2.2 Opérateurs elliptiques

Définition 2.2.1. — Un opérateur différentiel linéaire P est appelé elliptique si pour
tout & € T;(M), & # 0 Uapplication oey(P): E; — F, est un isomorphisme (en
particulier, dim B, = dim Fy). On dit que P est un opérateur elliptique.

Exemples 2.2.2. —
1. Soit U un ouvert de R™ et soit {’opérateur de Laplace

A:UxC — UxC

(v, ur) = (Aug, o, Ay
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_ 8%, 92,
avec Au; = —(E%l +o+ 57

-

o,

Si &= (&1, ,6n) € T (R™)\ {0}, alors o5 (P) = .

0 0 e
7=1 -

Nous avons que pour tout & € T (R™)\ {0}, o¢(P) est un isomorphisme et donc

A est un opérateur elliptique.

. Le laplacien riemannien : Soit d: QP(M) — QPY(M) la dérivée extérieure sur
les p-formes sur une variété riemannienne (M,g). Notons par §9: QPHL(M) —
QP(M) la codifférentielle définie dans l’exemple (2.1.9), le laplacien riemannien

A9 QP(M) — QP(M) est défini comme suit :
A9 = dé9 + 6%d.

C’est un opérateur elliptique. En effet, nous avons que le symbole du Laplacien

riemannien pour o € Q5(M) :

O (A7 +8%d)(a) = —Enu,0—ig(Ena)

= —{Ago— (Ao - (- A ga

—EN L 0 - P+ €N Lehox
= —l¢fe
Ainsi, 0¢y(d69 + 69d) est un automorphisme de (M) pour tout & € Ty (M)\ {0}

et donc le Laplacien riemannien est un opérateur elliptique.

. L’opérateur de Cauchy-Riemann est donné par Pu = du = %(% + za%)u =0.

Le symbole principal associé est

0(6)(9) = B(fl + if?)}

Nous déduisons que O est un opérateur elliptique.
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4. L’opérateur de Beltrami : Soit M une variété réelle lisse de dimension 2.

Une métrique riemannienne s’écrit localement dans une carte (U, ¢) comme

gV = E(z,y)de ® de + 2F (z,y)(dz ® dy + dy ® dz) + G(z,y)dy ® dy

avec EG — F? > 0.

L'opérateur de Beltrami intervient dans le probléme classique de I’existence des
coordonnées isothermes u = u(x,y) et v = v(z,y), pour lesquelles la métrique
prend la forme

QU = f(u,v)(du® du + dv ® dv)

avec f > 0, il suffit de résoudre

Ls=0
ou s(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) et L 'opérateur de Beltrami donné par

2] el el 2]
0 (P - 25) ;i (£ -c%)
Oy (EG — FQ)% Ox (EG — FQ)%

alors
g+Le - 2Leg 0

o(e)(L) =
0 &+ L6 - Leg

Si

2
1 F {2
GE + E&y — 2F616 = | (£G)2€; — EG - FH(—2+)2=0
{1 + Eé2 &1 (( )26 (iG)%&) +( )((iG)E)

alors nécessairement ¢; = &3 = 0. Donc, 'opérateur de Beltrami est un opérateur
elliptique.

Remarques :

1. L’opérateur P est elliptique sous-déterminé en x (plus de composantes que d’équa-
tions) si o(¢)(P; z) est surjective pour tout § € T (M) \ {0}. Nous avons que PP~
est elliptique en «.

2. L’opérateur P est elliptique sur-déterminé en z (plus d’équations que de compo-
santes) si o) (P;x) est injective pour tout £ € T(M) \ {0}. Nous avons que P*P

est elliptique en z.



16

Définition 2.2.3. — Pour un opérateur différentiel non-linéaire P, sa linéarisation en
u est l'opérateur linéaire

d
Py = E(P(u + tv))]s=0-

Définition 2.2.4. — Un opérateur non-linéaire est elliptique en (z,u) (elliptique en x

pour la fonction w) si sa linéarisation en u est elliptique en x.

Fremples 2.2.5. —

1. Reprenons l'exemple (2.1.4) ou la courbure de Gauss K(z,y) est introduite par

L(u) = Uggyy — u?

5y — K(z,9)(1 4+ u2 + v2) = 0. La linéarisation de L en u est

P = uyyVzg — 2Ugy sy + Uz Vyy + termes d’ordre inférieur (2.2)
Nous pouvons déduire, & partir de (2.2), que L est elliptique précisemment aux
points ot K(z,y) > 0.
2. Soit I'équation
Ulgzy + Uyy = 0.

Sa linéarisation en u est
Pv = uvz, + vyy + ugev =0,

en un point z,
o6 (P) = [ug? + €2
Ainsi, P est elliptique si « > 0, mais il ne l'est pas si u < 0 et donc u(z) =1 est
une solution elliptique tandis que u(z) = —1 est une solution non-elliptique.
Théoréme de Malgrange 2.2.6. — Soit P un opérateur différentiel elliptique linéaire
d’ordre 2. Supposons qu’ en un point x € M, la section ®q vérifie P(®o)(z) =0 (Pg est
appelée ausst une solution infinitésimale), alors pour tout € > 0 1l existe un voisiange

Ue de = et une solution ®. telle que ||®e — ®ol|p2ra < € (0U ||| est la norme de Hélder

de C*T(U.)).

Le théoréme de Malgrange fait interveinr l’espace de Hélder C*1*(U) qui est un espace

complet relativement a la norme ||.||;m+.. Rappelons la défintion de cet espace.
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Définition 2.2.7. — Soit U C R™ et 0 < a < 1. Nous disons que f: U — R est

Holder continue d’ordre « si -

o L@ =T
zye U |$ - y|
zFy

Soit k € N, on désigne par CoT*(U) l'ensemble des fonctions sur U, d valeurs réelles,
dont les dérwées d’ordre < k sont Holder continues d’ordre o. Cet espace de Banach est

muni de la norme :

1fllgere = > sup [Dif(2)|+ Y sup |D*f(=z) — D' f(w)

i<k e

La preuve du théoréme de Malgrange (Malgrange, 1972) utilse la notion de solution
fondamentale d'un opérateur différentiel linéaire. En fait, une solution fondamentale d’'un
opérateur L & coefficients constants est une distribution K sur R™ telle que LK = dp,
ou Jp est le point de masse & 'origine c’est a dire dp vaut 1 en O et zéro sinon. Rappelons
qu’on appelle distribution toute fonctionnelle linéaire continue sur Cg°(U) ot U est un
ouvert de R et C§°(U) I’ensemble des fonctions C°°(U) & support compact. Notons par
DU) = {f e C®U) | IK compact, K C U, supp(f) = K} = U D (U) on

K CU compact
Dr(U) = {f € C=°U) | supp(f) = K}. La topologie sur D(U) est la topologie limite

inductive stricte sur les Dk (U) alors que la topologie sur D (U) est donnée par les

normes :

d:Dg(U) — R

f +— d(f) = supsup|D“f(z)].

la|<rzelU

Théoréeme de Malgrange—FEhrenpreis 2.2.8. — Soit
L= cuD"
|l <k
un opérateur différentiel linéaire & coefficients constants. L posséde alors une solution

fondamentale.
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Le principal outil utilisé, pour prouver ’existence locale d'une solution fondamentale, est
la transformée de Fourier. Elle va nous permettre de définir une solution fondamentale

mais nous devons d’abord introduire les espaces L”.

Définition 2.2.9. — Soit p un réel > 1 et U un ouvert de R™. L’ensemble des fonctions
Lebesgue mesurables sur U a valeurs complezes, tel que |f|F est intégrable, forme un
espace vectoriel. Le quotient de cet espace par le sous espace des fonctions nulles presque

partout est un espace de Banach, noté LP(U), relative & la norme

171 = ([ 1760 dx)%.

Remarques :

1. L*®(R™) est I’ensemble des fonctions mesurables qui sont bornées a ’extérieur d’un

ensemble de mesure nulle.

2. Sip=2et f,g € L*(U), nous posons

(fr0)pe = /U f(2)g(@)d.

L%(U) est un espace d’Hilbert relatif 4 ce produit scalaire.

Définition 2.2.10. — Soit f € L*(R™). La transformation de Fourier ]7 de f est
défint par
flo) = [ emmieosaas

0’0‘62 (613"' ag'ﬂ) et <I7€> :x1€1++x'ﬂ€'ﬂ

Avant de donner la preuve du Théoréme de Malgrange—Ehrenpreis (Folland, 1995), nous
aurons besoin de la proposition suivante qui est une propriété importante de la trans-

formée de Fourier ainsi que la formule d’inversion.

Proposition 2.2.11. — Si f € C§P(R™), alors

fla) = [ a0 fieyie
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Proposition 2.2.12. — Si f € LY(R™) a un support compact, alors fpeut étre pro-

longée & une fonction holomorphe entiére sur C*. Si f € C°(R™), alors f(§) décroit

rapidement quand |Re(§)| — oo et |Im(§)| reste bornée.

Maintenant, nous pouvons donner une preuve du théoréme de Malgrange-Ehrenpreis :

Démonstration. Nous définissons une fonctionnelle linéaire K sur Cg°(R™) par

_ F8
(K, f) = /R /% o P (2.3)

tel que pour chaque & fixé avec & = (€1, ,&n—1) € R* !, nous considérons P(£) =

P(E,€) = Y ca(2mi€)® comme un polyndéme en une seule variable complexe &,. Le
|l <k

probléme avec (2.4) est que le polynéme P a des zéros, alors f/P n’est pas une fonction
localement intégrable malgré que fpeut étre prolongée & une fonction holomorphe entiére
sur C" puisque f € C§°(R™). Pour que I'intégrale ait un sens, nous allons déformer le
contour de 'intégration et ainsi éviter les zéros de P et c’est ce que la fonction ¢ nous
le permet de faire. En effet, soit A1(£),- -+, Ac(&') les zéros de P(§), nous introduisons

la fonction ¢ dont l'existence est garantie par le lemme suivant :

Lemme 2.2.13. — Il existe une fonction mesurable ®: R*~! — [k, —k| tel que pour
tout & € R,
min {|®(&") = Sm(N(€))] : 1 <j <k} >1

Maintenant, il faut voir que (K, f) est bornée et déduire ainsi que K est une distribution
(pour une application linéaire, la continuité est équivalente & &tre bornée). Pour cela,

nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2.14. — Soit g(z) un polynéme monique de degré k d’une variable compleze
z, tel que g(0) # 0. Sott Ay, -+, Ay les zéros de g. Il s’ensuit |g(0)] > (%)’C avec d =

min |A.
Si nous appliquons ce lemme a g(z) = P(¢',&, + z), nous obtenons que :

19(0)] = |P(§)] > 27% quand Sm(&,) = ¢(&").
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De plus, d’aprés la proposition (2.2.12), f(§) décroit rapidement quand |Re(€)| tend vers
oo et |Sm(¢)| reste bornée. Nous déduisons alors que l'intégrale converge absolument et

donc K est une distribution.

De plus,
ey = [ F-gyde
R™=1 JOm(6n)=3(¢")
N RGL:
Rn
= f(0) (par la formule d’inversion)
= (0, f).
Ceci achéve la preuve du théoréme de Malgrange-Ehrenpreis. O

Avec une solution fondamentale K, nous pouvons résoudre ’équation Lu = f non seule-
ment quand f € C§°(R™) mais quand f est une distribution quelconque & support
compact ; dans ce dernier cas, la solution u va étre une distribution. Il suffit de poser

u= K * f ol % est le produit de convolution défini par
fro@= [ fe-voway
avec f, g des fonctions localement intégrables sur R™. Ainsi,
Iu=LKxf=6xf=f
d’ou le corollaire suivant

Corollaire 2.2.15. — Si L est un opérateur différentiel linéasre o coefficients constants

et fe C§P(Q), i existe u € C°(Q) tel que Lu = f.

Nous utiliserons aussi dans la preuve du théoréme de Malgrange le théoréme des fonctions

implicites entre deux espaces de Banach, cf. (Jost, 1999).

Théoréme des fonctions implicites 2.2.16. — Soit f une application C' d’un

ouvert U de Fy x Eo dans F, avec Eq, Eo et F' des espaces de Banach. Si, en un point
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(a,b) € Ey x Ey, Uapplication f est différentiable en direction de Eo et la différentielle
(D2f)(a,b) dans cette direction est un isomorphisme, alors il existe une application ¢
de classe C! définie sur un ouvert Ujde Ey contenant ay & valeurs dans un ouvert U

de By contenant ag telle que pour tout (y1,y2) € U x Uz on ait

fly1,92) = fla,b) & y2 = é(y1)

et pour tout © € Uy on a

Dé(z) = — [Daf(z,(x))] " 0 D1 f(z, $(x))

Démonstration. Le théoréme des fonctions implicites est une conséquence directe du
théoréme d’inversion locale entre deux espaces de Banach. Ce dernier est une application
du théoréme du point fixe de Banach. En effet, si on considére f: 2 — F une application
C! entre deux espaces de Banach telle que f'(zo) est un isomorphisme avec g € E, nous
pouvons réduire notre probléme au cas ou F = F' et o = 0 et trouver par la suite une

boule B, (0) de rayon r > 0 et de centre 0 pour laquelle

gy: B-(0) — B.(0)

z — y+z—f(z), ye€B(0),

admet un point fixe. Ce point est précisemment la solution & 1'équation f(z) = y. Nous
obtenons alors un inverse local de f. Il reste & voir que cet inverse local est continu
et différentiable. Le théoréme d’inversion locale entre deux espaces de Banach est ainsi
montré.

Maintenant, nous allons chercher 4 utiliser le théoréme d’inversion locale pour montrer le
théoréme des fonctions implicites. Il faut alors construire une application différentiable
C1, de différentielle bijective.

Soit 'application

w:U — E xF

(w1,2) — (y1, fy1,92)),
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w est de classe C1 et
Dp(a,b)(h, k) = (h, D1f(a,b)(R) + D2 f(a,b)(k))

Nous pouvons voir que Dpu(a, b) est bijective. Nous pouvons alors appliquer le théoréme
d’inversion locale & p en (a,b). Ainsi, la fonction réciproque associe clairement & un
couple (zy, z2) un couple (3, ¢(z1, z2)) et en fixant =1, nous en déduisons le théoréme.

O

Maintenant que nous avons tous les outils, nous pouvons présenter la preuve du théoréme

de Malgrange.

Démonstration du théoréme 2.2.6. Le systéme P(u) = 0 s’écrit en coordonnées locales
dans un voisinage V' de 0 (sans perte de généralité, nous allons considérer 0 au lieu de
z) comme suit :
o%u du
; A5() g * zj: Bj(@) g, + Clo)u(z) = 0

La preuve du théoréme peut se décomposer en deux étapes :

1. Nous allons montrer d’abord que 'opérateur différentiel suivant
L) = Y As(0) g
= ;01 ;
est sujectif direct (il admet un inverse & droite linéaire continu) de C°+2(B) dans
C%(B) ou B € V est une boule fermée de R™ centrée en 0 (pour la norme eucli-
dienne, notée |.|).
Soit a € (0, 1) fixé et p une fonction € C§°(R™), & support compact dans 2%, avec
p = 1 au voisinage de B. Etant donné f € C%(B), soit f le prolongement de f

défini, pour z ¢ B, par
2
@) = ol (25

I
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ou 7 est le rayon de B . L’application f € C%(2B) est de support compact dans

[e]
2B. Nous obtenons ainsi, via p, un prolongement continue

o:C*(B) — C&(2B)

fe f

Soit K une solution fondamentale de L c’est a dire une distribution sur R™ telle
que LK = d.id ou 4 est de masse 1 en 0. Le produit de convolution avec K donne
lieu & une application continue Kx: C§(2B) — C**%(2B).

Soit i: C**%(2B) — C***(B) 'inclusion naturelle (par restriction), alors 'opéra-
teur inverse & droite de L noté par .S est défini par S =i 0 K % oo.

On conclut que 'opérateur L est surjectif direct de C?*%(B) dans C*(B).

. Maintenant, soit £ = S(C%(B)) c’est & dire I'image de S dans C?*%(B). Nous
allons montrer que E est un sous-espace complet de C?T%(B).

Soit (¢5)jes une suite de Cauchy dans E. Soit (7;);c la suite définie par S(v;) =
¢; pour tout j avec v; € C%(B). Montrons que (7;);jcJ est une suite de Cauchy.
L est une application k-lipschitzienne entre C?+%(B) et C*(B). Soit £ > 0, puisque
(¢5)jes est de Cauchy, il existe des entiers N, M tels que pour tousn > N, m > M

on a [|¢n — ¢mllc2+e < £. Nous avons que

[ = Ymlca = [IL0S(yn) = Lo S(ym)llca
L est k-lipschitzienne
= |[[L(¢n) — L(gm)ll e < kllgn = dmllgote
< k% =e.

La suite (vy;);eJ est une suite de Cauchy dans C*(B) qui est complet, alors la suite
(;);es converge disons vers y. L’espace C**%(B) est complet aussi, alors la suite
(¢;)jes converge dans C?+*(B) disons vers ¢. Nous affirmons que ¢ € E. En effet,

) S est c:ontinue S( lim ’Yn) — S(’Y) donc qﬁ = S(“/) c FE.
n—oo

¢ = lim ¢, = lim S(y,
n—oo n—o
Nous concluons alors que F est un espace de Banach et que L définit un isomor-

phisme entre E' et C*(B).
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Fixons maintenant B et considérons le systéme suivant
P(\IJ) + P(‘I)o) =0

ot &g est la solution infinitésimale. Soit € > 0, nous voulons trouver une solution W,
et un voisinage U, tel que ||\IJE||CQ+2(U6) < ¢, ainsi ® = ¥ .+Pg et U, sont la solution
et le voisinage dont le théoréme de Malgrange affirme D’existence. Considérons
I’application

w: [0,1] x E — C*%(B)

définie par

2
= Aij(tr)—— 5)3:13:1:] 2) + Y tBj(tz) 3—(z) + *C(ta) ¥(z) + Di(a).

i<j

Cette application posséde les propriétés suivantes :

— Elle est de classe C.

- ¢(0,0) = D(0) ou D(z) = P(dy)(x), alors ¢(0,0) =0

— La dérivéé partielle g{ﬂ(op Z A (0) 3755 ;I est surjective directe d’aprés la
premiére étape.

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe un § > 0 (6 < €) pour lequel

[t} < et Uy tel que [[Wyf|gataip) < 0.

Posons U.(y) = t?¥y(z) ot y = tx € B; = tB.

2

v, v 92V, _ 9%y -
Nous avons alors - <(y) = taz;( ), m(y) = m}‘j(f) d’ou [|[Vel[gasap,) <6

(en fait |t] << 1).
Aussi, la fonction U (y) satisfait

Aij By( )+ Cy)¥e(y) + D(y) =0
2 <ayzay] )+ @) ¥y) + D)

Ainsi, U, et By sont la solution et le voisinage recherchés.



CHAPITRE III

STRUCTURES COMPLEXES ET FORMES SYMPLECTIQUES
SUR UN ESPACE VECTORIEL

3.1 Espaces vectoriels symplectiques

L’exemple typique d’un espace vectoriel symplectique est I’espace R?™ avec la forme

antisymétrique non-dégénérée :

0 I
wo(Z, ) = (7)* (%) oa T = (21, ..., zon) € R?™ et I, Videntité sur R™
-I, 0

Plus généralement, un espace vectoriel symplectique est une paire (V,w) qui consiste d’un
espace vectoriel réel V de dimension finie, muni d’une forme bilinéaire antisymétrique
non-dégénérée w. Une transformation linéaire symplectique d’un espace vectoriel (V,w)
est un isomorphisme d’espace vectoriel ¥ : V. — V qui préserve la structure symplectique
dans le sens que :

V' = w,
ou (V*w)(v,w) := w(¥v, Yw) pour tout v,w € V.

Le théoréme suivant affirme que tous les espaces vectoriels symplectiques de méme di-

mension sont isomorphes.

Théoréme 3.1.1. — Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique de dimension 2n. I
existe alors une base {u1, -+ ,Un, V1, -+, Vn} telle que w(uj, ug) = w(vj, vx) = 0, w(uj,vg) =

5{ Une telle base est appelée une base symplectique. De plus, il existe un isomorphisme



26

d’espaces vectoriels U: R — V tel que U*w = wy.

Le complément symplectique d'un sous espace W C V' est défini comme le sous espace
WY ={veV|wlw) =0Vwe W}

Le complément symplectique n’est pas nécessairement transversal & W.

Définition 8.1.2. — Un sous espace W est appelé :
- isotrope si W C Wv,

coisotrope st W« c W,

symplectique st W NnW« = 0.

- lagrangien si W = W« £ 0.

Le lemme suivant montre que W est symplectique si et seulement si W% est symplectique.
Il montre aussi que chaque sous espace lagrangien a la moitié de la dimension de V et que
W est isotrope si et seulement si W est coisotrope. Pour plus de détails voir (McDuff

et Salamon, 1998).
Lemme 8.1.8. — Pour tout sous espace W C V

dimW +dimW¥ = dimV

Wee = W

Corollaire 8.1.4. — S5i V est un espace vectoriel réel de dimension 2n alors une forme
bilinéaire anti-symétrique w sur V' est non-dégénérée si et seulement si son

n-éme puissance extérieure est non nulle

Wr=wAAwF#D

Démonstration. Supposons d’abord que w est dégénérée. Soit v # 0 tel que w(v,w) =0
pour tout w € V. Maintenant, choisissons une base {vy,- - ,v2,} de V telle que v; = .
Nous avons alors w™(v1, -+ - ,v2n) = 0. Inversement, supposons que w est non-dégénérée.

Puisque w{ est une forme de volume, il en résulte que w™ # 0. O
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3.2 Le groupe linéaire symplectique

Les transformations linéaires symplectiques de (V,w) forment un groupe noté Sp(V,w).
Puisque tous les espaces vectoriels symplectiques de méme dimension sont isomorphes,
il suffit de considérer le cas ot V = R et w = wy. Dans ce cas, les éléments de

Sp(V,w) = Sp(R?™, wp) sont les matrices réelles ¥, d’ordre 2n, qui satisfont Ut Jo¥ = Jo

0 -I
ou Jyp = "1. Les matrices de déterminant 1 qui vérifient cette condition sont
I, 0

appelées des matrices symplectiques.

Nous pouvons identifier R?® avec C™ en posant z = (z;,1;). En effet, la multiplication
par Jo dans R?® correspond 4 la multiplication par ¢ dans C™. Avec cette identifcation,
le groupe linéaire complexe GL(n,C) est un sous groupe de GL(2n,R) et U(n) sous

groupe de Sp(2n). En effet, la représentation réelle de GL(n,C) est donnée par

-B
A+1iB —
B A

avec A+1iB € GL(n,C)
Lemme 3.2.1. —

Sp(2n) N O(2n) = Sp(2n) N GL(n,C) = O(2n) N GL(n,C) = U(n).

Démonstration. Pour une matrice réelle ¥ d’ordre 2n, nous avons les équivalences suivantes:

U € GL(n,C) & Uy = Jol
T € Sp(2n) & UL = J

U e O@2n) & U=1

N’importe quelles deux de ces conditions impliquent la troisiéme. Le sous groupe O(2n)N

GL(n,C) consiste des matrices

X
U= € GL(2n,R)
Y X
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qui satisfont X'Y = Y'X, X'X 4+ Y'Y = E,. Ceci est précisement la condition sur

U =X +1:Y pour étre unitaire. O

Notons que si P = P* € Sp(2n) est une matrice symétrique et définie positive, alors

P* € Sp(2n) pour tout o > 0.

Proposition 3.2.2. — Le quotient Sp(2n) oot contractile.
Un)

Démonstration. Chaque matrice ¥ € Sp(2n) peut étre décomposée d’une fagon unique
comme

U= PQ,

ol P est une matrice symétrique, définie positive et () est une matrice orthogonale. Nous
avons que

P = (012
est symplectique. L’application

a: Sp(2n) x [0,1] — Sp(2n)

(T,s) — (PTH~2T

est une rétraction de Sp(2n) dans U(n). O

Remarque : Le groupe unitaire U(n) est un sous groupe compact maximal de Sp(2n),

cf. (McDuff et Salamon, 1998).

3.3 Structures complexes

Une structure compleze sur un espace vectoriel réel V' est un endomorphisme linéaire
J:V =V tel que J2 = —I ou I est l'identité sur V. Muni d'une telle structure J,
I’espace vectoriel réel V' devient un espace vectoriel complexe ou la mltiplication par

1= +/—1 correspond a l’action de J :

(a+ib,v) — av+bJv
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En particulier, V' est de dimension paire.
Réciproquement, soit V' un espace vectoriel complexe de dimension complexe n et J

I’endomorphisme linéaire de V' défini par :
JX =iX, XeV

Si nous considérons V' comme un espace vectoriel réel de dimension réel 2n, alors J est

une structure complexe sur V.

Proposition 3.3.1. — Soit J une structure complexe sur un espace vectoriel réel de di-

menston 2n. Il existe alors des vecteurs Xq,- -+, X, de V tels que { X1, -+, X, J X1, -+, J Xy}

est une base de V.
Soit C™ I’espace vectoriel complexe. Si on pose
Zk:$k+iyk7 $k>yk€R7k:17”'7n

alors C™ peut étre identifié avec I'espace vectoriel réel R?®. L’identification de C™ avec

R?" est faite par la correspondance (21, -+, 2,) — (T1,- -, Tn, Y1, ,Yn). La structure

complexe de R?® induite par celle de C™ envoie (21, , Zn, Y1, > Yn) = (Y1, ", ~Yn, T1, " -

et elle est appelée la structure compleze canonique de R**. En termes de la base cano-

nique de R?", la structure complexe est donnée par la matrice

ou I, est la matrice identité d’ordre n. L’espace des structures complexes sur V' est noté

par J(V).

Proposition 3.3.2. — Soit V un espace vectoriel réel de dimension 2n et soit J €
J(V). Il existe alors un isomorphisme d’espaces vectoriels U: R** — V' tel que UJy =

JU.

Démonstration. Soit V° la complexification de V' et notons par £ = ker(I +4J) =

Jm(I FiJ) les espaces propres de J. Alors V¢ = ET @ E~ et donc dimec BT = n.

, L)
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Choisissons une base w; = u; +1iv;, j = 1,...,n, de ET. Les vecteurs ui, ..., un, V1, ., Un

forment alors une base de V et
Ju]' = —vy, JU]' = Uy
La transformation recherchée ¥ : R?® — V est donnée par
n
V¢ = (&u; — myv5)
j=1

pourC:(ﬁl,---,§n,771,---,77n). O

Maintenant, nous pouvons se demander & quoi ressemble I’espace J (R?").

Proposition 3.3.3. — L’espace J (R?") est difféomorphe & l’espace homogéne %LT((Q—?-:—;CRT).

Cette espace a deus composantes. La composante J¥(R?™) qui contient Jo est difféo-
+ : .

morphe & l'espace homogeéne %)— et équivalent par homotopie G %. (C’est l’es-

pace de toutes les structures sur R®" avec une orientation fize. Dans le cas ot n = 2,

cette espace est équivalent par homotopie ¢ S°.

Démonstration. Soit ’application

I': GL2n,R) — JR™

A - ATLJA

Cette application est surjective par la proposition (3.3.2). Le noyau consiste de toutes
les matrices qui commutent avec Jq en conséquence GL(n,C). L’espace J (R?"), identifié
a l'espace homogéne GGLL(—(%Z’R%, a donc deux composantes distinguées par le déterminant
+1. Les autres affirmations sont des résultats connus dans la théorie d’homotopie, cf.

(Dubrovin, Fomenko et Novikov, 1986). O

Soit V' un espace vectoriel réel et V* son espace dual. Une structure complexe J sur V

induit une structure complexe sur V*, notée aussi J, comme suit :

Ja(X) = —a(J X), VX eV,acV*
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Soit V' un espace vectoriel réel de dimension 2n avec une structure complexe J et V¢ la
complexification de V' c'est a dire V¢ = V Qg C. J est alors étendue d’une facon unique
a un endomorphisme complexe linéaire de V¢, qu’on note aussi J, satisfaisant aussi la
propriété J2 = —I ou I est Iidentité sur V. Les valeurs propres de J sont 4 et —i. On
pose :

VIO — (7 ecve Iz =17y, VO ={ZecV%JIZ=—-iZ)}
nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 3.3.4. — Soit V un espace vectoriel réel de dimension paire et J une

structure compleze sur V. Soit V¢ =V @r C alors

1L VIO = (X —iJX; X € V}et VOl = (X +iJX; X € V)
2. V:Vl’o@vo’l

3. La conjugation compleze dans V¢ définit un isomorphisme linéaire réel entre V1.0
et VOl ou la conjugation compleze dans V° est I’endomorphisme linéaire réel défini
par :

Z=X+4iY -Z=X-4iY, XYeV

Soit V* l'espace dual de V. Sa complexification V*¢ est I'espace dual de V¢. Nous obte-
nons alors la décomposition en somme directe par rapport aux valeurs propres ¢ de la

structure presque-complexe J sur V*
V*=Vio+ Vou
Nous déduisons alors la proposition suivante :

Proposition 3.3.5. —
1. Vip={aeV* J*a=—ia}
2. Vop ={acV* J'a=1ia}
X . pg
L’espace tensoriel V¢ (respectivement ) V*°) peut étre décomposé en une somme

directe de produits tensoriels d’espaces vectoriels dont chacun est identique a V10 ou
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4 VOl (respectivement Vio ou Vo 1). En particulier, les algébres extérieures AV;g et
NVo,1 peuvent étre considérées comme des sous espaces de AV*¢ d’une maniére trés
naturelle : notons par AP7V*¢ le sous espace de AV*¢ engendré par a A3, ou o € APV) ¢

et 8 € ATV 1. Nous déduisons alors la proposition suivante
Proposition 3.3.6. — L’algébre extérieure NV*¢ peut étre décomposée comme suit
n
AV*E = Z/\TV*C> ATV *C — Z APT/ ¢
r=0 ptg=r

La conjugation complexe dans V*°, étendue d’une maniére naturelle & AV*¢, donne un

isomorphisme linéaire réel entre NPIV*C et ANDPV ™€,

Si {Z1, -, 2} est une base de espace vectoriel complexe V; g, alors {Z7,---, Z,} est
une base de Vg1 et Pensemble des éléments Zj, A - A Zj, A Zp A ANZg, 1 < ) <

o<y <netl <k < - <k; <n, forment une base de APIV*¢ gur C.
Ip q )

Un produit scalaire hermitien sur un espace vectoriel réel V muni d’une structure com-

plexe J est un produit scalaire h tel que :
h(JX,JY)=h(X,Y), XY eV
Par conséquent, h(J X, X) = 0 pour tout X € V.

Proposition 8.8.7. — Soit h un produit scalaire hermitien sur un espace vectoriel
réel V de dimension 2n muni d’une structure complexe J. Il existe alors des éléments
X1, , Xy de V tels que { Xy, , Xn,J X1, -+, J Xy} est une base orthonormale de

V relativement au produit scalaire h.

Démonstration. Nous allons utiliser I'induction sur la dimension de V. Si X7 un vecteur
unitaire, alors {Xi, JX1} est orthonormal. Soit W le sous-espace engendrée par X et
JX et soit W+ son complément orthogonal tel que V = W 4+ W+, Nous avons alors
que W+ est invariant par J. Par I'nypothése d’induction, W+ a une base orthonormale

de la forme {Xo, -+, Xy, J X9, -+, JX,}. O
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Si hg est le produit scalaire canonique dans R?® c’est a dire le produit scalaire pour lequel
la base naturelle de R?™ est orthonormale, alors hg est un produit scalaire hermitien

relatif & la structure complexe canonique Jo de R?® dans le sens que

ho(JoX, JoY) = ho(X,Y), VXY € R?™

Proposition 3.3.8. — Il y a une bijection naturelle entre l'ensemble des produits sca-

laires hermitiens dans R®® relatifs & la structure compleze canonique Jo et l'espace ho-

mogene SEC) - Cette correspondance est définie par un élément S € GL(n,C) qui
9 U(n)

correspond au produit scalaire scalaire hermitien h défini par
h(X,Y) = ho(SX,SY), X,Y cR¥™

ot ho est le produit scalaire hermitien canonique de R?™.

Démonstration. Un élément S de GL(n,C) envoie un produit scalaire hermitien h de

R?" (relaitf & Jo) en un produit scalaire hermitien A’ comme suit :
W(X,Y)=h(SX,SY), X,YcR» (3.1)

(Remarquons que le groupe GL(n,C), considéré comme un sous-groupe de GL(2n,R),
agit sur R?*). Nous considérons GL(n,C) comme un groupe de transformations agissant
sur 'ensemble des produits scalaires hermitiens dans R?” (relatif & .Jp) de la maniére
décrite en (3.1). Il suffit de montrer que cette action est transitive et que le sous-groupe
isotrope de GL(n,C) en hg est U(n). Etant donné deux produits scalaires hermitiens
h et k' de R?®, par la proposition (3.3.1), il existe deux bases orthonornales de R?" :
{er, -+ ,en, Joe1, -, Joe, } relatif a het {e], - e, Joey, -, Joel, } relatif a h'. L’élé-

ment de GL(2n,R) défini par :
Se;czek, S']Oe;c:-]Oek; k;:l,... M

est un élément de GL(n,C) et envoie h en A, ceci prouve la transitivité de 1’action. Le
sous-goupe isotrope de GL(n,C) en Jy est évidemment l'intersection GL(n,C)NO(2n) =
U(n). O
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Proposition 3.3.9. — Soit h un produit scalaire hermitien sur un espace vectoriel
réel V. muni d’une structure compleze J. Nous avons que h peut étre étendu d’une
maniére unique & une forme bilinéaire symétrique, noté aussi h, de V¢, et satisfaisant

les conditions suivantes :
1. h(Z, W) = Wz, W).
2. MZ,2) >0 VYZ #£0eVe
3. h(Z,W)=0 VZec V0 We VOL
Inversement, chaque forme bilinéaire symétriqgue compleze h sur V¢ satisfaisant les

conditions 1, 2 et 3 est l'extension naturelle d’un produit scalaire hermtien de V.

A chaque produit scalaire hermitien h sur V relativement & une structure complexe .J,

nous lui associons un élément ¢ € A2V* comme suit :

o(X,Y)=h(JX)Y), X YeV

Nous pouvons vérifier que ¢ est anti-symeétrique

fl

(Y, X) h(JY,X) = h(X,JY) = h(JX, J?Y)

= —h(JX)Y)=—p(X,Y)

Aussi, on peut voir que ¢ est aussi invariante par J. Puisque A2V* peut étre considéré
comme un sous-espace de A2V*¢ ¢ peut étre considéré comme un élément de A2V*¢. En
d’autres mots, @ est étendue d’une maniére unique a une forme bilinéaire anti-symétrique

sur V¢, notée aussi par . Nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 3.3.10. — Soit ¢ une forme bilinéaire anti-symétrique sur V¢ associée

au produit scalaire hermitien h de V. Alors p € ABLV*€,



3.4 Structures complexes calibrées

Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique. Une structure complexe J € J (V) est dite
calibrée par w si

w(Jv, Jw) = w(v,w), YovweV (3.2)

wv,Jvy>0, YwveV,uv#£0. (3.3)

L’espace de toutes les structures complexes calibrées par w est noté par J(V,w).
Nous avons déja remarqué qu’un produit scalaire hermitien induit une 2-forme anti-
symétrique non-dégénérée qui calibre la structure complexe. Maintenant, étant donné

(V,w) un espace vectoriel symplectique et une structure complexe J calibrée par w alors
9(v,w) = w(v, Jw)

définit un produit scalaire (g est symétrique et définie positive) sur V. De plus, g est J-
invariante c’est & dire g(X,Y) = ¢(JX,JY) VX,Y € V. Aussi, la forme h: V xV = C
définie par

h(v,w) = w(v, Jw) + iw(v,w)

est un produit scalaire hermitien sur (V,J). Dans ce cas, V est considéré comme un
espace vectoriel complexe avec la structure complexe donnée par J.

Nous allons montrer que ’espace J(V,w) est un espace contractile.
Proposition 3.4.1. — J(V,w) s’identifie naturellement avec l’espace des matrices
symplectiques, symétriques et définies positives.
Démonstration. Nous pouvons supposer que V = R?? et w = wp. Une matrice J € R*"
est une structure complexe compatible si et seulement si

JP=—1, (32)= J'JoJ = Jo, (3.3) = (v,—JoJv) >0V v#0
ou (-, -) est le produit scalaire euclidien. Les deux premiéres identités impliquent que

(JoJ)t = =T Iy = JHJoJ? = JoJ
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Ainsi, P = —JpJ est symétrique, définie positive et symplectique. Inversement, si une
matrice P a ses propriétés, nous pouvons vérifier que J = —JO‘IP € J(R?,wp). Par

conséquent, d’aprés le lemme (3.2.2), J(V,w) est contractile. O



CHAPITRE IV

STRUCTURES PRESQUE-COMPLEXES CALIBREES SUR UNE
VARIETE SYMPLECTIQUE

4.1 Variétés presque-complexes

Soit M une variété réelle C*° de dimension 2n. Une structure presque-compleze J sur
M est un champ lisse d’endomorphismes du fibré tangent TM tel que J2 = —I, ot I
dénote la transformation identité. Si une telle structure J existe sur M, alors (M, J) est

dite une variété presque-compleze.
Soit g une métrique riemannienne sur M. Nous disons que J et ¢ sont compatibles si
9(X,Y)=9(JX,JY), VXY eT(M). (4.1)

Nous disons alors que (M, g, J) est une variété presque-hermitienne. Nous pouvons alors
définir la 2-forme fondamentale w € Q*(M), ot QP(M) désigne 'espace des p-formes
réelles sur M, par

w(X,Y) = g(JX,Y), VXY eT(M).

Cette 2-forme est non-dégénérée et donc (par le corollaire (3.1.4)) w™ # 0. En fait, la
non-dégénérescence de w signifie que chaque espace tangent (7, (M),w;) est un espace
vectoriel symplectique. Notons aussi que w™ définit une orientation sur M. Or, toute
variété presque-complexe a une orientation naturelle car GL(n,C) C GL*(2n,R). Sur

une variété presque-hermitienne, ces deux orientations coincident.

Une 2-forme non-dégénérée w et une structure presque-complexe J sont dites compatibles
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si
w(X,Y)=w(JX,JY), VXY eT(M)

et

W(X,JX) >0, YX#0eT(M).

Nous pouvons alors définir une métrique riemannienne g par
g X,Y)=w(X,JY), VX,YeT(M).

Par définition, g satisfait aussi (4.1).

Une 2-forme non-dégénérée w et une métrique riemannienne g sont dites compatibles si
$w)? = -1

ou ¢: T*(M)YRT*(M) — End(T(M)) est 'isomorphisme défini par ¢g; dans ce cas
J = ¢(w). Rappelons que nous pouvons identifier T(M) avec T(M) avec une forme

bilinéaire non-dégénérée h; en effet, nous avons les isomorphismes musicaux suivants :

T(M) — TI(M)
so - sh avec sp(s) = h(so,s)
THM) — To(M)

so = (s5)! avec s(s) = h((s5)",s)
En somme, nous avons les définitions suivantes :

Définition 4.1.1. —
1. Une 2-forme non-dégénérée w et une structure presque-compleze J sont compatibles
51
w(X,)Y)=w(JX,JY), VXY eT(M)
et
w(X,JX)>0, VX#0eT(M).

w induit alors une métrique riemannienne g définie par g(-,-) = w(-, J).

La structure (J,w, g) est dite une structure presque-hermitienne.
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2. Une métrique riemannienne g et une structure presque-compleze J sont compatibles
st

g(X,Y)=g(JX,JY), VX,Y eT(M).

g wnduit la 2-forme fondamentale w définie par w(-,-) = g¢(J-,-). La structure

(J,g,w) est dite aussi une structure presque-hermitienne.

3. Soit (J, g,w) une structure presque-hermitienne. St w est fermée c’est & dire dw =

0, alors (J,g,w) est dite une structure presque-kihlérienne.

4. Si une 2-forme non-dégénérée et fermée w (appelée aussi une forme symplectique)
et une structure presque-compleze J sont compatibles, alors nous disons que J est
calibrée par w.

5. St une forme symplectique w est J-invariante ¢’est ¢ dire w(-,-) = w(J-, J-) et que
la métrigue induite n'est pas riemannienne (elle est pseudo-riemannienne), alors

nous disons que J est faiblement calibrée par w.

6. Si une métrique riemannienne g est compatible avec une forme symplectique w,

alors nous disons que g est calibrée par w.

Ainsi, il existe une bijection entre les 2-formes non-dégénérées compatibles avec J et
les métriques riemanniennes compatibles avec J. Etant donné une structure presque-
complexe J, choisissons une métrique riemannienne g sur M et définissons la métrique

riemanneinne suivante
1

Nous pouvons vérifier alors que h et J sont compatibles : h est une métrigue hermitienne
sur M et elle induit une 2-forme non-dégénérée compatible avec .J. Nous déduisons alors

a partir de cette remarque et de la proposition (3.4.1) la proposition suivante

Proposition 4.1.2. — Soit M une variété de dimension 2n.

1. Pour chaque 2-forme non-dégénérée w sur M, il existe une structure presque-
compleze J qui est compatible avec w. L’espace J(M,w) de telles structures presque-

complezes est contractile.
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2. Pour chaque structure presque-compleze J sur M, il existe une 2-forme non-

dégénérée w compatible avec J. L'espace de telles formes est contractile.

Remarquons aussi qu’une structure presque-hermitienne (J, g) sur une variété correspond

a la réduction du groupe de structure du fibré tangent 7'(M) de GL(2n,R) a U(n).

. . . a . 2 +

Ainsi, les structures presque-hermitiennes correspondent a des sections du fibré %
GL* (2n,R)
Sp(

(I'orientation est fixé) qui est homotpe au fibré des 2-formes non-dégénérées 5

ainsi qu’a CL*(2nR) dont les sections correspondent aux structures presque-complexes
4 GL(n,0) p presq p

S50(2n) ST
Uiy Donc, pour savoir s’il

(proposition (3.3.3)) qui est équivalent par homotopie &
existe une structure presque-hermitienne sur une variété orientée M donnée, il suffit de

prendre une métrique g sur M et se demander si le fibré associé %((an) admet une section

non nulle.

Ceci est un probléme topologique subtil et ce ne sont pas toutes les variétés orientées
de dimension paire qui admettent une structure presque-complexe. Par exemple, nous
savons que S? et S® sont les seules sphéres qui en admettent (Husemoller, 1974). En fait,
toutes les hypersurfaces orientées de R? et R” admettent une structure presque-complexe
induite par le produit vectoriel dans R? et R”. Les produits vectoriels n’existent dans

aucun autre espace euclidien & ’exception de R.

Exemples 4.1.83. —

1. Soit une hypersurface orientée S — R3. Soit v: .S — R3 'application de Gauss
qui associe a chaque point x € S le vecteur unitaire normal dirigé vers ’extérieur

v(z) L T,(S). La structure presque-complexe J est donnée alors par la formule
Jru=v(z) X u
Soit la 2-forme non dégénérée w € Q2(S) définie par

wr(v,w) = (Jpv,w)
= (v(z) xv,w)

= (v(z),v x w)
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ot {-,-) est la métrique riemannienne sur S induite par celle de R*. Nous pouvons

vérifier alors que w est compatible avec J.

2. De la méme maniére, le produit vectoriel dans R” induit sur tout point z d’une
hypersurface orientée S — R” une structure presque-complexe. En particulier sur
S8 une structure presque-complexe est construite 3 partir des nombres de Cayley,

cf. (McDuff et Salamon, 1998).

Remarque : Une structure symplectique sur une variété lisse M est une 2-forme non-
dégénérée fermée w € Q?(M). (M,w) est dite alors une variété symplectique et w une
forme symplectique. L'exemple le plus simple d’une variété symplectique est R?™ avec la

forme symplectique canonique w®" = dx; Adxg + - - + dzgn 1 A dzoy.

Définition 4.1.4. — Un symplectomorphisme d’une variété symplectique (M,w) dans
une variété (N,w') est un difféomorphisme V: M — N qui préserve la forme symplec-

tique w = V*w'. Nous disons que w est symplectomorphe a w'.

Si w est localement symplectomorphe & w®" alors dw = 0. L'inverse de cette affirmation

est donnée par le théoréme de Darboux, voir (McDuff et Salamon, 1998).

Théoréeme de Darboux 4.1.5. — Chaque forme symplectique w sur M est localement

symplectomorphe a la forme canonique w ™.
Soit (M, J) est une variété presque-complexe. Par la proposition (3.3.4), nous avons
TYM) =T(M)®r C =T (M) ® TOH( M) (4.2)

o THO(M) et TO1 (M) sont les espaces propres de J correspondant aux valeurs propres
1 et —1 respectivement. En effet, si X € TC(M), alors X190 et X% sont les composantes

de X dans la décomposition (4.2) avec

XM= (X —iJX) et X0 = (X +4JX).

1 1
2 2
Par la décompostion (4.2), T*(M)QgrC = AM(M)@ASY (M) ot ALY (M) est 'annulateur
de T%Y (M) et A®H(M) est 'annulateur de T5°(M). Nous définissons AP4(M ) est I’espace

engendré par les produits extérieurs des éléments de AP(AMC(M)) avec des éléments de
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AN(AOL(M)). Puisque AP9(M) est le conjugué a AYP(M), AP9(M) @ AP (M) et APP(M)
sont alors tous les deux des complexifications d’espaces vectoriels réels notées [AP9(M)]
t [APP(M)] respectivement. En général, nous notons I'espace vectoriel réel sous-jacent
d’un espace vectoriel complexe V' par [V] et si V est la complexification d'un espace
vectoriel réel W, nous notons alors [V] = W. Par exemple, [C] = R®R et [C] = R.

Nous avons les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

AZE (M) = k:1 H/\Qk_p’p(M)H ® [Akvk(M)}
/\2k+1 é H/\Qk-i-l PP(M )H

Chacun des espaces vectoriels se trouvant & droite est irréductible sous l'action de
GL(n,C) (qui est le groupe de structure d’une variété presque-complexe).
Soit (M, J) une variété presque-complexe. Le fibré vectoriel des 2-formes réelles A?(M)

s’écrit comme une somme directe
/\Q(M) — /\inv(M) fa /\anti(]v[)

oil A" (M) (respectivement A®™(M)) est le fibré vectoriel des 2-formes J-invariantes
(respectivement J-antivariantes). Rappelons que w € Q%(M) est dite J-invariante si
w(JX,JY) =w(X,Y) alors qu'elle est J-anti-invariante si w(JX,JY) = —w(X,Y). La

complexification de ces fibrés vectoriels réels nous donne les isomorphismes suivants :
A (M) = [NMH(M)], A = (A3 (M)

Remarque : Nous remarquons, qu’en général, pour une variété presque-complexe M de
dimension n = 2k, dim A2(M) = M , dim APV (M) = k2 et dim A" (M) = k(k—1).

Une variété presque-complexe posseéde aussi les propriétés suivantes

Proposition 4.1.6. — Si a € QP9(M) lespace des formes de degré (p,q) sur une

variété presque-complexe, alors

da € QOp—Llg+2 ® Opatl ® QOPtly D Qpt2.4-1
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Lemme 4.1.7.— Soit (w,J,g) un triplet de structure presque-hermitienne sur une

variété M, alors pour tous X,Y,Z € T,(M) nous avons que :

1. (D% J)J + J(D%J) = 0.
2. (DYDY, Z) + (Y,(D% ))Z) = 0.

3. La 3-forme dw € Q3(M) est donnée par

dw(X,Y,2) = (D% )Y, Z) + ((D%’,J)Z,X> +{((DNHX,Y)
ot DY est la dérivée covariante associée 4 la métrique g.

Démonstration. La premiére affirmation découle en différentiant J? = —Id. La deuxiéme
est déduite en différentiant 'identité (JY,Z) + (Y, JZ) = 0. La troisiéme résulte de
I'identité suivante :

dw(X,Y,7)= o

1§ D@ (Y, 2)) +w (X, Y], 2)).

ou o est la permutation cyclique. O

4.2 Structures presque-complexes intégrables

En général, étant donnés deux tenseurs T et .S de type (1,1) sur une variété M, nous
pouvons construire la torsion de T' et S, qui est un tenseur de type (1,2). Dans le cas
ou J est une stucture presque-complexe et S =T = J, nous définissons la torsion de J

comme étant le tenseur N, de type (1,2), appelé le tenseur de Nijenhuis et défini par
ANX, )= {[JX,JY]| - [X,)Y]|-J[JX,)Y] - J[X,JY]}

ou X, Y € T(M) et [, -] les crochets de Lie. Nous avons alors les propriétés suivantes de

N

1. N est un tenseur c’est & dire N(fX,gY) = fgN(X,Y) pour tous X,Y € T'(M),
f,g€ C®(M).
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2. N(X,JX) =0 pour tout X € T(M).

3. Le tenseur de Nijenhuis est naturelle dans le sens que N(®* X, $*Y) = ¢*N(X,Y)
oud e Dif f(M).

4. Nj, =0, ou Jy est la structure presque-complexe standard sur C"* = R?7,

5. N(X,Y) = -N(Y, X).

6. JN(X,JY)=JN({JX,Y)=N(X,Y).

Remarque : Le tenseur N peut &tre vu comme une section de Hom(AC (M), AO2(M)) ~
AYO(M) @ AP2(M) c'est a dire que le tenseur réel N vit dans un espace isomorphe &

[Hom(ALO(M), A2(M))].-

Définition 4.2.1. — Une structure presque-compleze J sur M est intégrable sl existe

un atlas {o, Uy} sur M tel que
da(z)J, = Joda(x) (4.3)

ovz €Uy, CM et Jy est la structure presque-compleze standard.

Remarques :

1. Nous avons déja noté que chaque structure complexe J sur un espace vectoriel
V' est isomorphe & la structure complexe standard Jy c’est & dire il existe un
isomorphisme d’espaces vectoriels ¥: R?™ — V tel que JU = UJy et donc (4.3)
est vraie en chaque point de M pour n’importe quelle structure presque-complexe
(qui n’est pas nécessairement intégrable). La condition d’intégrabilité dit que (4.3)
est vraie dans un voisinage de z et ceci pour tout = € M.

2. Soit {B,Us} une autre carte autour de z. L’égalité (4.3) implique que d(f o
a1 (a(z)) commute avec Jo et donc d(Boa™t) € Gl(n,C) ou, de maniére équiva-
lente, que B0 a ™! est holomorphe. L’inverse est vrai, c’est & dire si les fonctions de
transitions sont holomorphes alors ’endomorphisme suivant définit une structure

presque-complexe intégrable :
Jo: Te(M) — Ty(M)

[, €] = o, Joé]
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Nous considérons que T, (M) est 'ensemble des classes d’équivalence [a, €] avec
z € Uy et € € R¥™ sous la relation d’équivalence [a, é] ~ [B,7] si et seulement si
= d(B o o) (a(z))e.
Le théoréme suivant affirme que le tenseur de Nijenhuis est ’obstruction & I’intégrabilité

d’une structure presque-complexe.

Théoréme de Newlander-Nirenberg 4.2.2. — Une structure presque-complexze J

est intégrable si et seulement st N = 0.

Remarque : Si pour une variété presque-hermitienne (M, J, g), la structure presque-

complexe est intégrable, alors (M, J, g) est dite une vairiété hermitienne.

Lemme 4.2.3. — Soit (M, J, g) une variété presque-hermitienne. Soit D? la connezion
de Levi-Civita induite par la métrique g. Nous avons alors les équivalences suivantes :
1. D9 = D% = 0.

2. J est intégrable et w est fermée.

Dans ce cas, (M, J, g) est dite une variété kihlérienne.

Démonstration. Prouvons d’abord que (1) = (2). Si D9J = 0 alors d’aprés le lemme
(4.1.7) dw = 0. Puisque D% (JY) = (D J)Y + JD%Y et [X,Y] = D%Y — DY X, alors

le tenseur de Nijenhuis peut étre exprimé de la maniére suivante
AN(X,Y)=J(DyJ)X — J(DS )Y — (D% )X + (DY J)Y.

Puisque VJ = 0 alors N = 0.

Prouvons maintenant que (2) = (1). En utilisant le lemme (4.1.7), nous avons que

(4N(X,Y), J(DYJ)X = J(D%J)Y — (DSy J)X + (D% J)Y, Z)

(J(
(J(DYNX + (DS NY, Z) + (- J(DL )Y — (D5 )X+, Z)
dw

Ww(JX,Y, Z) + dw(X,JY, Z) — 2 ((D§J)X, JY). (4.4)

Si N =0et dv=0,alors DIJ =0. O



46

Le théoréme suivant formule une propriété clé des variétés presque-kihlériennes. Rappe-

lons qu’une structure presque-hermitienne (J,w, g) est dite presque-kihlérienne si w est

fermée.

Théoréme 4.2.4. — Soit (M,w, J,g) une variété presque-kihlérienne, alors les iden-

tités sutvantes sont satisfaites :

g((D4 )Y, Z) = ~29(J(N(Y, 2)), X) = ~20(N(Y, Z), X).
Nous obtenons alors par le lemme (4.1.7)

(3 SUNXY,2) = o WN(X,Y),2) =0,
ot o est la permutation cyclique.
Démonstration. Par (4.4) et puisque dw = 0, nous avons
4(N(X,Y),Z) = -2((DJ)X,JY).
Puisque JN(X,JY) = N(X,Y), alors
4(J(N(X,JY)),Z) = =2((D}J)X,JY),

d’ou (en remplagant JY par Y)

(DN)X,Y) = -2(J(N(X,Y),Z)) = —2w(N(X,Y), Z).

Nous obtenons alors I’égalité (4.5).

Alinsi,

0=du(X,Y,2) " o ((DNY,2))= -2 o

d’ou égalité (4.6).

(J(N(X,Y)), 2)),

(4.5)



CHAPITRE V

CALIBRATION DE STRUCTURES PRESQUE-COMPLEXES EN
DIMENSION 4

D’abord, nous donnons des contre-exemples aux exemples explictes de structures presque-
complexes (en dimension 4) de Tomassini (Tomassini, 2002) affirmant qu’elles ne sont
localement calibrées par aucune forme symplectique. En fait, le résultat central de ce

chapitre est le suivant :

Théoréme 1. — Toute structure presque-compleze J sur une variété réelle de dimension

4 est localement calibrée par une 2-forme symplectique w.

La preuve de Riviere et Tian (Riviére et Tian, 2004) étant déficiente, nous allons donné

un argument alternatif basé sur le théoréme de Malgrange (2.2.6).

5.1 Contre-exemple a un résultat de Tomassini

Nous notons d’abord que toute structure presque-complexe integrable est localement
calibrable. En particulier, une structure presque-complexe sur une variété de dimension
2 est localement calibrable.

L’exemple donné par Tomassini en dimension 4 est le suivant :

Soit f : R — R une fonction telle que f(0) = 0, 2L(0) # 0,
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0O 0 -1 0
f(z) O 0 -1
Posons J := . Nous avons que J est une structure presque-
1 0 0 0
0 1 —f(z) O

complexe sur R%.

Tomassini affirme que J ne peut étre calibrée localement par aucune forme symplectique.
Nous remarquons d’abord que pour f(z) = f(z3), la structure presque-complexe J est
intégrable. En effet, pour une base {e;}1<i<4 de T (R*), Pexemple de Tomassini peut

se lire de la facon suivante :

Jer = flzs)ea+e3

Jes = eq
Jez = —e1— f(z3)ey
Jeqy = —en

Nous pouvons voir que N(e;, e;) = 0 pour tout 1 <4 < j < 4. En effet,
4N (e, e0) = [Jer,Jes] — [e1,ea] — J[Jer, ea] — J [e1, Jea]

= [f(z3)ez + e3,eq] — [e1,e2] — J [f(z3)ea + e3,e2] — J [e1, e4]
= O’

AN(er,e3) = [Jex,Jes] — [e1, e5] — J [Jes, es] — J [ex, Jes]
= [f(z3)ea + e3,—e1 — f(x3)eq] — [e1,e3] — T [f(z3)e2 + e3,e3] — J [e1, —e1 — f(z3)e4]
= —f'(z3)ea — J(—f'(23)e2)
= —f'(zs)es + f'(z3) Jer
= —f'(z3)ea + f'(z3)ea

= 0,

AN(e1,eq) = [Jer,Jeq] — [e1,eq4] — J[Jer,eq] — J [e1, Je4]
= [f(z3)ez +e3, —e2] — [e1, ea] — J [f(x3)ea + €3, 4] — J [e1, —eg]
- 0,
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4N(82,83) = [Jeg, Jeg] — [82,63] — J [Jeg, 63] — J [62, Jeg]

= [eq,—e1— f(x3)eq] — [e2,e3] — J [es, €3] — J [ea, —e1 — f(z3)ed]

4N (ez,eq) = [Jea, Jea] — [e2,eq] — J[Jea, eq] — J [ea, Jeq]
= [e4, —ea] — [ea,e4] — J [eq, 4] — J [e2, —e2]
= O’
et finalement,
4N(e3,eq) = [Jes, Jeq] — [e3,e4] — J [Jes,eqa] — J [e3, Je4]

= [—e1— f(zs)eq, —ea] — [es,eq] — J [~e1 — f(z3)eq, ea] — J [e3, —e2]

= 0.

Plus généralement, nous allons exhiber des formes symplectiques compatibles avec J
pour toute f(z3). Les formes symplectiques recherchées doivent satisfaire les propriétés

sulvantes :

1. w est fermée.

2. we€ QM (M)

3. wA W >0.
La derniére condition implique que le déterminant de la métrique g, définie par g(-,-) =
w(-, J-), est positif par rapport & une métrique hermitienne h choisie au départ. Puisqu’on
est en dimension complexe égale a 2, la métrique g est définie positive ou négative en ce
point et donc par continuité sur tout le voisinage.

Soit (dr;)1<i<4 une base de Tig)(R?*); Puisque 'action de J sur T (R*) est donnée par

J* = —JT nous avons que
Jdz; = duxj
Jdzo = —f(z3)dz) +duy
Jdzs = —dn;

Jd.’L'4 = —d.’L‘Q + f(.’L'g)dCEg



Une base de QEQ;’(M) est donnée alors par {dz; A dzo + Jdz1 A Jdxo, dzy A Jdzq,

dxo A Jdxg, dzy A Jdxo + dxg A Jdzy }. Afin de simplifier les calculs pour la suite, nous
utilisons la base suivante {dz; A dzo + dxs A dxy, dzy A dzs, dzy A dxg + dze A dzs,

f(z3)dzy Adxy + dxo A dzg}. La forme w recherchée s’écrit alors comme :

w = A(z)(dxi Ndxo+ dxs Adxy) + B(z)(dey Adzs) + C(z)(dxy A dxy + dze A dxs) +

D(z)(f(z3)dzy A dxy + dzo A dag),

ou A(z), B(z), C(z) et D(z): R* — R. Le fait que dw = 0 nous donne le systéme suivant

(on note par A, = g—fl etc) :

AiE3 - sz + Cxl + f(xS)Dxa + Df/(il?:;) = 0
Az, — Coy + f(23)Dyy + Dyy = 0
AI1 + Brc4 - ng = 0

Ag, +Coy — Dy = 0
tandis que la troisiéme condition nous donne
B(0)(D(0) 4+ C(0)) — A%(0) > 0.

St nous posons par exemple A = C = D, = Dy, = 0 et B(z) = g(z2)f'(x3), nous
obtenons la solution suivante :

D(z) = ¢'(z2).

Ainsi, la 2-forme :
w = g(xo) f (x3)dz1 Adxs + ¢ (x2)(f(z3)dzy A dxo + dTo A dTy)

avec la condition
9(0)f(0)g'(0) > 0

est une forme symplectique compatible avec J. Ainsi, J est calibrée par w ou —w.
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5.2 La preuve du théoréme 1 donnée par Riviére—Tian

Concernant la preuve de Riviére et Tian, rappelons I’énoncé de leur théoréme (Riviére
et Tian, 2004)(Lemme A.1.) : Soit J une structure presque-complexe C'*° sur une boule

ouverte B* de R?, alors il existe un rayon 0 < r < 1 et une 2-forme w sur B,(0) tel que :

1. dw=0.
2. Pour tout X € RY, X # 0,w(X,JX) > 0.

3. Pour tous X, Y € R* w(JX,JY) = w(X,Y).

Pour voir ce qui fait défaut dans la preuve, introduisons d’abord la forme de Lee.
Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique de dimension 4. Soit ¢ P’application définie
par

o ALV = A3V

8 — 0Aw,
nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 5.2.1. — Pour une forme non-dégénérée, l'application ¢ est un isomorphisme.

Démonstration. Soit B = {u1,ug,v1,v2} une base symplectique de V' (voir théoréme
(3.1.1)), alors w = u} Avf + uj A vl ou B* = {u},ul,vf,vi} est la base duale a B de
V* = AL(V*). Les images des vecteurs de la base B* par I'application ¢ sont linéairement
indépendants. Puisque dim A} (V*) = dim A%(V*), ¢ est alors un ismorphisme d’espaces

vectoriels. 0

Corollaire 5.2.2. — Il existe une unique 1-forme 0 tel que dw = 6 Aw.

Corollaire 5.2.3. —Soit (J, g,w) une structure presque-hermitienne.
1. 8 =0 s1 et seulement si dw = 0.

2. Si §=efg, la nowvelle forme fondamentale est & = efw = 6=0+ daf .
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Remarque :

1. Lastructure presque-hermitienne(J, g, w) est dite conformément presque-kahlérienne

si df = 0.

2. 0 = J(6%w) ou lopérateur ¢9 est la codifférentielle de g.

Démonstration. Soit {e1,es, Jei, Jea} une base orthonormée de Ty (M) pour laquelle
w(-) =g(J-,-) =e1 A Jer + ex A Jeg. Nous avons que dw = 6 A w. Ceci implique que
bordw = 1,1 (0 Aw) = |w|?6 = 260 o0t ¢« est la contraction et || est la norme relative a la

métrique g. Ainsi, (D est la dérivée covariante associée a g)

8 = §qudw

1
= 5 (dw(e}, e, ) + dw(er, Jey, )

= <<Degw> (Jez, = <Dje§w> (eul, )+ <De"1w> (Je':‘% )= <Djegw> (eu% ))

= (D) () = 7 (D) (e ) = T (D) (eh) — T (D, 40) (Jeh )
= J(0w).

Revenons maintenant a la preuve de Riviére et Tian. Ils introduisent autour de ’origine
la 2-forme Q(X,Y) = Qo(X,Y) +Qo(J X, JY) ot Qo = dzy Adzy+ dzs Adzy est la forme
symplectique standard et J est la structure presque-complexe tel que J(0) = Jy. Cette
2-forme vérifie les conditions 2 et 3 du théoréme. Ensuite, ils supposent que ) £ 0
dans un voisinage de 0 (si dQ|o = 0, nous pouvons considérer {2 = e1{) et donc dfl|o =
dziANdxzzANdzyg). Par la suite , ils affirment, & partir du fait erroné que toutes les 2-formes
non fermées de rang 2 c’est a dire QnQ # 0 dans R* sont localement équivalentes (Olver,
1995)(p.369), qu’il existe un systéme de coordonnées (z,v, z, t) au voisinage de 0 tel que
Q = e*(dz A dy + dz A dt) (dans ce cas df = 0). Cette derniére affirmation est fausse
car une 2-forme non fermée wi avec df; # 0 n’est pas équivalente & une 2-forme non

fermée avec df, = 0. En fait, pour une 2-forme non-dégénérée "générique", la forme de
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Lee n’est pas fermée. Par exemple, la 2-forme 2 = e**dx A dy + dz A dt est non-dégénérée

et a une forme de Lee non-fermée 8 = e**dz.

5.3 Preuve du théoréme 1.

Soit (M, J) une variété presque-complexe de dimension 4. Soit h une métrique hermi-
tienne compatible avec J.

La décomposition du fibré des 2-formes réelles A2(M) = A™(M) @ A (M) induit
une décomposition de la dérivée extérieure d: Q' (M) — Q%(M) en une somme de deux
opérateurs différentiels d': Q1 (M) — Q"(M) et d”: QY (M) — Q"% (M).

La preuve est divisée en 4 étapes correspondantes aux 4 lemmes suivants :

Lemme 5.8.1. — J est localement calibrable si et seulement pour tout x € M, il existe

un voisinage U et o € QY (U) tels que

d'a=0,daNda>0

Lemme 5.8.2. — Soit §": Q2(M) — QY (M) la codifférentielle de la dérivée extéricure d
relative & une métrique presque hermitienne quelconque. L’opérateur différentiel linéaire

d" o 6" QM) — QA M) est alors elliptique.
Lemme 5.3.3. —II existe une solution infinitésimale ®¢ € Q" (M) vérifiant
(d"6"®¢)(z) =0 (5.1)
(d6"®q A d6"®q)| > 0 (5.2)
Lemme 5.3.4. —Pour chaque point x € M, il existe un voisinage U et une forme
® € QU (M) vérifiant
d"5"(®) = 0, d6™(®) A ds™(®) > 0 (5.3)
Démonstration du lemme 5.8.1. — En fait, la 2-forme w = do va étre symplectique et

compatible avec la structure presque-complexe J. Le 2-tenseur g(-,-) = w(:, J-) est symé-

trique et hermitien, alors il peut étre diagonalisé par rapport & la métrique hermitienne
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h c’est a dire il existe une base {e, ez, Je1, Jea} de T(M) telle que gl. = v(z)(e1 ®
e1+Jer® Jer) +n(z)(e2®ea+ Jea ® Jea) et donc w = y(z)(er A Jer) +1(z)(e2 A Jea).
La condition de signe w A w > 0 (rappelons que le signe de da A da est déterminée
par rapport & lé forme de volume V}, = % ou F(-,-) = h(J-,-)) implique que ¢ a un
déterminant positif par rapport & h. Ceci implique que y(z)n(z) > 0 pour tout z € U et

donc g est soit défini positif ou défini négatif sur U. Ainsi, la structure presque-complexe

J est localement calibrée par w ou —w.
Démonstration du lemme 5.83.2. —Nous allons montrer que I'opérateur :
d// o 5h: Qanti(M) N Qanti(j\/[)

est elliptique. D’abord, 'opérateur d” = mwod, ot m: A2(M) — A (M) est la projection

définie par m(a A §) = %(a AB—JaA JB), admet le symbole suivant

o (d): (M) — QF(M)

1
o E(f/\a—Jf/\Ja)
Rappelons que le symbole de d est le suivant :
oe)(d) (0) =0,

alors que O’(E)((Sh) (®) = —1et ® o1 ¢ est la contraction de & par &' ou ¢ € T3 (M) \ {0}
(Voir chapitre II).

Soit ® € QI (M), & = N+ pJp ot A\u € C®(U) avec U est un voisiange de z
et {o = erNes—Jey A Jeg, Jp = e; AJea+ Jey Aea} une base de A (M) ou

{e1,e2,J €1,J ea} est une base orthonormale de T(M), le symbole de d’ o 8 est -
1
o(e)(d" 0 6™)(®) = 5(—EN 1P+ TEN Jig®).

Pour simplifier ce symbole, nous allons regarder d’abord Les endormorphismes duaux
par rapport & la métrique. Soit I ’endomorphisme dual de ¢ par rapport & la métrique h

clest a dire p(X,Y) = h(I(X),Y) avec XY € T,,(M). Nous avons (T, (M) est identifié



A T2(M))
h(I(e1),e2) = wler,e2)=1=I(e1) =ey
h(I(e2),e1) = w(ez,e1)=—-1= I(ez) = —ey

h(I(Jer),Jes) = @(Jer,Jex) =—-1= I(Je1) =—Jey
h(I(Jes), Je1) = @(Jeg,Jer)=1= I(Jez) = Jey

Nous avons que I%(e;) = —e; et donc I? = —Jd.

De méme, soit K ’endomorphisme dual de J ¢ par rapport & la métrique h c’est & dire

Jo(X,Y) = h(K(X),Y) avec X,Y

€ T.(M). Nous avons :

pley,Jes) =1 = K(e1) = Jeoy
plea, Je1) = =1 = K(eg) = —Je;
p(Jer,e0) =1= K(Jep) =
p(Jes,e1) =—1= K(Jey) = —e;

Donc, K% = —Id. Nous remarquons aussi que K = Jol, J=IloK et [ =Ko J.

Maintenant, si nous retournons au

alors

20’(5) (d” 0] (5h)(<,0)

calcul du symbole, nous remarquons que si & = ¢

—EN i+ JEN Ty
—ENI(EN) + JEN T o I(€)
—ENI(EN) +TENK(€D
—(ENI(EH - JENK(EY)
— 7
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De méme si & = Jy alors
200y (d" 0 6" (Jp) = —ENaJo+ JENJugdyp
= —ENK(EN)+IENTo K(EY)
= —ENK(EhH - JenI(Eh)

= —(EANK(EN +IEnI(EY)
= ¢ T
Cela peut étre déduit en observant que
p = e1Ney—JegNJey

= ey ANl(e;) — Jeg A K(eq)
= exNI(ez) — Jea N K(e)
= JeyNI(Jey) — J(Jer) A K(Je)
= JeyAl(Jeg) — J(Jez) A K(Jea),

et que

Jo = e AJeg+ Jey Aey
= ey AK(e))+ Jer Al(ey)
= ey ANK(eg) + Jea N I(e2)
= JanK(Je) + J(Jer) nI(Jey)
= Jeg ANK(Jey)+ J(Jex) A(Jea).

Nous déduisons que

20((d" 0 6")(®) = —EN1g®+ JEATigd
= -k’

alors o) (d" o ") est un automorphisme de A2 (M) pour tout & € (M) \ {0}. 1l en
résulte que d” o 6" est un opérateur elliptique. En fait, le symbole de d” o 6" correspond

au symbole de Laplacien (voir chapitre II).
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Par conséquent, lopérateur d”é%: Q™ (M) — Qo™ (M) est linéaire elliptique d’ordre

2.

Démonstration du lemme 5.3.3. —Introduisons d’abord les coordonnées normales (1, ..., z4)
pour lesquels (D?ai_i %)(p) = §;; et donc D*u = |a|z_:kD|°‘|u.

11 suffit alors de trouver une suite de jets $o(z), (D@o—)(x), -+ veérifiant (5.1) et (5.2)(pour
un coix convenable de k). En effet, par le lemme de Borel, en ayant choisi convenable-

ment les jets d’ordre < 2, nous obtenons un $g qui vérifie ces conditions. Rappelons

alors le lemme de Borel :

Lemme de Borel 5.3.5. — Etant donné des constantes réelles cq, avec o un n-uplet
d’entiers positifs, il existe un f € C®(R™) tel que

50& £(0) = ca Var.

Notons par SHT*(M)) @ A% (M) Pespace des I-jets des éléments de Q% (M) en z (S
deésigne la [-éme puissance tensorielle symétrique). Par le théoréme de Borel, pour toute
suite (a;);>0 ot a; € SHTE(M))@NH(M), il existe & € Q™ (M) dont le I-éme jet en z
est a;. Il suffit alors de montrer qu'il existe un jet e = (ag, a1, ag) d’ordre inférieur ou égal
a2 tel que P(e) = 0 et dé™(e) Add"™(e) > 0 ou les opérateurs différentiels linéaires d’ordre
inférieur ou égal & 2 sont identifiés avec les applications linéaires induites sur l'espace
des jets d’ordre inférieur ou égal & 2. En fait, nous allons chercher un jet e vérifiant une
condition encore plus forte & savoir (d6"(e))o = 0 ou (-)o désignant la partie primitive
d’une 2-forme (c’est-a-dire la projection orthogonale sur F1). En effet, (dé"(e))o = 0

implique que P(e) =0 et dé"(e) = 3L(e)F on
Lhi Qanti(M) - COO(M)
> <d5h<I>,F> .

Il s’ensuit que dé"(e) A dé"(e) = %(Lh(e))th (V, = ﬂz\ﬁ est la forme de volume) est

positive dés que L"(e) # 0. Regardons d’abord l'ordre de I’opérateur différentiel L* qui
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est a priori égal & 2. Nous avons :

<d5h<I>, F>

mais le terme §*(.J

sh(Jsh®) =

S D, (8"®)(Je;)
(Z ei(éhcb(Jei))) + 3 (6"0)((De, ) (es)
= (D eIt a(en) ) + (8", 3 (DeF)es, ) )
s (J6) - ("0, 5"F)
gh(Js"h®) + <5h<1> J9h> ot O = J(8"F) est la forme de Lee.
§h®) peut s’écrire comme
§*(J6"®) — 6"6"(J®) nous rappelons que (6")2 =0
5h(J5h 5th>)
)+ D..(J8) (e, ))
(e, ) + D (De)®(ei, ) + T 3 (Dey @) (i, )

En utilisant la formule suivante (Kobayashi et Nomizu, 1996) :

1
DxF = (Xb A T8+ (JX) A 9h) + 2Ny

ou X € T(M), b est Iisomorphisme musical identifiant T'(M) a T*(M) et Nx(-,-) =

(N(-,-),X) avec N

<(Deij)'a (Leicb)ﬁ> =

le tenseur de Nijenhuis, nous obtenons

i ('7 (Leicb)u)

!
&
e

(0 A JOW((1,®)" ) + (Jei)? A Bn((1e, D)) = 28 (INC,

(s, J0})(e0) () — Dles, 6)(Je)'()) — 2B (IN( e4), )

AN TN TN TN

J(es, 01)(e0)" () — Blew, B)(Jea)" () — 20 (JN (), e4)

(®(e 65)(Tes)" () = Bes, 6])(Jer)* () = 28 (JN( ), e1)
(N(, €i), Jei) .

NI === ==

Il
|
)
LS

(6 A T80, ®)F, ) + (T A Ba((1e, @) ) + 2 (N (- (e, @), Jes)

ei), ei)
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Finalement,
<d5h<1>,p> _ <5h<1>, J9h> — 26" 3 B (N e), ).
Nous déduisons alors que 'ordre de L est 1.

Puisque 0(¢)(6")(a) = —terax, le symbole de L™ est
o (LN®) = (=1gs®,J0h) + 2 (3@ (IN(e),1))
= —o(eJah) +2 (3@ (IN(E i),
alors pour un choix convenable de h, 0(5)(Lh) est non nul. En effet, supposons que
a(f)(Lh;x)(fb(a:)) = 0; soit h = efh avec flx) = 0 et df(zx) = J(qué)(a:), alors

o6 (LF2)(8(2)) = ((ter®)(2), (s ®) (@) (puisque h(z) = h(z) = () et que § =
0 + df).

Nous pouvons ainsi commencer avec e’ = (ag, a1) tel que L*(e’) # 0. Le symbole princi-

pale de (dé") est a(f)(déh)(d)) = —£ A tg®. Par polarisation sur £, nous avons

—_

Oen(d)(®) = 5 (—(E+M) A ernp® +EA L@+ A 1®)

[N

1
= -3 (ENtp®+nnad).

Ceci induit une application linéaire de S?(T(M)) ® A% (M) 3 I’espace des 2-formes
primitives (A3(M)),. Le fait que cette application est surjective nous garantit I'existence
d’un élement ap € S2(T}(M)) @ A M) tel que e = (ag, a1, ag) vérifiant ((déh)(e»o =

0. Puisque L"(e) = L"*(e') # 0, ceci conclut la preuve du lemme.

Démonstration du lemme 5.8.4. —Par le théoréme de Malgrange (2.2.6), étant donné une
2-forme ®g € Q¥ (M) qui vérifie (5.3) au point z (c’est & dire une solution infinitésimale

de (5.3)) alors por tout € > 0, il existe une solution ®, et et un voisinage U, tel que
[@e = Pollcaa <

mals

| @(p) — ®o(p)| < sup |Be(z) — Do(x)| < [|Pe — Pollp2a <€
TEUe

[(D®:)(p) — (D®o)(p)| < sup [(D®)(z) — (DBo)(2)| < [[Bc = Dollgae <€

|(D?®)(p) — (D*®0)(p)| < Sup |(D?®e)(2) — (D*®o)(2)] < [|Be — Polleae < ¢



alors pour un ¢ assez petit, nous avons (d6"® A d6"®)|, > 0 (o0 & = ).

Nous déduisons alors que .J est localement calibrée par 2d6*® d’ou le théoréme 1.
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CHAPITRE VI

STRUCTURES PRESQUE-COMPLEXES NON-CALIBRABLES EN
DIMENSION 6

6.1 Introduction

La situation change en dimension supérieure & 4. En particulier, en dimension 6, nous
savons d’aprés (Bryant, 1982) la structure presque-complexe standard de S® n’est pas
localement calibrable. Nous donnerons une autre démonstration de ce résultat. Aussi,
Tomassini a donné d’autres exemples explicites qui ne sont pas calibrables. Le résul-
tat principal de ce chapitre stipule qu’une structure presque-complexe sur une variété

strictement approximativement kihlérienne n’est pas localement calibrable.

6.2 L’Exemple de Tomassini

Rappelons 'exemple de Tomassini en dimension 6 voir (Tomassini, 2002). Soit la struc-

ture presque-complexe J sur R® définie par :

0 00 -1 0 0
0 00 0 -1 0
I sin(2rzs) 0 0 0 0 -1
1 00 0 0 O
0 10 0 0 0
.0 0 1 —sin(2rzs) 0 O |
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Tomassini affirme que cette structure presque-complexe ne peut étre calibrée par aucune
forme symplectique w. En effet, une telle structure n’est pas compatible avec aucune
forme symplectique qui induirait une métrique riemannienne g ; si (ei)lgiSS est une base

de T{o) (R%), nous avons qu’a l’origine le tenseur de Nijenhuis satisfait :

- 4N (ey,ep) = —2meg3.
- N(es,el) =0.
- N(ez,es) = 0.

Si nous supposons que (J, g,w) est une structure presque-kéhlérienne, alors (toujours &

origine),
T
o g(J(N(ep,e)),e6) = —=g(Jes, eq)
e1,€2,66 2
= “—_gg(e(i)eﬁ)

= 0 (par le théoréme (4.2.4)).

Ce qui contredit le fait que g est une métrique riemannienne. Nous concluons que J
n’est pas calibrée localement par aucune forme symplectique. Mais en faisant des calculs
semblables a ceux de la section (5.1), nous pouvons construire des formes symplectiques

J-invariantes, exemple :
w = (z3f"(z1)—p'(z4))dziAdz g+ [ (21)dziNdLe+ (K (22) — R (25) ) dzondzs+ [ (21)dzsAdzy
ou f,p,h,k: R — Ravec f/(0) # 0 et h'(0) # k'(0). Soit g la métrique définie par

9() = w(-, J)

Nous remarquons qu’a l'origine, la métrique g = (gi;) est donnée par la matrice

PO 0 f0) 0 0 0

0 K(0)—R(O) 0 0 0 0

£(0) 0 0 0 0 0
0 0 0 —p(0) 0 £'(0)

0 0 0 0 K(O)—R(O) 0
0 0 0 f(0) 0 0 |
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Nous pouvons voir d’abord que det(g;;) = (f'(0))4(K(0) - £'(0))%2 > 0 c’est a dire g
est non-dégénérée mais nous aurons comme valeurs propres (chacune de multiplicité
algébrique 2) :

- A= K(0) — K (0).
_ )\ = PO/ 0)2H4((0)?
= 2

. Dans ce cas, indépendement du signe de p’(0) et f/(0)

(p'(0) peut étre aussi égale a 0), nous aurons deux valeurs propres de signes opposées.

Nous concluons alors que la métrique induite g est forcément pseudo-riemannienne. Par
conséquent, J est faiblement calibrable mais n’est pas calibrable. La question naturelle

qu’on peut se poser est la suivante :

Question : Existe-t-elle une structure presque-compleze sur R® qui n'est pas faiblement

calibrable ?

6.3 Variétés approximativement kihlériennes

Nous nous sommes intéressés a des variétés spéciales en dimension 6 appelées les variétés
approximativement kihlériennes ou "nearly Kahler" qu’on notera NK. Les variétés NK
sont I'un des types de variétés dans la classification Gray-Hervella, cf. (Butruille, 2005)

et (Armstrong, 1998)

Définition 6.3.1. — une variété presque-hermitienne (M, J, h) est appelée approzima-
tivement kihlérienne (NK) si sa forme fondamentale F(-,-) = h(J-, ") vérifie

DIF = %dF ou D" est la connexion de Levi-Civita associée & h.

Une variété kihlérienne est une variété approximativement kihlérienne. Mais ce qui nous
intéresse sont les variétés dont la structure presque-complexe est non-intégrable, appe-
lées les variétés strictement approzimativement kdhlériennes ou encore "strictly nearly

Kéhler" notées SNK, cf. (Verbitsky, 2005).
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En dimension 6, nous avons la propriété importante suivante :

Proposition 6.3.2. —FEn dimension 6, une structure presque-compleze J peut étre

compatible avec au plus une métrique SNK.

Proposition 6.3.3. —Si le tenseur (D% J)Y est anti-symétrique par rapport & X,Y €
T (M), alors (h,J) est NK.

Démonstration. Puisque le (3,0)-tenseur D% F\(Y, Z) est totalement anti-symétrique (c’est
a dire il définit une 3-forme ), nous avons par l'identitée D% F(Y,Z) = h((D%J)Y, 2)

que I’endormorphisme D" J est anti-symétrique. Nous avons alors :

dF(X,Y,Z) = (DYDY, Z)+ h((DE])Z, X) + h((D2J)X,Y) par le lemme (4.1.7)
= h((DYJ)Y,Z) - h((DEI)X,Z) — h(D%J)Z,Y) car (VxJ)Y = —(Vy )X
= h((D%J)Y, Z) + h((D% J)Y, Z) + h(D%J)Y, Z)
= 3w(D% )Y, Z2)
= 3(DF)(Y,2),
d’'ot dF = 3D"F O

Remarque — Dans une variété NK, nous pouvons voir que D" F' est paralléle relative-
ment & la connexion hermitienne canonique D® (définie par DhxY = Db — —J(Dh J)
ou D" est la connexion de Levi-Civita). Ce qui implique D*dF = D*(3D"F) = 0. Nous
avons donc que dF est de norme constante (non-nulle dans le cas d’une variété SNK).
Sur une variété SNK de dimension 6, nous pouvons alors construire une (3,0)-forme ¥
avec |U| = 1 (par rapport & la métrique hermtienne canonique). Donc, le groupe de
structure admet une réduction a SU(3). Ainsi, nous avons cette propriété importante

d'une variété SNK, voir (Reyes Carrion, 1998).

Proposition 6.3.4. —Soit (M, J, h) une variété SNK de dimension 6 et F' sa forme
fondamentale. Il existe une (3,0)-forme compleze € qui s’annule nulle part et dont

dF est la partie imaginaire (avec F(-,-) = h(J-,-)). En fait, Q@ = JdF + idF (avec
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JdF(.) . ) = _dF(J.’ “ ))

Exemples 6.3.5. — Voici une liste d’exemples connus de variété SNK de dimension 6.

1. La sphére de dimension 6, S® < R’ munie d’une structure presque complexe
induite par le produit vectoriel de R et la métrique standard (induite par le
produit euclidien de R7).

2. S% x S* avec la structure presque-complexe envoyant & a £, & a —¢& ou &, &,
1 = 1,2,3 est une base des 1-formes invariantes a gauche dans la premiére et la

deuxiéme composante. La métrique SNK est la métrique 3-symétrique.

3. Etant donné une variété riemannienne auto-duale d’Einstein M de dimension
4 avec une constante d’Einstein A > 0, nous pouvons définir son espace twis-
teur Tw(M) comme l'espace total du fibré des sphéres unitaires dans AZ (M) ;
D’apres (Eells et Salamom, 1985), Tw(M ) peut étre muni d’une structure presque-
complexe non-intégrable J_ (la structure anti-tautologique). Par un résultat de
(Mushkarov, 1989), cette structure presque-complexe est de type NK. Notons que
Friedrich et Kurke (Friedrich et Kurke, 1982) et N. J. Hitchin (Hitchin, 1981) ont
démontré que les seules 4-variétés autoduales d’Einstein compactes sont S* avec la
métrique standard et CP? avec la métrque Fubini-Study. Les espaces twisteurs cor-
respondants sont CP* et I’espace drapeau F'(1,2). La structure presque-complexe

J_ induit une structure SN K sur ces deux espaces symétriques.

Théoréme 6.3.6. — Une structure presque-compleze sur une variété strictement
approzimatiwement kdhlérienne de dimension 6 n’est calibrée localement par aucune

forme symplectique.

Le théoréme découle aussi de considérations encore plus générales dans (Bryant, 2006).

Soit (M, J, h) une variété SNK. La structure presque-complexe J est non-intégrable.
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Soit N le tenseur de Nijenhuis, nous avons que

AN(X,Y) = J(DDX — J(DY )Y — (Dhy )X + (Dh )Y
= —J(DY Y — J(Dh Y + (DY J)JY — (DEJ)JIX car (DY J)Y = (D)X
= —J(DEDX - J(DYI)Y — J(DYI)Y + J(DL )X
= —4J(DL )Y,

ou F(-,) = h(J-, "), (DR F)(Y, )" est le champ de vecteur dual a la 1-forme (D% F)(Y,").

Nous déduisons que
JN(X,Y) = (D% )Y = (D% F)(Y, ).
Sur une variété SNK, nous avons que dF = 3D*F alors
hJIN(X,Y), Z) = %dF(X,Y, 7). ¥X, Y, Z € T(M). (6.1)

Aussi, M admet, par la proposition (6.3.4), une (3,0)-forme complexe ¥ dont dF est la

partie imaginaire, alors (6,1) peut s’écrire comme
1 *

ol N est le tenseur de Nijenhuis vu comme une application linéaire N: A% (T10(M)) —
TOY(M), la métrique hermitienne h* induite donne un isomorphisme A*: ALC (M) —
TO1(M), et la forme de volume complexe U identifie A?(TH0(M)) avec ADO(M).

Le théoréme (6.3.6) est alors un corollaire immédiat de la proposition suivante

Proposition 6.3.7.— Soit (M, J) une variété presque-compleze de dimension 6. Sup-
posons qu’en un point x, le tenseur de Nijenhuis N ne s’annule pas et peut étre écrit

comme

N, = hZ o4y, (6.3)

ot h: NS0 (M) — Tf’l(M) est une forme réelle, symétrique, invariante par rapport a
J* et non-dégénérée sur TH(M) et by € AYO(M) est une (3,0)-forme non nulle. J nest

calibrée alors par aucune forme symplectique dans un voisinage de x.
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Démonstration. Puisque h} est invariante par rapport a J7, symétrique et non-dégénérée,

il existe une base {ay, as,, 3} de ARY(M), avec la base duale {Z1, Z, Z3} de T (M),
3 _

telle que % = S N(Zi® Z; + Z; ® Z;) avec \; > 0 et 1, = a1 A oo A g (puisque N,

i=1
est non nul, au moins 'un des A; > 0). La condition (6.3) nous donne

N(Zl, Z2) = /\373, N(ZQ, Z3) = /\171, N(Zg, Zl) = /\272 (6.4)

Supposons que J est calibrée par une forme symplectique w autour de z. La structure

presque-kahlérienne satisfait X(}T/Z(Q(JN(K Z),X)) = 0 (théoréeme (4.2.4)).

14y

3 _
Par rapport & la base locale veérifiant (6.4), ceci implique que —% > A, HZJH§ = 0 une
j=1
contradiction. dJ

Remarque 6.3.8— La preuve de la proposition (6.3.7) montre encore un peu plus : il
n’existe aucune métrique presque-hermitienne g, définie au voisinage de z, telle que la
2-forme fondamentale w de (g, J) satisfait (dw)>°=0, ot (dw)*? est la projection de dw

sur A3O(M).
6.4 Calibration en dimension supérieure ou égale a 12

Théoréme d’Armstrong 6.4.1 — Ce ne sont pas toutes les structures presque-complexres
en dimension réelle plus grande ou égale & 12 qui admettent localement une structure

presque-kdhlérienne.

Démonstration. N'importe quel tenseur algébrique T € [[Hom(AMY (M), A%2(M))]] peut
étre réalisé comme un tenseur de Nyjenhuis en un point d’une variété presque-complexe.
Etant donné un tenseur T' € [[Hom(AM0(M), A%2%(M))]], nous pouvons définir Pappli-

cation suivante
r: [AUUM)) - [A%(M)]
(bT(w)(XaY:Z) = X,(}T’,Zw(T(X’ Y)7Z)

cette application envoie n’importe quelle 2-forme réelle J-invariante sur une 3-forme

réelle. Si (J,w) est une structure presque kihlérienne alors ®7(w) = 0 (théoréme (4.2.4)).
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Or, dim [AM(M)] = k2 et dim [A3O(M)]] = 2EDED oy dimg M = 2k. Si pour
k > 6, nous montrons que ®7 est injective pour un tenseur générique T alors r(w) =0
implique que w = 0 en contradiction avec le fait que w est non-dégénérée. Ainsi, ce que
nous avons besoin est juste d’'un exemple de tenseur 7" pour lequel &1 est injective.
Avec un programme Maple, nous pouvons générer un tel exemple et vérifier que O est
injective. Armstrong a réussi a implémenter un tel programme dans sa thése de doctorat

(Armstrong, 1998). O

Notons aussi que les produits d’un des exemples cités en (6.3.5) avec des variétés rieman-
niennes donnent des exemples de variétés presque-complexes non localement calibrables

en chaque dimension plus grande que 6.



CONCLUSION

La question de calibration locale d’une structure presque-complexe donnée, qu’on a sou-
levé dans ce mémoire, reste encre ouverte. En fait, le cas des variétés presque-complexes
de dimension 8 et 10 reste encore & traiter et on se demande s'il n’y a pas un critére
générale pour vérifier si une structure presque-complexe est localement calibrable ou
non. Comme I’a fait J. Armstrong, nous avons essayé de détecter une obstruction a la
calibration locale d’une structure presque-complexe. Mais cette propriété des structures
presque-kéhlérienne décrite dans le théoréme (4.2.4) demeure pour linstant la clé de

cette obstruction.
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