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RESUME

Nous proposons et commengons ici I’étude des cobordismes lagrangiens reliant deux
neeuds legendriens dans la symplectisation d’une variété de contact (M, ).

En étudiant ’homomorphisme naturel du groupe des contactomorphismes de (M, &)
vers les symplectomorphsimes de sa symplectisation, nous démontrons que l’existence d’un
tel cobordisme ne dépend que de la classe d’isotopie des nceuds legendriens en question.

Nous étudions ensuite le comportement des invariants classiques sous la relation de
cobordisme lagrangien.

A P'aide de I'inégalité de Bennequin ct de scs généralisations, nous ctudions les licns
existants entre cettc relation ct la topologie des neeuds, notamment nous obtenons un critére
pour calculer le 4-genre d’un nceud dans certaines situations. Nous en concluons notamment
une nouvelle preuve de la conjecture locale de Thom.

Parmi les applications nous donnons lc licn entre les cobordismes lagrangiens ct les
cobordismes symplectiques via les chirurgies Jegendriennes. Nous démontrons aussi |’existence
d’un homomorphisme induit cn homologie de contact incluant cette relation dans le tableau
global de la théorie symplectique des champs.

Géométrie de contact et symplectique-Lagrangien-Legendrien

Conjecture locale de Thom-Homologie de contact



ABSTRACT

In the following we propose and initiate the study of Lagrangian cobordisms between
Legendrian knots in the symplectisation of a contact manifold (M, £).

Studying the natural homomorphism between the group of contactomorphisms of ( M, &)
and the group of symplectomorphisms of its symplectisation, we show that the existence of such
a cobordism depends only on the isotopy classes of the Legendrian knots.

Next we study the behaviour of the classical invariants under this relation.

With the help of Bennequin’s inequality and its generalisation, we study the link between
this relation and the topology of knots. Among others, we obtain a way for computing the slice
genus of a knot in some particular cases, which allows us to give a new proof of the local Thom
conjecture.

Among applications we give the relation between lagrangian cobordisms and symplectic
cobordisms via legendrian surgery. We also show the existence of a map in legendrian con-
tact homology induced from a lagrangian cylinder, incorporating this relation into the global
framework of symplectic field theory.

Contact and symplectic geometry-Lagrangian-Legendrian

Local Thom conjecture-Contact Homology



INTRODUCTION

Lorsque nous considérons certains systemes (physiques, mathématiques...) il peut étre parfois
utile voire nécéssaire de considérer I’espace des configurations comme étant plus grand que ce
qu’il est réellement. Par exemple lorsque nous conduisons une voiture, nous pouvons considérer
sa trajectoire comme €tant une trajectoire dans le plan (en considerant la voiture comme étant
un point). Cependant I’expérience du stationnement, montre qu’il existe des contraintes sur les
trajectoires possibles d’un tel point. En fait, les contraintes viennent du fait que, par la position
méme des roues, la voiture doit &tre vue comme un point et un axe, et qu’elle ne peut se déplacer
uniquement dans la direction préscrite par ’axe. C’est a dire que sa liberté¢ de mouvement sur
le plan est infinitésimalement de dimension 1 (et non 2). Donc si nous considérons la voiture
comme étant un point et un axe (orienté), son espace de configurations est R? x S*. La contrainte
de deplacement se traduit par : la variation infinitésimale de la trajectoire dans R? est égale a
la direction dans S*. En terme plus techniques on obtient que la trajectoire annulle une certaine

forme différentielle sur R? x S1. La forme différentielle dans ce contexte est naturelle.

En fait R? x S est un cas particulier d’un espace appelé I’espace des éléments de contact ori-
entés. Un tel espace a toujours une forme différentielle canonique (en fait une classe conforme
de telles formes si ’espace n’est pas muni d’un produit scalaire) qui détermine une distribu-
tion (canonique) d’hyperplans. De la propriété des formes définissant cette distribution et le
théoreme de Frobenius on déduit que cette distribution est compiétement non-intégrable. Une
distribution est intégrable si en chaque point il existe une sous-variété de méme dimension que
la distribution tangente a celle-ci. Completement non-integrable implique que les sous-variétés
satisfaisant cette condition ont dimension au plus la moitié de celle de la distribution. Une telle

distribution est appelée une structure de contact.

Donc en résumé [’espace des éléments de contact orientés a une structure de contact canonique.



Revenons a la trajectoire de la voiture. Nous avons que cette trajectoire (de dimension 1) doit
toujours &tre tangente a la strucure de contact (de dimension 2). Elle est donc une sous-variété
tangente & la structure de dimension maximale, une telle sous-variété est appelée sous-variété

legendrienne.

En résumé, la trajectoire d’une voiture est legendrienne dans ’espace des éléments de contact

du plan.

Les variétés munies de structures de contact et leurs sous-variétés legendriennes apparaissent

dans differents autres domaines de la physique :

- La propagation de la lumiére par le principe de Huygens. L’espace étant encore une fois
’espace de éléments de contact.

- Les symétries de certaines équations différentielles, notamment celles des équations d’Hamil-
ton (transformations de Legendre). L’espace étant cette fois-ci I’espace des jets d’une variété.

- La préquantification de certains systémes mécaniques classiques. L’espace étant cette fois-ci
un fibré en cercles au-dessus d’une variété symplectique.

Mais de maniéere plus surprenante dans les deux dernieres décennies la géométrie de contact a eu

une importance considérable en mathématiques fondamentales, plus particulierement en topolo-

gie de basse dimension. En effet dans les années 80, Daniel Bennequin (Bennequin, 1983) a

montré, avec sa célebre inégalité, qu’il existe un lien entre la topologie des nceuds et les invari-

ants associés a leurs représentants legendriens. Pas la suite, Yasha Eliashberg (Eliashberg, 1989)

a démontré que I’étude de certaines structures de contact (dites vrillées) sur les variétés de di-

mension 3 est équivalente a la théorie homotopique des distributions de plans. Plus récemment

Emmanuel Giroux (Giroux, 2002) a montré une correspondance entre les structures de contact

et les décompositions en livre ouvert ce qui a conduit a différents résultats remarquables, entre

autres :

(1) Caractérisations des nceuds fibrés en terme des invarjants d’Osvath-Szabé.

(ii) Existence de remplissages symplectiques concaves des variétés de contact.

Dans cette thése nous adoptons le point de vue qu’une variété de contact représente la bonne

notion de bord d’une variété symplectique. En effet I’espace des formes de contact pour une

structure de contact donnée admet une forme symplectique canonique (appelée la symplectisa-



tion). Ainsi le cobordisme trivial, entre une méme variété de contact, admet une structure sym-
plectique. Ceci suggére que 1’étude de la catégorie dont les objets sont des variétés de contact
de dimension donnée et dont les fléches sont des cobordismes avec une structure symplectique

précise peut permettre d’inscrire la géométrie de contact dans une théorie des champs.

En fait, les différentes représentations de cette catégorie (ou de certaines de ses sous-catégories)
dans des catégories algébriques ont amené beaucoup de résultats concernant la topologie des
structures de contact. Toutes ces représentations calculent, en général, certaines courbes holo-
morphes asymptotiques & certaines orbites associées a la structure de contact. La plus simple
(mais définie seulement pour une certaine classe seulement de variétés de contact) est I’homolo-
gie de contact cylindrique. Elle a permis a Frédéric Bourgeois (Bourgeois, 2006) de détecter
des sous-groupes non-triviaux du groupe fondamental de certains espaces de structures de con-
tact. Viennent ensuite I’homologie de contact, la théorie symplectique rationnelle des champs,
et la théorie symplectique des champs. Malheureusement ces deux derniéres sont encore des
théories conjecturelles, puisque les résultats de transversalité et de recollement sont a 1’heure
actuelle manquants. Ils forment cependant un des domaines actifs de la géométrie de contact et

symplectique.

Dans cette these nous proposons et commengons I’étude d’une catégorie de cobordismes re-
latifs. C’est-a-dire que nous étudions certains cobordismes de sous-variétés legendriennes dans
une variété de contact. Notre point de vue se concentre sur la dimension 3 et donc les sous-
variétés legendriennes sont de dimension 1, appelées neuds legendriens. La remarque, deja
bien connue, qui motive notre définition est que le relevé d’une sous-variété legendrienne dans
la symplectisation est une sous-variété lagrangienne. Ainsi nous proposons d’étudier des cobor-

dismes entre variétés legendriennes ayant la structure de sous-variétés lagrangiennes.

Ces définitions s’inscrivent dans ta continuité des travaux de Youri Chekanov (Chekanov, 2002);
Tobias Ekholm, John Etnyre et Michael Sullivan (Ekholm, Etnyre et Sullivan, 2005) qui ont
démontré ’existence d’une théorie relative de I’homologie de contact, appelée homologie de
contact legendrienne. Encore une fois cette théorie n’est bien définie que dans certaines variétés.
Un des résultats de la thése est qu’un cobordisme de genre O (une concordance) induit une appli-

cation entre ces groupe d’homologies. Notons ici que Tamas Kélman (Kalmédn, 2005) connait



deja I’existence d’un tel homomorphisme (obtenu de maniére combinatoire et explicite) pour
une isotopie legendrienne et a obtenu de ce fait une version relative des résultats de Frédéric
Bourgeois. Notons aussi que cet homomorphisme est le premier d’une série d’homomorphismes

ou correspondances prévus dans le programme de la théorie symplectique des champs.

Nous donnons aussi une relation entre les concordances lagrangiennes et les cobordismes sym-

plectiques.

Dans le domaine de la topologie des nceuds nous démontrons que le 4-genre d’un nceud est
égal au genre d’une surface lagrangienne bordant celui-ci (si elle existe). Ceci nous permet de

calculer le genre des nceuds algébriques.
Passons maintenant a I’ organisation de la these.

La quantité de préliminaires nécéssaires est grande mais peut facilement se séparer en trois
parties. La premiére (chapitre 1) est un regroupement succint des éléments que nous utilisons
souvent dans la these qui n’ont pas de rapport direct avec les géométries de contact et symplec-
tique, notamment une introduction aux invariants de nceuds et certaines techniques de calcul de
géométrie différentielle. Nous profitons également de ce chapitre pour fixer certaines conven-

tions de notations que nous utiliserons par la suite.

Viennent ensuite les préliminaires sur la géométrie de contact (chapitre 2). Dans ce chapitre
nous nous sommes attachés a donner la saveur de la géométrie de contact de base. Certains
concepts et résultats ne seront pas utilisés par la suite mais font partie, de I’avis de 1’auteur,
des éléments essentiels a cette théorie. Nous procédons également a une étude des sous-variétés
legendriennes (et plus précisemment des nceuds legendriens) qui, elle, sera essentielle par la

suite.

Ensuite (chapitre 3) nous donnons les rudiments de la géométrie symplectique. Nous sommes
ici un peu plus succints et ne donnons que les éléments essentiels pour la suite du travail. Entre
autres nous discutons des invariants algébriques associés aux sous-variétés lagrangiennes et

décrivons en détail la catégorie des cobordismes symplectiques sus-citée.

Une fois les préliminaires terminés nous passons au noyau dur de la these (chapitre 4). Nous

définissons ici les notions de cobordisme et concordance lagrangiens. Nous démontrons que



ces notions sont bien définies au niveau des classes d’isotopie de nceuds legendriens (i.e. les
isotopies sont une congruence sur la catégorie des cobordismes lagrangiens). Nous étudions et
caractérisons le comportement des invariants classiques sous ces relations. Et nous étudions le
probléme relié aux immersions lagrangiennes. Finalement nous étudions également les surfaces

lagrangiennes dans les remplissages symplectiques et faisant le lien avec le 4-genre des nceuds.

Le chapitre 5 présente diverses applications de ces relations. La premiere concerne les neeuds
algébriques et donne une nouvelle preuve de la conjecture de Thom locale. La seconde fait le
lien entre les concordances et les cobordismes symplectiques via les chirugies legendriennes.

Enfin nous montrons I’existence d’un homomorphisme en homologie de contact legendrienne.

Nous terminons par deux appendices. Le premier concernant le calcul de Moser et ses applica-
tions. Et le second est un apercu rapide de la théories de courbes holomorphes, nécéssaires au

chapitre 5.

Chaque début de chapitre contient un plan détaillé de ce qui est fait & I’interieur, lorsque nous
ne donnons pas de preuve des résultats énoncés, nous renvoyons directement a la référence
ou cette preuve est faite. Nous avons toutefois essayé le plus possible de donner les preuves
lorsque celles-ci permettent de développer une intuition sur les arguments originaux présentés

dans cette these.



Chapitre I

PRELIMINAIRES DIVERS

1.1 Théorie des Neeuds

Nous donnons ici les quelques définitions et faits que nous utilisons dans la theése concernant la

théorie des nceuds classiques.

Tout d’abord une surface de Seifert pour un nceud K C Y dans une 3-variété orienté est une
surface compacte connexe et orientée ¥ — Y telle que 0¥ = K. Cette surface est toujours
munie de 1’orientation telle que (7K, n) (ot n est normal a O¥ pointant & I’extérieur) soit une
base positive de T'2.. Par dualité¢ d’Alexander, il existe toujours une surface de Seifert pour un
nceud nul-homologue (voir (Rolfsen, 1990)). Nous pouvons donc donner la définition du genre

d’un nceud :

Définition 1.1 Soit K C Y un nceud nul-homologue.

(i) On appelle le genre de Seifert de K la quantité :
g(K) = min{g(X)|X surface de Seifert de K}

(i1) On peut se restreindre aux surfaces de Seifert dans une certaine classe d’homologie relative

A € Hy(Y, K) auquel cas on le note g( K, A).

Maintenant si K est dans S nous pouvons définir son 4-genre qui est le genre minimal d’une
surface compacte connexe et orientable plongée dans D dont le bord est K. On le note g5(K).

Et de maniére similaire nous pouvons définir gx (K) et gx (K, A), pour X une quatre variété



dont le bord est ¥ et K nul-homologue dans X (pas forcement dans Y). Evidemment si ¢ :

Y — X onal’inégalité évidente :
9x (K,i.(A)) < g(K, A).

En général cette inégalité est stricte. En fait pour toute variété¢ Y et nceud K il existe toujours un

remplissage X tel que gx (K) = 0 (il suffit d’éclater les points doubles d’un disque immergé).

Une concordance entre deux nceud K et K est un cylindre C C Y x [0, 1] tel que 9C =
K1 — K.

Evidemment pour X remplissage de Y tel que [K;] = 0 € H1(X), C une conrdance de K3

vers Ky et A une classe d’homologie dans Ho (X, K1), ona gx (K1, A) = gx(Kq, A + [C]).

1.2 Quelques formules de Géométrie Différentielle

Dans toute la thése nous utilisons le formalisme de Cartan de calcul de formes différentielles.
Notamment sa caractérisation des dérivées extérieures de formes, donnée par la formule suiv-

ante :

si 2 est une forme différentielle de degré k. Sa dérivée extérieure évaluée sur k + 1 champs de

vecteurs Vi - - - Vi1 est donnée par :

k
dQ(Vl) e aVk+1) = Z(_l)l‘/z(Q(Vlv o )X/ia o 7Vk+1))
i=1
=+ Z(_1)1+]Q([‘/l)‘/}]) Vl: e 7‘71'7 ot >‘//\j7 T aVk+1)
1<J

En particulier pour une 1-forme « on obtient da(V, W) = V(a(W)) =W (a(V)) — [V, W]).

Nous utilisons abondamment la formule de Cartan qui caractérise les dérivés de Lie de formes
différentielles :

LxQ = d(X02)+ Xu(d2).
Notons que pour une forme fermée elle devient : LxQ = d(X.02).

Dans la thése nous étudions des structures de contact qui sont des distributions d’hyperplans

sur une variété lisse. Considérons le fibré grassmannien G™~1(), dont la fibre au dessus d’un



point p est I’ensemble des sous-espaces de codimension 1 de 7, M. Une distribution d’hy-
perplans est une section lisse de ce fibré (qui existe si et seulement la classe d’Euler de T'AM
est nulle). G™ (M) est canoniquement isomorphe a (7™M \ Mp)/R*. Le distribution est
co-orientable si son complémentaire est orientable (donc trivial car de dimension 1). Les dis-
tributions co-orientées sont en bijection avec les sections de CNJ”_l(M )~ (T*M \ Moy)/R%.
Le théoreme de Frobenius dit qu’une distribution est intégrable si pour tout deux champs de
vecteurs V, W dans la distribution, leur crochet [V, W| reste dans la distribution. Par la formule
de dérivation de Cartan c’est équivalent a dire que, pour toute forme locale « dont I’anihilateur

est la distribution, do s’annule sur celle-ci ot encore o A dae = 0.

1.3 Notations et Conventions

Nous fixons ici les notations qui auront cours la plupart du temps dans la these. Elles prédominent

sauf mention exceptionnelle du contraire.

Tout d’abord «: désignera toujours une 1-forme différentielle (locale ou non) et w une 2-forme.
Une distribution est généralement notée par £ ou 7.

Les lettres V, W sont généralement réservées pour des champs de vecteurs (lisses) sur une
variété.

Lalettre M désigne généralement une variété de dimension quelconque. Alors que Y est réservé
pour une 3-variété et X pour une 4-variété.

Les sections lisses d’un fibré £ sont notées I'(F).

La notation < - -- >k ol - - - représente une famille de vecteurs désigne le sous-espaces vecto-
riel sur K engendré par - - -. Si K n’est pas précisé alors il est égal a R.

Le paramétre ¢ dénote généralement la paramétrisation naturelle de R.

Alors que s parametre parfois S' ~ R/Z ou parfois [0, 1]. Il varie cependant toujours entre 0 et
1.

Pour simplifier certains calculs nous considérons parfois le cercle comme R/Z et parfois comme

R/27Z. La deuxieme présentation étant paramétrée par 6.



Chapitre II

GEOMETRIE DE CONTACT ET VARIETES LEGENDRIENNES

Dans ce chapitre nous donnons les bases de la géométrie de contact. Nous essayons de balayer
rapidement les différents résultats qui forment les fondements du réle de la géométrie de contact

en la topologie de basse dimension.

Nous commengons tout d’abord (section 2.1) par donner les idées de base de la géométrie de
contact ainsi que son lien avec les systémes dynamiques. La référence principale pour cette
partie est I’article de H. Geiges (Geiges, 2006) qui couvre une grande partie de la géométrie
de contact. Ensuite (section 2.2) nous procédons a I’étude systématique des nceuds legendriens,
la section sur les diagrammes planaires emprunte beaucoup a (Etnyre, 2005), la discussion sur
le nombre de Thurston-Bennequin contient une nouvelle caractérisation en terme de la con-
struction de Thom-Pontrjagin. Nous terminons ensuite (section 2.3) en donnant un apercu de
la géométrie et topologie de contact élémentaire en dimension trois et décrivons notamment
la construction de chirurgie legendrienne, encore une fois tous les détails apparaissent dans
(Geiges, 2006). Nous nous effor¢ons de donner des références pour les résultats simplement
mentionnés ; si elles n’apparaissent pas c’est que la preuve est présente dans une des références

sus-citées.
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2.1 Définitions Générales
2.1.1 Variétés de contact

Définition 2.1 Soient 2?1 une variété différentiable et £ une distribution d”hyperplans sur
M. On dit que £ est une structure de contact si pour toute forme locale « telle que ker ov = &,

onaa A (da)™ # 0. La paire (M, £) est alors appelée une variété de contact.

Par opposition au théoreme de Frobenius, on obtient qu’une structure de contact est une distri-

bution complétement non intégrable maximale.

Remarque 2.2 La forme « intervenant dans la définition n’est ni unique ni définie globale-
ment; cependant nous utiliserons par la suite uniquement des distributions transversalement
orientables, auquel cas la forme sera définie globalement et « sera appelée une forme de con-

tact. Notons que cette condition implique que M est orientable.

Remarque 2.3 Sous les conditions de la remarque précédente et avec I’hypothese
supplémentaire que n soit impair on obtient que le signe de « A (do)?, par rapport a une
orientation donnée, ne dépend pas du choix de a. Nous dirons que la structure de contact est

positive (resp. négative) si ce signe est + (resp. —)

Définition 2.4 Soient (M, £) et (N,n) deux variétés de contact ; elles sont contactomorphes

(crit (M, &) ~ (N, n)) s’il existe un difféomorphisme f : M — N tel que n = f.£

Définition 2.5 Deux structures de contact £ et £’ sont isotopes s’il existe une famille lisse & de

structures de contact tel que £y = et & = ¢

Remarque 2.6 Un théoreme de Gray (Gray, 1959) (voir appendice A) donne que les isotopies
de contact sur les variétés fermées peuvent étre réalisées sous forme d’isotopies ambiantes ;
plus précisément il existe une famille lisse f; de difféomorphismes tels que (f;).£ = & ; ainsi
nous considérerons sans aucune distinction une isotopie comme étant soit une déformation de

la distribution, soit une déformation de I’espace ambiant.
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Deux structures de contact seront dites équivalentes (£ ~ 1) si elles sont isotopes.

Définition 2.7 Un difféomorphisme f : M — M est un contactomorphisme si f.& = &.

On notera I’ensemble des contactomorphismes de (M, &) par Diffs(M). Son algebre de Lie

formelle sera notée ham, (M) . Elle est formée des champs de vecteurs X tel que Lxa = f- o

Donnons une série d’exemples “canoniques” ou classiques de structures de contact :
Exemple.

n
1: M =R*1 g =keraot o =dt — » ydm;.
=1

2: M =8V ¢c¢si VJ_% ol 6 est I’action de St sur $27+1,

3: M =R3 ¢ =keraota=dz— cosrdd.

Remarque 2.8 Les deux premiers exemples sont appelés structure standard sur R27+1 et S2V+1
respectivement. Un théoréme de Darboux (Darboux, 1909) (voir appendice A) affirme que les

structures de contact n’ont pas d’invariants locaux, i.e.
Vp € (M,£)3p € U — ouvert tq. (U, Ely) = (R, &),

ainsi le probleme de déterminer si deux structures de contact sont les mémes ou non vient de

propriétés globales de la distribution.

A partir de maintenant M est considérée comme étant orientée et la structure de contact co-

orientée.

Définition 2.9 Soit o une forme de contact associée a (M,¢). Le champ de Reeb R, associé a

o est le champ de vecteurs vérifiant :

a(Rqy) =1
2.1
Rouda =0

Commencgons par démontrer qu’un tel champ de vecteurs existe et est unique.
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La définition de « implique que do est non-dégénérée sur la distribution de contact, ainsi 1’ap-
plication :
v T(TM) — QYM)
X — Xiudo

est telle que dim(ker:) = 1. De plus , VX € kerct.q. X # 0,a(X) # 0 et donc R, est
'unique champ de vecteurs dans ker ¢ tel que (X)) = 1.

Soit ¢ le flot du champ de Reeb, montrons que les i; sont des contactomorphismes :
Lroo(X) = Ra(a(X)) = LR, (X)) = da(Re, X] + X (o)) =0,
donc ¥} («) = o et 1y est bien un contactomorphisme.

Remarque 2.10 On a en fait que ¥} (o) = « ce qui est beaucoup plus fort que ¥} (a) = fou

Selon Gray (Gray, 1959) ces transformations sont appelées des contactomorphismes stricts.

De la méme maniere que pour les variétés symplectiques, il existe un homomorphisme d’algébre
de Lie entre les fonctions a valeurs réelles sur M et les contactomorphismes infinitésimaux.

Nous en donnons ici la construction.

Soit H : M x §' — R une fonction de classe au moins C. Les propriétés suivantes définissent

uniquement un champ de vecteurs non autonome X, sur M (ici s représente le parameétre de

S1~R/Z):

a(Xs) = H(-s)
(2.2)

dHs = dHs(Ry)o — Xsido
Le champ de vecteurs est défini uniquement car la premiére pariie détermine sa composante le
long de R, et la seconde sa composante dans I’hyperplan de contact (car do est non-dégénérée

sur celui-ci). Le champ de vecteurs ainsi défini est un contactomorphisme infinitésimal. C’est

une application immédiate de la formule de Cartan :

,CXLa = Xpdo + d(XtLa) = dHt(Ra)a — dHt +dH; = dHt(Ra)a.
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Réciproquement, toute transformation infinitésimale de la structure de contact provient d’une
telle fonction H, définie par H(-,t) = a(X;). En effet la deuxieme condition de I’équation

(2.2) est uniquement déterminée par le fait que le champ de vecteurs défini doit étre de contact.

Cette correspondance permet de munir 1’algebre des fonctions sur M d’un crochet appelé
crochet de Lagrange via la correspondance : X(p, p,} = [Xn;, X#,]. Par analogie avec la
géométrie symplectique, de telles fonctions sont appelées Hamiltoniens de contact . Remar-
quons cependant que dans ce cas la correspondance est bi-univoque et donc en particulier sur-

jective. On vérifie également aisément que : {H1, Ho} = Xp, (Ha) — Ro(H1)Ho.

Evidemment toutes ces définitions ont un caractére moins canonique que leurs équivalentes
symplectiques puisqu’elles dépendent du choix d’une forme de contact. Elles sont cependant
utiles pour démontrer les propriétés de trivialité locale des invariants de 1a géométrie de contact

(voir appendice A).

Maintenant pour simplifier certains calculs il est utile de remarquer qu’une variété de contact
admet une famille de métriques compatibles. En effet £ est un fibré symplectique avec la forme
da, il existe donc une famille contractile de structures presque-complexes sur £. Etre com-
patible implique que le tenseur do(-, J-) définit une métrique J-invariante sur . Définissons
la métrique g, sur TM = £& < R, > par da(-,J-) © o en considérant la décomposition
comme étant orthogonale. La métrique ne dépend pas seulement de « mais également de J que
nous avons enlevé de la notation pour 1’alléger. Ainsi le groupe structurel de 7'M est réduit a

U(n) x Id.
2.1.2 Sous-variétés

L’étude des sous-variétés plongées dans une variété de contact et comment celles-ci interagis-
sent avec la structure de contact est une des manieres les plus efficaces pour différencier les
variétés de contact (de la méme maniere que pour les variétés symplectiques). Nous donnons

ici quelques définitions de ces différentes sous-variétés.

Définition 2.11 Soit L une variété de dimension n et v : L — (M, £). On dira que L est une
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sous-variété legendrienne si
w(TL) C¢ (2.3)

(en d’autres termes v* () = 0 pour toute forme de contact).

Remarque 2.12 La définition de la distribution de contact implique que les sous-variétés leg-
endriennes sont les sous-variétés satisfaisant 2.3 de dimension maximale. Les autres satisfaisant

la méme condition sont appelées isotropes.

Définition 2.13 Soit v,y : L — M deux sous-variétés legendriennes. On dira qu’elles sont

isotopes (y1 ~ 7y2) s’il existe H : L x [0,1] — M lisse telle que :

(DH(,0) =~
(@@ H(,1) ="

(14)Vt H(.,t) : L — M sous-variété legendrienne.

Remarque 2.14 Un raffinement de I’argument de Gray cité précédemment, di a Eliashberg,
prouve que deux variétés legendriennes compactes sont isotopes si et seulement si 3{f;} —

contactomorphismes t.q. fo = Id et f1 o vy = 1 (voir appendice A).

Surprenamment, les sous-variétés legendriennes existent en abondance dans les variétés de con-
tact, i.e. Vf : L — M ,3f" : L — M legendrienne aussi proche (au sens uniforme) de f que
I'on veut (voir (Etnyre, 2005)). Dans la section 2.2 nous ferons une €tude plus systématique

des variétés legendriennes en dimension 3.

Soit ¥ < M une hypersurface. Par le théoréme de Frobenius la structure de contact est presque
partout (au sens de la mesure) transverse au fibré tangent de X ainsi, si I' = {p|T,X = &},
il existe un fibré de rang 1 sur ¥ \ T, défini par (¢[)T%)* (odt I’orthogonal peut &tre pris
avec une métrique quelconque). Ce fibré en droites induit un feuilletage singulier de % appelé
le feuilletage caractéristique. 1] est clair que deux structures de contact isotopes induisent des
feuilletages caractéristiques équivalents ; ce qui est plus surprenant est que le type différentiable
du feuilletage caractéristique sur une hypersurface compacte détermine la structure de contact

(2 isotopie pres) au voisinage de ¥ (le résultat est di a E. Giroux (Giroux, 1991)).
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Théoreme 2.15 Soient 3 er ¥/ deux sous-variétés de (M, &) telles que leurs feuilletages car-
actéristique soient difféomorphes. Alors il existe des voisinages tubulaires N et N' de & et ¥

respectivement telles que (N, &| ) soit contactomorphe a (N, Ear).

Démonstration
Soient £ et £’ deux structures de contact induisant des feuilletages difféomorphes.

Soit ¢ : ¥ — ¥ un difffomorphisme envoyant X¢ sur ¢/ Etendons ¢ & un difféomorphisme
de NV(XZ). Soient o et @ des formes de contact pour £ et & respectivement telles que « et

! 4

o = ¢*o’ induisent la méme 1-forme sur £. Sur ¥ x (—¢, €), a et & s’écrivent respectivement

B¢ + uedt et B + widt. La condition de contact s’écrit :

96

) #0

Maintenant la famille de formes as = sa + (1 — s)a’ reste non-nulle proche de ¥ x O (car
Bo = Bp) et donc définit une famille de structures de contact sur un voisinage de ¥ reliant £ a

&', un argument de type Moser termine la preuve (voir appendice A). |

Espace de jets d’une variété :

Considérons maintenant I’espace des 1-jets de fonctions sur M. C’est le fibré vectoriel dont les
sections locales sont engendrées par s(x) = (df;, f(x)) ol f est une fonction a valeurs réelles.

L’espace de jets J (M) est donc identifié avec T* M & Ryy.

Une section de ce fibré est donc de la forme s = (A, f) et elle est dite holonome si A = df .
Les sections holonomes (modulo I’action évidente de R) sont donc en bijection avec les formes

exactes sur M.

Soit A la forme canonique sur 7*M (Ag(X) = 7*B(X) voir la section 3.2). Considérons la
forme « = dt — A, une section est holonome si s*a = 0. De plus « est une forme de contact sur
J*(M). Donc les sections holonomes sont exactement les sections legendriennes de la structure

de contact induite. En particulier la section nulle est une sous-variété legendrienne de 71 (M).

En fait plus généralementsi 7 : L — 7™M est une immersion lagrangienne exacte (*(\) = df)

alors j1 : L — JY(M) définie par j1(p) = (j(p), f(p)) est une immersion legendrienne. Si
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sur les lacets basés sur les points doubles de I'immersion d’origine I’intégrale de la forme de

Liouville n’est pas nulle, alors cette immersion est un plongement (voir 3.2 pour les définitions).

L’espace de jets d’une variété N est le modele local d’une sous-variété legendrienne par le

théoréme suivant :

Théoreme 2.16 Soit N C (M, &) une sous-variété legendrienne alors il existe U un voisinage
de N dans M et V un voisinage de la section nulle de J*(N) tels que (U, &) et (V, &lv)
soient contactomorphes par un contactomorphisme ¢ satisfaisant ¢(N) = Ny o Ny est la

section nulle de J1(N).

2.2 Nceuds Legendriens

Dans cette section nous développons la théorie des nceuds legendriens qui nous sera nécessaire
par la suite. Par un nceud legendrien nous sous-entendrons aussi bien ’application vy : S! <
(Y, &) que 'image K = ~v(S*). Nous rappelons que la condition d’étre legendrien s’exprime
par v*(a) = O ou bien TK C &. Rappelons aussi que le théoréme 2.16 implique que la structure

locale d’un nceud legendrien est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 2.17 Soit K un neeud legendrien alors il existe un voisinage tubulaire N'(K) de
K contactomorphe & S* x D? = {(s,y,2)|s € S*,y? + 22 < ¢} avec forme de contact

oo = dz — yds.
11 existe aussi d’autres coordonnées locales qui peuvent étre utiles en dimension 3.

Corollaire 2.18 Soit K un nceud legendrien alors il existe un voisinage tubulaire N'(K') con-
tactomorphe @ S* x D? = {(s,y,2)|s € S}, y® + 22 < €} avec pour forme de contact

g = sin(2ws)dy — cos(2ms)dz

Ces deux systemes de coordonnées sont reliés par une transformation de Dehn.

Les coordonnées du théoreme 2.17 seront appelées les coordonnées de jets de K et celle du

théoréme 2.18 les coordonnées legendriennes de K.



17

2.2.1 Invariants classiques

De maniere analogue aux invariants classiques des structures de contact (classe de Chemn
de (£,da) et classe d’homotopie de & dans G?(T'M)) nous pouvons définir des invariants

algébriques associés a un nceud legendrien.

Classe d’isotopie :

Une isotopie legendrienne étant a fortiori une isotopie lisse, la classe d’isotopie lisse du nceud
est un invariant legendrien. Tous les invariants de nceuds classiques sont donc des invariants de
nceuds legendriens. 11 est évident cependant que ces invariants ne refletent en rien les propriétés
propres a la géométrie de contact de ces nceuds. Pour un nceud K nous dénotons son type

d’isotopie lisse par L(K).

Thurston-Bennequin :
Le second invariant associé a un nceud legendrien est le Thurston-Bennequin, il est 1’analogue
relatif de la classe d’homotopie de £ dans les champs de plans. L’étude du Thurston-Bennequin

est le premier outil qui a permis de différencier des structures de contact dans R,

La structure de contact étant supposée co-orientée, un nceud legendrien vient avec une classe
d’homotopie de trivialisation de son fibré normal canonique (un repere). Le repére canonique
est donné par tbx = (J(T'K), R,,) pour J compatible avec da sur €. Le choix de deux formes
différentes donne une homotopie entre les deux champs de Reeb le long de K, et le choix de
deux structures compatibles donne une homotopie entre les deux champs de vecteurs dans £

(I’espace des structures compatibles étant contractile).

Une isotopie legendrienne donne un isomorphisme canonique entre les fibrés normaux et comme
a chaque instant de I’isotopie nous avons un neceud legendrien nous obtenons une homotopie
entre les deux trivialisations. Ainsi le Thurston-Bennequin est effectivement invariant sous iso-

topie legendrienne.

Remarquons que classiquement nous considérons le Thurston-Bennequin comme donnant une
trivialisation du fibré structurel GL3 mais qu’il peut étre parfois utile de la considérer comme

une trivialisation du type U(n) x {1} avec la métrique g,
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Le Thurston-Bennequin admet plusieurs interprétations qui nous seront utiles par la suite. Nous

allons donc les décrire ici.

Tout d’abord rappelons que la construction de Thom-Pontryagin associe a une classe de cobor-
disme de sous-variétés munies d’un repere de codimension 2 une classe d’homotopie d’appli-
cations de Y dans S2. Nous dénoterons 1’ensemble des classes d’homotopie libre d’applica-
tions de Y dans S2 par [Y, S?]. Maintenant, si K est orienté, considérons 1’application degré
d : [Y,S% — Hi(Y;Z)/Tor(H1(Y;Z)). La pré-image d’un élément 3 € Hy(Y;Z) est
isomorphe a Z/2div(()Z ou div(F) est la divisibilité de . Ainsi nous pouvons associer au

Thurston-Bennerquin un couple (d(K), n).

On pourrait avoir tendance a penser que ces identifications ne sont pas canoniques (pour d = 0
elle semble dépendre du choix d’une surface de Seifert), mais en fait, bien que la construction
de I"isomorphisme dépende de ces choix, ’isomorphisme lui-m&me n’en dépend pas (comme
dans la preuve du théoreme 2.19). Remarquons par ailleurs que si K est nul-homologue alors

la divisibilité de d(K') est O et donc n € Z.

Pour un nceud nul-homologue il existe également une autre manie¢re d’associer un entier au
Thurston-Bennequin. En effet le nceud étant nul-homologue il admet un repere donné par le
choix d’une surface de Seifert ¥. Considérons le repere le long de K donné par (t,n) ou ¢ est
un tangent unitaire a ¥ orthogonal & K pointant a I’extérieur de ¥ (de sorte que (T'K, t) soit
une base orientée de T'X) et n est une normale orientée a Y. Maintenant le repére tbyx vu dans
la base (¢, n) donne un élément de SO(2). Ainsi la surface de Seifert permet d’associer a tb une
classe d’homotopie d’applications [ : S' — SO(2). Or m1(SO(2),Id) ~ 7 canoniquement
donc nous pouvons associer tb(K) = [l| € Z. Notons tout d’abord que ce nombre ne dépend
pas du choix de la surface de Seifert!. En effet le nombre tb(K) est égal 2 I’intersection de
K + eR, avec ¥ (i.e. tb(K) = lk(K, K + R,)) et en choisissant une autre surface de Seifert
¥’ la différence entre les deux nombres définis est I’intersection K + R, avec S = ¥ U ¥/ qui

est €gale a 0 car S est fermée et K est nul-homologue.

Notons également que ce nombre ne dépend pas non plus du choix de I’orientation de K. En

"En remerciant M. Hedden pour cette remarque
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effet choisir |’orientation opposée force & changer I’orientation de 3 et donc les changements

de signes s’annulent.

Nous pouvons également généraliser cette construction & des nceuds non nul-homologues. En

effet choisissons K- K; des cercles représentant un ensemble générateur de Hq(M;Z).

Nous supposons en fait ici que K3 --- K forment une base de la partie sans torsion. Et que

les autres sont des éléments de torsion. Pour K un nceud legendrien choisissons .S une surface

orientée dont le bord est K — UK i (plus précisément nous considérons des copies paralleles des
i€l

K; de maniere a obtenir une surface plongée). Nous pouvons associer a tb un nombre comme

étant le nombre d’intersection entre K + eR, et S. Nous devons maintenant vérifier comment

ce nombre dépend des différents choix que nous avons faits.

(i) Si nous avions choisi un cobordisme différent S’ alors la différence entre les deux nombres
est I'intersection entre K + eR, et SU.S" qui est une surface fermée. Mais cette fois ci le nceud
n’étant pas nul-homologue, ce nombre n’est pas zéro. En fait I’ambiguité est modulo le nombre
engendrant 1’image de ’application -[K| : Ho(M;Z) — Hy(M;Z). Ce nombre correspond a
deux fois la divisibilité de [K] dans H1(M; Z)/Tor(H1(M;Z)) par dualité de Poincaré. Ainsi
pour I'instant le nombre tb(K') ne dépend pas du cobordisme modulo 2div(d([K7)).

(ii) En choisissant un auire ensemble de générateurs nous pouvons construire un cobordisme
entre les deux ensembles. L ambiguité est donc la méme que en (i).

(iii) Pour ]a méme raison que précédemment le nombre tb( K') ne dépend pas du choix de 1’ori-

entation de K.

Ainsi de maniére complétement générale nous pouvons associer a un neeud legendrien un cou-

ple : th(K) = (d(K),n(K)) € Z x Z/2div(d(K))Z.

Maintenant répondons a la question qu’il est naturel de se poser :

Théoréme 2.19 Les nombres tb(K) et (d,n) donnés respectivement par la construction
précédente et la construction de Thom-Pontryagin sont tels que n(K) = n. En particulier

quand K est nul-homologue tb(K) = n.

Démonstration Considérons la surface S plongée dans M telle que son bord soit K moins des
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copies paralleles des K;. Donnons un trivialisation 7; de chaque K; apparaissant dans le bord de
S par la méme procédure que précédemment. Considérons maintenant S une surface plongée

dans [0, 1] x M telle que p(S) = S, 85N {1} x M = K et 35 N {0} x M =-UK;.

Considérons s une extension des sections Ry |k, 7 & tout N'(:S) de sorte que S + es intersecte

transversalement S.

Alosn=S+e;nSetn(K)=K+1[0,1] x RN S.Ennotant ¥ = SU—-S C [0,2] x M
et Y/ = 1[0,1] x (K + cRq) U S + s on obtient que n(K) — n = £ N X' Or par construction

cette intersection est zéro car & ~ [0,2] x K. Ainsi n(K ) = n. ]

Nombre de rotation :

Le troisieme invariant classique associé a K est le nombre de rotation. 11 dépend cette fois-ci
d’une orientation de K ainsi que du choix d’une surface de Seifert (2 moins que ¢; (£) = 0), et
nous supposons donc que K est nul-homologue. C’est I’analogue relatif de la classe de Chern
de £. ¥ est une surface orientable ayant le type d’homotopie d’un bouquet de cercles. Ainsi
tout fibré orienté sur ¥ est trivial, donc |y est trivial. Soit 7 un champ de vecteurs tangents
a K déterminant I’orientation positive (unitaire pour la métrique g,). Le nombre de rotation
r(K,[Z]) est défini comme étant la classe de Chern relative ¢; (€|, 7) € H%(Z,8%) ~ Z ol
la classe de Chern relative est I’ obstruction primaire a étendre 7 a une section non nulle de {|s

(i.e. le nombre de zéros d’une extension générique de 7 a X).

Encore une fois une isotopie legendrienne définit une homotopie entre les différentes sections

et donc r( K, [X]) est invariant sous isotopie legendrienne.

La classe de Chern relative peut étre vue comme la classe de Chern du fibré sur | J, D?

obtenu en recollant ¢ au fibré trivial sur D2 au moyen de la trivialisation 7.

Si on choisit une trivialisation 7’ de £|g ~ ¥ x C alors 7 décrit un chemin dans St c c~.

La classe d’homotopie d’un tel chemin est exactement le nombre de rotation (en identifiant
canoniquement 71(S") avec Z). Ainsi si 7 s’écrit €(5) alors (v, [2]) = Py / do.

T /st
On pourrait étre étonné que ce nombre ne dépende pas de la trivialisation choisie mais en fait

deux trivialisations induisent la méme sur le bord car 7 (U(1),1d) est abélien et le bord est un

produit de commutateurs dans 1 (X, o).
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Si nous changeons I’orientation de K, le nombre de rotation change de signe. Et les nombres
de rotations associés & deux surfaces de Seifert différentes 3 et &' sont évidemment reliés par

la relation : (K, [X]) — (K, [X']) = a1 (€lsusy)-

Exemple. Nous allons calculer tb et r pour le nceud legendrien trivial y(t) = (cost, 0,sin ¢,0)
dans la sphére de contact standard. On suppose ce nceud orienté par sa paramétrisation. Une

surface de Seifert pour ce nceud legendrien est donnée par le disque

D = {(z,0,y,v/1 — 2% — y?)|z2 +y* < 1} = {rcos6,0,7sinb, /1 —r2)}.

Un petit déplacement de K dans la direction du champs de Reeb est donné par vy, = (cosn -
cost,sinm - cost,cosn-sint,sinn-sint) pour cosn? +sinn? = €2 etn > 0. Il intersecte D au
point (0, 0, cos n,sinn). Le signe de cette intersection est négatif car la matrice d’intersection

est:

—cosn 0 1 0

—sing 0 0 0
0 cosm 0 cosnp
0 —sinn 0 sinn

Ainsi th(K) = —1.

La structure de contact en un point D, .y de D est la droite complexe dans C? engendrée
par (—y +1+/1 — 22 — 42, z) qui coincide au bord avec (—sint,cost) qui est 7,K. Ainsi la
structure est gratuitement trivialilsée le long de D est la trivialisation coincide avec T, K au

bord, et donc r (K, D) =0.

Ces invariants sont les seuls invariants topologico-algébriques des classes d’isotopies legendri-
ennes. D’apres les travaux de Fuchs et Tabachnikov (Fuchs et Tabachnikov, 1997) ¢b et r sont
aussi les seuls invariants de type fini (au sens de Vassiliev) propres aux nceuds legendriens. s
classifient certains types topologiques de nceuds dans (52, &) appelés simples. Précisément un
type lisse £ est dit simple si deux représentants K; et K5 legendriens de £ sont legendrien-
isotopes exactement quand tb( K1) = tb(K?2) et r(K7) = r(K2). Par exemple le neeud trivial

est simple (Eliashberg et Fraser, 1998), les nceuds toriques et figures huit également (Etnyre
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et Honda, 2001). Mais en utilisant des techniques plus sophistiquées tel que 1’homologie de
Chekanov-Eliashberg (Chekanov, 2002) ou bien la classification des sommes connexes leg-
endriennes (Etnyre et Honda, 2003) il existe une infinité d’exemples de types lisses de nceud
non simples. De plus les exemples de ce dernier article sont indistinguables par tous les types

d’invariants algébriques existant jusqu’a présent.
2.2.2 Diagrammes de neeuds legendriens

Comme pour la théorie des nceuds classiques il existe une théorie de diagrammes planaires
équivalente. Nous considérons ici les nceuds dans R® muni de la structure de contact standard
& = ker(dz — ydx). Pour cette forme de contact le champ de Reeb est a%. Soit K un nceud

legendrien. A K nous pouvons associer deux projections : II(K) et 7(K) ou IT : R® — R%l_ 2)

et R — ]R?z )" La premiere projection est appelée le front d’onde (ou front) de K et la

seconde est la projection lagrangienne .

Front d’onde : Le front d’onde d’une variété legendrienne est ce que nous observons lorsque
nous garons une voiture en créneau. En effet de I’équation ap(TK) = 0 on obtient que
v3 = 7271 ou v = (7v1,72,73) est une paramétrisation d’un nceud legendrien. Et donc ~y;
est uniquement déterminé par la tangente du front -z% Ceci a deux conséquences immédiates :

- le front d’un nceud legendrien n’a pas de tangente verticale,

- le type de croisement est déterminé par la tangente.

A la place des tangentes verticales on observe des points de rebroussement comme par exemple :

Exemple. v(t) = (cos(t), —3sin(t) cos(t), sin®(t)) est legendrien et son front d’onde est

(cos(t),sin?(t)) (voir figure 2.1).

Figure 2.1 Nceud legendrien trivial

De maniére réciproque un diagramme planaire (lisse) est le front d’onde d’un nceud legen-

drien s’il n’a pas de tangente verticale, auquel cas le noeud legendrien est déterminé par y(t) =
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(mn(t), 718,73(75)). Evidemment en général ce relevé n’est pas un nceud, car on veut la con-
3
dition additionnelle fozq'— ¥2(t) = 0 qui est réalisée en rajoutant des arcs z = constante et

z = constante a ce relevé au niveau des points de rebroussement.

Le front d’onde est particulierement utile car il réduit le probleme d’isotopie legendrienne a un
probléme combinatoire. Cependant ce probléme est évidemment hautement non-trivial. Toute-
fois il permet de définir plusieurs invariants de nceuds legendriens simplement en vérifiant que
I’objet défini est invariant sous les trois mouvements de Reidemeister illustrés par la figure 2.2,

En effet le théoreme suivant classifie le probleme d’isotopie legendrienne :

/\ typel
<>
\ typell
% ——
\\/ typelll \
T _
AN -

Figure 2.2 Mouvements de Reidemeister legendriens

Théoréme 2.20 (Swigtkowski, 1992)Deux fronts génériques Py et Py de noeuds legendriens
représentent des nceuds isotopes s’ils différent par une composition d’isotopies ambiantes et de

mouvements de type R, RIl, RIII ainsi que leur rotation de 180°.

11 est également facile de calculer le nombre de Thurston-Bennequin et de rotation en termes
du front d’onde. En effet le champ de Reeb étant %, pour calculer [k(K, K + eR,) il suffitde
remarquer que ce nombre change par rapport a la torsion de la moitié du nombre de points de

rebroussement. Et donc :

(K = w(II(K)) — %#{p.d.r. (k)
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De méme le nombre de rotation se calcule facilement. Si K est orienté alors le front d’onde
de K est également orienté ; notons D le nombre de points de rebroussement descendants de

II(K) et M le nombre de points de rebroussement montants. Alors 7(K) = 3(D — M).

Projection Lagrangienne : La projection lagrangienne d’un nceud legendrien K est donnée

par T(K) ou 7 : R® — R ,~. Elle est nécessairement une immersion car % n’est jamais
dans la distribution de contact et ne peut donc pas étre tangent a K. Le fait que sur K on
ait dz = ydz implique que la forme ydx restreinte a 7(K') est exacte. Réciproquement si
i : ST a» R? est une immersion telle que i*(ydz) = dg, alors I’application v : S — R telle

que v(s) = (i(s), g(s)) est une immersion legendrienne. C’est un plongement si pour tout point

/ydwo,
!

oll | est un des deux arcs sur S* reliant les deux points allant sur p.

double pon a:

Tamas Kalmén a €tudié les propriétés de la projection lagrangienne dans (Kdlman, 2005). Le
Thurston-Bennequin de K est donné par tb(K) = w(w(K)) et le nombre de rotation est donné

par 7(K) = rot(m(K)) ou rot est le degré de I’application de Gauss.

2.3 Dimension Trois

La géométrie de contact a longtemps été développée en dimension 3, ainsi peu de résultats de
classification existent en dimension supérieure. Dans cette section nous supposerons donc que
Y est toujours de dimension trois et orientée. On note I’ensemble des structures de contact

positives par Cont(Y).

2.3.1 Tendu versus vrillé

L’ensemble des structures de contact sur une méme 3-variété peut &tre séparé en deux classes

distinctes :

Définition 2.21 Une structure de contact £ sur Y est dite vrillée s’il existe un disque plongé

D — Y tel que le feuilletage caractéristique ait pour lieu singulier I' = 8D [ J{«}.
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Définition 2.22 Une structure de contact est tendue si elle n’est pas vrillée.

Il est clair que ces définitions décomposent Cont(Y") en deux ensembles disjoints, néanmoins
rien ne nous dit qu’un de ces deux ensembles n’est pas vide. En fait nous ne savons pour I’instant

méme pas pour quelles classes de variétés Cont(Y") # 0.

Une structure de contact sur une 3-variété est une distribution de plan qui “tourne” suffisam-
ment pour 'empécher d’étre intégrée par des surfaces. Ainsi étant donnée une 3-variété il
peut étre “facile” de construire une structure de contact simplement en partant dans n’importe
quelle direction en faisant “vriller” la structure de contact (ici nous considérons qu’il n’y a pas
de probleme pour bien faire cette manoeuvre de maniere cohérente pour que le processus se
referme bien, on peut imaginer que ¥ est R par exemple). Ce processus va généralement don-
ner lieu & une structure de contact vrillée ; en effet I’existence d’un disque vrillé implique que
la structure de contact tourne de 180° le long de ce disque. Une structure tendue peut donc &tre

vue comme une structure de contact qui tourne le moins possible.

2.3.2 Lutz, Eliashberg et Bennequin

Les premiers résultats en direction d’une classification des structures de contact sont dus a

Robert Lutz dont le résultat le plus marquant est le suivant :

Théoréme 2.23 (Lutz, 1977) Soit M une variété fermée. Alors dans chaque classe d’homo-

topie de distributions de plans, il existe une structure de contact positive.

De plus, bien que la définition de vrillée n’existat pas encore, il démontre que ces Structures
de contact peuvent étre vrillées. Ainsi, si on note I’ensemble des structures de contact positives
vrillées par Contor(M), il existe une application i : mo(Contor(M)) — mo(G*(TM)) qui

est surjective.

Un résultat de Y. Eliashberg vient compléter le théoréme précedent :

Théoreme 2.24 (Eliashberg, 1989) Deux structures de contact positives vrillées homotopes

(en tant que distributions de plans) sont isotopes.
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Ainsi I’application précédente est un isomorphisme.

Remarque 2.25 En fait Eliashberg démontre que 1’application d’inclusion est une équivalence
d’homotopie, donc I’étude homotopique des distributions de plans se réduit a I’étude des struc-

tures de contact vrillées.

Terminons cette section en mentionnant le premier résultat qui a relié la géométrie de contact
et la topologie. 1l apparait dans la thése de Daniel Bennequin (Bennequin, 1983) et permet de

relier le genre d’un nceud aux invariants classiques :

Théoreme 2.26 Soit K un naeud legendrien dans (R3,&q) ou (S3,&y) et T une surface de

Seifert pour K alors

th(K) +|r(K)| < —x(¥2) =2¢(%) - L. (2.4)

Cette inégalité est désormais connue sous le nom d’inégalité de Bennequin. Elle admet de nom-
breuses généralisations dont une nous sera particulierement utile dans la section 4.3, Elle am¢ne

a deux conclusions :

(i) Pour un nceud legendrien dans I’espace standard le Thuston-Bennequin est borné. 1l existe
donc un nombre que nous notons T'B(L(K)) qui est le Thurston-Bennequin maximal d’un
représentant legendrien de £(K).

.. , . th(K)+|r (K)|+1
(i1) Le genre d’un type de nceud £ est minoré par ———>——

, pour. K un représentant
legendrien de L.

Entre autres choses cette inégalité permet de différencier des structures de contact sur R3. Ef-

fectivement dans 'exemple 3 le cercle {(cos#,sin6,0)} est un nceud legendrien trivial avec

th = 0, ce qui contredit 'inégalité de Bennequin. Ainsi cette structure de contact n’est pas

équivalente 2 la structure standard.

Remarque 2.27 En fait le disque {(z,%,0)|z? + 32 < 1} est un disque vrillé. Le méme calcul

montre donc qu’aucune structure vrillée ne peut satisfaire 1’inégalité de Bennequin.
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2.3.3 Chirurgie

A partir d’une 3-variété de contact (Y, &) et un nceud legendrien K dans Y il existe différentes
maniéres de construire des nouvelles variétés de contact. Nous allons ici étre intéressés a ce qui

est appelé la chirurgie de legendrienne.

Nous avons vu dans la section 2.2 qu’un nceud legendrien admet un voisinage canonique appelé
coordonnées de jets. La forme de contact dans ce voisinage est conformément équivalente a
ap = dz — yds. Nous voulons ici effectuer une chirurgie de pente —1 par rapport au repere

tb(K) discuté précédemment.

Faisons d’abord un changement de coordonnées sur S' x A(ri,79) ol A(ry,72) est I'an-
neau déterminé par r; < ro. Considérons les coordonnées cylindriques (s,y,2) =

(s1,7cos(2msy), 7 sin(2msy)). La forme de contact devient :

ap = sin(2mwsg)dr + 277 cos(2msg)(dse — dsy).

Nous allons maintenant effectuer une chirurgie de pente —1 par rapport au repere tb( K). C’est-
a-dire que nous allons construire la variété
Y ((K,th),~1) =Y \ § x De_y| JS* x D,

©
avec

©: STxAle—ne) S SUxAle —n,€)
(s1,7,82) — (89— 81,7,82)
En effet la longitude canonique est donnée par (s,1,0) et le méridien par (0, 1, s). Nous devons
maintenant vérifier que ©* (o) s’ étend 2 une forme de contact sur tout S* x D, de sorte 4 avoir
une structure de contact sur Y ((K,tb), —1). Or p*(ag) = sin(2mrsy)dr—2mr cos(2msy)(2dse —

ds1), que nous écrivons o + 277 cos(27mss)dss. En coordonnées Cartésiennes elle devient :
« _ Y
() = dz —ydz + m(ydz — 2dy).

Si g est un fonction sur [0,¢] valant O proche de 0 et % proche de 1, on obtient que o =
dz — ydx + yg(z? + y*)(ydz — dy) est une forme de contact qui étend *(ayg) a tout le tore

solide. On obtient donc une variété de contact.
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Maintenant la structure de contact définie par « sur le tore solide est tendue. La classification
des structures tendues sur le tore solide dans (Honda, 2000) implique que c’est 'unique (2
isotopie pres) structure tendue remplissant ¢} *(£). La variété de contact (Y ((K,tb), —1),¢')

ainsi obtenue est appelée la chirurgie de legendrienne de Y le long de K.



Chapitre I11

GEOMETRIE SYMPLECTIQUE ET VARIETES LAGRANGIENNES

L’objet de cette these est de définir une relation de cobordisme entre variétés legendriennes
en tenant compte de la structure symplectique sur la symplectisation de M, par une remarque
faite en introduction la structure naturelle pour un cobordisme semble étre celle de sous-variété
lagrangienne. Nous rappelons dans ce chapitre quelques faits de la géométrie symplectique.
Nous commengons tout d’abord (section 3.1) par rappeler les définitions et motivations de base
de la géométrie symplectique. Ensuite (section 3.2) nous rappelons différents faits importants
concernant les plongements lagrangiens et les différentes relations d’équivalence existantes.
Enfin nous donnons (section 3.3.3) I'intéraction entre la géométrie de contact et symplectique,

nous définissonsen définissant notamment la relation de cobordisme symplectique.

Les deux références de base sur la géométrie symplectique sont (Arnol’d, 1974) et (McDuff et

Salamon, 1998)

3.1 Définitions Générales

Définition 3.1 Une variété M de dimension m est dite symplectique si elle est munie d’une

2-forme différentielle w fermée et non-dégénérée .

Remarque 3.2 La condition w non-dégénérée force m a étre pair car une forme différentielle

est antisymétrique.

L’exemple naturel de variété symplectique en mécanique classique est 1’espace cotangent d’un

espace de configurations muni de w = d\ (voir section 3.2). En géométrie complexe les formes
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symplectiques apparaissent naturellement comme les formes kahiériennes associées  certaines

métriques.

En un sens, une forme symplectique permet de faire une forme de géométrie énumérative. En
effet I’existence d’une structure symplectique réduit le groupe structurel de 7'M a Sp(n). De
plus il existe toujours une structure presque-complexe (dite adaptée) sur M telle que w(-.J-) soit
une métrique J-invariante sur M. On note celle-ci g,, par analogie avec le chapitre précédent.
L’ensemble de telles structures (voir (Gromov, 1985)) est contractile. En particulier définir
c1(M,w) := ¢ (T M, J) n’est pas un abus. Le célebre théoreme de compacité de Gromov (Gro-
mov, 1985) pour les courbes holomorphes associées a de telles structures presque-complexes
a ouvert la voie a I’étude des invariants de Gromov-Witten qui est de la géométrie Eénumérative

dans les variétés symplectiques.

Une forme symplectique étant non dégénérée, elle définit un isomorphisme entre ’espace tan-

gent et I’espace cotangent. Ces isomorphismes sont appelé les isomorphismes musicaux :

#:TM —T*M

b:T"M — TM

définis par les propriétés :

X#*(Y) =w(X,Y)
w(e?,Y) = oY),

Notons que si J est une structure presque-complexe adaptée a w alors ces deux isomorphismes

sont ceux définis par la métrique composés avec J.

Définition 3.3 Un difféomorphisme ¢ de M est un symplectomorphisme s’il préserve la struc-

ture symplectique, i.e. ¢*(w) = w.

L’ensemble des difféomorphismes symplectiques est noté Diff,, (M ). Son algebre de Lie formelle

est notée symp,, (M).
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Au vu des isomorphismes musicaux et de la formule de Cartan, 1’algébre infinitésimale des
transformations symplectiques est la sous-algebre des champs de vecteurs duale de I’algebre
des 1-formes fermées. La sous-algebre correspondant aux formes exactes donne lieu aux

difféomorphismes hamiltoniens. Plus précisément on a la définition suivante :

Définition 3.4 Soit / : M x S' — R une fonction lisse. Le champ de vecteurs défini par
X, = (dH,)" est appelé le champ de vecteurs hamiltonien associé 2 H. Tout difféomorphisme
apparaissant comme le flot d’un champ de vecteurs hamiltonien est appelé€ un difféornorphisme

hamiltonien .

L’ensemble des diff€omorphismes hamiltoniens est noté Ham,, (M) et I’algébre des champs de

vecteurs Hamiltonien est noté ham,,(M).

Remarque 3.5 Soit X; un champ de vecteurs hamiltonien. Le flot qu’il engendre n’est pas
un groupe a un parametre, du fait que la fonction hamiltonienne dépend du temps. L’équation

%|t=to ¢ (p) = Xy, définit cependant des difféomorphismes symplectiques.

Un champ de vecteurs sur une variété symplectique est appelé un champ de Liouville si son
flot exponentie w, i.e. Lxw = w. Remarquons que le théoréme de Stokes implique qu’une
forme symplectique sur une variété fermée ne peut étre exacte. En effet si w = dX alors w™ =
d(X A w™ 1) et donc w ne peut étre non-dégénérée. Si M admet un champ de Liouville alors
d(Xw) = w et donc M ne peut étre fermée. Réciproquement le dual d’une primitive de w, si

elle est exacte, est un champ de Liouville, en effet £y,w = d(\w) = d\ = w.

Quand bien méme les champs de Liouville n’existent pas globalement sur les variétés fermées,
ils ont un intérét capital pour faire le lien entre les géométries symplectique et de contact, car
I’existence locale d’un champ de Liouville au voisinage d’une hypersurface donne un découpage

de M le long d’une hypersurface de contact (voir 3.3.3).

3.2 Sous-variétés Lagrangiennes

Dans cette section nous allons discuter les propriétés de base de la topologie des sous-variétés

lagrangiennes d’une variété symplectique.
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Rappelons qu’une sous=variété f : L — (M?" w) est lagrangienne si elle est de dimension n

et que f*w = 0.

Remarquons que L est lagrangienne si et seulement si VX, Y € TL, w(X,Y) = 0 etsi
et seulement si g, (X, JY) = 0. Donc une sous-variété est lagrangienne si et seulement si

J(TL) = TL" par rapport 4 une métrique compatible.
Discutons d’abord le modele locale d’une telle sous-variété :
Cotangent d’une variété :

Soit M une variété lisse de dimension quelconque. Son fibré cotangent est muni d’une forme

canonique appelée forme de Liouville A définie par la propriété suivante :

ourw:T*M — M est la projection naturelle.

Si(q1,92- - ,¢n) estune carte de M et p; = dg; alors en coordonnées locales A = ¥p;dg;. La
2-forme wg = dA est évidemment fermée et non-dégénérée. C’est donc une forme symplectique

sur T*M.

La définition de A implique que si « est une 1- forme sur M, vue comme section de 7™M
(o : M — T*M) alors &*(A) = c. Or un plongement de M dans T M est lagrangien si le tiré
en arriere de A est fermé. Ainsi les formes différentielles qui sont lagrangiennes sont exactement

les formes fermées sur M.

En particulier la section nulle de 7™M est une sous-variété lagrangienne de T*M. C’est le

modele standard des variétés lagrangiennes par le théoréme suivant :

Théoreme 3.6 (Weinstein, 1971) Soit L C (M, w) une sous-variété lagrangienne compacte.
Alors il existe un voisinage U de L dans M et un voisinage V de la section nulle de T L ainsi

qu’un symplectomorphisme ¢ . (U,wly) = (V,woly).

Pour la preuve nous renvoyons & 1’appendice A.

Terminons cette discussion en donnant une définition qui nous sera utile pour la suite de la

section :
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Définition 3.7 Une sous-variété lagrangienne L d’une variété symplectique exacte (M,w =
d\) est dite exacte si i*A = df, c’est a dire la forme de Liouville est exacte au lieu d’étre

fermée.

Notons que dans le fibré cotangent d’une variété les graphes de formes différentielles qui sont

lagrangiennes exactes sont précisément les formes exactes.

Remarque 3.8 La définition précédente s’applique également a des immersions lagrangiennes.

3.2.1 [Invariants algébriques des Lagrangiens

Dans cette section nous allons associer a un plongement lagrangien deux homomorphismes

invariants sous isotopie symplectique.

Aire symplectique :
Le plus simple a définir des deux est I’aire symplectique d’un plongement. Considérons L C M
une sous-variété lagrangienne fermée. Définissons une application wy, : mo(M, L) — R de la

maniére suivante.

A une classe [u] € mo(M, L) associons wy,([u]) = / u*(w). En choisissant u un représentant
D2

lisse de la classe d’homotopie.

La forme wy, est bien définie car w est fermée et L annule w, ainsi une homotopie entre v et v’

décrit une boule f : B®> — M que I’on peut choisir lisse par morceaux et dont le bord est formé

de quatre parties : deux parties D; et Do étant des disques sur L, u et —u’ Donc :

0= [ fdw)= | (u') - v"(w)+Diw)+ D3w))
B3 D?

_ /mu*(w) _ ./DQu'*(w).

Ainsi /D2 u*(w) :/D2 u™ (w).

Remarquons que lorsque la variété symplectique est exacte 1’aire symplectique n’est rien d’autre
que la restriction de I'intégration de A sur le noyau de I’homomorphisme m1(L) — w1 (M) et

que si le lagrangien est exact alors wy, = 0.
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Indice de Maslov : (voir (Viterbo, 1987))
Pour définir I’indice de Maslov nous devons d’abord étudier A(C™) I’espace des n-plans la-
grangien dans C* = R" @ 7R™. Ici C” est vu comme I’espace vectoriel symplectique standard

avec la forme ) dx; A dy; (.e. comme T*R"™),

U(n) agit transitivement sur A(C™) via I’action naturelle. Le stabilisateur de cette action est
O(n) agissant diagonalement sur R™ @ iR™. Ainsi A(C™) ~ U(n)/O(n). Maintenant, lorsque

n > 2, la suite exacte de fibration :

m1(0(n), Id) — w(U(n), Id) — m (AMC"), Fy) — mo(O(n), Id) — mo(U(n), Id)

devient :

Z2]27 — 7 — m(AC™), Py) = Z/27. — 0

comme 7 n’as pas de torsion il vient :
0—Z— m(AC"),Ry) - Z/2Z — 0

Alors m1(A(C™), Py) estisomorphe a Z & Z /27 ot a Z (car Ext(Z/2Z;Z) = Z/27).

Pour déterminer dans lequel des deux cas nous sommes, considérons A(C™) la grassmanni-
enne des lagrangiens orientés. C’est un revétement double de A(C™), il est connexe car ¢’est

U(n)/SO(n) par la méme action que précédemment. Le morphisme de fibration suivant :

SO(n) — U(n) —— A(C™)

N

O(n) — U(n) —= A(C")
donne en homotopie et apres les mémes factorisations que précédemment :

—— Z—"11(A(C"), R 0

B

—— 7 — 71 (A(C"),R™) — 7./2Z
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De plus, notons que le chemin

et 0
0 Idp—

est envoyé€ par T, sur un chemin qui n’est pas un lacet et sur un lacet par 7. Ainsi comme ’im-

age de p, est un sous-groupe d’indice 2 et que 7 (A(C™), R™) ~ Z on obtient 71 (A(C™), Py) =~

Z avec pour générateurs I'image du chemin {(8) € U(n).
Sin = 1, ’espace des lagrangiens est exactement RP* donc 71 (A(C), ) ~ Z.

Sin = 2 la suite exacte donne :
Z—7Z — m(ANC™),Py) = Z/2Z — 0

mais I’inclusion de O(2) dans U(2) est ici nulle sur le 7y (car elle factorise par SU(2) = S%)

donc on a encore le méme isomorphisme.

Pour la suite nous aurons besoin d’une description plus explicite de cet isomorphisme. Tout
d’abord, du fait que ’action de U(n) est transitive, on peut déduire qu’il n’y as pas de choix
imposer pour Fp. Nous allons donc choisir le point de base comme étant R™. Définissons
Lo(iR™) = {P € A(C™)|P NiR™ # {0}}. C’est une sous variété algébrique de codimen-
sion 1. Elle admet une co-orientation canonique décrite de la maniere suivante :

supposons que V est une direction transverse de la strate de dimension maximale. Choisissons
P(t) t € (—e¢,¢) un chemin de plans tel que %}t:oP(t) = Vet {P(t)} N E(iR") = P(0).
Chacun des P(t) peut étre vu comme le graphe d’une application linéaire f(t) : iR™ — iR™.
Par la discussion faite dans la section 3.2 (plus particulierement la discussion sur le cotangent
d’une variété) f(t) est la différentielle de d@;, une forme quadratique sur :R™. Cette forme
quadratique est non-dégénérée lorsque ¢ # 0. On dit que la direction V' est positive si la signa-

ture augmente lorsque ¢ croit et passe par 0 et négative sinon.

Remarquons que le complémentaire de Ep(iR™) est contractile car il est identifié, comme
précédemment, avec les formes quadratiques sur R™. Pour un lacet v : (/,{0,1}) —
(A(C™),R™) on associe u([y]) = v - Zo(¢R™), ot “”” dénote I’intersection homologique (ici

o(iR™) n’a pas de bord en tant que sous-variété algébrique). Alors p : m (A(C*),R") — Z
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est exactement 1’isomorphisme désiré. En effet, 1’image par la projection de [(6) est la famille
de plans
P(0) =< (e¥,0,...,0),(0,1,0,...,0)...(0,...,0,1,0) >

qui intersecte une seule fois L(iR™) lorsque 6 & [0, 7], la forme quadratique (aprés perturba-
tion) associée est (tan(f + %)) @ Idp_; sur iR™ = 1R @ R™* et les signes se correspondent

donc.

Nous pouvons maintenant définir I’indice de Maslov associé a un plongement lagrangien. Si
[u] € mo(M, L) choisissons encore une fois un représentant lisse u de [u]. Le disque D? étant

contractile il existe & homotopie pres une unique trivialisation :
(T * ¢ 2 Ccn
(W (TM),u"(w)) = (D* x C*,wp).

Cet isomorphisme nous permet d’associer & u un lacet de lagrangiens dans C™ par ~(t) =
¢(Ty(e2niry ). L'indice de Maslov de u est par définition u(u) := p(y). L’indépendance vis-a-

vis du choix du représentant est évidente. Et c’est un homomorphisme y : mo(M, L) — Z.

L’indice de Maslov n’est généralement pas un homomorphisme de 71 (L) car si [A] € ma(M)
alors u([u] + [4]) = u([u]) + 2¢1([A]). Cependant la parité de I'indice de Maslov ne dépend
pas du choix du disque bordant un lacet elle est donc définie sur le noyau de w1 (L) — 71 (M)

(notons cependant que pour les lagrangiens orientables cet indice est toujours pair).

Pour la suite nous aurons également besoin de la remarque suivante :

L’inclusion C* ¢ C**! = C™ @ C induit une inclusion j : A(C™) — A(C™!) définié par
4(P) =< P,1 >. L application induite en homotopie est I'identité car j(E(sR™)) C L(zR"™H1)
et la forme quadratique associée a seulement une valeur propre égale a 1 en plus, donc le change-

ment de signature est le méme.

Remarque 3.9 Notons également que nous pouvons considérer I’aire symplectique et I’indice

de Maslov comme des homomorphismes avec domaine Hy(M, L) (voir section 4.2)
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3.2.2 Déformations de lagrangiens

11 existe différentes notions d’équivalence de plongements lagrangiens. La premiére qui semble
naturelle serait de dire que deux plongements L1 et Lo sont lagrangiens isotopes s’il existe une

famille lisse a un parametre L; de plongements lagrangiens allant de L1 a Lo.

Bien que naturelle, une telle relation ne préserve pas nécessairement certaines quantités as-
sociées au lagrangien. Effectivement I’aire symplectique w : wo(M, L) — R n’est pas préservée
en générale par une telle isotopie, comme par exemple pour les deux lagrangiens de la figure

3.1. Notons cependant que les nombres de Maslov i : mo (M, L) — Z sont conservés.

Une notion plus restrictive d’isotopie serait de demander que la famille L, soit engendrée par
des difféomorphismes symplectiques ambiants, i.e. Ly et Lo sont symplectiquement isotopes

s’il existe une famille lisse ¢; de symplectomorphismes telle que ¢pg = Id et ¢1(L1) = Lo.

Le fait que ¢; préserve la forme symplectique implique que 1’aire symplectique est conservée.
En effet si L' est symplectiquement isotope & L alors w; = wys. L'identification entre les
groupes d’homotopie étant celle donné par I’isotopie. En effet si u : (D?,S1) — (M, L) alors

W =¢ou: (D% ST — (M,L)donc:

o) = [ ww)= [ wosw
D2 D2
— [ (60w @) = wu (W)
D2
Un exemple d’une telle déformation est donné de la maniére suivante. Soit X une variété avec
H(X) # 0. Considérons 'une forme o fermée et non exacte. Sur 7*(X) considérons la forme

& = 7*(w). Par dualité¢ symplectique (ou musicale) elle définit un champ de vecteurs X sur

T M. Le flot de X est symplectique puisque :
Lxw=d{Xw)=d&a =0,

la premiere €galité étant la formule de Cartan, la seconde la définition de la dualité musicale et

la derniére venant du fait que « est fermée.
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La définition de dualité symplectique implique que X, = (). Le flot de X est donc linéaire
dans les fibres ¢;(p) = p + ta. Ainsi il déforme la section nulle vers le graphe de . La forme
o n’étant pas exacte, la notion d’isotopie symplectique ne préserve la notion d’exactitude des

lagrangiens.

Une maniére de construire des flots symplectiques préservant 1’exactitude est de considérer
I’homomorphisme C®°(M x S') — Symp(M,w) défini par la dualité symplectique et la
différentielle. On dira que L et Ly sont hamiltonien isotopes s’il existe H : M x S' — R
tel que ¢ (L) = Lo. Si la variété symplectique est exacte alors la notion d’exactitude de

plongements lagrangiens est préservée par de telle isotopie.

Il existe un avantage non négligeable & cette notion : la possibilité d’étendre un difféomorphisme
hamiltonien local a toute la variété. Par exemple considérons le cercle de rayon 1 dans C. C’est
une sous variété lagrangienne de C. En considérant son voisinage de Darboux, on voit que lo-
calement le cercle de rayon 1 et le cercle de rayon 1 + € sont symplectiquement isotopes dans
St x (—n,n) par I'isotopie précédente (voir figure 3.1). Cependant il ne sont pas symplectique-
ment isotopes dans C car I’aire symplectique n’est pas préservée. LLa déformation locale n’est
cependant pas hamiltonienne. Si on avait pris une déformation hamiltonienne donnée par H,

comme on peut étendre H a tout C, la déformation aurait pu étre étendue.

N(L1)

N(L1)
| L@
— L

La

Figure 3.1 Deux cercles lagrangiens isotopes dans C, symplectiquement isotopes dans A (L1)

mais pas dans C
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3.3 Symplectisation et Cobordismes Symplectiques

Dans cette section nous donnerons différentes notions de remplissage et de convexité de struc-
tures de contact. Tout d’abord nous donnerons la notion de structure de contact J-convexe
comme bord d’une variété presque-complexe. Ensuite nous définirons la notion de bord w-
convexe d’une variété symplectique. Ces deux notions sont reliées d’une maniere qui doit &tre
traitée avec soin comme nous le verrons dans la section 5.1. L’avantage de la premiére notion
est de permettre de donner de maniere relativement explicite la distribution d’hyperplans, la
seconde a I’avantage de simplifier la vérification que la structure est de contact. Finalement
nous utiliserons ces notions pour définir une notion de cobordisme entre variétés de contact, et
nous énoncerons les propriétés de la catégorie ainsi construite. Rappelons qu’un des buts de la

thése est de donner les notions équivalentes dans le cas relatif a une sous-variétés legendrienne.

3.3.1 Structures de contact J-convexes

Nous commengons par cette notion car, historiquement, ¢’est la premiere notion de remplissage
de structure de contact, apparaissant dans I’étude des domaines d’holomorphie. A partir de

maintenant nous nous restreignons aux variétés symplectiques de dimension 4.

Soit (X, J) une variété presque-complexe de dimension 4 compacte avec bord X = Y une 3-
variété. Considérons la distribution d’hyperplans définie par € = TX NJ(T X). Ici € est définie
comme noyau de la 1-forme a(X) = g(JX, 77), ou g est une métrique quelconque sur X et
7 est le champ de vecteurs normal a Y. Par analogie avec le cas intégrable nous appellerons «
la forme de Levi de £. Si £ est une structure de contact (i.e. la forme de Levi est une forme de

contact) alors on dit que £ est J-convexe.

Remarque 3.10 Si (X, J) est une variété complexe alors « est forme de contact si et seulement
o
s’il existe une fonction holomorphe X— C qui ne peut étre étendue de maniére continue 2

aucun point du bord (voir (Hérmander, 1990)).

Si f : X — R est une fonction lisse telle que Y est un niveau régulier de f, alors a(X) =

g(Vf,JX) = df(JX) = d°f(X) et donc £ est convexe si et seulement si dd°f est non
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dégénérée sur £. En particulier dd€f est une forme symplectique au voisinage de Y. Une fonc-
tion ayant cette propriété globalement (dd® f forme symplectique) est appelée strictement pluri-

sousharmonique (Spsh).

L’étude des fonctions spsh est d’une importance capitale en géométrie de contact, symplectique
et complexe. Pour cette derniere elle garantit I’existence d’un plongement holomorphe de la
variété dans C™ (voir (Hormander, 1990)). Pour la seconde elle donne I’existence d’une struc-
ture presque-Kihlérienne sur la variété, et pour la premiere elle est utile car elle fournit le type
de remplissage le plus fort possible pour une variété de contact et implique la non-annulation de
beaucoup d’invariants de différent types (voir entre autre (Eliashberg, Givental et Hofer, 2000)).

En particulier les définitions suivantes seront importantes pour la suite :

Définition 3.11 (i) Une variété complexe (X, J) est dite Stein si elle admet une fonction spsh.
(i) Une variété de contact est Stein-remplissable si elle est isotope a (Y,£ = TY N J(TY))
ou Y est la pré-image d’une valeur réguliére ¢ de f ; une fonction propre, spsh et admettant un
minimum global m sur (X, J) une variété de Stein. La variét compacte X<, = f~*([m, c])

munie de la structure kahlérienne définie par f est appelée un remplissage de Stein de (Y, §).

n
Exemple. La fonction p : C™* — R tel que p(z1,22- -+ ,2,) = %Z z;jz; satisfait :

n

1 _
dp =3 Zl(zjdz—j + Zdzj)
1=

et donc :
n

i —
dcp = 5 Z(zjdz_j - Zdej).
j=1

En conséquence :
n

n
dd°p =) idz; AdZ = dzj Ady;
j=1 3=1
qui est la forme kihlérienne standard sur C”. Donc p est spsh, ses lignes de niveau sont les

spheres de rayon r et la structure de contact induite est la structure standard. Ainsi (S?" 71, &)
est Stein-remplissable. Son remplissage de Stein est évidemment D",
Dans la section 5 nous aurons besoin d’étudier des déformations de cette structure en modifiant

son champs de Liouville transverse.



41

3.3.2 Remplissages symplectiques

Le théoréeme de Giroux (Giroux, 2002) sur la correspondance entre les structures de contact et
les décompositions en livre ouvert a considérablement simplifié les correspondances entre cer-
tains remplissages symplectiques. Nous ne parlerons donc que de deux notions de remplissages

symplectiques.

Soit (X, w) une variété symplectique a bord Y. On dira que Y est une composante w-convexe
(resp. w-concave) s’1] existe un champ de Liouville V' (i.e Lyw = w) défini au voisinage de Y

pointant a 'extérieur (resp. a l'intérieur) de X.

SiY aune structure de contact £ on dira que £ est dominée par w si w|g > 0 (si we < 0 on dira

que w anti-domine &).

Remarquons qu’un bord convexe d’une variété symplectique possede une structure de contact

canonique définie par & = Vww|y. En effet les formules de Cartan nous donnent :
do =d(Vw) = Lyw,

et donc da est non-dégénérée sur ker o.. Ainsi ker o est une distribution de contact. En résumé :
Les hypersurfaces transverses a un champ de Liouville local ont des structures de contact
canoniques.

Dans la section 3.3.3 nous verrons que la réciproque est €également vraie.

Donnons maintenant les définitions des différents remplissages symplectiques :

Définition 3.12 (i) Une variété symplectique (X,w) est un remplissage symplectique faible
d’une variété de contact (Y, &) si:

(a) Y est le bord deX

(b) w domine &

(i1) Une variété symplectique (X, w) est un remplissage symplectique d’une variété de contact

(Y, &) si:
(a) Y est le bord de X
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(b) Le bord de X est convexe et la structure de contact canonique est isotope a &

Le résultat le plus surprenant concernant les remplissages symplectiques est due a Eliashberg

(Eliashberg, 1990a) et donne un critére pour déterminer si une structure de contact est tendue :

Théoreme 3.13 Soit (X, w) un remplissage symplectique faible de (Y, ), alors € est tendue.

Evidemment il est naturel de se demander si toute structure tendue apparait comme le bord
convexe d’une variété symplectique, ce n’est cependant pas le cas et un premier exemple a été
donné par John Etnyre et Ko Honda (Etnyre et Honda, 2002) et depuis la recherche de tels

exemples fait ’objet d’une importante littérature.

Retournons brievement au cas des fonctions strictement pluri-sousharmoniques. Remarquons

en fait les deux choses suivantes. Tout d’abord V f est un champ de Liouville :

Lypdd®f(V,W) = d(V fedd"f)(V, W)
= V(dd°f(Vf, W) = W(dd°f(V],V) —dd°f(V],[V,W])
= V(d°f(W)) = W(d°f(V)) — d°f([V, W])
=dd°f(V,W)

Ensuite remarquons que la structure de contact définie par les tangentes complexes est ex-
actement la méme que celle définie par la forme VVww. Ceci est évident car w = dd°f
et donc a(V) = Vudd®f(V) = w(V(f),V) = gu(V(f),JV) = df(JV) et donc on a
aV) =0« V,JV € Ker(df) & V,JV € TY & V est une tangente complexe. Donc
par la discussion précédente un remplissage de Stein est un remplissage symplectique (en par-

ticulier £ est tendue).

3.3.3 Symplectisation

Soit (M, ) une variété de contact et considérons ’espace

E={{p,Npe MA:T,M — Rt.qker\=¢,} CT"M,
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’espace des formes de contact. Munissons E de la topologie naturelle le rendant un R*-fibré

localement trivial.
Une forme de contact locale est alors vue comme une section locale de ce fibré.

Une forme de contact (si il en existe) au sens de forme différentielle est une section globale de

ce fibré.

E admet une 1-forme canonique A définie par A¢, 3)(X) = A(m. (X)) ou 7 est la projection
(c’est la restriction de la forme de Liouville standard si on voit £ comme un sous-ensemble de

T*M). On note que la 2-forme d X est une forme symplectique sur £ :

si « est une section locale de 7. alors A = ta. Il s’en suit que dA = dt A a + tda, qui est
non-dégénérée si £ est une structure de contact. En effet TE = £@ < Ra, g—t > et la somme
précédente est une somme directe par rapport a cette décomposition. La seconde partie est non
dégénérée sur £ et la premiére est non-dégénérée sur < R, % >. Notons que cette construc-
tionla contruction de (F, \) s’applique a n’importe quelle distribution et que la condition de

contact est équivalente a d symplectique.

La variété E est appelée la symplectisation de (M,€). Si € est transversalement orientable
alors ce fibré est trivial, une de ses composantes connexes est g ~ R} x M ~ R x M
ou le premier isomorphisme est donné par le choix d’une forme globale o et le second est
simplement le logarithme. Apres cette identification A devient gta et ainsi, pour une variété
de contact transversalement orientable la symplectisation de (M, €) sera (R x M, d(et)). La
discussion précédente donne que la variété symplectique ne dépend pas du choix d’une forme

de contact.

Maintenant nous allons énoncer quelques unes des propriétés des variétés de contact qui peuvent

étre reformulées en termes de géométrie symplectique :

Proposition 3.14 Soir f M — M un contactomorphisme. Alors F' : E — E défini par

F(p,a) = (f(p), (f*) Ha)) estun symplectomorphisme

Démonstration Tout d’abord le fait que f soit un contactomorphisme implique que la fonction

est bien définie sur son codomaine. La preuve montre simplement que I’on peut relever les
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difféomorphismes de M a des symplectomorphismes de T* M :

remarquons que 7 o F' = f o 7 et calculons :

F Ao (V) = Apio). (51 @) (AF (V)
= (/1) (@) () (dm 0 dF (V)
= ap(df T odf odn(V))
= ap(dn(V)) = Aoy (V).
Et donc F*(d\) = dA. ]
Maintenant si V' est un champ de contact alors, par la proposition 3.14, V' se reléve en un champ
symplectique V. Nous allons maintenant vérifier que ce champ de vecteurs est hamiltonien.

C’est un application immédiate des formules de Cartan, une fois que nous avons remarqué que

la preuve de la proposition précédente nous donne en fait LA = 0. Alors
0=d(AV))+ Vdd =d\NV)) + Vw,

donc le champ de vecteurs V' est hamiltonien.

Nous avons donc obtenu deux homomorphismes :

hamg (M) —— ham,,(E)

expl ezpi

Diff¢ (M) — Ham,, (M)
ou les applications exp sont restreintes a leur domaines de définitions.

Notons cependant que si ces homomorphismes sont naturels, 1a fonction hamiltonienne associée
au champ de vecteurs V' n’est pas donnée de maniére évidente. En fait, si nous choisissons une
forme de contact o et que V' est engendré par un hamiltonien de contact H, alors le calcul

précédent en coordonnées R x M donne :

Vi), = (t — 9:(p), V) et H(t,p) = ¢'H(p),

ol g¢(p) est telle que Ly e'a = g; - elar.



45

Notons également que les homomorphismes au niveau des algebres préservent le crochet de
Lie et donc ce sont des homomorphismes d’algebres de Lie. Ainsi ils induisent (apres un choix

forme de contact) une correspondance entre le crochet de Lagrange et le crochet de Poisson.

3.3.4 Cobordisme symplectique

Définition 3.15 Soient (V,¢) et (Y',£’) deux variétés de contact. On dira que Y et Y’ sont
symplectiquement cobordantes $’il existe une variété symplectique (X,w) t.q0X =Y’ -V
avec Y/ un bord convexe et Y un bord concave. Sous ces conditions nous noterons Y <x Y’
(ou bien Y < Y”). Evidemment ces conditions dépendent de &, & et w mais nous ne le notons

pas pour alléger la notation.

Remarque 3.16 Evidemment le cobordisme symplectique n’est pas une relation d’équivalence ;
la relation n’est pas symétrique car I’existence d’un champ de Liouville impose des restrictions
sur le volume de (X, w) au bord. Cependant cette relation est transitive et reflexive comme la

discussion suivante le prouve.

Remarque 3.17 Pour éviter des confusions notons que méme si Y’ est un bord convexe de
X la structure de contact n’est pas nécessairement tendue car ’autre composante de bord est
concave. On ne peux effectivement appliquer le théoreme 3.13 uniquement dans le cas de bords

convexes.

Vérifions tout d’abord que < est réflexive. Soit (Y, £, ) une variété de contact alors (R x
Y,d(e*a)) est une variété symplectique d’aprés la discussion précédente.

De plus % est un champ de Liouville :

C%d(eta)(X, Z)

= d(%bd(eta))(X, Z) + %de(eta)(X, Z)
= X(d(ea)( 5, 7)) - Z(d(e'a) 51, X)) — dle'a) (51, X, 2]
=X

(fa(2)) — Z(eta(X) — e'a([X, Z])
t

d(e'a)(X, Z)
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Donc ([0, 1] x Y,d(eta)) est un cobordisme symplectique entre Y et Y.

Pour la transitivité considérons deux cobordismes symplectiques (X, w) et (X', w’). On aimerait
gtre capable de recoller deux variétés symplectiques le long d’une de leur composante de bord
contactomorphe si 1’une d’entre elles est convexe et |’autre est concave. Ceci est fait en plusieurs

étapes.

Premiérement remarquons que si (X, w) a un bord convexe ou concave alors il en est de méme
pour cw, ¢ € R. Ensuite considérons le difféomorphisme ¢ : (—¢,0] x ¥ — A(Y") donné par
le flot du champ de Liouville V. Alors ¢*(w) = d(e'a) car Lyw = w oll & = Vuw. Ainsi le
voisinage d’un bord convexe d’une variété symplectique est symplectomorphe a (—e, 0] x s, od

s est une section de la symplectisation.

De méme le voisinage d’un bord concave est symplectomorphe & [0, €) x . Si (X, w) et (X7, )
sont des cobordismes symplectiques tels que Y soit bord convexe de X et concave de X',
comme Y est compacte on peut multiplier la forme symplectique w’ de sorte que la section s’
soit au dessus de s. Appelons W la partie comprise entre s et s’. Maintenant si 1 et 1)’ dénotent

les symplectomorphismes ainsi induits nous pouvons construire la variété symplectique :
(X' w") = (X, w) (W dX) U (X, cw)/ (9 L)

qui est un cobordisme symplectique entre Y] et Ys. Ainsi la relation de cobordisme symplectique

est transitive (voir figures 3.2).

Remarque 3.18 La construction précédente permet aussi de recoller un cobordisme symplec-
tique & un remplissage symplectique. En fait un remplissage symplectique est équivalent a un
cobordisme symplectique partant de la sphere standard (par le théoreme de Darboux). Ainsi la

relation de remplissage symplectique est préservée le long d’un cobordisme symplectique.

Chirurgie et anse symplectique :
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(X'w)

Figure 3.2 Recollement de deux cobordismes symplectiques le long de leurs composantes iso-

morphes

Nous allons maintenant donner le premier exemple non-trivial de cobordisme symplectique.
Nous verrons que la procédure décrite dans la section 2.3.3 peut €tre réalisée par un recollement
de 2-anse symplectique. Considérons K un nceud legendrien dans Y et considérons la 2-anse
D? x D? comme un voisinage de D? C R? dans C? = R? @& iR?. Nous voulons réaliser la
chirurgie legendrienne sur K comme un recollement de anse sur [0.1] x Y. C’est-a-dire nous

voulons construire [0,1] x Y | | D? x D?/¢p, ot

@: 8 x D~ N(K)CY x {1}.

Nous devons choisir ¢ de sorte que les formes symplectiques et les champs de Liouville coinci-
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dent afin d’obtenir un cobordisme symplectique. Pour ce faire il faut qu’il existe une primitive

aux formes symplectiques qui se recollent bien.

Construisons donc ¢ : [0, €) x ST x D? = [0, ¢) x N'(K), ol les intervalles [0, ¢) correspondent
au directions données par les champs de Liouville. La primitive de la forme symplectique sur
[0, ) x N(K) est donnée par e*ag o0 oy est la forme de contact des coordonnées legendriennes.

La forme de Liouville de C? s’écrit sur [0, €) x S* x D? comme
et(y(cos fdt — tsin8d8) + z(sin 8dt + t cos 8d) = e*((y cos § + zsin B)dt + t(z cos & — y sin §)dF).
Le méme calcul que dans la section 2.3.3 montre que le recollement peut étre fait en préservant

la forme de Liouville. Ainsi nous obtenons :

Proposition 3.19 (Weinstein, 1991) Si K est un nceud legendrien dans (Y,€) alors Y <
Yi(-1).

Si de plus nous supposons que Y est une variété Stein-remplissable, alors on peut procéder & ce
recollement de maniere a préserver les structures complexes et trouver une fonction spsh sur la

nouvelle variété (voir (Eliashberg, 1990b)) ainsi :

Théoréeme 3.20 Si K est legendrien dans (Y, &) Stein-remplissable alors Yy (—1) est Stein

remplissable.



Chapitre IV

COBORDISMES LAGRANGIENS

Dans ce chapitre nous définissons les deux notions fondamentales de la these i.e. les concor-
dances et cobordismes lagrangiens. La définition précise est donnée dans la section 4.1 et nous
y démontrons également le théoréme principal permettant d’étudier ces relations sur les classes
d’isotopies legendriennes de nceuds legendriens. Ensuite nous procédons a I’étude du comporte-
ment des invariants classiques sous a relations dans la section 4.2. Nous en profitons aussi pour
completement résoudre le probleme d’immersion et de plongement de variétés non-orientables
a I’aide du théoréme de Gromov-Lee. Finalement, section 4.3, nous discutons le lien entre ces
relations et le 4-genre des nceuds et nous obtenons un critere pour le calculer dans certaines

situations.

4.1 Définitions et Résultat Principal
4.1.1 Définitions fondamentales

Dans tout le chapitre (Y€, «) sera une variété de dimension trois avec une structure de contact
définie globalement par o et (X, w) sera sa symplectisation.

Soient v~ et v+ deux nceuds legendriens dans Y.

Fixons également une surface 5. fermée orientable de genre g. Soient p* et p~ deux points de
¥ et notons X = f?\ {p~,p"}. Pour T € R choisissons des coordonnées sur ¥ autour de p™ et
p~ de la forme (T, 00) x S et (—oo, —T') x S respectivement. Et notons la partie compacte
S\ (T, 400) x S* U (=00, =T) x 5*) par &.

Nous allons maintenant donner les deux concepts qui nous occuperons pour le reste de la these.
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lis semblent a premiere vue différents mais nous verrons dans la section 4.2 qu’en fait ils sont

soumis exactement aux mémes rigidités.

Définition 4.1 (i) On dira que v~ est lagrangien-cobordant a y* (y~ <s ~7) s’il existe un

plongement lagrangien 7 : ¥ — X et T € R tel que

Z‘](_OO,_T)XSI = (—oo, —T) X ’\/_ et Z.](T,OO)XS’I = (T, OO) X 'y+.

(i) On dira que y~ est lagrangien-concordant & v* (v~ < 1) si v~ <g ' ou ¥ est un

cylindre.

La figure 4.1 illustre schématiquement les deux concepts :

™

Rx M K+

K-

Figure 4.1 Concordance (a gauche) et cobordisme lagrangiens (a droite)

Remarquons que si vy est legendrien, alors sa pré-image dans X par rapport a la projection
est un cylindre dont I’espace tangent est engendré par ?% et TK. Or w(%,TK) = a(TK)
donc ce cylindre est lagrangien exactement quand K est legendrien. Ainsi un nceud legendrien
est toujours lagrangien concordant a lui méme; cependant rien ne nous dit que deux nceuds
isotopes sont concordants. En effet, le graphe d’une isotopie legendrienne n’a aucune raison, a

priori, d’étre un cylindre lagrangien. En fait nous pouvons donner une caractérisation compléte
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des isotopies dont le graphe est un lagrangien :

Soit H : S x [0,1] — Y une isotopie legendrienne, considérons T'(H) : St x [0,1] < X le
graphe de H que nous considérerons comme un cylindre lagrangien trivial a 1’extérieur de [0, 1].
Le tangent a I'(H) est engendré par V' = %_1; et W = % + %Iti. Alors I'(H) est lagrangien si
et seulement si V' L J(W). Or J(W) = R, + J(%—It{) etdonc < V,J(W) >=<V,J(%) >.
Si on écrit %—’;{ = ARq + uWe, ot W € &, on obtient da(V, W¢) = 0 et donc W €< %_15{ >
c’est a dire que I’isotopie est composée de reparamétrisations de H (., t) et de translation le long

de R,,.

On rappelle que, infinitésimalement, les isotopies legendriennes sont engendrées par les champs
de vecteur X (6) le long de v tels que Lxa = fa alors que les isotopies dont le graphe est un -
cylindre sont engendrées par ceux tels que Lx« = 0. 1l n’est donc pas évident que les relations
de concordance et de cobordisme soient bien définies au niveau des classes d’isotopies de nceuds
legendriens. Avant de formuler le résultat nous permettant de descendre ces relations aux classes

d’isotopies, nous allons faire quelques remarques sur la nature de ces relations.

Remarque 4.2 Le champ de vecteurs % est un champ de Liouville, donc toute translation dans
la direction ¢ préserve les lagrangiens, nous pouvons donc recoller deux cobordismes lagrang-

iens ; les relations de concordance et de cobordisme sont donc transitives.

Remarque 4.3 Les notations dans la définition 4.1 suggerent une non-symétrie de ces relations.
En effet ’application ¢ : X — X telle que ¢(¢,p) = (—t,p) n’est pas un symplectomorphisme,
donc nous ne pouvons pas nous attendre a ce que la relation de cobordisme soit une relation
symétrique. La notation choisie est celle de (Eliashberg, Givental et Hofer, 2000) pour les

cobordismes symplectiques.

4.1.2 Isotopies legendriennes et cylindres lagrangiens
Formulons le résultat essentiel a I’étude des cobordismes lagrangiens :

Théoréme 4.4 ' Soit H une isotopie legendrienne entre v~ et y*. Alors v~ < . De plus le

'Dans (Ekholm, 2006) T. Ekholm démontre un résultat similaire od il fixe la graphe de 1’isotopie et permet
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cylindre C réalisant la concordance peut étre choisi de sorte que C soit aussi proche (au sens

uniforme) de T'(H) que désiré.

11y a deux preuves sensiblement différentes de ce résultat, les deux donnant lieu a des cylindres

pouvant étre utiles suivant la situation étudiée.

Démonstration

1. Soit ¢; le flot de contactomorphismes réalisant I’isotopie legendrienne. Soit V5 le champs de
contact associé a 1’hamiltonien de contact H,. Notons W le champ hamiltonien sur R x ¥
associé¢ a Vs, comme décrit dans la section 3.3.3 et ¢; le flot associé a W;. Rappelons que,

par construction, ¢, (p, A) = (¢4, (p), (¢5,) 1 (X)) et donc

1o (P, 1A) = (D1 (P), (#1) T (X)) = (84 (0), 1) 71 (V).

On en déduit que la sous-variété lagrangienne (R x K ~) est R invariante sous translation
dans la direction ¢ et se projette sur K ainsi (R x K~) = R x K. Considérons main-
tenant I’hamiltonien Fy associé & Wy (on rappelle que Fy(t,p) = €' Hy(p)). Choisissons T

suffisamment grand de sorte que :
1. Pourtoutt > T, s € [0,1] et p € M 7 on ait @s(t,p) > —T/2
2. Pourtoutt < =T s € [0,1] etp € M 7 on ait @4(t,p) < T/2

Et choisissons une fonction 77 : R — R lisse telle que :

0 (t<-=T/2)
n(t) =
1 (¢>T/2)
Considérons le flot hamiltonien 15 associé  la fonction F(p, t) :=n(t)- F(p,t). Pourt > T
il coincide avec ¢ et pour t < —T il est égal a I’identité. Donc 91 (R x K ™) est un cylindre
lagrangien coincidant avec R x K~ quand t < —T et R x K quand ¢ > T. C’est donc une

concordance entre vy~ ety "

a la forme symplectique de changer sur un ensemble compact de .X.
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2. La preuve est facile une fois que la situation est correctement posée. Elle utilise la descrip-
tion de Weinstein des lagrangiens dans le fibré cotangent d’une variété.
Préliminaire :
Nous pouvons tout d’abord supposer (a4 une petite perturbation pres) qu’a chaque instant sous
I’isotopie H il existe toujours un arc qui est fixé. Notons par f : ¥ x S — R I’hamiltonien
de contact de sorte que qS{ soit I’isotopie ambiante telle que qS{ (v7) = H(,t).Pourt € [0, 1]
nous dénoterons VY et N7X les voisinages canoniques de 7; et [0, 1] X y; respectivement. Par
compacité de [0, 1] nous pouvons découper I'intervalle [0, 1] en intervalles [t;, ¢;11] de sorte
que :
(i) I existe un arc fixé ; par I'isotopie sur [t;, t;41]
(ii) Pour tout ¢ € [t;,ti11] e € Nt}: et [t;, tit1] X 11 € Nt)f
Si nous arrivons a réaliser un cylindre Cj, pour tout i, tel que C; N {;} x ¥ = , et
Ci N {tiy1} X Y = ., nous pouvons alors les recoller pour obtenir un cylindre réalisant
la concordance.
Preuve :
Nous sommes maintenant dans la situation suivante : H est une isotopie de la section nulle
de J1(S') dans AV un voisinage de la section nulle. Le cylindre [0,1] x v est un cylindre
lagrangien dans Vy = [0,1] x NOY qui, par hypothese, est dans le voisinage canonique de
NG De plus ce cylindre coincide avec la section nulle sur [0, 1] x a.
Le but de la preuve est d’obtenir un cylindre C” coincidant avec [0, €] x vy~ proche de 0 et
[1—¢,1] x v proche de 1. Pour ce faire il suffit de perturber le “carré” D := [0, 1] x v+ \
de la sorte : supposons tout d’abord que la projection 7 : Vy — [0, 1] x S? restreinte 2 D
est injective. On peut alors voir D comme le graphe d’une section de T*([0, 1] x S*). Cette
section étant lagrangienne, elle décrit une forme fermée sur D donc exacte. On peut donc
voir D = T'(dg).

Prenons maintenant un fonction 7 : [0,1] x [0, 1] — R telle que :
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0 (t<e)
n(s,t) =41 (t>1—¢)
n<1l Vt

ol la seconde copie de [0, 1] paramétrise S! \ . Le graphe de d(ng) est maintenant un carré
lagrangien qui, recollé avec [0, 1] x , réalise ’isotopie.

La preuve est donc terminée si nous sommes capable de montrer que la projection est toujours
injective. Tout d’abord remarquons que la projection [0, 1] x 45 — [0,1] x S* est injective
si et seulement si yp C J'(S!) — S' Iest. Il faut donc vérifier que la projection vy C
JHSY) — St est injective. Comme I'isotopie reste tout le temps dans Ny, le degré de
cette projection reste égal a 1. Par la caractérisation des isotopies legendriennes dans 71 (S1)
la seule possibilité pour briser I’injectivité est un mouvement de type RI. Or supposons que
I’isotopie effectue un mouvement de type RI. Nous allons voir que nous pouvons décomposer
I’isotopie en plusieurs morceaux de sorte que les projections soient a chaque fois injectives.

Notons ¢ le supremum des ¢ tels que la projection est injective. Comme 1’injectivité est une
condition ouvertes on a que *y;, ne se projette pas de maniére injective, ce qui veut dire que le
mouvement de type RI est réalisé. Ainsi il faut montrer qu’il existe un ¢ entre 0 et ¢y de sorte
que le découpage de I’intervalle en ¢ donne des projections injectives. Supposons le contraire
i.e. il existe une suite £, < tp convergeant vers tg telle que pour tout n la projection 7y,
sur <y, dans N, est non-injective. Ceci implique que la projection ftll(%o) sur -y~ est non
injective. Donc le front d’onde de ftjll (1, ) différe toujours d’un mouvement de Reidemeister
de type [ de v, ce qui contredit le fait que fz;l converge vers ftgl de maniere C'*°.

La preuve du théoreme est désormais complete en remarquant que les quantité€ € > O citées
plus haut peuvent étre choisies arbitrairement petites, rendant donc le cylindre arbitrairement

proche du graphe de I’isotopie originale. [

Ainsi le théoreme nous permet de considérer la relation de cobordisme lagrangien comme
une relation définie sur les classes d’isotopies de nceuds legendriens. Au vu des remarques

précédentes différentes questions semblent se dégager :
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1. Existe-t-il deux nceuds legendriens non-isotopes mais néanmoins concordant ?

2. Sivyg < y1ety; < vo;est-ce que Yo = y1(dans les classes d’isotopies) ?

3. Comment les invariants classiques se comportent-ils sous la relation de cobordisme ?

Dans la section 4.2 nous donnons une réponse compléte a la derniére question. Nous verrons
en effet que le nombre de rotation est invariant sous ces relations et que la différence entre les

nombres de Thurston-Bennequin est caractérisée par le genre du cobordisme.

La deuxieéme question, probablement la plus dure de toutes, reste pour le moment sans réponse
compléte. S’il existe un réponse affirmative a cette question nous pourrons réellement con-
sidérer la relation de cobordisme (et de concordance) comme un ordre partiel sur les classes

d’isotopies de nceuds legendriens ; ce qui justifierait completement la notation.

4.2 Le Probléeme d’Immersion et les Invariants Classiques

La définition de concordance lagrangienne étant une restriction de la concordance classique
pour les nceuds dans les 3-variétés il est clair que les restrictions topologiques a 1’existence
d’une concordance classique sont également des restrictions a 1’existence d’une concordance
lagrangienne, donc le type de topologique du nceud legendrien peut changer en accord avec ces
restrictions. La question du comportement du nombre de rotation et du Thurston-Bennequin est
cependant plus subtile ; la prochaine sous-section traitera du cas du nombres de rotation et la

suivante de celui du Thurston-Bennequin.

4.2.1 Invariance du nombre de rotation
Dans cette section nous allons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.5 Soit . une surface lagrangienne reliant v~ a v+, deux neeuds legendriens nul-
homologues. Soit également |S] une classe d’homologie dans Ho(Y,~v™). Alors [S U X] est

canoniquement associée a une classe d’homologie S| dans Hy(Y, v ) et 'onar(y~,[S]) =

r(y*, [9']).
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La proposition est facilement démontrée une fois que nous avons établi un correspondance entre
’indice de Maslov de v~, vu comme lacet sur ¥, et son nombre de rotation. Pour ce faire nous
allons avoir besoin d’une discussion un peu plus générale que celle faite dans 3.2.1. En effet
remarquons que si S est une surface dont le bord est vy~ C {—T} x Y, alors TY|g est un
fibré avec groupe de structure Sp(n) sur un espace ayant le type d’homotopie d’un 1-squelette,
ce fibré est donc trivialisable. Nous pouvons donc définir comme en 3.2.1 p(vy~,[S]). La seule

différence est, cependant, que ce nombre peut dépendre de la trivialisation choisie.

Mais remarquons que deux trivialisations différent par un homomorphisme f : m1(S,z9) —
m1(Sp(n),Id). Or [0S] € m (S, zp) est un produit de commutateurs et donc f(9S) = 1, car
m1(Sp(n), Id) est abélien. Donc les trivialisation restreintes au bord sont homotopes et I’indice

de Maslov est bien défini.

Nous pouvons maintenant démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.6 Soit S une surface de Seifert pour v~ que I’on voit plongée dans {—-T} x Y C
R x Y. Alors 2r(y~,[S]) = u(v~, [S])

Démonstration Le fibré symplectique se scinde en somme directe

T(RxY):§@<%,Ra>.

Pour alléger les notations nous allons considérer ces fibrés comme hermitiens (avec le choix
d’une structure presque-complexe compatible (voir la section 3.3.3)). Et donc nous avons

)
TR*Y)=(8< 5 >c.

Maintenant une trivialisation hermitienne 7 de £|g donne trivialement une trivialisation 7" de
T(R x Y)|s. La premitre associe & v~ une application f : S* — S! (rappelons que vy~ est
orienté) définie par f(s) = 7(Tyy~). La seconde associé a2 v~ une application f’ : S! —

A(C?).

Sip:S' — RP! ~ A(C!) est la projection canonique, ces deux applications sont reliées

par f' = iopo f,oh i est 'inclusion A(C') — A(C?) discutée en 3.2.1. Sur les groupes
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d’homotopies p induit la multiplication par 2 et ¢ un isomorphisme. On obtient donc le lemme.

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme 4.5 :
Démonstration Considérons f’ I’application précédente et notons par g’ ’application définie

de la méme manire en considérant, cette fois, S’ = S U X (que I’on lisse) et y*.

1l suffit maintenant de remarquer que, si on étend la trivialisation 7’ a S/, ¥ définit une appli-
cation ¥ — A(C?) réalisant une homologie entre f’ et ¢'. Comme 71 (A(C?) ~ H1(A(C?), on

conclut que p(y~,[S]) = p(y™, [S']). En appliquant le lemme précédent on conclut. [

4.2.2 Comportement du nombre de Thurston-Bennequin

Tel que défini dans la section 2.2, le Thurston-Bennequin est la classe d’homotopie de triviali-
sation donné par tb = (JTy, R, ). La discussion faite dans cette section associait a tb le couple
(d,n) € Hi(Y)®Z/ div(d)Z. Ces nombres étaient construit en choisissant une famille de cer-
cle K; générateurs de Hy(M;7Z). Fixons maintenant S le cobordisme entre K~ et une famille
de copies paralléles des K;. Considérons une perturbation de S de sorte que S U X soit lisse, ot

¥ est un cobordisme lagrangien entre v~ et y*.

Théoréme 4.7 Si v~ <5 v alors les nombres associés au Thurston-Bennequin de v~ et 4+

satisfont : nt —n~ = 2g(%)

Démonstration On rappelle que n~ est égal S-S ol la perturbation de .S est prise par extension
de R,|x- et de 7, ou 7 est la trivialisation de Seifert le long des K. Et donc de la méme
manigre on an® = (SUZ) - (S U). Maintenant les deux perturbations different par 3 - ¥,
ou la perturbation correspond 2 J(V f) pour f la fonction donnée figure 4.2 et ayant 2¢(%)
points critiques d’indice —1. En effet ce champs de vecteurs est orthogonal & X, car & est
lagrangienne. Ainsi n* — n~ = 2¢(2). On notera que le signe a changé car I’orientation le

long d’un point d’intersection est déterminée par le signe w A w(V, W, V), W), ou (V, W)

est une base orthogonale positive de 7,,(X). Comme X est lagrangienne on obtient dans les
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coordonnées de Weinstein :

wo Awo(V,\ W,V + H(f)V,W + H(/)W) = —wo(V, H(f)V) - wo(W, H(f)W)

= —det(H(f))Vol(%)

\

vV

Figure 4.2 f sur &

Notons que la Proposition 4.7 implique dans le cas particulier d’une concordance que le nombre

de Thurston-Bennequin est invariant.

Ceci termine la discussion sur le comportement des invariants classiques sous cobordismes
et concordances lagrangiennes. Il ressort de la discussion qu’il n’y as pas formellement de
différences entre les deux notions puisque les nombres de Thurston-Bennequin de deux nceuds
cobordants lagrangiens déterminent le genre de la surface réalisant le cobordismes. Le nom-
bre de rotation et le Thurston-Bennequin forment les premiéres obstructions a I’existence d’un

cobordisme lagrangien.

En fait le nombre de rotation est I’obstruction complete a I’existence d’une immersion lagrang-
ienne exacte entre deux nceuds legendriens. Ceci est un théoreme classique de Gromov et Lee

dont nous rappelons 1’énoncé précis dans la prochaine section.

Mais d’abord faisons un récapitulatif des obstructions que nous avons obtenues. Considérons

que nous avons ™ et v deux nceuds legendriens. Pour déterminer s’ils peuvent étre lagrangien
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cobordant ou non on doit d’abord vérifier (dans 1’ordre) les hypothése suivantes :
Lr(y™) =r(v")

2. th(y+) — th(~™) pair et positif (si négatif on échange leurs roles)

3. 95 (LIK™)) — gs(L(K 7)) = th(vF) — tb(y7)

Notons toutefois que pour d’un point de vue topologique, la différence entre les 4-genre n’est
cependant pas suffisante pour assurer 1’existence d’un cobordisme lisse de genre désir€. Par
exemple il existe des nceuds ayant g;(K) = 1 n’admettant aucune concordance avec le nceud
tréfles (par exemple 65 de la table de Rolfsen, voir (Livingston, 2004)). Pour avoir une obstruc-

tion exact on pose :

Définition 4.8 Soit K~ et K+ deux nceuds lisses homologues dans Y. On définit leur genre de

cobordisme comme étant :

gcob(K_’K+;jM) =min(g(5)|S — [0,1] x Y,0(5) = Kt - K™).

Au dela des propriétés évidentes de symétries et de réflexivité, I’auteur ne connait que trés peu

sur le comportement de cet invariant. Il satisfait une inégalité du triangle (généralement stricte) :
Geob( K1, K33 M) < geon(K1, K23 M) + geop(Ka2, K3; M).
Remarquons également que si M = S et que K est le nceud trivial alors :

gcob(K) KO) = gs(K)'

Maintenant le point 3. de la liste précédente peut &tre remplacé par :

3bis. geop(K~, K+,Y) > th(K*) — th(K ™)

Les points 1, 2 et 3bis. décrivent I’ensemble complet d’obstructions que 1’on pourrait quali-
fier de classiques a I’existence d'un cobordisme lagrangien entre deux nceuds legendriens. Par
classique, nous entendons ici venant de la topologie et de la topologie algébrique. De plus rap-
pelons que tb et r forment les seuls invariants de type fini pour les nceuds legendriens (voir
(Fuchs et Tabachnikov, 1997)). En un sens ceux ci décrivent completement 1’aspect algébrique

du probleme d’existence de cobordisme lagrangien entre nceuds legendriens.
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4.2.3 Le théoreme de Gromov-Lee

Le théoréme de Gromov-Lee peut &tre traduit de la maniere suivante :

Les immersions lagrangiennes satisfont toutes les formes possibless du h-principe.

Dans cette section nous allons donner certaines définitions de base du h-principe pour ariver 2

une formulations plus précise du théoréme de Gromov-Lee.

Tout d’abord remarquons que si f : L 9+ M est une immersion lagrangienne, alors f induit un
isomorphisme ' : TCL := TL®C ~ f*TM par larelation F(a+ib)V = adf (V) +bJdf (V)
(rappelons que L est lagrangien si et seulement si TL 1 J(T'L)). Cette remarque motive les

définitions suivantes :

Définition 4.9 Soit L une variété de dimension n

(i) Une application de fibré F' = (f, g) de TCL vers T M est appelée une immersion lagrangi-
enne formelle si F' est un isomorphisme complexe sur chaque fibre

(i) Une immersion lagrangienne formelle est dite holonome si F' = (f, df(c) (i.e. elle provient

d’une vraie immersion lagrangienne).

Supposons maintenant que A est un sous-complexe simplicial de M. On dit qu’une immersion
lagrangienne formelle F' est holonome prés de A s’il existe un voisinage N(A) de A tel que

F'| pr(a) est holonome.

La question de savoir si les immersions lagrangiennes satisfont le h-principe revient a demander
si une immersion lagrangienne formelle holonome prés de A peut étre homotopée (rel A) a une
immersion holonome. Evidemment le fait que w s’annule sur L lorsqu’il s’agit d’une immersion
lagrangienne implique des restrictions cohomologiques sur les immersions pouvant satisfaire
cette propriété. La condition induite en cohomologie est 0 = f*(w) € H2(M, L; R). Donnons

un sens plus précis 2 f*(w). Sur une chaine lisse par morceaux ¢ : A? — M a bord dans L,
Fe= [ v,
A2

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de Gromov-Lee :
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Théoréme 4.10 (Gromov-Lee) Soit F = (f, g) une immersion lagrangienne formelle holonome
prés de A dans une variété symplectique exacte (M,w = d\). Si f*(w) =0 € H*(M, L;R)
alors F peut étre homotopée (rel. A} a une immersion holonome. En particulier dans la classe

d’homotopie de f il existe une immersion lagrangienne.

Pour terminer la discussion nous allons démontrer quelles sont les conditions du théoréme dans

le cas d’un cobordisme lagrangien.

Soit = une surface dans (R x Y, d(e*a)) telle que £ N (—c0,—T) x Y = (—o0, -T) X v~
et N (T,00) x Y = (T,00) x v, avec 4+ et v~ legendriens. Considérons également = =
EN(—=T —¢,T+¢€) x Y. Toutdabord la condition homologique est trivialement satisfaite, car

H(Z, 8%) est engendrée par une triangulation de % et

/w:eT+€- /a —e T, /a = 0.

b ot o
Maintenant afin de ne travailler qu’avec des fibrés triviaux, choisissons une surface de Seifert
S pour v~ qui permet de trivialiser ¢ le long de v~ et v (au moyen de S’ = S U X). Ainsi
Elyr- = Sl x C.

Ces trivialisations induisent des trivialisations de TX|7+- ~ S1xCeC, ol le deuxieme facteur
correspond 2 %. Comme précédemment nous pouvons étendre la trivialisation le long de %, de
maniére & obtenir ¢ : TN|x ~ £ x C?. Maintenant si ¥ est le produit {¢, €} x ~; au bord,
on a que ¥ est une immersion lagrangienne formelle holonome pres de JX si et seulement si
les trivialisations induites au bord s’étendent & I’intérieur de . Les trivialisations au bord sont

données (via ¢) par :

Y TC—ee} xS — T xC?

Tp')'+_ = ‘b(Tp’)’i)
0
En — (p,0,1)

La seule obstruction pour étendre ces trivialisations est donc que les applications f; : ' —

C* ~ U(1) soient homotopes. Si on écrit f;(s) = rs(s)-€"?:(), ces applications sont homotopes
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.1 f
si et seulement si — [ 6;(s)ds ne dépend pasde i = 1,2. Or
T Jg1
1 -
o | Gi(s)ds = ciléls, ms) = (7, [S])
™ Js1
et
1

o b2(s)ds = c1(&|sr,7s7) = r(v*, [S')).
T S1

On obtient donc le corollaire suivant :

Corollaire 4.11 Soit & un cobordisme entre deux nceuds legendriens v~ et 4+ dans (M.£).

Alors X est homotope a une immersions lagrangienne si et seulement si
r(v7,[S) =r(v*, (S U

avec S surface de Seifert pour y~.

Remarquons que, contrairement au cas des lagrangiens fermés (Lalonde, 1992), il y a ici une
obstruction algébrique a éliminer les point doubles d’une telle immersion de maniere lagrangi-
enne provenant de la différence des Thurston-Bennequin de vy et y~.

Remarquons aussi que cette situation résoleverait complétement le probléme de cobordisme
lagrangien si nous avions permis aux surfaces lagrangiennes d’étre non orientables. En effet la
construction de Polterovitch (Polterovich, 1991) et Lalonde,Sikorav (Lalonde et Sikorav, 1991)
permet de remplacer un point double d’une immersion lagrangienne par un tube donnant lieu
a une surface lagrangienne (non orientables si le point double est de signe positif). Rappelons

brievement la construction.

Un point double transverse p d’une immersion lagrangienne dans une variété symplectique
admet le modele local suivant : il existe un voisinage U de p dans (M,w) difféomorphe a un
ouvert V de 0 dans C? ~ R? @ iR? tel que L corresponde 2 R% U ¢R? N V. Dans i/ remplagons
L par I'image de (cos(s)y1(t),sin(s)y1(¢), cos(s)v2(¢), sin{s)ya(t)), ot (y1(¢),y2(t)) est une

paramétrisation de la courbe de la figure 4.3 :
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Figure 4.3 v réalisant la chirurgie lagrangienne

On obtient une surface lagrangienne L', coincidant avec L a I'extérieur de U, ayant un point
double en moins. Nous pouvons faire de méme avec tout les points doubles de L (que I’on peut

supposer transverses) pour obtenir un plongement lagrangien d’une surface non-orientable.

Avec cette remarque nous pouvons donc formuler le corollaire suivant :

Corollaire 4.12 Soient v~ et v deux neeuds legendriens nul-homologues dans (Y, &) et 3 un
cobordisme entre les deux tel que (v, [S]) = r(yT, [SUZ]). Alors il existe un plongement la-

grangien de X' dans R X Y reliant v~ a ™, ou X' est une surface possiblement non-orientable.

4.3 Surfaces Lagrangiennes

Supposons maintenant que nous avons une surface lagrangienne ¥ — X. Supposons de plus
que 0X = < est un nceud legendrien dans X = Y. En recollant une anse de Weinstein
comme décrit dans le théoréme 3.20 et en remarquant que D? x {0} est un disque lagrangien
on obtient une surface lagrangienne fermée ¥’ dans X (vy, —1). Cette surface est lisse car nous
pouvons lisser le long de v par le lissage lagrangien exact de Lalonde (Lalonde, 1992). L’ auto-
intersection d’une telle surface est X' - X/ = —x(Z') = 2¢g(Z) — 2. De plus par la description de

la chirurgie on sait que &’ - ¥/ = tb(+) — 1. Si on suppose que X est un remplissage de Stein,
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I’inégalité de Lisca-Matic (Lisca et Mati¢, 1998) donne :
29(2) =1+ |r(v)| < 29(L(7), [E]) — L.

Par définition de g(L(7),[X]) 1l satisfait g(L(7),[E]) < ¢(S) pour toute surface S dans la
méme classe d’homologie que 2. Donc r(y) = 0, le genre de % est minimal parmi les surfaces
plongées dans X bordant «y et tb(y) = 2g5(L(y),[X]) — 1 est maximal (noté T'B(L(K)) dans

la Section 2.2.1). Nous avons donc obtenu le théoréme suivant :

Théoreme 4.13 Soit f : (3,0%) — (X, M) une surface lagrangienne on X est une variété
de Stein avec bord de contact M. Supposons que f(0X) = K soit legendrien. Alors

th(K, %) = 29(X) — 1 = TB(L(K)).
r(K,%) =0.

g(%) = min{g(X")|0% = K'}.

On obtient donc le corollaire immédiat suivant :

Corollaire 4.14 Si un nceud legendrien K dans S® borde une surface lagrangienne ¥ dans D*

alors g(2) = g,(L(K)) = 2TB(L(K)) — 1

Pour un nceud lisse, le calcul du genre et du 4-genre est généralement un probleme difficile.
Le premier est completement caractérisé par les invariants d’Osvath-Szabé (voir (Ozsvéth et
Szabd, 2004)) tandis ce que le second est peu connu dans le sens ou il n’existe pas d’invariant
permettant de toujours le calculer. Le corollaire 4.14 permet de le calculer dans certains cas
précis. Cependant il ne le caractérise pas complétement puisqu’il existe certains types lisses
de nceud L(K') o aucun représentant legendrien n’as un Thurston-Bennequin égale a 2g; — 1
(par exemple un nceud torique négatif (Etnyre et Honda, 2001)). Dans le chapitre suivant, nous

allons cependant expliciter une classe de nceuds ou ce corollaire s’applique.

Remarquons également que ce corollaire donne des restrictions séveres quand a la possibilité

de trouver des surfaces lagrangiennes plongées et bordant un nceud legendrien. Rappelons que
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le théoreme de Gromov-Lee donne comme seule obstruction a I’existence d’un lagrangien im-
mergé que le nombre de rotation soit égal a zéro, cette condition pouvant toujours étre réalisée
par une suite de stabilisations. L.’obstruction primaire a défaire les point doubles d’une telle

immersion est donc donnée par le nombre de Thurston-Bennequin d’un tel nceud legendrien.

Correspondance entre les surfaces lagrangiennes et les cobordismes avec le nceud triv-
ial : Nous voulons maintenant rapidement établir Ja proposition suivante, qui est I’analogue du
résultat établissant qu’une variété de contact est remplissable si et seulement si elle est sym-

plectiquement cobordante a (S3, &y).

Proposition 4.15 Soit K un neud legendrien dans (S2, &) et Kg le noeud legendrien trivial.

Alors : K est le bord d’une surface lagrangienne si et seulement si Kg <y, K.

Démonstration

< (C’est le sens le plus simple. Soit ¥ un cobordisme lagrangien entre K et K. Remarquons
que Ko = {(cos6.0.sin6,0)} borde le disque D = {(x,0,y,0)} qui est lagrangien alors
un lissage de ¥ U D (possible car les indice de Maslov correspondent) donnent une surface
lagrangienne dans D* dont le bord est K

= Supposons que K soit le bord de ¥ lagrangienne. Nous pouvons supposer que X ne rencon-
tre pas (0,0) € C? (en perturbant un peu ¥ dans son voisinage de Weinstein si c’est le cas).
Nous pouvons, encore par une perturbation exacte, supposer que la fonction p(z1,22) =
|21 |2 + |z3|? restreinte 2 ¥ a un minimum non-dégénéré en p. Considérons le plongement
T3 R? < C2. Comme X est lagrangien on a que T, est un sous espace lagrangien de C?
et donc donne un isomorphisme symplectique 7% (7, %) ~ C? et comme p est un minimum
non dégénéré, il existe un ouvert I{ autour de p dans X tel que I{ soit le graphe d’une 1-forme
exacte df . En changeant f par fqui est €gale a zéro autour de zé&ro, on transforme X en 5 telle
que SN D = T, . Considérons maintenant ¥y = 5\ {(0,0)} et le symplectomorphisme
(R x S3,d(efap)) ~ (C2\ {(0,0)},wp). On obtient une concordance entre K; et K, ot Ky
est I’intersection d’un plan lagrangien avec la sphere. Le nceud K est alors isotope a K car
I’élément de U (n) envoyant T,,% sur {(z,0,y,0)} se restreint a un contactomorphisme de la

sphere. |



Chapitre V

APPLICATIONS

Dans ce chapitre nous allons donner les diftérentes applications des concordances et cobor-
dismes lagrangiens. Dans un premier temps (section 5.1) nous allons donner des exemples ex-
plicites de surfaces lagrangiennes dans la boule de dimension 4 permettant de redémontrer la
conjecture de Thom locale sur le 4-genre des nceuds algébriques. Ensuite (section 5.2) nous
montrerons comment une surface lagrangienne permet de construire un cobordisme entre les
chirurgies legendriennes correspondantes. La troisieme sous-section (5.3) donne ce qui est peut-
gtre ’application la plus prometteuse aux yeux de 1’auteur. En effet, un cylindre lagrangien
est la manifestation géométrique de certaines applications en homologie de contact..Malgré la
longueur apparente de la section, elle contient en fait trés peu de détails si ’on considere le tra-
vail demandé pour définir précisément toutes ces notions et nous renvoyons a (Chekanov, 2002)
et (Ekholm, Etnyre et Sullivan, 2005) ainsi qu’aux références citées a I'appendices B pour les

détails.

5.1 La Conjecture de Thom Locale

Dans cette section nous détaillons une classe d’exemples de nceuds legendriens apparaissant
comme le bord de surfaces lagrangiennes dans D* et déduisons comme corollaire une preuve
de la conjecture de Thom locale, prouvée a I’origine par la théorie de jauge dans (Kronheimer

et Mrowka, 1993).

Dans toute cette section nous considérerons (D4, j) comme remplissage de Stein de S® avec sa

structure j-convexe. C’est 2 dire que la structure de contact sur S° est définie par £ = 753 N
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4152 ol “5” est le 4 standard dans H ~ C?. Evidemment cette structure de contact est isotope

a la structure standard et la métrique Kdhlérienne induit la métrique standard.

Considérons un polyndme P : C? — C ayant les propriétés suivantes :
1. P(0)=0.
2. (0,0) € C? est une singularité isolée de P.
3. P estirréductible.

Comme (0, 0) est une singularité isolée, il existe un ¢ > 0 suffisamment petit tel que tout point p
différent de (0, 0) dans la boule de rayon ¢ est un point régulier de P. En particulier la pré-image
de n’importe quelle valeur non-nulle intersectée avec DZ est une surface lisse. Si cette surface
est transverse a S2, alors son bord est P~1(w) N S2 et c’est une sous-variété de dimension
1. Cette sous-variété est un nceud K car le polynéme est irréductible. Les nceuds apparaissant
de cette maniere sont appelé des neeuds algébriques. Nous allons maintenant énoncer quelques
propriétés de ces nceuds.

Tout d’abord il existe deux fibrations associées a de tels polyndmes, elles sont toutes les deux
appelées fibrations de Milnor (voir (Milnor, 1968) pour les preuves).

La premiére est la fibration :
P: DX\ P71(0) — C\ {0} (5.1

Et la seconde est :

P: 83\ (P! 53 — st
S\ (P0) NS .

P(z1,22)

(21)22) - [P(z1,22)]

Ces deux fibrations sont équivalentes dans le sens suivant : il existe une équivalence d’homo-
topie (de diagrammes de fibrations) entre P et P|p-1( s1y et un équivalence de fibration entre P

et P|p-1(s3). Ainsi g(P~1(n)) = g(P~1(1)) (ici S} est le cercle de rayon 7 < € dans C).

La deuxieme remarque importante ici est qu’un tel nceud algébrique contient toute I’information
sur la topologie de la singularité qui le définit. En effet, la surface singuligre est isotope au cdne

au dessus du nceud algébrique.
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Nous noterons X la pré-image d’une valeur réguliere de P et S la pré-image d’une valeur
réguliere de P. Remarquons 3. est une surface de Seifert de K. Par ailleurs ¥ est une courbe i-
complexe (c’est-a-dire que i(T'X) = T'%) et en utilisant la condition (V') L (V) (VV € TX%),
on obtient que 7(T'Y) L TY. Ici la relation d’orthogonalité est obtenue par rapport & la métrique
standard dans C? qui est Kahlérienne pour la structure complexe j. Ainsi nous obtenons que
Y est une surface lagrangienne dans C2. Hélas, le bord de cette surface n’est pas un nceud

legendrien. En effet pour avoir K legendrien il faudrait avoir :
j(TK) e TS?

ou encore i(TK) L TS?

Toutefois, nous pouvons modifier la structure de contact par une isotopie de sorte que le nceud
K soit legendrien. Pour étre slir que nous ne changeons pas la classe d’isotopie de structure de
contact nous pouvons, par exemple, vérifier que D2 est toujours un remplissage symplectique
de la structure de contact. Nous allons donc modifier le champ de Liouville de sorte qu’il reste
transverse 4 S°, ce qui a pour effet de changer la structure de contact sans changer sa classe
d’isotopie.

Rappelons que les champs de Liouville sont en bijection (par dualité musicale) avec les prim-
itives de wyp. Ainsi, A étant une primitive canonique de wpy, les champs de Liouville sont en

bijection avec les formes fermées (donc exactes) sur C2. Pour f : C?> — R on note par V/ le

dual harmonique de A + df . Nous voulons vérifier deux chose :
I. TK € ker VJwy
2. Vi se

Examinons tout d’abord la premiére condition. Soit v(s) une paramétrisation de K. On veut :
wo(VE,4(s) = 0 & (A + df)(3(s)) & A(3(s)) = —df (3(s))

2
En particulier il nous faut / M (s))ds = 0, ce qui est trivialement réalisé car X est lagrang-
0
ien donc A est fermée sur X et K est nul-homologue sur X. Ainsi les valeur de la fonction f

sont prescrites sur K :

F(y(s0)) = — /0 * \G(s))ds.
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Pour que la deuxieme condition soit réalisé il faut que

0
5o
Guo (V7 o

= wy(VI, Ry) >0

) >0

(5.3)
= A(Ra) + df(Ra) > 0

1> —df(Ra)

Cette condition implique que la variations de f le long de R, doit étre inférieure a 1. Nous
allons définir la fonction f sur le lieu singulier ¢ (K) et vu que sa variation doit étre petite
nous pouvons la choisir constante, par exemple. Cependant le probleéme peut arriver si il existe
des cordes de Reeb sur K, c’est-a-dire une trajectoire de R, reliant deux points différents de
K. Une telle corde de Reeb est donnée par une intersection consistant en 2 points ou plus entre
une droite j-complexe et le nceud.

Soit D une telle droite. Notons {(r) la longueur de la corde en question, dont la valeur sera
I(r) = [ A. Pour pouvoir étendre la fonction en respectant la condition sur sa dérivée direc-

tionnelle il nous faut :

Ur) > f(xo) = flz1).
4:>/>\>/ (4)d (5.4)
4:>/C>\>0,

ou C est le cercle lisse par morceau formé de la corde de Reeb et de ’arc sur K reliant zp 2 21,

les extrémité de la cordes.

Maintenant rappelons que P~1(0) a le type topologique du céne au dessus de K. Et que si
Pintersection de la droite D avec P~1(0) ne consiste pas en uniquement (0, 0) alors c’est une
variété algébrique réelle ayant le type topologique d’un cbne au dessus de 2 points (cette variété
est une variété lisse a I’extérieur de O car P est complexe). Ainsi D N P~1(0) consiste en
deux arcs se rencontrant en 0. Ces deux arcs bordent un “morceau” de disque symplectique sur
D et un “morceau” de disque lagrangien sur P~1(0) (voir figure 5.1). Ces deux morceaux se
recollent pour donné un disque D’ singulier, lisse par morceau, formé d’une partie lagrangienne

et d’une partie symplectique. Ainsi f prwo > 0.0r f prWo = faD' 6 > 0O et cette propriété ne
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change pas par une petite variation de 0. Donc en choisissant ¢ suffisamment proche de 0 on
obtient la propriété 5.4. Nous pouvons donc définir f sur le lieu singulier ¢4 (K) et I’étendre
en une fonction lisse au reste de C? ce qui nous donne ’existence de la structure de contact
désirée.

K

/

P7HO
Figure 5.1 Céne au dessus d’une corde de Reeb

La discussion précédente implique donc que pour tout nceud algébrique K, il existe une struc-
ture de contact &’ isotope 4 &y sur S2 telle que I'intersection transverse de ¥ avec S2 soit une

représentation legendrienne de £(K'). Comme &’ est isotope & g on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 Soit K un neud algébrique. Il existe une représentation legendrienne de K dans

(53, &0) qui est le bord d’une surface lagrangienne S de méme genre que la fibre de Milnor.

Donc par le Théoréme 4.14 nous avons th(K) = TB(L(K)) =2¢9(2) — letr(K) =0,0u K

est le représentant legendrien en question. Et donc, nous obtenons une nouvelle preuve de :

Corollaire 5.2 (conjecture local de Thom) (Kronheimer et Mrowka, 1993) Soit K un nceeud

algébrique avec fibre de Milnor ¥ alors g,(L(K)) = g(2).
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5.2 Concordances Lagrangiennes et Chirurgies de Contact

Dans cette section nous démontrons que lorsque deux nceuds sont lagrangien-concordants il
existe naturellement un cobordisme symplectique entre les leurs chirurgies legendriennes. La
construction est explicite. Soient 4~ et v deux nceuds legendriens concordants par un cylindre
lagrangien C'. Considérons C' € [T, T] x Y comme précédemment. Choisissons un isomor-
phisme ¢ : N(C) ~ [~T,T] x S* x D2, qui fait correspondre la forme symplectique w 2 la
forme canonique sur T*([—T, T] x S1). Notons X = [T, T] x ¥ \ (=T, T] x S* x De_p).

Soit ¥ le difféomorphisme :

b [T, T % S* X Apegg = [-T,T] x S* x Ajp )

(Sl,t,'f‘, 52) = (82—51,1:,7', '92)
(voir la section 2.3.3).

Nous voulons construire une forme symplectique sur X (C') := Xu [T, T] x St x Afen.e) /%
et vérifier que cette structure induit un cobordisme lagrangien entre les deux chirurgies legen-

driennes.

La primitive de la forme symplectique sur X, restreinte a [-7, 7] x S* x A(e—n,e), s €crit

Ao = 7 cos(2ms2)dsy + rsin{2mss)dt. Et donc
P*(No) = rcos(2msz)(dsy — dsy) + rsin(2nsg)dt
= rcos(2msy)dsy + 7sin(2msg)dt — r cos(2mwss)dsy

= wp — 7 cos(2mss)ds;
En coordonnées cartésiennes on peut écrire comme en 2.3.3

ydz — zdy).

* Y
w (/\0) = de + zdt — m(

Le méme argument que précédemment nous permet de conclure que I'on peut étendre cette
forme a une forme de Liouville sur X (C). La dérivée de cette forme de Liouville est donc
une forme symplectique sur X (C'). Pour voir que c’est effectivement un cobordisme entre

Y((y7,thy-), —1) et Y((vF,tb,+), —1), il suffit de remarquer que la construction ici présente
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et celle donnée a la section 2.3.3 coincident au bord (car les concordances sont triviales en =71

et 7). Ainsi nous avons démontré :

Théoreme 5.3 Si K™ < K=, alors Y (K™, thg-), —1) < Y (K, thg+), —1)

5.3 Homologie de Contact

Fuchs et Tabachnikov ont démontré que les seuls invariants de type fini pour les nceuds legen-
driens sont le nombre de rotation et le Thurston-Bennequin. La fin du 20°™ a vu une pro-
lifération de nouvelles constructions d’invariants algébriques provenant de 1'idée d’Andras
Floer de faire une théorie de Morse sur des variétés de dimension infinie pour des fonction-

nelles bien choisies.

La motivation originale de cette étude du point de vu de la géométrie de contact et symplec-
tique vient de la conjecture d’Armold sur le nombre d’orbites périodiques de certains systémes
dynamiques. Cependant la littérature montre que ce travail est d’une portée bien plus grande.
L homologie de contact relative (ou Homologie de Contact Legendrienne) est un des outils les
plus efficaces pour obtenir de I’information sur la topologie des espaces de plongements legen-

driens.

Dans cette section nous allons rapidement décrire les définitions de base de cette homologie et

expliquer comment une concordance donne lieu a des applications entre les algébres associées.

5.3.1 Cordes de Reeb

Nous supposons maintenant que nous sommes dans la symplectisation de R3 avec la forme de
contact ag = dz — ydx. Le champ de Reeb pour cette forme de contact est alors simplement
6%. Aucune de ses orbites n’est donc périodique. Soit -y un nceud legendrien dans R? et L son
cylindre lagrangien trivial dans la symplectisation.

Une corde de Reeb est une trajectoire 7 : ([0, (r)], {0,1(r)}) — (M, K) de R,.

Remarque 5.4 Le flot de Reeb étant ici trés simple, les cordes de Reeb sont en bijection avec

les point doubles de la projection lagrangienne de K.
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On note pas R I’ensemble des cordes de Reeb. Une corde de Reeb est dite non-dégénérée si le
point double associé€ sur projection lagrangienne est transverse. Par une petite isotopie de K,
nous pouvons supposer que toutes les cordes de Reeb sont non dégénérées. Un neeud legendrien

ayant cette propriété est dit régulier.
5.3.2 Algebre de Chekanov

Dans tout ce qui suit, 7y sera supposé régulier et donc, en particulier, ses cordes de Reeb existent
en nombre fini, R = {ry,--- ,m}. Par A(K) on désignera I’algébre unitaire non-commutative
sur Z/27Z[Z) librement engendrée par R. Ici comme les nceuds sont supposés orientés, il existe
un isomorphisme canonique entre H'(K) et Z. L’ anneau formant les coefficients de .4 est donc

le I’algebre du groupe H'(K).
Fixons maintenant quelques notations qui vont nous faciliter la tiche par la suite :

si R est I’ensemble (fini) des cordes de Reeb génériques de K , on dénote le monoide libre sur

R par F(R). On voit ce monoide comme I’ensemble des mots sur I’alphabet R.

Pour m € F(R) on note par I(m) la longueur du mot et par m(3) (@ € {1---1(m)}) sa 1¢™®

lettre.

Nous dénoterons également par m; le mot formé des ¢« — 1 premieres lettres de m et, de la
méme maniére m> ¢ celui formé des [(m) — ¢ demiéres. Et finalement pour m’ un autre mot
nous noterons m;(m') = mc;m’ms, i.e. la 1™ lettre est remplacé par m/’.

Un élément de I'algebre de Chekanov de K est donc Z Am.€°™.m, avec a,, € Z7]27

meF(R)
presque tous nuls.

5.3.3 Disques formels
Notons par D, le disque de Poincaré ol I’on a enlevé les racines n™¢ de I’unité p;. Soient 4+
et v~ deux nceuds legendriens et R et R~ leur ensemble de cordes de Reeb respectif.

Soient C' une concordance (possiblement trivial) de v~ vers 7, r € RT et m € F(R™) de

longueur n — 1.
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Un disque formel sur C de r vers m et une application continue u : (D,,,dD,) — (R x R?,C)

telle que :
1. la projection de u sur I’axe O, n’admet un prolongement continu en aucun des points p;.

2. Si f est la projection de u sur R3, alors

lim f(x) = II(r)

z—1

lim f(z) = I(m(7)).

T—p5

3. Sia est la projection de u sur R, alors

lim a(z) = o0
z—1

lim a(z) = —co.
= p;
4. Lorsque nous parcourons le bord de D, dans le sens positif la valeur de z augmente

uand on passe 1 et diminue pour toute les autres racines de 1’unité.
q p p

On note les classes d’homotopie de tels disques par m2(r;m). Dans I"annexe B on décrit une
application :

CZ :my(rym) — Z
Si on suppose que C est un cobordisme orienté entre v~ et v, il existe une autre application :
k :mo(rym) — Z ~ Hy(C),

qui consiste & prendre I’image du bord et la fermer pour obtenir un lacet en suivant 4+ ou ¢~

dans le sens positif. L’image par k& d’un élément A € mo(r;m) est notée k4.

5.3.4 Courbes holomorphes

Choisissons J une structure presque-complexe R invariante (a I’infini si la concordance n’est
pas triviale) telle que J(£) = &. Soit j une structure conforme sur D,,. Une application u :

[e)
D,, — M sera dite holomorphe si sa restriction & D, satisfait :

duoj=Jodu (5.5)
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Nous renvoyons a I’appendice B pour les notations et résultats concernant ces courbes.

Rappelons que M 4(r; m) est I"espace quotient modulo I’action de R et les reparamétrisations
conformes des courbes holomorphes reliant 7 & m représentant A s’appuyant sur une concor-
dance trivial. Egalement M 4(r; m') est I’ensemble des courbes s’appuyant sur une concor-

dance quelconque, modulo les reparamétrisations conformes.

5.3.5 Différentielle et homomorphisme de chaine

Différentielle Pour une structure réguliere J, on définit ’application suivante sur les générateurs

de I’algébre de Chekanov :

0: A(K) — A(K)
- N Z gka . #QM\A(T§m) -m. (5.6)
meF(R)

Aema(r;m)
CZ(A)=1

On étend ensuite cette application par linéarité et la régle de Leibniz pour les produits, &(ab) =

ad(b) + d{(a)b (voir la remarque 5.10).

En combinant les résultats de compacité de Gromov, de recollement de Floer et de transversalité

on peut montrer :

Théoréme 5.5 (Chekanov, 2002)(Ekholm, Etnyre et Sullivan, 2005) (A(K), O) est un algébre
différentielle.

Démonstration Les éléments apparaissant dans 0 o 0 sont exactement les édifices de hauteur 2
formés de courbes holomorphes de dimension zéro. Ils constituent donc exactement le bord de
la compactification des espaces de module de dimension 1 et existent donc nécessairement en

nombre pair (voir figure B.3).



2N

T
T1 To T3
T
T1 T2 T

Figure 5.2 Bord des espaces de module de dimension 1 dans le cas R x -,

3

Plus précisément calculons

meF(R)
Aema(rym)
CZ(A)=1
= D fgMatm) 0 glMa (m(@);m)mi(m)
meF(R) i=1..I(m)
AETrQ(T';m) miEF(R)
CZ(A)=1 Azema(m(i)yms)
CZ(A:)=1
= > et s Ma(r,m) - #2 M (m();mo)
m/€F(R) meF(R)
mo|m;(mo)=m’
Aema(r,m),A'€my(m(i)imo)

CZ(A)=CZ(A)=1
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Or Z eFatka g0 My (r,m)- #QMA/(m(i); mo) = 0 par la formule B.3

meF(R)
mo|m;(mo)=m’
A€my(rym), A’ €ma(m(s);mo)
CZ(A)=CZ(A)=1

Nous avons maintenant muni A(K) d’une structure d’algebre différentielle et nous pouvons
considérer ’homologie de cette algebre. Evidemment le complexe lui méme dépend de plusieurs
choix de parametres et pour obtenir un invariant efficace de K nous devons montrer que 1’ho-

mologie ne dépend pas de ces choix.

Théoreme 5.6 (Chekanov, 2002)(Ekholm, Etnyre et Sullivan, 2005)
(i) Une isotopie entre deux nceuds réguliers g et 7y1 induit un isomorphisme entre les groupes

d’homologie de (A(Ko), ) et (A(K1), D).

(i) Le choix de deux structures presque-complexes réguliéres induit un homomorphisme

d’algebre différentielle graduée qui donne ’identité sur les groupes d’homologies.

Définition 5.7 L’homologie de (A(K), @) est appelée I’homologie de contact legendrienne de
K. Elle est notée HCL(K).

5.3.6 Homomorphismes induit par les concordances lagrangiennes

Maintenant supposons que nous avons un cylindre lagrangien C tel que K~ <¢ K. Nous
voulons définir un homomorphisme de chaine au niveau des algebres A(K™) et A(K™). Il
doit étre défini de la méme maniere que la différentielle est définie. C’est a dire en étudiant des
courbes holomorphes s’appuyant sur le cylindre C'. Mais ici C n’est plus nécessairement trivial,
il n’existe donc plus d’action de R sur les espaces de modules. Nous considérons donc ci des

espaces de modules rigides (ﬁ/lv Alrym”)).

Définition 5.8 Définissons sur les générateur 1’application suivante
[+ AKT) — AK")

r - Y A Ma(r ) (5.7)
m €F(R
Aemy(rsm/)
CZ(A)=0
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que I’on étend de maniére & avoir un homomorphisme d’algebres, f(r1 - r2) = f(r1) - f(r2),

(voir remarque 5.10).

Pour avoir un homomorphisme bien défini au niveau de I’homologie de contact il faut (vu que
nous somme sur Z/27) que f commute avec 0. Ceci se fait encore une fois en étudiant les
espaces de modules de dimension 1 et en regardant leurs dégénérescences. La figure 5.3 montre

comment les espaces de dimension 1 se brisent , si ceux sont des variétés.
T

A@A
ALAY

Figure 5.3 Bord des espaces de modules de dimensions 1 dans le cas d’une concordance

<o
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La partie de gauche est la contribution f o O et celle de droite est 9 o f. Ainsi nous avons le

théoréme suivant :

Théoreme 5.9 Si J est réguliere pour C alors f 00 + 0o f = 0 et donc f descend a un
homomorphisme :

§:HCL(K%) — HCL(K™)

Démonstration La preuve est complétement contenue dans la remarque précédente, du moins
formellement et est essentiellement identique 2 celle de &> = 0. Nous écrivons ici les sommes
nécessaires en enlevant les indices sous les symboles de sommations. Les indices sont sur tous
les parametres donnant des espaces de modules de dimension 0. Nous les enlevons pour sim-
plifier les notations qui apparaissent lourdes dans la preuve de 5.5 et I'appendice B. D’un coté

nous avons :
fod(r)=f (Z eF4 o Ma(r;m) m>

= Z eFA - o Ma(rym) - efartHhan (Hi#Qﬂ/lvAi(m(i);m;D -I;m;

= 3 (e Malrim)  Metta Mo (m(i)smf) ) m

m/=Ilm/,

Tandis ce que de ’autre nous avons :

dof(r)=20 (Z ekA#zﬂA/l/A(T;m)>

=) ek oM 4 (rym) > eFai gt M g, (m(3); ml)yms (mb)

m'i

- Z eka (#QMVA(T;T”) Ha M, (m(z),m;)> m/

m'=m;(m})

La formule B.5 donne que la différence de ces deux équations est nulle. [

Remarque 5.10 Les figures 5.2 et 5.3 peuvent éclairer le fait que 0 satisfait Leibniz et que f

est un homomorphisme d’algebre.
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Sur C' il n’existe pas de courbes triviales donc, pour procéder au recollement d’une courbe, nous
devons avoir une courbe non-triviale pour chaque extrémité négative de la courbe sur R x K, ce
qui donne la formule d’homomorphisme d’algebre. D’un autre c6té pour obtenir un recollement
non-trivial dans R x K il suffit qu'une seule courbe soit non-triviale sur une des extrémités. Si
on en recolle plus, nous obtenons un espace de dimension supérieure & 1, ainsi 0 doit satisfaire

la propriété de Leibniz.
Donnons maintenant quelques propriétés de base de ’application fc :

Proposition 5.11 Soit ¢ un difféomorphisme symplectique a support compact et considérons

C" = ¢(C). Alors en homologie de contact fo = fer.

Démonstration Comme ¢ est & support compact il préserve les extrémité de C' et donc C” est
également une concordance entre K~ et K. La preuve de la proposition tient donc au fait
que si J est réguliére pour C alors J = ¢*(J) est réguliere pour C”. Les courbes holomorphes

correspondantes sont également en correspondance biunivoque car :
d(¢pou)oi=dpoduoi=dpoJodu=Jdpodu= jod(¢ou).

Ainsi les applications au niveau du complexe de chaines sont les mémes. Les différentielles

étant également les mémes pour ces structures on conclut la preuve. =

5.3.7 Exemple

Donnons ici un exemple simple de calcul. Considérons K un nceud legendrien avec un nombre
fini d’orbites de Reeb non-dégénérées. Les seuls courbes holomorphes dans un espace de dimen-
sion z€ro sur le cylindre trivial sont les courbes triviales, car ce sont les seules pour lesquelles
I’action de R n’est pas libre. Donc pour toute J réguliere 1’application précédente est I’identité

sur les complexes.

Sans vraiment compliquer le raisonnement nous pouvons considérer le cylindre lagrangien suiv-

ant :
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C: RxS' — R x R®
6N = (b (10)
Ou f est un fonction lisse valant O pour ¢t < —T et 1 pour t > T et ¢ est le flot du champ de
Reeb. Le cylindre C est effectivement lagrangien car :

0]
% = ¢f(t)* (TK)

0 0

Et donc C*(eta) = 0 si bien que C est lagrangien.

Les cordes de Reeb sont également en bijection canonique. Ainsi les algébre A(K ™) et A(K ™)
se correspondent. Maintenant si J est réguliere pour le cylindre trivial, ¢*(J) est réguliere et
R-invariante a U'infini pour C, ot ¢(p,t) = (¢;()(p),t) est un symplectomorphisme. Ainsi
les courbes holomorphes dans I’application sont uniquement les images des courbes triviales.
L’application sur les algebres est donc I’identité. Et ainsi I’application en homologie de contact

est également égale a 1’identité.



CONCLUSION

Analogies et différences avec les cas non-relatif : Tel que remarqué dans I’introduction, les re-
lations de cobordisme et concordance lagrangiens seraient les analogues naturels de la relation
de cobordisme symplectique. Les propriétés démontrées au fil de la thése permettent certaines
analogies avec les relations de cobordismes symplectiques que nous présentons dans le tableau

5.1:

Cas symplectique Cas relatif

Définition Résultat Définition Résultat

(Y, €) symplectiquement

(Y, ) tendue

K bordent une

K n’est pas une stabilisation

remplissage conservée

remplissable 5% cobordant Y surface lagrangienne Ky cobordant & K

(Y, €) Stein HC(Y,¢) K bordent un HCL(K) admet une

remplissable bien définie lagrangien exacte eugmentation |
(Y7,67) =<x (YT, eh) Propriété de K- <g Kt Propriété de

cobordisme conservée

Cobordisme symplectique

exact

Homomorphisme en

homologie de contact

Concordance (et

cobordisme) exacts

Homomorphisme en

homalogie legendrienne

Tableau 5.1 Analogies entre cobordismes symplectiques et lagrangiens

Cependant il existe certaines différences notables entre les propriété des cobordismes symplec-
tiques et celles des cobordismes lagrangiens. Nous avons mentionné dans le chapitre 3 qu’il
existait toujours un remplissage concave d’une variété de contact. L’analogue relatif pour les
nceuds legendrien dans S serait de dire qu'un nceud legendrien borde toujours une surface la-
grangienne dans la partie positive de sa symplectisation. Cependant ce n’est en fait que rarement
le cas. En effet tout d’abord les discussions faites plus t&t impliquent que si K est le bord
d’une surface lagrangienne ¥ dans la partie positive de la symplectisation alors 7(K) = 0 et

th(K) = 1 — 2g(X) ce qui donne des restrictions sur les présentations de ces noeuds.

ICeci fait partie du travail de T.Ekholm, K.Honda et T.Kalman (Ekholm, Honda et Kalman, )
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De plus supposons qu’un nceud K est le bord d’une surface 3 dans D* ainsi que le bord d’une
surface ¥ dans la partie positive de la symplectisation. Alors le lissage ¥ U ¥’ donne une
surface lagrangienne orientable fermée dans C?, ¢’est donc un tore. Vu que la surface doit étre
de genre minimum dans la partie D* on obtient que g(X) = 0 et g(¥') = 1. Et donc th(K) =
gs(L(K)) = 0 et r(K) = 0. Ainsi les restrictions sont ici sévéres sur la possibilité d’étre le bord
d’une surface lagrangienne dans la partie positive de la symplectisation. Nous discuterons dans
le paragraphe sur la généralisation quelles notions pourraient avoir des résultats similaires dans

ce cas-cl.
Terminons en discutant un exemple o ce phénomene apparait :

Exemple. : Considérons deux courbes simples fermées c; et ¢y dans C. L'application I =
c1 X ¢cg 0 ST x ST — C? donne lieu a un tore lagrangien. Les homomorphismes w;, et 1 sont

donnés par :

wle]) =2

Ces tores ne sont pas exacts, en fait ils admettent tous au moins deux feuilletages en courbes
holomorphes différents.

Maintenant nous aimerions trouver des courbes ¢; suffisamment bien choisies de sorte que 1’in-
tersection de 7" avec la sphére de rayon 1 soit un nceud legendrien. En prenant la courbe v 5.4

nous obtenons que y x y N S = {(cos(#),0,sin(d),0)} qui est le nceud legendrien trivial.

Figure 5.4 Exemple d’un tore de Clifford
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Notons que si+” est la rotation de 90 degrés de «y alors {y' x '} N.S® = {(0, cos(6),0,sin(6))}.
De la méme maniére que précéderﬁment I'intersection de T" et T” consiste en deux disques s’in-
tersectant en un point. Nous pouvons effectuer la chirurgie décrite en 4.2.3 pour enlever ce point

d’intersection et obtenir un tube lagrangien dont le bord est I’entrelacs de Hopf.

Généralisation de certains résultats :

Dimensions supérieures
Comme précisé en introduction nous avons choisi de concentrer nos résultats sur les nceuds
legendriens dans les variétés de contact de dimension 3. Cependant certains résultats s’étendent

clairement & des sous-variétés legendriennes en dimension quelconque.

Tout d’abord les relations de cobordisme et de concordance sont bien définies sur les classes
d’isotopies legendriennes en dimension quelconque puisque la premiere preuve du théoréme 4.4
n’emprunte rien a la dimension 3. L’invariance du nombre de Maslov d’un lacet est également
évidente. Cependant un cobordisme de dimension plus grande ne peut pas nécessairement
étre muni d’un repere, donc nous ne pouvons pas en déduire le comportement du Thurston-

Bennequin dans ce cas-ci.

L’homologie de contact est définie pour n’importe quelle sous-variété legendrienne d’un espace
de jet et les preuves mentionnées s’étendent directement a ce cas-ci. Dans le paragraphe suivant
nous donnons plus de détails sur les généralisations possibles de nos applications en homologie

de contact.

Homologie de contact

Dans cette section nous allons discuter des différentes applications et généralisations possibles
de ce qui a été discuté dans la section 5.3.

Tout d’abord, sans aucun effort, le morphisme en homologie de contact legendrienne est défini
de la méme maniere pour n’importe quelle variété de contact admettant un champ de Reeb
sans orbites fermées. Toutefois la conjecture de Weinstein implique qu’une telle variété ne peut

étre compacte. Pour généraliser ceci nous pouvons accepter des variétés compacts admettant
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un champ de Reeb sans orbites périodiques contractiles. En effet les résultats de I’appendice B

restent vrais dans ce contexte, dii aux restrictions homologiques induites.

11 existe encore une classe un peu plus large de variété€s ol cette construction fonctionne. En
fait pour toute variété de contact ayant une homologie de contact cylindrique bien définie (il
est conjecturé que c’est le cas pour toute variété tendue) alors la construction précédente fonc-

tionne.

Pour généraliser cette construction a des variétés ayant une dynamique de Reeb plus com-
pliquée, il faut considérer cette construction ou les structures algébriques sont des modules sur
I’homologie de contact. A I’heure actuelle 1’auteur est loin d’avoir les détails d’une telle con-

struction.

Maintenant discutons un peu pourquoi nous n’avons pas défini I’application f pour des cobor-

dismes lagrangiens au lieu des concordances.

Une des propriétés utilisées pour étudier la dégénérescence des courbes holomorphes était
qu’une concordance est nécessairement exacte. Ainsi il ne pouvait y avoir concentration de
courbure. Rien n’implique cependant qu’un cobordisme lagrangien est exact. T. Ekholm, K.
Honda et T. Kalman dans (Ekholm, Honda et Kdlman, ) étudient & I’heure actuelle la relation
de cobordisme lagrangien exact et définissent un homomorphisme en homologie de contact

équivalent au notre.

Encore une fois nous pouvons éventuellement généraliser cette relation en demandant une cer-
taine forme de monotonicité des cobordismes. C’est-a-dire si un cobordisme lagrangien X sat-
isfait : wy, = Cuy, ou C est un constante positive suffisamment grande pour que nous puissions
gviter les concentrations de courbure le long d’un disque. Notons que la concentration de cour-
bure le long d’une sphére n’est jamais un probléme car la symplectisation satisfait le principe du

maximum pour les courbes holomorphes et donc n’admet aucune courbe holomorphe fermée.

Toute la théorie présentée ici est une infime partie de la théorie symplectique des champs. L’im-
age globale de tout ceci serait 1’étude des courbes holomorphes de genre quelconque dans un

cobordisme symplectique dont le bord s’appuirait sur un lagrangien entre deux sous-variétés
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legendriennes. Cette fois la courbe holomorphe aurait des points marqués sur le bord (corre-
spondant & des cordes de Reeb) et a I'intérieur (correspondant a des cycles de Reeb). Bien que
la difficulté d’une telle image est énorme, 1’auteur aimerait petit 2 petit comprendre quelles
structures algébriques ressortent de ce contexte. Evidemment le projet est ambitieux si on ne
se limite pas a certains cas précis. Mais comprendre au moins la structure de module sur I’ho-

mologie de contact dans le cas présent serait intéressant.



APPENDICE A

TRIVIALITE LOCALE DES STRUCTURES DE CONTACT ET
SYMPLECTIQUES

Dans cette section nous allons donner les idées des démonstrations des différents résultats a car-
actere local énoncés le long de cette thése. Les preuves exposées icl sont en général différentes
des preuves originales. Elles reposent toutes sur le méme principe qui est d’étendre certaines
transformations de structures comme des isotopies ambiantes. Les détails complets apparaissent

dans (Geiges, 2006) et (Eliashberg et Mishachev, 2002).

A.1 Astuce de Moser

L’idée de base est de vouloir réaliser des déformations de tenseurs (formes différentielles ici)

comme des isotopies ambiantes. C’est-a-dire pouvoir répondre a la question suivante :

Si Q est une famille de formes différentielles pouvons nous trouver une famille f, de

difféomorphismes telle que f(Qo) = Q4 ?

Evidemment ce n’est généralement pas le cas, mais sous des hypothéses raisonnables de non-
dégénérescence des formes {2; nous pouvons avoir suffisamment d’information pour répondre

a cette question.

Pour la suite nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme A.1 (voir (Kobayashi et Nomizu, 1996)) Si f: est le flot de difféomorphismes induit
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par un champ de vecteurs V, dépendant du temps alors-:

d * * \

Eft (Qt) = ft (Qt +£VLQt)'
A.2 Cas symplectique
Dans cette section nous allons démontrer les théorémes suivants :

Théoreme A.2 (Darboux)
Soient (M,w) une variété symplectique et p € M. Notons wy la forme symplectique standard
sur R?™ (w = dp A dq). Alors il existe des ouverts U C M autour de p et U' C R*™ autour de

0 ainsi qu’un symplectomorphisme
¥ U wly) — U wolw).

Théoreme A.3 (Weinstein)
Soit L une sous-variété lagrangienne compacte de (M,w). Alors il existe des voisinages tubu-

laires N de L dans M et N de la section nulle dans T* N ainsi qu’un symplectomorphisme
P (N, w) = (N, wo)

qui envoie N sur la section nulle.

La preuve du premier théoréme est un cas particulier de celle du second. Nous démontrons donc

seulement le théoreme de Weinstein.

Démonstration Tout d’abord remarquons que la forme symplectique étant non-dégénérée 1’ap-
plication
TLR®N(L) — R
XY ~— wlX)Y)

est non-dégénérée, car L est lagrangienne. Ainsi nous obtenons un difféomorphisme :
¢:N(L)~T*L.
Et donc nous obtenons un difféomorphisme

@ No(L) = N
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ot Vj est un voisinage de la section nulle dans 7™ L. Par construction ce difféomorphisme
satisfait (o~ 1)*(w)|r, = wo.

Considérons maintenant la famille de formes différentielles w; = (1 — t)wp + t(e1)* (w).
Elle est constante sur la section nulle et M est compacte donc il existe un voisinage N7 de
la section nulle ou cette famille forme une famille de formes symplectiques. Nous voulons
maintenant trouver un flot 1, engendré par V; tel que w; = 1 (wp). Par la formule précédente

nous obtenons :

we = P} (Lyw) (A1)
= ¥y (d(Vaw)) (A.2)

Maintenant en remarquant que w; est exacte pour tout ¢ et en choisissant V; comme le dual

musical d’une primitive de w; on obtient le théoreme (avec 1 = 11 © ). n

A.3 Cas contact
Dans cette section nous voulons prouver les théorémes suivants :

Théoreme A.4 (Gray) Soit & un famille lisse de structures de contact sur une variété compacte

M alors il existe une isotopie ¢y de M telle que & = (p)+(&o)-

Théoreme A.5 (Eliashberg) Soit L, une famille lisse de sous-variétés legendriennes compactes

de (M, £). Alors il existe une famille lisse de contactomorphismes ¢y telle que Ly = ¢(Lg).

Théoreme A.6 (Darboux) Soit o une forme de contact alors pour tout p dans M il existe un
voisinage U de p et un voisinage Uy de 0 dans R*™ 1 ainsi qu’un difféomorphisme. ¢ : U — U

tel que o = ©* ().

Théoreme A.7 Soit L une sous variété legendrienne compacte de M alors il existe un voisi-

nage tubulaire N de I contactomorphe & un voisinage tubulaire de la section nulle dans J*(L).

Encore une fois les preuves des théorémes A.4 et A.6 sont des cas particuliers de celles des

théorémes A.5 et A.7 respectivement, Nous commengons par la preuve de A.S
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Démonstration Nous voulons trouver une isotopie de contact ¢y telle que ¢;(Lo) = L;. Comme
les isotopies de contact sont engendrées par les hamiltoniens de contact nous cherchons donc

une famille de fonctions H, telle que le flot hamiltonien de H; soit I’isotopie désirée.

Pour simplifier considérons j; : Lo — M réalisant I’isotopie legendrienne. Le champ de con-

tact associé a Hy est donné par :

(V) = Hy

‘/tLda = dHt(Ra)a - dHt

De plus celui-ci doit coincider le long de j;(Lg) avec Wy = %jt(p). Donc les valeurs de H;
sont prescrites le long de j; par a(W;). Ainsi pour tout U € T'L; nous devons avoir dHy(U) =
d(a(W)(U), 1a deuxieme équation donne donc da(W, U) = —d(a(W}))(U) (on rappelle que
L; est legendrien) et donc (Wy(da) + d(Wiea)(U) = 0. 1l faut donc que j;(Ly,a) = 0, or
Ji e = D ou encore que %jt*(a) = D et donc la formule de la section A.l permet de conclure.
Les conditions étant satisfaites, il suffit maintenant juste d’étendre la fonction H; a tout M en

la‘fixant égale a 0 hors d’un voisinage tubulaire des L.

Démontrons maintenant le théoréme A.7
Démonstration De la méme maniére que dans la preuve du théoréme de Weinstein, il suffit de
montrer que si oy est une famille de formes de contact dans un voisinage de la section nulle

dans J(L) alors cette famille est réalisée par une isotopie.

Encore une fois I’isotopie ¢; doit satisfaire Egbf (o) =a et donc ¢} (Ly, ) =ay. La formule
de Cartan nous donne :

ér (Viedog + d(Viag)) =ay

On obtient donc : ¢} (a; +day (Vi) + Vieday) = 0 ce que nous donne :
dt +d(at(Vt)) + ‘/tl,dat = (.

Maintenant V; est déterminé du fait que les «; sont des formes de contact. =



APPENDICE B

COURBES HOLOMORPHES

Dans cette appendice nous allons énoncer les principaux résultats concernant les courbes holo-
morphes en géométrie de contact.

Tout d’abord fixons les notations :

(Y, €, o) est une variété de contact telle que R, n’a pas d’orbites périodiques.
Supposons de plus que nous avons v : S* < Y un nceud legendrien générique (i.e. les cordes

de Reeb sont non-dégénérées). La symplectisation de (Y, €) est (R x Y, d(e*a)).

Choisissons J une structure presque-complexe sur £ et étendons-la a une structure presque-

0 :
complexe, que I’on note encore J, sur R x Y, en fixant J(Ry) = % On notera par la suite 7
I'espace de telles structures.

Par D,, on note le disque unité¢ dans C moins les racines n®e de 1’unité. Si j est une structure

conforme sur Dy, on dit qu’une application v : D, — R x Y est holomorphe si elle satisfait :

dupoj = Joduy,. (B.1)
a l'intérieur de D,,. Tout d’abord remarquons que si w = (f,a) alors cette équation est
équivalente a :

df oj=moJodf (B.2)

fH(a) =da (B.3)
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ot : T(RxY) — £ est la projection orthogonale par rapport a la métrique g,,(-,-) = w(-, J-).

Cette remarque donne donc une correspondance biunivoque entre les applications f satisfaisant

B.2 telles que f*() est exacte et les courbes holomorphes dans R x ¥ modulo ’action de R.

Nous nous intéresserons ici aux courbes holomorphes ayant certaines propriétés au bord. Tout
d’abord le bord de D,, a n composantes connexes et nous supposons que chacune d’entre elles
est envoyée sur un cylindre lagrangien C réalisant une concordance (i.e. trivial a I’infini). Ainsi

une courbe holomorphe est une application continue :
u: (Dy,0D,) — (Rx Y, C)

telle que ulﬁ satisfait B.1.

A une courbe holomorphe u = (f,a) nous allons associer deux quantités appelées énergies :
tout d’abord nous avons ’énergie symplectique (ou la da-énergie) qui est par définition
Ego(u) = f*(da).
D2

Remarquons que ce n’est pas I’analogue de 1’énergie symplectique dans une variété compacte.

Ensuite nous avons 1’énergie de contact (ou o-énergie). Pour la définir notons C = {¢ : R —

R|¢ a support compact et positive, [p ¢ = 1}
On défini maintenant Eq(u) := supd,ec/ (poa)dan f*(a).
M
L' énergie totale d’une courbe holomorphe est F(u) := Ey(u) + Ey(u).

Maintenant une courbe holomorphe u a une énergie totale finie si et seulement si a chaque point
marqué du bord elle converge vers une corde de Reeb dans le sens suivant (voir (Bourgeois
et al., 2003) et (Hofer, Wysocki et Zehnder, 1996)) :

le théoréme d’uniformisation implique qu’autour de chaque point marqué sur le bord, il existe

un voisinage biholomorphe 4 (T, c0) x [0, 1] avec la structure complexe induite par z.

1. Convergence positive : Il existe 7 € R et un champ de vecteurs V' le long de (T, c0) x r
tel que u(t, s) = exp(t, V(r(s))) et I = e Vet V(t,s) = eV,

ou Vp et V7 sont des vecteurs unitaires
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2. Convergence négative : Il existe r € R et un champde vecteur V le long de (—oo, —T') x

rtel que u(t, s) = exp(t, V(-r(s))) et & = e Vyet V(t, s) = V4

Remarque B.1 Soit p : [0,1(r)] — M est une paramétrisation unitaire d’une corde de Reeb .

Le disque (D3, 1) est biholomorphe & ([0, (r)] x R, %) et

u: [0,i(M)] xR — RxY
(s;,t) = (rls),¢)

est une application holomorphe que nous appellerons courbe triviale. La convergence citée plus
haut est équivalente a dire que la courbe holomorphe converge a I’infini vers une courbe triviale

dans la norme de Sobolev :

] > = / & (Jul 2 + || dul?),

ou § est un fonction valant 1 vers co et —1 vers —co.

Donc nous nous intéresserons uniquement aux courbes u a énergie finie qui auront une unique
convergence positive en 1 et n — 1 convergence négatives aux autres points marqués.

Rappelons que, pour 7 € R et m € F(R), on note ma(r;m) les classes d’homotopie d’appli-
cations de D,, dans R x Y s’appuyant sur C' et convergeant vers r en 400 et vers m en —oo.

Aussi I’orientation de L donne une application canonique 7o (r;m) — Z ~ H1 (R x Y, C).

Nous dirons qu’une courbe holomorphe représente A € mo(r;m) si la classe d’homotopie
de u est A et u converge vers r en +00 et m en —oo (en particulier u a une énergie finie).
Une fois cette convergence établie, I’énergie prend une forme plus agréable (voir (Bourgeois

et al.,, 2003)):

I(m)
Eo(w) =1U(r) = Y Um(i)
=1
Eo(u) = Ir)
l(m)
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Maintenant pour A € ma(r;m) et C =R x -y on note :

7 structure conforme sur D),
Ma(r;m) =< (u,5) |« Dn — R xY holomorphe / ~
u représente A

oll ~ est I’équivalence conforme (i.e. (u, ) ~ (v, 5) <= 3¢ : D, = D, tel que §' o dp =
dgojetu’ = uog). On note également /(/I\A (rym) = Ma(r;m)/R ot I’action de R correspond

aux translations dans la direction t.

Pour un cylindre non-trivial C' I’espace des courbes holomorphes & énergie finie convergeant
vers 7 € Ren+ooetm’ € F(R') en —co et représentant A € mo(r; m’) modulo équivalence
conforme est noté par MA(T; m’). Notons que la condition au bord implique qu’il n’y a plus
d’action évidente de R.

T3
T2

T3

Figure B.1 Courbe Holomorphe

Nous allons maintenant discuter la dimension de ces espaces de modules :

Indice d’une courbes (Ekholm, Etnyre et Sullivan, 2005)

Tout d’abord le flot de Reeb est formé de contactomorphismes, il préserve la structure de con-
tact. Mais de plus, comme Lg_ o = 0, son action sur ¢ préserve do et donc sa dérivée agit sur

£ par isomorphisme symplectique.

Si u est une courbe holomorphe & énergie finie, I’application sous-jacente f admet une com-
pactification f définie sur D avec n arc spéciaux I; qui sont envoyés sur des cordes de Reeb.
Nous pouvons trivialiser le fibré £ le long de D, ce qui donne une trivialisation symplectique
de T(R x Y) le long de D,,. Cette configuration permet d’associer au disque holomorphe un
lacet dans A(C?) de la maniére suivante : a chaque composante connexe de (D) on asso-
cie le chemin correspondant & T7,,yC'. A chaque corde de Reeb correspondant & p; on trans-

porte 1j ()C par le flot de Reeb. On le relie au lacet suivant de la maniere suivante : si I; est
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paramétré par [0, 1], on relie les deux chemin par un chemin ¢ paramétré par [0, 1] de sorte que
e(t) ¢ L(Li(t)) (voir (Viterbo, 1987)).

Ceci associe 2 D un lacet v dans A(C?) et nous notons C'Z (u) = p(7).

Cet indice ne dépend que de la classe d’homotopie de u on note donc CZ(A) = CZ(u) pour
u € A € my(r;m). L’indice de Maslov ainsi défini calcule la “dimension” des espaces de
modules dans le sens virtuel des indices d’opérateurs (voir par exemple (Ekholm, Etnyre et
Sullivan, 2005)). Nous mentionnerons seulement qu’il correspond a 'indice de 1’opérateur
linéarisé provenant de I’équation B.1 et donc calcule la dimension de ’espace tangent I’espace

de module lorsque cet opérateur est surjectif.

Théorémes de transversalité. 11 y a différents théoremes nécessaires quant a la transversalité
de courbes holomorphes dans la théorie, ils ont tous la mé&me saveur et représentent respective-
ment le degré 1,0 et —1 de la théorie. Ils sont tous dérivés des résultats de (Floer, Hofer et

Salamon, 1995). Le premier d’entre eux est :

Théoreme B.2 Si C est un cylindre trivial R x ~. Il existe une sous-ensemble de seconde
catégorie de Baire, Jreq, de J tel que pour tout J € Treg, Ma(r;m) est une variété lisse de

dimension CZ(A) — 1.

Le théoréme suivant traite le cas ol le cylindre est non trivial :

Théoreme B.3 Soit C une concordance quelconque. 1l existe un sous-ensemble de seconde
catégorie Baire, Jreq, de J tel que pour tout J € Jreqg Ma(r;m) est une variété lisse de

dimension C Z(A).

Les deux théorémes précédents sont suffisants pour démontrer les propriété algebre de 0 et fo
définis dans la section 5.3. Pour I’invariance nous avons besoin d’un théoréme qui traite les
dégénérescence des courbes holomorphes lorsque nous changeons les paramétres. Cependant

nous ne donnerons pas les détails ici (voir (Ekholm, Etnyre et Sullivan, 2005)).

N’importe quelle J dans un des ensembles Jr..4 des théoreme précédents sera dite réguliere.
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Compacité de Gromov. Le théoreme révolutionnaire de Gromov sur ia convergence des suites
de courbes holomorphes a énergies bornées est le point de départ de toute la théorie de Floer
symplectique ainsi que de la géométrie énumérative de Gromov-Witten. Dans le présent con-
texte (pas d’orbite périodique, variété symplectique exacte et lagrangien exact) il se lit de la
manidre suivante :

les suites de courbes holomorphes dans une classe d’homologie donnée convergent vers des

orbites brisées.

Pour donner le sens précis de cette convergence nous devons donner le définition suivante :

Définition B.4 Edifices holomorphes dans (R x Y, R x =)

Un édifice holomorphe de hauteur k représentant A € mo(r; m) est la donnée de

{(uh "), (W, 5%)

1. (u', 1) est une courbe holomorphe dans R x Y représentant A; € mo(r;m,)

2. (u*, %) est une famille de courbes holomorphe (u},5%) ... (u};i,j};i) représentant Aj- €
ma(rh; m5)
ki
3. Pourtout i, k; = Zl(m?‘l)
=1

i i il i1
4. Pourtout 4, 77 ...rp = my " ...my

5. A chaque niveau ¢ au moins une courbe (uf, ji) est non-triviale

6. m¥..mF =m
k

T A+ Y A+ 4> AF=A
Edifices holomorphes dans (R x Y, C)
Un édifice holomorphe de hauteur k*|1|k~ représentant A € mo(r, m) est la donnée de :
(1) Un édifice holomorphe dans (R x ¥, R x ") de hauteur k" représentant A* € w(r,m™)
(ii) k = {(m*) courbes holomorphes dans (R x Y, C) représentant A; € mo(r;,m;)
(i) k" = > I(m;) édifices holomorphes dans (R x Y, R x 77 ) de hauteur au plus £~ (avec au

moins un de hauteur exactement k) représentant A~ € (r;,m; ) tels que :
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1. Tl...’f'k:m+

2. 7. T =M1... Mk
3ATHY A+> Ar =4

Remarque B.5 1l y a évidement une relation d’équivalence d’édifices holomorphes donnée par
les reparaméltrisations conformes de chaque composante. De plus il existe une commutativité
des courbes triviales dans les édifices holomorphes de hauteur k. Nous ne rentrerons pas dans
les détails de cette relation car nous n’utiliserons que les édifices de “petite” hauteur ou ces

phénomene n’apparaissent pas.

Remarque B.6 La définition est quelque peu hermétique. Elle differe de la définition générale
d’édifice holomorphe dans (Bourgeois et al., 2003) car nous ne nous intéressons qu’aux
courbes ayant la topologie du disque et un seul marqueur a I’infini. De maniére moins rigoureuse,
mais peut-étre plus claire, on peut penser a un édifice holomorphe comme un empilement de
courbes holomorphes dont chaque marqueur positif des niveaux inférieur correspond a un mar-
queur négatif du niveau précédent, de sorte que nous pouvons recoller le tout pour obtenir une

courbe représentant la classe d’homotopie désirée (voir figure B.2)

Le théoréme énoncé ici est la généralisation du théoréme de Gromov (Gromov, 1985) telle
qu’énoncé dans (Bourgeois et al., 2003) (encore une fois avec les modifications dues au fait

que notre situation est plus simple) :

Théoreme B.7 (Bourgeois et al., 2003)

Cas du cylindre trivial

(1) La premiere partie décrit ’ensemble des édifices de hauteur k comme contenant la limite
des courbes holomorphes.

Soit (un, jn) € Ma(r;m) une suite, alors il existe un édifice holomorphe de hauteur k U :=
{(u1,51 ..., (uk, jx)} représentant A telle que (un, j, ) admet une sous-suite convergeante vers
U dans le sens suivant :

Il existe k — 1 arcs sur D, séparant D,, en k-composantes connexes, chacune étant identifiée,

& Dy, (la marqueur positif correspondant a 'arc précédent), tel que sur chaque composante
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Figure B.2 Edifice holomorphe de hauteur 3 représentant A € 7o (7; 717073747576)
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Up| Dy, converge uniformément sur les compacts vers u; et jy| Dy, converge vers 7 (voir figure
plus bas).

(1I) L’ensemble des édifices de hauteur k,k € {1--- CZ(A)}, représentant A est compact pour
la convergence définie plus haut : une suite Uy, d’édifices converge si la hauteur est constante
partir d’un certain rang et chacun des termes converge comme précédemment.

Cas d’une concordance quelconque

(1) Soit (un, jn) une suite dans M a(r=;m™), alors il existe un édifice holomorphe U de hau-
teur k~|1|k™ représentant A tel que (un,jn) admet une sous-suite convergeant vers U de la
méme maniére que précédemment (rappelons qu’une concordance est triviale pour ||t|| suff-
isamment grand)

(II) L’ensemble des édifice de hauteur k™ |1|k™ est compact pour la convergence séquentielle

mentionnée précédemment.

La forme simple que prend ici le théoreme de Gromov est diie a quelques faits. Tout d’abord
fixer une classe A € ma(r; m) permet de dire que I’énergie d’une suite est constante. Ensuite le
fait qu’il n’y ait pas d’orbites périodiques du champ de Reeb empéche un édifice d’étre formé
d’un disque dont le bord est une orbite (on aurait pu aussi demander qu’aucune orbite ne soit
contractile et autoriser ainsi les variétés compactes). Enfin les phénomenes de concentration
de courbure ne peuvent avoir lieu, car la variété symplectique est exacte (donc il n’y a pas de
sphere holomorphe) et les concordances lagrangiennes sont nécessairement exactes (donc iln’y

a pas de disques holomorphes).

Remarquons maintenant deux conséquences du théoreme de compacité :

1. 1l existe une compactification de M 4(r; m) formée d’édifices.

2. Pour un J régulier, les espaces M\A(r; m) avec CZ(A) = 1 sont de dimension 0. 11 ne peu-
vent dégénérer qu’en des édifices de hauteur 1, autrement on autoriserait des espaces non-vides
avec CZ(B) = —1, ce qui est impossible par régularité. Ainsi ils sont eux-mémes compacts et
consistent donc en un nombre fini de points.

3.De la méme maniére, pour un J régulier, les espaces M\A(r; m) avec CZ(A) = 2 ne peu-

vent dégénérer qu’en des édifices de hauteur au plus 2 et donc leurs bords consistent en des
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[(u1, 1), (u2, j2), (us, 73)]
— >

Figure B.3 Exemple de Convergence

trajectoire brisées apparaissant dans 0 o 0.
Recollement de Floer

Le théoreme de Floer est une réciproque au théor¢me de Gromov. Il compléte la description de
la compactification des espaces de courbes holomorphes dans notre contexte. Essentiellement 1l

dit que tout édifice de hauteur k représentant A est limite d’une suite de courbes holomorphes.

Dans ce qui suit une courbe holomorphe (u, j) est vue comme le niveau d’un édifice holomor-

phe, en supposant que toutes les autres composantes connexes de ce niveau sont triviales.
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Théoreme B.8 (Bourgeois, 2003) Pour tout v; lettre de m, il existe une application
gl : Ma,(r;m) x (0,80) X Ma,(ri;m') = M, a,(r, mi(m'))

telle que gl((u1,41), 9, (uz, j2)) converge vers I’édifice {(u1, j1), (u2,j2)} quand § tend vers 0

En appliquant ce théoréme de maniere inductive on obtient :
IMa(rym) = | [[Mailri,ms)
mi, i 1
Remarque B.9 Le théoreme de recollement ainsi que la partie (I) du théoréme de Gromov

suffisent pour en déduire la partie (II).

La deuxieme version du théoréeme de recollement permet une réciproque a la deuxiéme partie

du théoreme B.7 :

Théoreme B.10 (Bourgeois, 2003) Pour tout r; lettre de m il existe des applications
gl s Ma, (r;m) x (0,80) x May(rs;m') — Ma, 44, (r,mi(m’))

et
gl s M, (r;m) % (0,60) x Ma,(reim') — My a,(r, ms(m))

telle que gl((u1,71),0, (u2, ja)) converge vers I’édifice {(u1,71), (u2,j2)} quand & tend vers 0

Conséquences Nous concluons cette section en donnant les conséquence de tout les théoremes

énoncés qui sont utiles dans la section 5.3.

La compactification des espaces de module de dimension 1 dans le cas des cylindre triviaux est
une variété compacte de dimension 1. Son bord consiste donc en un nombre pair de points. Cette
compactification admet une description explicite. En effet, comme CZ(A) = 2, les édifices
holomorphes sont nécessairement de hauteur 2 au bord (chaque composante ayant indice 1)
ainsi on obtient :
0 MA(T;m)) = U Mg, (r;m) x Mg, (m/(3), m")
m/€F(R)
Arema(rim/(i)),A2€ma(m/ (1),m")
CZ(A1)=CZ(A2)=1

mi(m' )=m
A1+Ar=A
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Et donc nous obtenons :

> oM, (rym) - #o Mg, (m' (i), m") =0  (B.4)
m'eF(R)
Arema(rim! (3)), A2 Ema (! (3),m")
CZ(Al)ZCZ(AQ)Zl
’ZQ(TAE;?

De la méme maniére la compactification de I’ensemble des courbes holomorphes de dimension
1 représentant A dans le cas d’une concordance C quelconque est formée d’édifices de hauteur
1/1{0 ou de hauteur 0/1|1 out les composante s’appuyant sur R x K ont indice 1 et celles sur C

ont indice 0. Ainsi :

& (Ma(rsym™)) = U Mas (r,m’) x LM - (! (3),m)
m/'eF(RT)
At Evrz(r)m’),Ai_ ema(m/(i),m; )
CZ(AT)=CZ(AT)-1=0
ml_...ml_(m,):m_

|_| U MVAJr(T,mI) X /\//\IA.— (m'(z),m;)
m/ EF(R™)
Atema(r,m!), A7 emp(m/(i),m]

CZ(AT)=CZ(A])-1=0

m}(m;

; )=m

Et donc

0= > #o M ar (rm) - Wit My (' (5), m; )
m'eF(RT)
Atemy(r,m/),A] ema(m/(),m])
CZ(A[)=CZ(AT)—1=0
ml_...ml_(m,):_m_ (BS)
+ Z #2./WA+ (r,m') - #QA//TA; (m'(z),m:)
m' eF(R™)
AT emg (r}m’),Ai_ ema(m’(2),m
CZ(AT)=CZ(A] )—1=

mi(m)=m
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