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RÉSUMÉ

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à la classification des surfaces K3. Nous présentons une démons-
tration du théorèmede Torelli pour les surfaces K3 kählériennes en suivant l’argument originellement donné
par (Pjateckĭı-Šapiro et Šafarevič, 1971) et (Burns et Rapoport, 1975). L’argument réside dans la densité des
surfaces K3 de type Kummer dans le domaine des périodes, l’étude de la famille de Kuranishi d’une surface
K3 et d’arguments limites dans l’espace des cycles de Barlet. Finalement, nous discutons brièvement de
quelques conséquences immédiates.

Mots-clés — Géométrie complexe, surface K3, théorie de Hodge, variation des structures de Hodge, théorie des dé-

formations, espaces des cycles de Barlet, espaces de modules
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INTRODUCTION

Les structures deHodgedepoids 1 et les tores complexes sont extrêmement liés. SoitH = (HZ, (H
p,q)p+q=1)

une structure de Hodge de poids 1, c’est-à-dire un réseauHZ de rang 2g dont la complexification possède

la décomposition suivante :

HC := HZ ⊗Z C = H1,0 ⊕H0,1

où H1,0 et H0,1 sont des sous-espaces vectoriels complexes vérifiant H1,0 = H0,1, dont la conjugaison

complexe est définie par la conjugaison habituelle sur le facteur C. À une telle structure, nous pouvons

associer un tore complexe de dimension g appelé la variété Albanese associée àH que nous notonsAlb(H)

(voir (Barth et al., 2004, p 49)). De plus, cette construction est fonctorielle.

Pour n’importe quelle variété compacte Kählérienne X , nous avons une structure de Hodge de poids 1

induite par la décomposition de Hodge sur H1(X). Dans ce cas, la variété Albanese est notée Alb(X) et

nous avons une application holomorphe q : X → Alb(X) universelle dans le sens suivant : pour tout tore

complexe T avec un point distingué 0 et une application holomorphe f : X → T , il existe une unique

application f̃ : Alb(X) → T vérifiant f̃ ◦ q = f (Voir (Barth et al., 2004, p 46)). Dans le cas où X est

elle-même un tore complexe, nous obtenons que T = Alb(X). Cette correspondance nous permet de

réduire la question de savoir quand ces deux tores sont biholomorphes à la question de savoir quand deux

structures de Hodge sont isomorphes :

Théorème 0.1 (Théorème de Torelli pour les tores complexes) Si T et T ′ sont deux tores complexes ayant

des structures de Hodge de poids 1 isomorphes, alors T et T ′ sont biholomorphes.

L’application la plus connue de ce type de résultat est probablement dans la construction de l’espace de

modules des courbes elliptiques par la période modulo une action de SL(2,Z) (voir (Hain, 2014)).

Le théorème de Torelli pour les tores complexes admet de nombreuses généralisations. Une généralisa-

tion particulièrement récente et intéressante est celle du théorème de Torelli dans le cas hyperkählérien

(Huybrechts, 2011).

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au cas des surfaces K3 qui sont précisément les surfaces hyper-

kählériennes et les seules surfaces Kählériennes complexes compactes, hormis les tores complexes, dont
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la première classe de Chern du fibré canonique est triviale (Calabi-Yau). Malheureusement, le seul groupe

de cohomologie d’une surface K3 avec une structure de Hodge non triviale est le H2. Dans ce contexte, la

version la plus naïve du théorème de Torelli est la suivante :

Théorème 0.2 (Théorème de Torelli faible pour les surfaces K3) Soient S et S′ deux surfaces K3 qui pos-

sèdent une isométrie de Hodge :

ϕ∗ : S′ → S

alors S et S′ sont biholomorphes.

Cependant, différemment des tores complexes, la réalisation dumorphisme ϕ∗ par un isomorphisme admet

des obstructions évidentes. Par exemple, ϕ∗ devrait au moins envoyer les classes de Kähler de S′ sur des

classes de Kähler de S. Cette obstruction nous force à considérer des isométries de Hodge « effectives

» préservant les classes de Kähler et certaines classes divisoriales. Dans ce cas, une version plus forte du

théorème de Torelli est l’énoncé suivant :

Théorème 0.3 (Théorème de Torelli pour les surfaces K3) SoientX0 etY0 deux surfaces K3 etϕ∗ : H2(Y0,Z) →

H2(X0,Z) une isométrie de Hodge effective, alors il existe un isomorphisme f : S → S′ tel que f∗ = ϕ∗.

Dans ce mémoire, nous présentons une preuve donnée dans l’article (Looijenga et Peters, 1980) qui com-

bine les résultats prouvés originellement dans les articles (Pjateckĭı-Šapiro et Šafarevič, 1971) et (Burns et

Rapoport, 1975). L’idée de la preuve est la suivante. Dans le chapitre 2, nous étudions le comportement

du cône de Kähler et les classes effectives sous l’action des réflexions de Picard-Lefschetz. De plus, nous

introduisons le domaine de périodesΩ et la notion de surfaces K3marquées. Dans le chapitre 3, nous prou-

vons une version particulière du théorème de Torelli pour les structures de Hodge de poids 2 sur un 2-tore

complexe. Dans le chapitre 4, nous utilisons la construction de Kummer et lions la structure de Hodge des

tores complexes avec celle d’une surface K3 de type Kummer. En particulier, nous obtenons une version

spéciale du théorème de Torelli pour les surfaces de Kummer projectives (théorème 4.18). Dans le chapitre

5, nous utilisons la théorie des déformations de Kodaira-Spencer-Kuranishi avec la théorie de variation des

structures de Hodge pour prouver le théorème de Torelli local 5.1. En particulier, nous montrons que l’appli-

cation des périodes associée à la famille de Kuranishi d’une surface K3 est un isomorphisme local. Dans le

2



chapitre 6, nous prouvons le théorème de densité des surfaces K3 Kummer projectives et nous déduisons

que chaque point deΩ est réalisable par le marquage d’une surface K3. Dans le chapitre 7, nous étudions le

cône de Kähler sous déformation. Dans le chapitre 8, nous utilisons l’espace des cycles de Barlet pour pré-

senter un argument limite présenté dans l’article (Burns et Rapoport, 1975). Finalement, dans le chapitre 9,

nous prouvons les théorèmes principaux et donnons quelques applications immédiates.
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CHAPITRE 1

VARIÉTÉS COMPLEXES ET VARIÉTÉS KÄHLÉRIENNES

1.1 Variétés complexes et Espaces complexes

1.1.1 Variétés complexes

La première approche pour définir une variété lisse complexe est de calquer la définition d’une variété C∞

en remplaçant les transitions C∞ par des transitions holomorphes.

Définition 1.1 (Variété lisse complexe) Une variété lisse complexe de dimensionn est un espace topologique

X paracompact, Hausdorff, connexe qui possède une base dénombrable avec un atlas holomorphe A =

{(Ui, φi : Ui → Ũ i ⊂ Cn)i∈I} qui recouvreX .

Les atlas holomorphes compatibles sont ordonnés par l’inclusion, ce qui nous permet de parler d’élément

maximal. Le résultat important est le suivant.

Proposition 1.2 Soit X une variété complexe lisse avec un atlas A, alors A est contenue dans un unique

atlas maximal.

Il est important de comprendre qu’étant donné un espace topologiqueX , chaque atlas maximal engendre

une structure complexe sur X et qu’un espace topologique peut avoir différentes structures complexes

différentes. Nous verrons plus tard que c’est notamment le cas des surfaces K3.

La structure complexe sur une variété lisse X induit naturellement une structure C∞ compatible avec la

structure complexe. Ainsi, nous pouvons également voirX comme une variété C∞.

Pour le reste de ce mémoire, quand nous dirons une variété complexe, à moins d’un avis contraire, nous

allons toujours faire référence à une variété complexe lisse. Si nous voulons parler d’une variété lisse C∞,

nous dirons seulement une variété C∞.

Une autre approche pour définir une variété lisse est de commencer avec une variété différentielleX et de
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lui rajouter une structure additionnelle sur son fibré tangent.

Définition 1.3 (Variété presque complexe) Une variété presque complexe est un couple (M,J) oùM est

une variété C∞ avec une section J ∈ C∞(TX) qui vérifie J2 = −Id.

Il est facile de vérifier que dans ce cas M est une variété orientable et réelle de dimension paire et que

chaque fibre TpM est un espace vectoriel complexe dont la multiplication complexe est donnée par :

(a+ bi) · v = av + bJv

La notion d’une variété complexe et celle d’une variété presque complexe sont étroitement liées. Dans un

sens nous avons la construction suivante.

Définition 1.4 (Structure presque complexe d’une variété complexe) SoitX une variété complexe avec une

carte (Ui, φi : Ui ⊂ X → Ũ i ⊂ Cn). On peut définir J |Ui ∈ C∞(Ui, TX) par la formule suivante :

J |Ui = d
(︁
φ−1
i ◦ ·i ◦ φ

)︁
Il est clair que J |Ui est une structure presque complexe sur Ui. On déduit également par le fait que les

transitions de X sont holomorphes que J |Ui se recollent pour donner une section globale J de C∞(TX).

Nous référons à cette structure presque complexe surX comme étant la structure presque complexe induite

par la structure complexe deX .

Naturellement, on est en droit de se poser la question : est-ce que toutes les structures presque complexes

sont induites par un atlas holomorphe? Dans le cas où une structure presque complexe J vient d’une struc-

ture complexe, nous disons que J est intégrable. Pour étudier la question, l’outil clef est le tenseur de

Nijenhuis.

Définition 1.5 (Tenseur de Nijenhuis) Soit (M,J) une structure presque complexe. On peut définir le ten-

seur de Nijenhuis associé à J de la façon suivante :

NJ : C∞(TM)× C∞(TM) → C∞(TM)

NJ(X,Y ) = [X,Y ] + J([JX, Y ] + [X, JY ])− [JX, JY ]
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Proposition 1.6 Si (M,J) est une structure presque complexe intégrable, alors NJ = 0.

Preuve. C’est un calcul de nature locale, ainsi nous pouvons considérer des coordonnées holomorphes z1, ...zn

avec les coordonnées réelles x1, y1, ...xn, yn associées à zk = xk + iyk. Dans ce cas, J nous donne les re-

lations suivantes sur les champs de bases :

J
∂

∂xi
=

∂

∂yi
J
∂

∂yi
= − ∂

∂xi

En combinant cela avec le fait que les champs de bases sont sans torsion, nous concluons directement que

NJ = 0.□

Il s’avère que l’autre implication est également vraie et elle est connue sous le nom du théorème de New-

lander–Nirenberg.

Théorème 1.7 (Newlander–Nirenberg) Si (M,J) est une structure presque complexe avec NJ = 0, alors

J est intégrable.

Voir (Voisin, 2002, p 50) pour une preuve du cas R-analytique.

1.1.2 Espaces complexes

Il sera parfois nécessaire de considérer des espaces plus généraux. C’est notamment le cas dans le chapitre

5 traitant de la théorie des déformations où nous discutons d’espaces complexes.

Définition 1.8 (Espaces complexes) Un espace complexe est un espace localement annelé (X,OX) où X

est un espace Hausdorff dont le faisceau structurel prend valeur dans lesC-algèbres. Nous voulons que notre

(X,OX) soit localement isomorphe à des espaces modèles dont la forme est décrite de la façon suivante :

Considérons une boule de rayon r > 0 que nous notonsBr ⊂ Cn. Nous pouvons alors considérer un nombre

fini de fonctions holomorphes f1, f2, ...fk ∈ O(Br). On peut alors former le lieu d’annulations commun de

ces fonctions Z := V (f1, ...fk) et un faisceau d’idéal J généré par les fonctions f1, ...fk. On obtient alors

un espace localement annelé (Z,OZ := i∗OX/J ).
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Plus explicitement, pour tout point p ∈ X il existe un voisinage ouvert U tel que (U,OX |U ) soit isomorphe

(comme espace localement annelé compatible avec la structure de C-algèbre) à un espace (Z,OZ) décrit

plus haut.

Définition 1.9 (Fonctions holomorphes) Une fonction holomorphe entre deux espaces complexes (X,OX)

et (Y,OY ) est tout simplement un morphisme d’espaces localement annelés qui préserve la structure de

C-algèbre

f : (X,OX) → (Y,OY )

1.2 Métriques hermitiennes et kählériennes

Dans cette section, nous rappelons les notions de base sur les métriques kählériennes.

Définition 1.10 (Métrique / Métrique riemannienne) SoientM une variété lisse etE unfibré vectoriel lisse.

Une métrique sur E est une section g ∈ C∞(E∗ ⊗ E∗) telle que pour chaque p ∈ M nous avons que

gp : E
∗
p ⊗ E∗

p est une forme bilinéaire symétrique positive définie.

Dans le cas spécial où E = TM , on dit que g est une métrique riemannienne et (M, g) est une variété

riemannienne.

Définition 1.11 (Métrique compatible avec la structure presque complexe) Soit (M, g), une variété rieman-

nienne avec une structure presque complexe J . On dit que J est compatible avec g si nous avons :

g(J ·, J ·) = g(·, ·)

Nous allons faire référence à cette structure par le triplet (M,J, g). On appelle aussi (M,J, g) unemétrique

hermitienne.

N’importe quel triplet (M,J, g) définit une 2−forme.

Définition 1.12 (La forme fondamentale et le produit hermitien associé) Soit (M,J, g) comme dans la dé-
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finition précédente, alors on peut définir une 2-forme appelée la 2-forme fondamentale :

ω(·, ·) = g(J ·, ·)

Nous avons également un produit hermitien h sur (TM, J) vu comme un fibré vectoriel complexe.

h = g − iω

Si nous considérons l’inclusion de TM dans TMC, nous obtenons que ω est une (1,1)-forme réelle. Nous

avons le quadruplet (M,J, g, ω).

Proposition 1.13 (Voisin, 2002, p 64,65) Dans le triplet (J, g, ω), n’importe quelle paire détermine la struc-

ture manquante par les formules suivantes :

g(·, ·) = ω(·, J ·)

ω(·, ·) = g(J ·, ·)

J = h−1 ◦ g

Ainsi, nous allons faire référence à notre quadruplet (M,J, g, ω) par (M,J, g) ou (M,J, ω).

Définition 1.14 (Variété kählérienne) Une variété kählérienne (M,J, g, ω) est une métrique hermitienne

telle que nous avons :

1. J est intégrable.

2. ω est une forme symplectique (dω = 0).

En particulier,M est une variété complexe.

1.2.1 Formes différentielles

Définition 1.15 (Formes différentielles) Si X est une variété lisse, nous avons les faisceaux des k-formes

différentielles réelles et complexes que nous définissons pour tout ouvert U de la façon suivante :

Ak
R(U) := C∞

(︄
U,

k⋀︂
T ∗X

)︄

Ak(U) := C∞

(︄
U,

k⋀︂
T ∗X ⊗ C

)︄
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La dérivée extérieure nous donne les complexes de De Rham suivants :

0 → A0
R → A1

R → ...

0 → A0 → A1 → ...

Dans le cas où X est complexe et muni d’une structure presque complexe J intégrable, nous pouvons dia-

gonaliser J pour obtenir la décomposition TX⊗C = T 1,0X⊕T 0,1X où T 1,0X et T 0,1 sont les sous-fibrés

donnés par les espaces propres de J :

T 1,0X = ker(J − iId) T 0,1X = ker(J + iId)

où i est la multiplication sur le facteur C. Cela induit la décomposition suivante sur les puissances exté-

rieures :

k⋀︂
T ∗X ⊗ C =

⨁︂
p+q=k

T ∗p,qX

où T ∗p,qX :=
⋀︁p(T 1,0X)∗ ⊗

⋀︁q(T 0,1X)∗. De plus, nous avons les faisceaux suivants pour tout ouvert U

deX :

Ap+q(U) := C∞

(︄
U,

k⋀︂
T ∗p,qX

)︄

Dans ce cas, la dérivée extérieure se brise en deux parties d = ∂ + ∂ : vérifiant pour toute paire d’entiers

(p, q)

∂ : Ap,q → Ap+1,q ∂ : Ap,q → Ap,q+1

∂2 = 0 ∂∂ + ∂∂ = 0 ∂
2
= 0

Encore dans le cas où X est une variété complexe, nous pouvons également considérer le faisceau des k-

formes différentielles holomorphes que nous notons Ωk. Dans le cas où k = dimCX , nous le notonsKX et

il s’agit du fibré en droites holomorphe appelé le fibré canonique.

Définition 1.16 (L’opérateur ∂E) SoitE un fibré en vectoriel holomorphe de rang r sur une variété complexe

deX . Nous avons le faisceau des (p, q)-formes à valeur dansE défini de la façon suivante pour tout ouvert

U deX :

A0,q(E)(U) := C∞(U, T ∗0,qX ⊗ E)
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En trivialisant E de façon holomorphique sur un ouvert U E|U ≃ U × Cr, nous pouvons identifier une

section ω ∈ A0,q(U) comme application ω = (ω1, ...ωr) où les ωi sont des formes C∞ à valeur dans C.

Nous définissons alors l’opérateur ∂E de la façon suivante :

∂E : A0,q(E)(U) → A0,q+1(E)(U)

∂Eω = (∂ω1, ...∂ωr)

Il peut être montré (Voisin, 2002, p 58) que ∂E est indépendant du choix des trivialisations holomorphes.

Il est facile de voir par la description locale que ker ∂E : A0,0(E) → A0,1(E) est exactement l’espace des

sections holomorphes de E et que ∂2E = 0.

Lemme 1.17 (Le lemme de Poincaré pour d, ∂ et ∂E) (Voisin, 2002, p 56,57,59) SoitX une variétéC∞ (res-

pectivement complexe). Si ω est une forme différentielle sur un ouvert U deX qui est d-fermé (respective-

ment ∂-fermé), alors ω est localement d-exacte (respectivement ∂-exacte).

Le même résultat reste valable, si nous remplaçons ∂ par ∂E où E est un fibré vectoriel holomorphe.

1.3 Cohomologie

1.3.1 Cohomologie et homologie singulière

SoitX un espace topologique et A un anneau commutatif ou un groupe abélien. Nous notons respective-

ment parHk
Sing(X),Hk

c (X,A) etHk(X,A) la cohomologie singulière, la cohomologie à support compact

et l’homologie singulière de X . Dans le cas de la cohomologie singulière et de la cohomologie à support

compact, nous avons une structure d’anneau gradué dont le produit est donné par le cup-produit (Hatcher,

2002, Chapitre 2,Chapitre 3).

Les résultats importants pour nous sont les suivants :

Théorème 1.18 (Dualité de Poincaré à support compact) (Hatcher, 2002, p 250) SiX est une variété topo-

logique orientable de dimension n et A est un corps ou A = Z, alors la forme bilinéaire suivante donnée

par le cup-produit

∪ : Hk(X,A)×Hn−k
c (X,A) → Hn(X,A) ≃ A
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est non dégénérée. Nous avons un isomorphisme modulo les torsions :

DX : Hk(X,A) ≃ (Hn−k
c (X,A))∗ = homA(H

n−k(X,A))

Pour le prochain théorème, nous rappelons que nous avons une forme bilinéaire donnée par le cap-produit :

∩ : Hp(X,A)×Hq(X,A) → Hp−q(X,A)

Théorème 1.19 (Dualité de Poincaré homologie) (Hatcher, 2002, p 241) SiX est une variété compacte orien-

table de dimension n et [X] ∈ Hn(X,A) est sa forme fondamentale, nous avons alors un isomorphisme :

DX : Hk(X,A) → Hn−k(X,A)

δ ↦→ [X] ∩ δ

Théorème 1.20 (La formule de Künneth cohomologie) (Hatcher, 2002, p 216) Soit X et Y deux espaces

topologiques, alors nous avons un isomorphisme modulo les torsions données par le cup-produit sur les

projections π1 : X × Y → X et π2 : X × Y → Y :

H∗(X,K)⊗H∗(Y,K) → H∗(X × Y,K)

α⊗ β ↦→ π∗1α ∪ π∗2β

Théorème 1.21 (Changement de coefficients) (Hatcher, 2002, p 192) Si C∗ est un complexe de chaînes de

groupes abéliens libres dont l’homologie est notée Hk(C∗) et G un groupe abélien, alors les groupes de

cohomologiesHk(C∗, G), définis comme étant la cohomologie du complexeHk(hom(C∗, G)), vérifient la

suite exacte courte pour tout entier k.

0 → Ext1Z(Hk−1(C∗), G) → Hk(C∗, G) → hom(Hk(C∗), G) → 0

De plus, cette suite exacte courte est scindée.

1.3.2 Faisceaux

Définition 1.22 (Foncteurs dérivés) (Weibel, 1994, Chapitre 2) SoientA et B, deux catégories abéliennes et

F : A → B un foncteur additif.
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1. Si A possède assez d’objets injectifs et F est exacte à droite nous obtenons les foncteurs dérivés à

droite pour i ≥ 0 :

RiF : A → B

En fixant une résolution injective pour chaque objet A ∈ A :

0 → A→ I0 → I1 → I2 → ...

nous pouvons définir RiFA comme étant la cohomologie du complexe suivant :

0 → FI0 → FI1 → FI2 → ...

Vérifiant R0F ≃ F et la propriété d’exactitude suivante : Pour toute suite exacte courte dans A

0 → A→ A′ → A′′ → 0

nous avons la suite exacte longue :

0 → FA→ FA′ → FA′′ → R1FA→ R1FA′ → R1FA′′ → ...

2. SiA possède assez d’objets projectifs et F est exacte à droite, nous obtenons les foncteurs dérivés à

gauche pour i ≥ 0 :

LiF : A → B

En fixant une résolution projective pour chaque objet A ∈ A :

...→ P2 → P1 → P0 → A→ 0

Nous pouvons définir LiFA comme étant l’homologie du complexe suivant :

...→ FP2 → FP1 → FP0 → 0

Vérifiant L0F ≃ F et la propriété d’exactitude suivante : Pour toute suite exacte courte dans A

0 → A→ A′ → A′′ → 0

nous avons la suite exacte longue :

...→ L1FA→ L1FA′ → L1FA′′ → FA→ FA′ → FA′′ → 0
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Définition 1.23 (Objets acycliques) SoientA etB deux catégories abéliennes dontA possède suffisamment

d’objets injectifs respectivement projectifs et F : A → B un foncteur additif qui est exact à gauche respec-

tivement à droite. Nous disons qu’un objet A ∈ A est F -acyclique si nous avons respectivement pour tout

i > 0 :

RiFA = 0 LiFA = 0

Le résultat principal est alors que la (co)homologie se calcule à l’aide de résolutions acycliques.

Théorème 1.24 (Voisin, 2002, p 102) Soient A, B et F : A → B comme dans la définition précédente. Si

A ∈ A et 0 → A→M∗ est une résolution acyclique respectivementM∗ → A→ 0, alors nous avons pour

tout i ≥ 0RiFA respectivementLiFA est isomorphe à la cohomologie du complexeFM∗ respectivement

l’homologie du complexe FM∗.

Nous sommes principalement intéressés par les catégories abéliennes venant d’une catégorie de faisceaux :

1. La catégorie des faisceaux de groupes abéliens

2. La catégorie des modules C∞(·,K) oùK = R ouK = C etX une variété C∞

3. La catégorie des modules C0(·,K) oùK = R ouK = C etX une variété topologique

4. La catégorie des modulesOX sur une variété complexeX

5. La catégorie des faisceaux quasi-cohérents QCoh(X) sur une variété complexeX

6. La catégorie des faisceaux cohérents Coh(X) sur une variété complexeX

Dans toutes les catégories précédentes, nous avons un foncteur section globale Γ qui est exact à gauche

et qui prend des valeurs dans une catégorie abélienne : des groupes abéliens, des R-espaces vectoriel ou

des C-espaces vectoriels dépendamment du contexte. Le théorème suivant nous dit que la cohomologie

peut être calculée dans n’importe quelle des catégories 1 à 4 et le résultat dû à Godement nous dit que le

résultat est indépendant de la catégorie choisie.

Théorème 1.25 (Résolutions flasques et Godement) (Voisin, 2002, p 103-104) Soit F ∈ C où C est une des

catégories de faisceaux 1 à 4. Nous disons que F est flasque si les restrictions sont surjectives. Le résultat

important est que n’importe quel faisceau flasque est Γ-acyclique. De, plus chaque faisceau G ∈ C admet
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une résolution flasque appelée la résolution deGodement qui est valide dans n’importe quelle des catégories

1 à 4.

Clairement, la condition d’être flasque est indépendante du choix de la catégorie dans laquelle nous tra-

vaillons. Conséquemment, la cohomologie des faisceaux peut être calculée dans n’importe quelle des ca-

tégories 1 à 4. Pour cette raison, nous utiliserons la notationHk(X,F) pour la cohomologie des faisceaux

que nous définissons comme le k-ième foncteur dérivé du foncteur section global Γ appliqué au faisceau

F .

Sur une variété C∞ nous avons également des classes de faisceaux fins qui sont Γ-acycliques. L’exemple le

plus important pour nous est le suivant :

Proposition 1.26 (Voisin, 2002, p 104-105) SoitF un faisceauC∞, alorsF est fin. En particulier, nous avons

que F est Γ-acyclique.

Définition 1.27 (Cohomologie de De Rham et Dolbeault) SoitX une variété complexe, alors la cohomolo-

gie de De Rham complexe et réelle est définie de la façon suivante :

Hk
DR(X,R) =

ker d : Ak
R → Ak+1

R
Im d : Ak−1

R → Ak
R

Hk
DR(X,C) =

ker d : Ak → Ak+1

Im d : Ak−1 → Ak

Nous avons également la cohomologie de Dolbeault qui peut être définie de façon analogue en utilisant

l’opérateur ∂̄E :

H0,q(X,E) :=
ker ∂̄E : A0,q(E) → A0,q+1(E)

Im ∂̄E : A0,q−1(E) → A0,q(E)

Les lemmes de Poincaré 1.17 peuvent être reformulés en termes de résolutions de faisceaux.
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Théorème 1.28 (Dolbeault et De Rham) Pour une variété différentielle X , nous avons les résolutions acy-

cliques suivantes de faisceaux pour tout p ≥ 0 :

0 → R → A0
R

d−→ A1
R

d−→ ...

0 → C → A0 d−→ A1 d−→ ...

De plus, siX est une variété complexe, nous avons les résolutions acycliques :

0 → Ωp → Ap,0 ∂̄−→ Ap,1 ∂̄−→ ...

0 → OX(E) → A0,0(E)
∂̄−→ A0,1 ∂̄−→ ...

Conséquemment, nous avons pour tout k ≥ 0 et tout p, q ≥ 0 :

Hk(X,R) ≃ Hk
DR(X,R) Hk(X,C) ≃ Hk

DR(X,C) Hq(X,OX(E)) ≃ H0,q(X,E)

Ces résultats sont connus sous le nom du théorème de De Rham et de Dolbeault.

Les résultats qui suivent sont des conséquences de la théorie des formes harmoniques sur une variété

compacte qui est présentée dans (Voisin, 2002, Section III, Chapitre 5).

Théorème 1.29 (Représentants harmoniques) (Voisin, 2002, p 129,130) SiX est une variété orientableC∞

munie d’une métrique riemannienne, il est possible de définir un adjoint à la dérivée extérieure d que nous

noterons par d∗. Nous avons ainsi le laplacien agissant sur les k-formes :

∆d = dd∗ + d∗d

Nous avons alors les formes harmoniques :

Hk
∆d

= ker∆d

De telles formes sont fermées. De plus, dans le cas où X est compacte, l’application Hk
∆d

→ Hk
DR(X R)

qui associe une forme harmonique à sa classe de cohomologie est un isomorphisme.

De façon similaire, dans le cas où X est une variété complexe munie d’une métrique hermitienne et E un

fibré vectoriel holomorphe muni également d’une métrique hermitienne, nous obtenons les laplaciens :

∆d ∆∂ ∆∂ ∆∂E
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Ce qui nous permet de définir les formes harmoniques comme le noyau de ces opérateurs respectifs :

Hk(X) Hk
∆∂

Hk
∆∂

H0,k(E)

De plus, siX est compacte, nous avons que les morphismes qui associent une forme harmonique à sa classe

de cohomologie respective sont des isomorphismes pour tout k et q :

Hk(X) ≃ Hk
DR(X,C) H0,q(E) ≃ H0,q(X,E)

Le théorème qui suit est une conséquence du fait que les laplaciens sont des opérateurs elliptiques et que

tout opérateur elliptique sur une variété compacte est Fredholm (noyau et conoyau de dimension fini).

Théorème 1.30 (Annulation et finitude de la cohomologie) (Voisin, 2002, p 130) Soit X une variété com-

pacte de dimension n, alors nous avons pour tout fibré holomorphe E :

1. Hk(X,OX(E)) = 0, ∀k > n

2. Hk(X,OX(E)) est un C-espace vectoriel de dimension finie

Ce qui rend la situation particulière dans le cas kählérien est ce théorème de comparaison des laplaciens.

Théorème 1.31 (Comparaison des laplaciens) (Voisin, 2002, p 137) Soit X une variété kählérienne, alors

nous avons l’égalité suivante pour les laplaciens :

1

2
∆d = ∆∂ = ∆∂

Théorème 1.32 (Décomposition de Hodge) (Voisin, 2002, p 137) SoitX une variété compacte kählérienne,

alors nous avons la décomposition suivante pour tout k :

Hk(X,C) =
⨁︂

p+q=k

Hp,q(X) ≃
⨁︂

p+q=k

Hq(X,Ωp)

oùHp,q(X) est le sous-espace vectoriel deHk(X,C) dont les classes de cohomologies sont représentables

par des classes de type (p, q). De plus, nous avons un isomorphisme indépendant du choix de métrique

kählérienne :

Hp,q(X) ≃ Hp,q ≃ H0,q(X,O(Ωp)) ≃ Hq(X,Ωp)
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où Hp,q est le sous-espace vectoriel de Hk(X) donné par des formes harmoniques de type (p, q). Cette

décomposition vérifie également la symétrie de HodgeHp,q(X) = Hq,p(X).

Théorème 1.33 (Comparaison avec la cohomologie singulière) (Voisin, 2002, p 109) SiX est un espace lo-

calement contractible, alors nous avons un isomorphisme pour tout q

Hq
sing(X,Z) ≃ Hq(X,Z)

Définition 1.34 (La suite exacte exponentielle et la première classe de Chern) Soit X une variété topolo-

gique, alors nous avons la suite exacte courte de faisceaux de groupe abélien :

0 → Z → C0
C

exp−−→ C0
C∗ → 0

où C0
C et C0

C∗ sont les faisceaux des fonctions continues à valeurs dans C etC∗ respectivement. Il peut être

montré que H1(X,C0
C∗) (Voisin, 2002, p 276) représente le groupe des fibrés complexes topologiques de

rang 1 jusqu’à isomorphisme et la structure de groupe abélien est donnée par le produit tensoriel de fibré

en droit vectoriel. Dans ce cas, nous définissons la première classe de Chern comme étant le morphisme de

connexion :

c1 : H
1(X,C0

C∗) → H2(X,Z)

par la suite exacte longue en cohomologie.

Nous donnons rapidement une définition axiomatique des classes de Chern.

Définition 1.35 (Classes de Chern) (Voisin, 2002, p 276) Soit E un fibré vectoriel complexe sur une variété

topologiqueX , nous avons un unique polynôme de Chern

c(E) ∈ H∗(X,Z)[t]

vérifiant la liste d’axiomes suivants :

1. SiE est de rang 1, alors nous avons c(E) = 1+c1(E)t où c1 est définie par la définition précédente.

2. Si f : Y → X est une application continue, alors nous avons :

c(f∗E) = f∗c(E)
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3. Si E = F ⊕G où F etG sont des fibrés vectoriels complexes :

c(E) = c(F )c(G)

vus comme des éléments deH∗(X,Z)[t]

Nous définissons les classes de Chern de E comme étant les coefficients du polynôme de Chern :

c(E) = 1 +

m∑︂
i=1

ci(E)ti

Si nous travaillons sur une variété complexe et E est un fibré holomorphe, il est également possible de

déterminer les classes de Chern en regardant la courbure d’une connexion de Chern avec la théorie de De

Rham (Bott et Tu, 1982, Chapitre IV). De plus, si X est Kähler compacte, la classe de Chern cr(E) est un

élément deHr,r(X) dans la décomposition de Hodge (Voisin, 2002, p 279).

Définition 1.36 (Cup-produit cohomologie des faisceaux) (Voisin, 2002, p 130-133) Soient F ,G deux fais-

ceaux de groupes abéliens sur un espace topologiqueX . Nous avons un cup-produit pour tout p, q :

∪ : Hp(X,F)⊗Hq(X,G) → Hp+q(X,F ⊗ G)

Théorème 1.37 (Dualité de Serre) (Voisin, 2002, p 135-136) Soit X une variété compacte complexe de di-

mension complexe n. Nous avons un isomorphisme

Trace : Hn(X,KX) ≃ C

tel que la composition de cet isomorphisme avec le cup-produit induit une forme bilinéaire non dégénérée

pour tout fibré vectoriel holomorphe E et pour tout entier k :

∪ : Hk(X,OX(E))⊗Hn−k(X,OX(E∗)⊗KX) → Hn(X,KX) ≃ C

De plus, cette forme bilinéaire admet une représentation dans la cohomologie de Dolbeault donnée de la

façon suivante pour α ∈ A0,k(E) et β ∈ A0,n−k(E ⊗KX) :

α⊗ β ↦→
∫︂
X
α ∧ β

où α ∧ β ∈ A0,n(KX) est obtenue par contraction.
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1.4 Théorie des surfaces compactes

Nous allons avoir besoin d’un certain nombre de résultats concernant la théorie des surfaces compactes

kählériennes.

Théorème 1.38 (Critère de projectivité de Kodaira) (Kodaira, 1964) Soit S une surface compacte complexe

admettant un fibré en droites holomorphe L ∈ Pic(S) vérifiant c1(L)2 > 0, alors S est projective.

Le théorème suivant s’applique pour les variétés projectives de dimension plus grande, mais nous spéciali-

sons le résultat au cas des surfaces projectives.

Théorème 1.39 (Nakai-Moishezon) (Peter, 1995, p 77) Soit S une surface projective lisse. Un diviseurD est

ample si et seulement si nous avons les conditions suivantes :

1. (D,D) > 0

2. Pour toutes courbes C ⊂ S irréductibles, nous avons (D,C) > 0

Théorème 1.40 (Théorème de contraction de Castelnuovo) (Peter, 1995, p 50) Soit S une surface projec-

tive lisse. Si C est une courbe (−1), c’est-à-dire une courbe rationnelle telle que (C,C) = −1, alors il existe

une surface projective S′ et un point p ∈ S′ tel que S est isomorphisme à l’éclatement de p sur S′ et le

diviseur exceptionnel correspond à C.

Nous allons également avoir besoin du résultat suivant de classification de Enriques-Kodaira sur les surfaces

compactes.

Théorème 1.41 (Surface avec un fibré canonique trivial) (Barth et al., 2004, p 244) Soit S une surface com-

plexe compacte dont le fibré canoniqueKS ≃ OS , alors nous avons deux cas possibles :

1. S est un tore complexe de dimension 2.

2. S est une surface K3.
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Théorème 1.42 (Formule de Noether et Riemann-Roch pour les surfaces) (Barth et al., 2004, p 26) Soit S

une surface kählérienne compacte. Nous avons la formule suivante pour la caractéristique d’Euler holo-

morphe :

χ(OS) =
c1(S)

2 + c2(S)

12

Si L est un fibré en droites holomorphe, la formule de Riemann-Roch pour les surfaces nous donne :

χ(OS(L)) = χ(OS) +
c1(OS(L))

2 − (c1(L), c1(KS))

2

Théorème 1.43 (Théorème d’indice de Thom-Hirzebruch) (Barth et al., 2004, p 22) SoitX une variétéC∞

compacte orientable de dimension 4. Nous avons la formule suivante pour calculer la signature de la forme

d’intersection surH2(X,Z) :

c21(X)− 2c2(X)

3

1.5 Structures de Hodge

Les résultats de cette sections sont tirés de (Voisin, 2002, Partie II,Chapitre 7)

Définition 1.44 (Structures de Hodge) Une structure de Hodge (intégrale) de poids d sur Z est un module

libreHZ de type fini avec la décomposition suivante :

HC =
⨁︂

p+q=d

Hp,q

Ici HC = HZ ⊗ C est muni de la conjugaison usuelle sur le facteur C aui satisfait pour tout p + q = d la

symétrie dite de Hodge :

Hq,p = Hp,q

Il sera utile lorsque nous parlerons de variations de structures de Hodge dans le chapitre 5 d’introduire la

filtration décroissante suivante dite de Hodge :

F pHC :=
⨁︂
k≥p

Hk,d−k
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La symétrie de Hodge implique directement pour tout p et k entiers :

HC = F pHC ⊕ F k−p+1HC

Hp,q = F pHC ∩ F qHC

Évidemment, n’importe quelle filtration décroissante de HC vérifiant les symétries précédentes détermine

une structure de Hodge de poids d de façon évidente.

Nous avons également la notion demorphismes deHodge entre structures de poids différents (Voisin, 2002,

p 174).

Définition 1.45 (Morphisme de structure de Hodge et isométrie de Hodge) SoientH = (HZ, (H
p,q)p+q=d)

etH ′ = (H ′
Z, (H

′p,q)d′) des structures de Hodge de poids d et d′ respectivement. Si d′ = d+2r pour r ∈ Z

et si nous avons un morphisme Z-linéaire :

ϕ : HZ → H ′
Z

dont l’extension C-linéaire vérifie pour tout p, q = d l’égalité :

ϕ (Hp,q) ⊂ H ′p+r,q+r

On dit que ϕ est un morphisme de Hodge noté par ϕ : H → H ′. De plus, si nous avons queHZ etH ′
Z sont

munis d’une forme quadratique et que ϕ : HZ → H ′
Z est une isométrie, nous disons que ϕ est une isométrie

de Hodge.

SiX est une variété compacte Kähler, alors la décomposition de Hodge sur le k-ième groupe de cohomologie

induit une structure de Hodge.

Lemme 1.46 (Voisin, 2002, p 177) Soit f : X → Y une application holomorphe entre deux variétés käh-

lériennes compactes. Si k ≥ 0, alors nous avons un morphisme de structure de Hodge de poids k donné

par :

f∗ : Hk(Y,Z) → Hk(X,Z)
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Lemme 1.47 (Voisin, 2002, p 177) SoientX et Y deux variétés compactes kählériennes avec un morphisme

holomorphe f : X → Y qui soit surjectif, alors pour tout entier k nous avons que f∗ : Hk(Y,Q) →

Hk(X,Q) est injectif.

Définition 1.48 (Le morphisme de Gysin) (Voisin, 2002, p 178) Soit f : X → Y une application continue

entre deux variétés compactes, orientables et de dimension réelle n etm respectivement avec n = m+ r.

Si n ≥ k ≥ 0, alors la dualité de Poincaré nous donne un isomorphisme modulo la torsion entre

DX : Hk+r(X,A) → Hn−k(X,A)∗ := HomA(H
n−k(X,A), A)

DY : Hk(Y,A) → Hn−k(Y,A)∗

Ici, A est un anneau commutatif usuellement Z,Q,R ou C. Nous pouvons considérer le morphisme induit

sur la cohomologie :

f∗ : Hn−k(Y,A) → Hn−k(X,A)

En dualisant ce morphisme et en composant avec l’isomorphisme de Poincaré nous obtenons le morphisme

de Gysin f∗ : Hk+r(X,A) → Hk(Y,A) :

f∗ = D−1
Y ◦ (f∗)∗ ◦DX

Explicitement, cemorphisme est déterminé par la formule de projection suivante pour tout β ∈ Hm−k(Y,A)

et ω ∈ Hk+r(X,A) :

(β, f∗ω)Y = (f∗β, ω)X

Ici, (·, ·)X et (·, ·)Y sont la forme d’intersection sur X et Y respectivement. Dans le cas où X et Y sont

toutes les deux Kähler compactes, nous avons que f∗ est un morphisme de Hodge.

Théorème 1.49 (Structure de Hodge sur l’éclatement d’un point sur une surface) (Voisin, 2002, p 180) Soient

S une surface compacte kählérienne et p ∈ S un point. Notons par β : S̃ → S l’éclatement du point p sur

S. Nous avons alors des isomorphismes de structures de Hodge :

H2(S,Z)⊕ c1(E) → H2(S̃,Z)

Hk(S,Z) → Hk(S̃,Z) pour k ̸= 2

où E est la courbe exceptionnelle de p et c1(E) est la première classe de Chern de E que l’on voit comme

une structure de Hodge de poids 2 concentrée en degré (1, 1).
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CHAPITRE 2

LES SURFACES K3 KÄHLÉRIENNES

Dans ce chapitre, nous étudions la cohomologie et les classes divisoriales d’une surface K3.

Les énoncés de cette section correspondent pour la plus part avec ceux donnés dans (Looijenga et Peters,

1980, Secton 1).

2.1 Invariants topologiques et nombres de Hodge

Définition 2.1 Une surface kählérienne lisse (S, ωK), où ωK est une forme de Kähler, est dite une surface K3

si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. S est une surface régulière i.eH1(S,OS) = 0.

2. KS est trivial.

Nous ne nous servirons pas de ce fait, mais il est possible demontrer que n’importe quelle surface compacte

qui vérifie les propriétés 1 et 2 est automatiquement kählérienne (Siu, 1983).

L’un des exemples les plus simples de surfaces K3 sont donnés par les hypersurfaces de degré 4 dans CP3.

Lemme 2.2 Soit S une hypersurface lisse de CP3 de degré 4, alors S est une surface K3. En particulier, la

quartique de Fermat est une surface K3 :

X4 + Y 4 + Z4 +W 4 = 0

Preuve. Nous avons que S est donnée par une section non triviale de OCP3(4). Notons par i : S → CP3

l’inclusion, alors la formule d’adjunction nous donne :

KS = i∗(OCP3(4)⊗KCP3) = i∗(OCP3)

ce qui montre queKS ≃ OS . En utilisant le fait que IS ≃ OCP3(−4), nous avons la suite exacte :

0 → OCP3(−4) → OCP3 → i∗OS → 0
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En prenant la caractéristique d’Euler, nous obtenons que χ(OS) = χ(OCP3(−4)) + χ(OCP3) = 2. En

utilisant le fait que KS est trivial avec dualité de Serre, nous obtenons que h1(S,OS) = 0. Ce qui montre

bien que S est une surface K3.□

Nous allons commencer par calculer les nombres de Hodge pour une surfaceK3 en utilisant des techniques

cohomologiques standards pour les surfaces.

Proposition 2.3 (Nombres de Hodge d’une surface K3) Soit (S, ωK) une surface K3, alors la caractéris-

tique d’Euler de S est de 24 et les nombres de Hodge sont :

h1,0 = 0 h2,0 = 1 h1,1 = 20

De plus, nous avonsH1(X,Z) = 0.

Preuve. Pour la caractéristique d’Euler, nous commençons par calculer la caractéristique d’Euler holomorphe

en utilisant la dualité de Serre :

h2(OS) = h0(K∗
S) = h0(OS)

Ainsi, nous avons :

χ(OS) = h0(OS) + h1(OS) + h2(OS) = 1 + 0 + 1 = 2

En combinant cela avec le fait queKS est trivial, nous obtenons que la formule de Noether devient :

2 =
0 + χ(S)

12

ce qui nous donne que la caractéristique d’Euler de S est bien 24.

Pour le reste, nous utilisons la suite exacte exponentielle couplée avec le fait que notre surface est compacte

et régulière, ce qui nous donne la suite exacte suivante :

0 → H1(S,Z) → H1(S,OS) = 0

Ceci nous donne que H1(S,Z) est trivial, ce qui nous donne directement en appliquant la décomposition

de Hodge que h(1,0) = h(0,1) = 0. En utilisant les symétries de Hodge, nous pouvons observer que la

caractéristique d’Euler s’écrit de la façon suivante :

χ(S) = 2 + 2h1 + h2 = 2 + 0 + h2 = 24
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Ainsi, nous avons h2 = 22. En utilisant la décomposition de Hodge, nous trouvons :

h2 = 2h2,0 + h1,1

PuisqueKS est trivial, nous avons H0(S,KS) = C, ce qui nous donne selon l’isomorphisme de Dolbeault

que h2,0 = 1. Ceci nous permet de conclure que h1,1 = 20.□

Proposition 2.4 Pour une surface K3 (S, ωK), le deuxième groupe de cohomologie est sans torsion ; ainsi

nous avons queH2(S,Z) est un Z-module libre isomorphe à Z22.

Preuve. Nous savons par la proposition précédente que b = 22. Ainsi, il nous suffit de montrer queH2(S,Z)

est sans torsion. Pour ce faire, nous pouvons utiliser la dualité de Poincaré pour obtenir :

H2(S,Z) ≃ H2(S,Z)

Nous allonsmaintenantmontrer queExt1(H1(S,Z),Z) = 0, ce qui équivaut à dire queH1 est sans torsion.

Dans le cas où H1 admet un élément de n-torsion,nous avons un revêtement X de degré n (Barth et al.,

2004, p 55). Or, ce revêtement est encore une surface K3. Par la proposition précédente, nous avons que

χ(X) = χ(S) = 24, ce qui nous donne n = 1. DoncH1 est sans torsion.

En utilisant le théorème de changement de coefficient universel avec le fait que Ext1Z(H
1(S,Z),Z) = 0,

nous obtenons :

H2(S,Z) ≃ HomZ(H2(S,Z),Z)

Ainsi, nous obtenons que H2(S,Z) ≃ HomZ(H2(S,Z),Z) ce qui n’est possible que dans le cas où H2 est

sans torsion.□

Proposition 2.5 Soit (S, ωK) une surface compacte kählérienne avec un fibré canonique trivial, alors il existe

une 2-forme holomorphe ω ∈ H0(S,KS) qui n’admet aucun zéro et vérifie les relations suivantes :

ω · ω = 0 ω · ω̄ > 0

En particulier, ω · ω̄ est un nombre réel. De plus, la forme ω est unique jusqu’à multiplication par un élément

de C∗ près.
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Preuve. Puisque KS ≃ OS et comme S est une variété compacte, nous avons que H0(S,KS) ≃ C et les

sections non nulles n’admettent pas de zéros. Prenons ω ∈ H0(S,KS) telle qu’elle soit non nulle. Comme

H0(S,KS) est un espace vectoriel de dimension 1, il est clair que toutes les sections non nulles sont un

multiple de ω.

La propriété ω · ω = 0 découle directement du fait que nous travaillons sur une surface. Pour ω · ω̄ > 0, il

suffit de montrer par définition que l’intégrale suivante est positive.

ω · ω̄ =

∫︂
S
ω ∧ ω̄

Pour ce faire, considérons des coordonnées locales z1, z2. Alors localement nous avons :

ω = fdz1 ∧ dz2 ω̄ = f̄dz̄1 ∧ dz̄2

Ce qui nous donne :

ω ∧ ω̄ = |f |2 ∧ dz1 ∧ dz2 ∧ dz̄1 ∧ dz̄2

Ce qui nous fait bien une forme réelle. De plus, comme notre section ω n’est pas identiquement nulle, nous

avons que |f |2 > 0, ce qui montre bien que ω · ω̄ > 0.□

Corollaire 2.6 Si ω ∈ H0(S,Ω2) est une 2-forme holomorphe qui s’annule nulle part, alors nous avons

l’isomorphisme de fibré vectoriel holomorphe suivant :

TS → ΩS

X ↦→ iXω

Conséquemment, nous avons une application bilinéaire non dégénérée sur la cohomologie pour tout entier

positif k :

int : Hk(S, TS)⊗H0(S,Ω2
S) → Hk(S,ΩS)

Nous allons maintenant nous intéresser à la forme quadratique sur H2(S,Z) donnée par le produit d’in-

tersection. En particulier, nous aurons besoin du résultat sur les formes quadratiques que nous citons ci-

dessous. Nous rappelons qu’une forme quadratique q est dite paire si q(x) est pair pour tout x. Sinon elle

sera dite impaire.
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Théorème 2.7 (Classification des formes quadratiques indéfinies) (Serre, 1973, p 54) Deux formes quadra-

tiquesE,E′ indéfinies sont isomorphes si et seulement si elles sont de même type (paire ou impaire), ont le

même rang et ont la même signature.

Proposition 2.8 (Caractérisation de la forme quadratique sur H2) Pour une surface K3 (S, ωK), la forme

quadratique surH2(S,Z) donnée par la forme d’intersection est isomorphe à la forme quadratique donnée

par :

L = −E8 ⊕−E8 ⊕H ⊕H ⊕H

Ici,H est la forme quadratique sur Z2 associée à la matrice⎛⎝0 1

1 0

⎞⎠

Preuve. Selon le théorème de classification des formes quadratiques indéfinies, il suffit de montrer que

H2(S,Z) avec la forme d’intersection est bien une forme quadratique indéfinie, de signature (3, 19) et

de type paire.

Nous pouvons calculer la signature en utilisant le théorème d’indice d’Hirzebruch. Il nous dit que l’indice est

donné par :

1

3

(︁
c1(S)

2 − 2c2(S)
)︁
= −48

3
= −16

ce qui nous donne que la signature est (3, 19) et que notre quadratique est bien indéfinie.

Par la formule de Wu (Milnor et Stasheff, 2016), nous avons pour tout α ∈ H2(S,Z)

α · α ≡ α · c1(X) ≡ 0Mod2

ce qui montre bien que la forme quadratique surH2 est isométrique à L.□

Nous avons une caractérisation des surfaces K3 en terme des nombres de Hodge.

Proposition 2.9 SoitS une surface compacte kählérienne. Si S possède les nombres de Hodge d’une surface

K3, alors S est une surface K3.
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Preuve. Nous allons montrer que, sous ces hypothèses, S est une surface K3. En utilisant l’isomorphisme de

Dolbeault, nous obtenons :

H1(S,OS) ≃ H0,1(S) = 0

Ainsi, S est régulière. Il nous reste à montrer que KS est trivial. En utilisant la formule de Noether, nous

avons :

χ(OS) =
(KS)

2 + 24

12

Sous ces hypothèses et en utilisant le théorème de Dolbeaut, nous tombons sur χ(OS) = 2, ce qui nous

donne que c1(KX2)
2 = 0. Nous avons que c1(KS) est de 2-torsion dansH2. Selon le théorème de change-

ment de coefficients universel, nous avons la suite exacte suivante :

0 → Ext1(H1(S),Z) → H2(S,Z) → homZ(H2(S),Z) → 0

Ainsi, les torsions deH1 contrôlent les torsions deH2. SiH1 admet un élément de 2-torsion, alors il existe

un revêtement étale π : Y → S de degré 2. Puisque ce revêtement est étale et fini, nous avons queKY =

π∗KX et χ(Y ) = 2χ(S). Ainsi, la formule de Noether nous donne :

χ(OY ) = 4

En utilisant l’isomorphisme de Dolbeault, nous avons :

χ(OY ) = 1− h1,0 + h2,0

PuisqueKY = π∗KS , nous avons que h2,0 = 1. Ainsi, nous avons que 2− h1,0 = 4, ce qui est impossible.

Donc H2(S,Z) ne possède pas d’élément de 2-torsion et donc c1(KS) = 0. Puisque S est régulière, nous

avons que c1 : Pic(S) → H2(S,Z) est injectif, ce qui montre queKS et montre bien que S est une surface

K3.□

2.2 Domaine des périodes et surfaces K3 marquées

Définition 2.10 (Le domaine des périodes) Nous allons fixerL une forme quadratique abstraite isomorphe

àH2(S,Z)muni de la forme d’intersection. Nous pouvons alors tensoriser L par C pour obtenir un espace

vectoriel complexe. La forme d’intersection devient une forme bilinéaire sur cet espace.

LC := L⊗Z C
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Nous pouvons considérer l’espace suivant :

Ω := {ω ∈ LC | ω · ω = 0, ω · ω̄ > 0} /C∗

Cela nous définit un ouvert d’une quadrique dans CP22.

Lemme 2.11 Le domaine des périodes Ω est une sous-variété lisse de P(LC).

Preuve. Notons parZ le lieu d’annulation dansP(LC) de la quadrique donnée par la forme d’intersection sur

LC. Clairement, il s’agit d’une hypersurface algébrique où Ω est un ouvert. Ainsi, il est suffisant de montrer

que Z est lisse. Pour ce faire, considérons l’application :

F : LC \ 0 → C

F (v) =
1

2
⟨v, v⟩

La différentielle de F est donnée par dvF (W ) = ⟨v, w⟩, ce qui est surjectif. Ainsi, Z̃ = F−1(0) est une

sous-variété de codimension 1 lisse dans LC \ {0}. Clairement, l’action C∗ est libre, holomorphe et propre.

La propreté vient du fait queC∗ agit proprement surLC\{0} couplé avec le fait que Z̃ est un sous-ensemble

fermé. Ainsi, le théorème du quotient nous dit que Z̃/C∗ est une variété complexe lisse. Or Z̃/C∗ est exac-

tement Z.□

Définition 2.12 (Marquage des surfaces K3) Soit (S, ωK) une surfaceK3. Un marquage est donné par une

isométrie.

ϕ : H2(S,Z) → L

En complexifiant le tout, nous obtenons une isométrie au niveau :

ϕC : H2(S,C) → LC

En considérant une 2-forme holomorphe ω non nulle sur S, nous obtenons un point dans Ω.

[ϕC(ω)] ∈ Ω

Ce point est indépendant du choix de ω, car selon la proposition 2.1, ω est unique jusqu’à multiplication par

un élément de C∗. De façon équivalente, nous avons ϕC(H2,0(S)) = [ϕC(ω)].
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Lemme 2.13 SoientS etS′ deux surfaces K3munies desmarquagesα : H2(S,Z) → L, β : H2(S′,Z) → L

Si αC(H
2,0(S)) = βC(H

2,0(S′)), alors :

ϕ∗ = α ◦ β−1 : H2(S′,Z) → H2(S,Z)

est une isométrie de Hodge.

Preuve. Il suffit demontrer que la structure deHodge est préservée. Nous avons par hypothèse queϕ∗C(H
2,0(S′)) =

H2,0(S) et, par conjugaison, nous avons également que ϕ∗C(H
0,2(S′)) = H0,2(S). En utilisant le fait que

ϕ∗ est une isométrie avec le fait queH1,1 = H2,0⊕H0,2, nous obtenons également que ϕ∗C(H
1,1(S′,C)) =

H1,1(S,C).□

2.3 Classes divisoriales et cônes positifs

Proposition 2.14 Soient S une surface K3 et L ∈ Pic(S) un fibré en droites holomorphe, alors nous avons

l’inégalité suivante :

h0(O(L)) + h0(O(L∗)) ≥ 2 +
1

2
c1(O(L))2

Conséquemment, si c1(L)2 ≥ −2, nous avons que L ou L∗ admet une section globale non triviale.

Preuve. Par Riemann-Roch pour les surfaces couplé avec le calcul de la proposition 2.3, nous avons la formule

suivante :

χ(O(L)) = 2 +
1

2
c1(O(L))2

En utilisant le fait que le fibré canonique est trivial avec la dualité de Serre, nous obtenons l’égalité suivante :

χ(O(L)) = h0(O(L))− h1(O(L)) + h0(O(−L))

Ce qui nous donne l’inégalité souhaitée :

h0(O(L)) + h0(O(L∗)) ≥ 2 +
1

2
c1(O(L))2

□
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Proposition 2.15 Soient S une surface K3 etC une courbe rationnelle :C ≃ P1. Nous avons alors queC est

une courbe−2, une courbe rationnelle d’auto-intersection -2.

Preuve. Par la formule d’adjunction,KC = O(D)|C . Ainsi, nous avons l’équation suivante pour le degré :

deg(KC) = c1(O(C))2

Or nous savons que le degré du fibré canonique d’une courbe rationnelle est −2.□

Définition 2.16 (Classe de cohomologie divisoriale) Si nous avons un diviseurD sur une surface lisse, com-

pacte et complexeS, nous pouvons considérer la classe de cohomologie de cette dernière [S] dansH2(S,Z).

Une telle classe de cohomologie dans H2(S,Z) est dite divisoriale et nous adoptons la terminologie sui-

vante :

1. Si S est un diviseur effectif, nous disons que [S] est une classe effective.

2. Si S est un diviseur irréductible, nous disons que [S] est une classe irréductible.

3. Si S est un diviseur d’une courbe -2, nous disons que [S] est une classe nodale.

De plus, nous disons qu’une classe effective [Z] dans H2(S,Z) est indécomposable si elle ne s’écrit pas

comme la somme de deux classes effectives.

En général, une classe irréductible n’est pas toujours indécomposable. Par exemple, si C est une courbe

irréductible de P2 donnée par une équation homogène de degré d ≥ 2, alors la classe de cohomologie [C]

se décompose de la façon suivante :

[C] = c1(O(d)) = dc1(O(1))

Ainsi, [C] n’est pas indécomposable.

Proposition 2.17 Soit S une surface kählérienne compacte et complexe. La classe de cohomologie d’une

courbe irréductible est toujours non triviale. En particulier, toutes les classes indécomposables sont irréduc-

tibles. De plus, pour qu’une classe irréductible [C] soit indécomposable, il est suffisant que [C] · [C] < 0.
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Preuve. Si C est une courbe irréductible sur S et ωK est une forme de Kähler sur S, alors la restriction de

ωK sur Clisse nous donne une métrique de Kähler sur Clisse. Le volume de Clisse est alors donné par

volCliise
=

∫︂
Clisse

ωk|Clisse

L’intégrale est finie par le théorème de Lelong (Voisin, 2002, p 273). En regardant [C] comme le dual de

Poincaré représentant l’intégration de formes à support compact sur Clisse, nous obtenons :

volClisse
=

∫︂
Clisse

ωK |Clisse
=

∫︂
S
ωK ∧ [C] = (ωK , [C])

ce qui montre bien que la classe de cohomologie [C] n’est pas triviale.

Pour la deuxième partie, on suppose que [C] = [D] oùD est un diviseur effectif pas nécessairement irréduc-

tible. Sous notre hypothèse que l’intersection est négative, nous avons que (C,D) < 0, ce qui n’est possible

que si les deux diviseurs possèdent des composantes en commun. Puisque C est irréductible, nous devons

avoir que C est une composante deD, ce qui nous donne queD−C est un diviseur effectif. Or nous avons

que [D − C] = [D]− [C] = 0 ce qui, par la première partie, implique queD = C.□

Proposition 2.18 Soit S une surface compacte kählérienne qui est une surface K3 ou un tore complexe de

dimension 2. Nous pouvons considérer le sous-espace

H1,1(S,R) := H2,0(S,C)⊥ ∩H2(S,R)

La forme d’intersection restreinte à H1,1(S,R) est de signature (1, 2 − h1,), en d’autres termes de type

hyperbolique. Conséquemment, nous avons queH1,1(S,R)⊥ est positif défini ce qui nous donne :

H2(S,R) = H1,1(S,R)⊕H1,1(S,R)⊥

Preuve. Premièrement, nous commençons par remarquer que la signature de la forme d’intersection sur

H2(S) dans le cas où S est un tore complexe de dimension 2 est de signature (3,3). En effet, il est facile de

voir en utilisant la formule de Künneth que h2(S) = 6. De plus, nous pouvons calculer l’index en utilisant la

formule de Hirzebruch couplée avec le fait que TS etKS sont triviaux :

1

3

(︁
c1(S)

2 − 2c2(S)
)︁
= 0
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Par la proposition 2.1, nous obtenons une 2-forme holomorphe ω possédant aucun zéro. Cette forme se

décompose en une partie réelle et imaginaire ω = ω1 + iω2. Par la proposition 2.1, nous savons que ω

vérifie

(ω, ω) = 0 (ω, ω̄) > 0

ce qui implique directement que ω1 et ω2 sont orthogonaux et que la forme d’intersection restreinte à R <

ω1, ω2 > est positive définie. Par définition deH1,1(S,R), nous avons que :

H1,1(S,R) = R < ω1, ω2 >
⊥

ce qui nous donne la décomposition suivante deH2(S,R) :

H2(S,R) = H1,1(S,R)⊕H1,1(S,R)⊥

Dans le cas où S est une surface K3 ou un tore complexe de dimension 2, la signature de la forme d’in-

tersection sur H2 est de la forme (3, h1,1 − 1). Ainsi, la forme d’intersection sur H1,1(S,R) est de type

hyperbolique.□

Nous rappelons le résultat élémentaire sur les formes quadratiques de type hyperbolique.

Lemme 2.19 Soit (V, h) un espace vectoriel réel de dimension n ≥ 2muni d’une forme bilinéaire symétrique

h de type hyperbolique. Alors l’ensemble suivant

V+ = {x ∈ V | h(x, x) > 0}

possède deux composantes connexes convexes. De plus, x, y ∈ V+ sont dans la même composante si et

seulement si h(x, y) > 0.

Preuve. Si v ∈ V tel que h(v, v) > 0, on peut décomposer notre espace V de la façon suivante :

V = R < v > ⊕{v}⊥

On pose alors les définitions suivantes :

C1 = {x ∈ V+ | h(x, v) > 0} C2 = {x ∈ V+ |H(x, v) < 0}
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N’importe quel élément v ∈ V+ est dans exactement un de ces ensembles. En effet, sinon v ∈ {v}⊥ serait

négatif défini. Il est facile de voir que les Ci sont convexes ce qui nous donne que C1 et C2 sont les compo-

santes connexes de V . Remarquons que les ensembles Ci sont indépendants du choix de v puisqu’ils sont

exactement les composantes connexes de V+, ce qui implique directement la dernière partie. □

Définition 2.20 (Cône positif et cône de Kähler) Encore une fois, assumons que S est une surface K3 ou un

tore complexe de dimension 2. Par la proposition 2.18, nous savons que la forme d’intersection est de type

hyperbolique surH1,1(S,R). Considérons l’ensemble suivant :

H1,1
+ := {c ∈ H1,1(SR) | (c, c) > 0}

Très clairement, n’importe quelle forme de Kähler ωK est un élément de ce dernier. Par le lemme 2.19, nous

avons deux composantes connexes. Nous appelons le connexe positif C+
S la composante contenant une

forme de Kähler. Remarquons que cette définition est indépendante du choix de classe de Kähler puisque

l’ensemble des classes de Kähler forme un ensemble convexe deH2(S,R). Nous posons également le sous-

ensemble suivant que nous appelons le cône de Kähler :

KS = {c ∈ C+
S | (c, d) > 0 pour toutes classes effecties d}

Clairement cet ensemble est convexe.

Lemme 2.21 Soit S une surface K3 et x une classe effective irréductible telle que (x, x) < 0, alors x est

nodale.

Preuve. Par hypothèse, nous avons que x = [C] où C est une courbe irréductible. Nous pouvons considérer

la suite exacte

0 → OS(−C) → OS → i∗OC → 0

Nous obtenons alors χ(OC) = χ(Os) − χ(OS(−C)). En utilisant Riemann-Roch, nous obtenons que

χ(OS(−C)) = 1
2(C,C). En combinant ce fait avec le calcul de la proposition 2.3, nous avons que χ(OS) =

−1
2(C,C). Ainsi, le genre arithmétique de C est donné par :

pa(C) = 1 +
1

2
(C,C)
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Dans notre cas (C,C) < 0, nous devons avoir que (C,C) = −2 et pa(C) = 0, ce qui ne peut être qu’une

courbe rationnelle lisse. En appliquant la proposition 2.15, alors C est une courbe−2.□

Nous allons maintenant caractériser les classes effectives.

Proposition 2.22 SoitS une surface K3.Nous notons parES lemonoïde des classes effectives dansH2(S,Z).

Nous avons que ES est engendré par les classes nodales et C+
S ∩H2(S,Z).

Preuve. Nous allons montrer la double inclusion. Premièrement, considérons C une courbe irréductible sur

S. Nous distinguons deux cas possibles :

(C,C) ≥ 0 (C,C) < 0

Dans le premier cas, il est clair que C ∈ C+
S . Le deuxième cas découle du lemme 2.21.

Dans l’autre direction, il est évident que les classes nodales sont effectives. Il nous reste alors à montrer que

c ∈ C+
S ∩H2(S,Z), alors c est effective. Puisque C+

S est dansH1,1(S,C), nous avons par le théorème de

Lefschetz sur les classes (1, 1) que c doit être divisoriale. Puisque (c, c) > 0 la borne de la proposition 2.14

nous dit que c ou−c est effective. Cependant,−c doit intersecter négativement une classe de Kähler, ce qui

nous dit que c est effective.□

Corollaire 2.23 Soit S une surface K3 Si w ∈ KS , alors le monoïde engendré par

{c ∈ H2(S,Z) ∩H1,1(S,C) | (c, w) > 0 et (c, c) ≥ −2}

dansH2(S,Z) est exactement l’ensemble des classes effectives.

Preuve. Il est clair par la proposition 2.22 que les classes effectives sont contenues dans cet ensemble. Pour

l’autre direction, il suffit d’utiliser la proposition 2.14 avec le fait que l’intersection avec un élément du cône

de Kähler est strictement positive. □

Dans les chapitres qui suivent, nous allons être intéressés à étudier les morphismes de structures de Hodge

qui préservent les classes effectives.
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Définition 2.24 (Isométrie effective de Hodge) Soient S et S′ des surfaces compactes kählériennes. Nous

disons que ϕ∗ : H2(S′,Z) → H2(S,Z) est une isométrie de Hodge effective si nous avons les propriétés

suivantes :

1. ϕ∗ est un morphisme de structure de Hodge.

2. ϕ∗ est une isométrie.

3. ϕ∗ se restreint à une bijection sur les classes effectives de S et S′.

4. ϕ∗(C+
S′) ⊂ C+

S

Dans le cas général, nous avons cette caractérisation :

Lemme 2.25 Soient S et S′ des surfaces K3 et ϕ∗ un morphisme de Hodge qui est également une isométrie.

Nous avons que ϕ∗ est une isométrie de Hodge effective si et seulement si ϕ∗ induit une bijection entre les

cônes de Kähler de S′ et S.

Preuve. Pour la direction =⇒ , nous pouvons utiliser le fait que ϕ∗ est une isométrie avec le fait qu’un seul

élément du cône positif est suffisant pour reconstruire ce dernier par le lemme 2.19. Ainsi, ϕ∗ est une bijec-

tion entre les cônes positifs de S et S′. Conséquemment, nous avons que ϕ∗ induit une bijection en les cônes

de Kähler parce que ce dernier est complètement déterminé par la forme d’intersection, les classe effectives

et le cône positif.

La direction opposée est une application du corollaire 2.23. □

La prochaine proposition nous permet de reformuler cette conditions dans le cas projectif.

Proposition 2.26 Soient S et S′ deux surfaces K3 projectives et ϕ∗ : H2(S′,Z) → H2(S,Z) une isométrie

préservant la structure de Hodge. Les énoncés suivants sont équivalents :

1. ϕ∗ est une bijection sur les classes effectives.

2. ϕ∗ est une bijection sur les classes amples.

3. ϕ∗ est une bijection sur le cône de Kähler.

4. ϕ∗ envoie un élément du cône de Kähler de S′ sur le cône de Kähler de S.
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En particulier, vérifier n’importe quelle de ces propriétés implique que ϕ∗ est une isométrie de Hodge effec-

tive.

Preuve. L’implication 1 =⇒ 2 est une conséquence directe du critère Nakai-Moishezon qui nous dit, dans

le cas d’une surface, qu’un diviseurD est ample si et seulement si on a (D,C) > 0 pour toutes les courbes

C et (D,D) > 0.

Pour montrer 2 =⇒ 3, nous remarquons que ϕ∗ est une isométrie qui préserve la structure de Hodge.

Nous avons que ϕ∗ induit une bijection entreH1,1(S′,R) etH1,1(S,R). De plus, en utilisant qu’une classe

ample fait partie du cône positif, nous savons que ϕ∗ doit induire une bijection entre les cônes positifs. Le

reste découle facilement du corollaire 2.23.

L’implication 3 =⇒ 4 est triviale.

L’implication 3 =⇒ 4 est une application du corollaire 2.23. □

Proposition 2.27 Soient S une surface K3 et I un ensemble fini indexant les paires de courbes Ci, Di. Nous

définissons le morphisme ϕ : H2(S,Z) → H2(S,Z) :

ϕ(x) = x+
∑︂
i∈I

(x, [Ci])[Di]

Si ϕ est une isométrie de Hodge effective, alors I = ∅ et ϕ = Id.

Preuve. Soit ωK une classe de Kähler. Le lemme 2.25 nous dit que ϕ(ωK) est également dans le cône de

Kähler. Par convexité du cône, nous avons que ϕ(ωK)+ωK est dans le cône de Kähler. Considérons l’équation

suivante :

0 = (ϕ(ωK)− ωK , ϕ(ωK) + ωk)

=
∑︂
i∈I

(ωK , Ci)(Di, ϕ(ωK) + ωk)

Or un élément du cône de Kähler intersecte strictement positivement n’importe quelle courbe. Conséquem-

ment, nous avons I = ∅, ce qui montre le résultat souhaité. □
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Définition 2.28 Nous allons définir les réflexions de Picard-Lefschetz. SoientS une surface K3 etN ∈ H2(S,Z)

une classe nodale. Nous allons considérer l’isométrie suivante surH2(S,Z) :

rN (x) := x+ (x,N)N

Proposition 2.29 Soit S une surface K3. Notons par NS l’ensemble des classes nodales. Pour N ∈ NS , on

noteHN les points fixes de la réflexion rN . Nous considérons l’ouvert suivant :

U = C+
S \ (

⋃︂
N∈NS

HN )

Le sous-ensemble suivant est une composante et c’est exactement le cône de Kähler de S :

V = {x ∈ C+
S | (x,N) > 0 ∀N ∈ NS}

Preuve. Puisque les éléments du cône de Kähler intersectent strictement positivement les classes effectives,

nous avons que le cône de Kähler est contenu dans V . Il est également facile de voir que V est convexe et est

également un sous-ensemble ouvert et fermé de U , ce qui montre que U est bien une composante connexe

de V .

Pour finir la démonstration, il nous reste à montrer que V est contenu dans le cône de Kähler, ce qui découle

directement de la proposition 2.22. □

La proposition suivante sera utilisée pour obtenir des isométries de Hodge effectives à partir de simple

isométrie de Hodge. Nous l’utiliserons dans le chapitre 4 et 9 pour déduire des théorèmes de Torelli «

faibles ».

Proposition 2.30 Soient S une surface K3 et WS le sous-groupe de Aut(H2(S,Z), (·, , ·)) généré par les

réflexions de Picard-Lefschetz. Le cône positif C+
S est invariant sur les réflexions de Picard-Lefschetz. De

plus, l’action deWS est propre et discontinue sur C+
S et un domaine fondamental de cette action sur C+

S

est le cône de Kähler KS .

Preuve. Très clairement, l’ensemble des éléments positifs est invariant par des isométries. Premièrement,

nous allons montrer qu’une réflexion envoie un élément de C+
S sur C+

S .
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Soient x ∈ KS et rN une réflexion de Picard-Lefschetz. Puisque la forme d’intersection est de type hyper-

bolique, le lemme 2.19 nous dit qu’il est suffisant de montrer (x, rN (x)) > 0, ce qui découle facilement du

calcul suivant avec le fait que x ∈ KS :

(x, rN (x)) = (x, x+ (x,N)N) = (x, x) + (x,N)(x,N) > 0

Nous avons O+(1, 19) le sous-groupe de Aut(H2(S,Z), (·, , ·)) préservant le cône positif. Si nous fixons

H = Z(x ↦→ h(x, x) − 1), nous obtenons une hypersurface lisse de H1,1(S,R). Si x, y ∈ H , alors nous

pouvons trouver deux ensembles de bases orthonormalesH1,1(S,R) :

x, b1, b2, ..., b19

y, e1, e2, ..., e19

Nous obtenons une application F définie par extension sur les bases F (x) = y et F (bi) = ei pour tout i,

ce qui nous donne un élément deO+(1, 19). Conséquemment, l’action deO+(1, 19) est transitive surH . Si

x ∈ H , nous pouvons prendre une base orthonormale :

x, b1, b2, ..., b19

Si ϕ ∈ Stabx, alors la représentation matrice de ϕ dans cette base est de la forme :⎛⎝1 0

0 A

⎞⎠
où A ∈ O(19). En particulier, nous avons queH est réalisé comme un espace homogène :

H ≃ O+(1, 19)/O(19)

Conséquemment, l’action de O+(1, 19) est propre surH . Si nous considérons la projection :

P : C+
S → H

x ↦→ x√︁
h(x, x)

il est facile de voir que P est O+(1, 19)-équivariant. Conséquemment, l’action de O+(1, 19) est propre sur

C+
S . PuisqueWS est un sous-groupe discret deO+(1, 19), nous obtenons que l’action est propre et disconti-

nue. La deuxième partie est obtenue par les exercices 12 et 13 dans (Bourbaki, 2007, chapitre V,p 132,133) qui

39



nous dit qu’un groupe de réflexion discret sur un espace hyperbolique a toujours un domaine fondamental

donné par les composantes connexes :

U = C+
S \ (

⋃︂
N∈NS

HN )

Conséquemment, le résultat découle du lemme 2.29 qui nous dit que le cône de Kähler est l’une des compo-

santes connexes de U .□
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CHAPITRE 3

LES 2-TORES ET LES STRUCTURES DE HODGE DE POIDS 2

Dans ce chapitre, nous parlons des structures de Hodge de poids 2 sur un tore complexe dimension 2. Nous

prouvons une version «faible» du théorème de Torelli pour structures de poids 2 en utilisant des méthodes

de géométrie projective classique sur un corps commutatif.

Les énoncés principaux de ce chapitre correspondent aux pages (Looijenga et Peters, 1980, p 14,15).

3.1 Définition et l’anneau de cohomologie

Définition 3.1 (2-tore complexe) Un 2-tore complexe T est l’espace quotient C2 par l’action d’un réseau

Γ ⊂ C2 de rang maximal.

T := C2/Γ

Puisque l’action est libre et la forme de Kähler sur C2 est invariante sur l’action Γ, nous obtenons que T

est une variété kählérienne compacte. Du point de vue topologique, T est homéomorphe à
(︁
S1
)︁4. Nous

déduisons de la formule de Künneth en cohomologie que l’anneau de cohomologie singulière est donné

par :

H∗(T,Z) ≃ ∧∗H1(T,Z)

Par dualité de Poincaré, nous avons également queHk(T,Z) ≃ Z(
4
k). Nous pouvons également faire l’iden-

tificationH1(T,Z) = Γ. En effet, notons e1, ...e4 une base pour notre réseau Γ. Nous pouvons alors consi-

dérer les chemins suivants pour 1 ≤ i ≤ 4 :

γi : [0, 1] → C2

t ↦→ tei

Au passage au quotient, cela nous définit des lacets dont la classe d’homotopie donne une base de π1(T )

et donc, selon le théorème de Hurewicz, nous obtenons également une base deH1(T,Z).

Pour le reste de cet exposé, quand nous utilisons le terme « 2-tore », il sera toujours question de 2-tore

complexe.
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3.2 Torelli pour les structures de Hodge de poids 2 pour les 2-tores

Le théorème de Torelli pour les k-tores complexes nous dit que ces derniers sont complètement déterminés

par leur structure de Hodge de poids 1 donnée par la décomposition de Hodge.

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux structures de Hodge de poids 2.

Le passage aux structures de poids 2 engendre une perte d’informations sur la structure complexe. Le résul-

tat principal de cette section consiste à donner des conditions suffisantes pour que les structures de Hodge

de poids 2 déterminent la structure complexe d’un 2-tores.

Théorème 3.2 Soitϕ : H2(T,Z) → H2(T ′,Z) une isométrie de Hodge entre deux 2-tores. Nous supposons

qu’il existeψ2 : H
1(T,F2) → H1(T,F2) tel que la réductionmod 2 deϕ est donnée parϕ ≡ ψ2∧ψ2 mod 2.

Sous ces hypothèses, nous avons qu’il existe un isomorphisme f : T ′ → T qui induit±ϕ.

Pour prouver ce résultat, nous allons avoir besoin de quelques notions de géométrie projective classique.

Définition 3.3 (Collinéation) Soient k un corps commutatif quelconque et V etW deux k-espaces vectoriels

de même dimension. On suppose également que leurs dimensions est d’au moins 2. On note par D(V ) et

D(W ) les espaces sous-linéaires de V etW respectivement. Une application F : D(V ) → D(W ) est alors

appelée une collinéation si F induit une bijection préservant les inclusions entre les sous-espaces linéaires

de V et W . Observons que nous pouvons également identifier F à une bijection entre les sous-espaces

linéaires de P (V ) et P (W ), ici P (V ) et P (W ) sont les espaces projectifs associés. Si V =W on parle alors

d’homographie.

Les exemples les plus simples de collinéation sont donnés par des isomorphismes linéaires ou semi-linéaires

entre V etW . Malheureusement, ce n’est pas toujours le cas. Par exemple, si V = W = K2, alors n’im-

porte quelle auto-bijection de K2 \ {0} induit une collinéation. Cependant, ce genre de phénomène ne

peut qu’arriver en basse dimension. C’est le contenu du théorème fondamental de la géométrie projective.

Définition 3.4 (Application semi-linéaire) Rappelons qu’une application additive F : V → W entre deux

k-espaces vectoriels est appelée semi-linéaire. Si il existe φ un automorphisme de k tel que nous avons pour
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tout λ ∈ K et v ∈ V :

F (λv) = φ(λ)F (v)

Théorème 3.5 (Théorème fondamental de la géométrie projective) (Putman, , p 3)

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie de dimension d’au moins 3. Alors toute homographie est

induite par une application semi-linéaire bijective f : V → V . Plus généralement, nous avons que si F :

D(V ) → D(W ) est une collinéation et dimk V ≥ 3, alors il existe une application semi-linéaire bijective

f : V →W qui l’induit.

Définition 3.6 Une orientation pour un réseau de rang 4 Γ est un choix d’un isomorphisme.

det :
4⋀︂
Γ → Z

Sous cette hypothèse, nous avons une forme bilinéaire symétrique induite sur
⋀︁2 Γ qui est définie de la façon

suivante :

⟨x, y⟩ := det(x ∧ y)

Lemme 3.7 SoientΓ,Γ′ deux réseaux orientés de rang4munis de la formebilinéaire donnée par la définition

précédente. De plus, supposons que nous avons une isométrie

ϕ :

2⋀︂
Γ →

2⋀︂
Γ′

et un isomorphisme sur F2

ψ2 : Γ/2Γ → Γ′/2Γ′

de telle sorte que nous avons ψ2 ∧ ψ2 ≡ ϕ mod 2. Alors nous avons un isomorphisme ψ : Γ → Γ′ tel que

ϕ = ±ψ ∧ ψ.

Preuve. Soit k un corps commutatif quelconque, alors nous pouvons appliquer le foncteur · ⊗Z k sur Γ et

Γ′ et tous les objects qui en découlent. Nous les noterons par un « k souscrit », par exemple Lk := L ⊗ k ,

ϕk := ϕ⊗ id, etc.
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Rappelons que le plongement de Plücker est donné par l’expression suivante :

PL : Gr(1,P(Lk)) → P

(︄
2⋀︂
Lk

)︄
Πu,v ↦→ [u ∧ v]

Ici, Πu,v est la droite dans P(Lk) engendrée par deux vecteurs linéaires indépendants u et v. De plus,

l’image de PL correspond exactement aux classes d’équivalence des bivecteurs décomposables. Ainsi, ω ∈

P
(︂⋀︁2 Lk

)︂
est équivalent au fait que

⟨ω, ω⟩ = det(ω ∧ ω) = 0

En utilisant l’hypothèse queϕ est une isométrie, nous obtenons l’isomorphisme suivant induit sur les espaces

projectifs.

P(ϕk) : P

(︄
2⋀︂
Lk

)︄
→ P

(︄
2⋀︂
L′
k

)︄
induit ainsi une bijection entre

PG : Gr(1,P(Lk)) → Gr(1,P(L′
k))

Nous allons maintenant essayer de satisfaire les hypothèses du théorème fondamental de la géométrie

projective dans le but de conclure que PG est induite par une application linéaire (pour k = Q).

Il est possible d’étendre PG à une application de D(Lk) → D(L′
k) en utilisant la notion de faisceaux de

droites.

Un faisceau de droites dans P(Lk) est une famille de droites F dansGr(1,P(Lk)) telle que l’image sous le

plongement de Plücker correspond à un plan dans P
(︂⋀︁2 Lk

)︂
.

Il existe deux types de faisceaux de droites dans P(Lk).

1. Type I : un faisceau de droites donné par toutes les droites passant par un p ∈ P(Lk)

2. Type II : un faisceau de droites donné par les droites dans un plan Π dans P(Lk)

Puisque PG est induite par l’isomorphisme P(ϕk), nous devons avoir que PG envoie un faisceau de droites

sur un faisceau de droites, ce qui permet d’étendre PG à une application entreD(Lk) etD(L′
k).
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Nous pouvons également observer que PG préserve les types de faisceaux ou les inverses. En effet, cela

découle du fait que l’intersection de deux faisceaux distincts de même type est un point dans P
(︂⋀︁2 Lk

)︂
et

que l’intersection de deux faisceaux de types différents dans P
(︂⋀︁2 Lk

)︂
est soit vide ou une droite.

En spécialisant au cas k = Q et en utilisant l’hypothèse que la réduction de ϕmodulo 2 est donnée par ψ2∧

ψ2, nous concluons que PG préserve les types des faisceaux de droites. Ainsi, par le théorème fondamental

de la géométrie projective, il existe une application Q semi-linéaire

ψQ : LQ → L′
Q

qui induit PG. En utilisant le fait queQ n’a pas d’automorphisme non trivial, nous avons que ψQ est linéaire.

En multipliant par un entier n ̸= 0, nous pouvons supposer que nous avons nψQ(Lk) ⊂ L′
k.

En utilisant les variants sur nψQ(Lk), il est possible de trouver un µ ∈ Q tel que nous avons ψ := µψQ qui

vérifie les propriétés suivantes :

1. ψ ∧ ψ = λϕ, λ ∈ Q

2. ψ(L) ⊂ L′

3. ψ(L) contient un vecteur primitif dans L′ donné par ψ(e1) avec e1 primitif dans L

Nous voulons maintenant établir que λ = ±1 et ψ(L) = L′.

Commençons par la première assertion. Puisque e1 est primitif, il est possible de compléter e1 en une base de

L. Notons les éléments de cette base e1, ...e4. Puisque ϕ est une isométrie, nous avons donc que ϕ(ei ∧ ej)

est primitif dans
⋀︁2 L′. Nous pouvons alors considérer l’équation suivante :

ψ(e1) ∧ ψ(ei) = λϕ(e1 ∧ ei) (3.1)

Puisque ψ(e1) et ϕ(e1 ∧ ei) sont primitifs et ψ(L) ⊂ L′, nous avons que λ ∈ Z.

En utilisant le fait que ψ(e1) est primitif dans L′, nous pouvons alors obtenir une base ψ(e1), b2, b3, b4 de

L′.

Nous pouvons alors écrire pour i > 1 :

ψ(ei) = a1,iψ(e1) +
∑︂
k>1

ak,ibk
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Nous pouvons remplacer les éléments e2, e3, e4 par e′2, e′3, e′4 :

e′k := ek − a1,ke1

ce qui nous donne une base L dont l’image par ψ est :

ψ(e′i) =
∑︂
k>1

ak,ibk

Ainsi, nous avons

ψ(e1) ∧ ψ(e′i) =
∑︂
k>1

ak,iψ(e1) ∧ bk = λϕ(e1 ∧ e′i)

Puisque les ψ(e1)∧ bk sont primitifs et e1 ∧ e′i l’est aussi, l’égalité implique que les ak,i sont divisibles par λ,

ce qui nous donne ψ(e′i) ∈ λL′. En appliquant l’équation 3.1, nous avons donc pour i ̸= j :

ψ(e′i) ∧ ψ(e′j) ∈ λϕ(e′i ∧ e′j) ∈ λ2
2⋀︂
L′

Puisque ϕ(e′i ∧ e′j) est primitif, cela nous donne que λ = ±1.

Il nous reste à montrer que ψ(L) = L′. En utilisant la mise sur forme diagonale, il existe une base de L :

b1, ...b4 et une base de L′ e1, ...e4 telles que ψ(bi) = diei où d1|d2|d3|d4. Par l’équation 3.1, nous obtenons

alors :

ϕ(bi ∧ bj) = ±didjei ∧ ej

Or ϕ est un isomorphisme, ainsi, nous avons que di ∈ {1,−1}. Ainsi, ψ est un isomorphisme, ce qui termine

la preuve du lemme.□

Nous cherchons à appliquer le résultat précédent à L = H1(T,Z) et L′ = H1(T ′,Z). Pour ce faire, nous

devons faire le lien entre une orientation de T et la forme d’intersection surH2(T ).

Définition 3.8 (L’orientation naturelle d’un 2-tore) Soit T = C2/Γ un 2-tore. Nous pouvons considérer la

forme volume standard sur C2. Dans ce cas, la formule est tout simplement le déterminant det :
⋀︁4

RC2 →

R. En prenant une base γ1, ..., γn de Γ qui est positivement orientée : det(γ1, ...γn) > 0. Cette quantité est

indépendante du choix de notre base puisqu’une base de Γ diffère par un élément de SL(Γ,Z). Observons

que det(γ1, ...γn) est exactement le volume de T muni de la métrique induite par la métrique euclidienne.

Ainsi, nous obtenons une orientation detΓ :
⋀︁4 Γ → Z de Γ donnée par :

detΓ := det/Vol(T )
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Nous pouvons maintenant prouver le théorème 3.2.

Preuve. Nous utilisons l’identification sur les anneaux de cohomologie :

H∗(T,Z) =
∗⋀︂
hom(Γ,Z)

H∗(T ′,Z) =
∗⋀︂
hom(Γ′,Z)

Observons que le morphisme d’évaluation surH4 contre la classe fondamentale de T et T ′ respectivement

détermine une forme bilinéaire sur H2 donnée par la définition 3.6. Ceci n’est rien d’autre que la forme

d’intersection usuelle surH2.

Selon le lemme 3.7, il existe un isomorphisme ψ : H1(T,Z) → H1(T ′,Z) qui vérifie±ϕ = ψ∧ψ. Il est clair

du fait que ϕ préserve la structure de Hodge de poids 2 que ψ préserve la structure de Hodge de poids 1 sur

H1. Ainsi, le théorème de Torelli pour les tores complexes nous dit qu’il existe un f : T ′ → T qui induit ψ et

donc±ϕ sur lesH2.□

47



CHAPITRE 4

TORELLI POUR LES SURFACES DE KUMMER

Dans ce chapitre, nous parlons d’une famille spéciale de surfaces K3 venant de tore complexes appelé les

surface de Kummer. Nous prouvons un théorème de Torelli pour les surface K3 en utilisant les résultats

établis dans le chapitre 3.

Les énoncés présentés dans ce chapitre correspondent à (Looijenga et Peters, 1980, section 3).

4.1 Les surfaces de Kummer

Définition 4.1 (La construction de Kummer) Soit T un 2-tore complexe. Nous avons une involution i : T →

T qui est donnée par le passage au quotient de l’application z ↦→ −z définie sur C2. Il est facile de voir que

cette action fixe 16 points dans T qui correspondent au réseau 1
2Γ. Nous noterons ces points par p1, ...p16.

Nous pouvons alors considérer l’espace quotient de T par l’action de i que nous appellerons Y et π : T → Y

la projection canonique.

Nous allons également considérer l’éclatement de T sur les 16 points fixes que nous noterons T̃ . Donc la

projection sera notée par β : T̃ → T . Évidemment, l’involution i s’étend naturellement au quotient ĩ : T̃ →

T̃ dont la forme locale au voisinage autour d’un point peut être décrite par la formule suivante :

ĩ : C2̃ → C2̃

(p, L) ∈ C2 × CP1 ↦→ (−p, L)

L’action de ĩ fixe les courbes exceptionnelles Ek := β−1(pk). Nous notons par X l’espace T̃ quotient par

l’action de ĩ et la projection canonique sera notée π̃ : T̃ → X . De plus, nous noterons l’image des courbes

exceptionnelles parNk = π̃(Ek).

En utilisant la propriété universelle du quotient sur l’application π ◦ β : T̃ → Y , nous obtenons une unique

application continue de β̃ : X → Y qui fait commuter le carré suivant :
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T̃ X

T Y

π̃

β β̃

π

L’espace topologiqueX construit est appelé une surface de Kummer.

Nous allons maintenant montrer dans la proposition suivante que la construction de Kummer nous donne

bien une surfaceK3.

Proposition 4.2 La construction de Kummer nous donne bien une surface compacte kählérienne dont la

forme de Kähler est obtenue de la façon suivante.

Premièrement, nous pouvons noter ωT la forme de Kähler standard surC2 qui descend sur T . Nous pouvons

observer que ωT est invariant sous l’involution. Ainsi, nous avons que β∗ωT est invariant sur l’action de ĩ.

Nous pouvons alors la passer au quotient pour obtenir une forme ω′
T . En général, ω

′
T ne nous donne qu’une

(1,1)-forme réelle strictement positive en dehors de l’image des courbes exceptionnelles. Pour obtenir une

forme positive définie sur l’entièreté deX , nous pouvons prendre un ϵ > 0 suffisamment petit :

ωX := ω′
T + ϵλ

oùλ est (1,1)-forme fermée réelle qui est strictement positive sur les courbes exceptionnelles et zéro en dehors

d’un voisinage compacte de ces dernières (Voisin, 2002, p 81).

Preuve. Puisque notre action est lisse, sans points fixes et complètement déconnectée en dehors des courbes

exceptionnelles, il suffit de vérifier que le quotient est lisse dans le voisinage des courbes exceptionnelles.

Il s’agit d’un problème de nature locale. Ainsi, nous pouvons nous restreindre au cas de l’éclatement de C2

à l’origine (O(−1)) quotienté par l’involution.

Notons parU0 l’ouvert affine de P1 donné par z0 ̸= 0. Ainsi, nous avons la carte suivante pourO(−1) défini

sur l’ouvert U = U0 × P1 ∩ O(−1) : et r : U → C2.

r([1 : Z], (w, zw)) = (z, w)
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En utilisant ces coordonnées, l’involution devient (z, w) ↦→ (z,−w).

On peut alors considérer l’application q : C2 → C2 définie par la formule suivante :

q(z, w) = (z, w2)

La fibre de cette application est précisément donnée par les orbites de notre action par involution. Ainsi, par

la propriété universelle du quotient, nous obtenons une unique application continue r′ : Ũ → C2 qui fait

commuter le diagramme commutatif carré suivant.

U C2

Ũ C2

r

π̃ q

r′

Ici, Ũ est U quotienté par l’involution. Il est facile de voir que r′ est une bijection et même un homéomor-

phisme.

Il est également clair de cette construction que les transitions sont holomorphes et que la projection cano-

nique π : U → Ũ est un revêtement ramifié le long de la courbe exceptionnelle. □

Nous allons maintenant établir que les surfaces de Kummer sont bien des surfaces K3. De plus, nous avons

un monomorphisme de H2(T ) dans H2(S). Ici, T est un 2-Tore complexe et S est la surface de Kummer

associée.

Lemme 4.3 Soit S une surface de Kummer, alors il existe un monomorphisme α : H2(T,Z) → H2(S,Z)

donné par :

α = π̃∗ ◦ β∗

De plus, ce morphisme jouit de la propriété suivante

(αx, αy) = 2(x, y)

pour tout x, y ∈ H2(T,Z).
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Preuve. Puisque β est un morphisme de degré 1 entre deux variétés kählériennes compactes, nous savons

que β∗ est injectif et préserve la forme d’intersection. Ainsi, il est suffisant de vérifier que π̃∗ multiplie la

forme d’intersection par 2.

Nous allons maintenant montrer que pour tout [τ ] ∈ H2(S,Z), nous avons :

π̃∗π̃
∗τ = 2τ

Soit [τ ′] ∈ H2(S,Z)une classe arbitraire. Puisque π̃ est de degré 2, nous avons que (π̃∗τ ′, π̃∗τ) = 2(τ ′, τ) =

(τ ′, 2τ). En utilisant l’adjunction entre π̃! et π̃∗, nous avons :

(π̃∗τ ′, π̃∗τ) = (τ ′, π̃∗π̃
∗τ)

En comparant nos deux égalités, nous obtenons que :

(τ ′, π̃∗π̃
∗τ) = (τ ′, 2τ)

Puisque τ ′ est arbitraire et la forme d’intersection est non dégénérée, nous obtenons l’égalité souhaitée :

π̃!π̃
∗τ = 2τ .

Pour finir l’argument, il suffit de remarquer que toutes les classes [ωi] ∈ H2(T̃ ,Z) admettent un représen-

tant invariant par involution. Ainsi, il existe [τi] ∈ H2(S,Z)

π̃∗τi = ωi

Par le résultat précédent, nous obtenons que

(π̃∗ωi, π̃∗ωj) = 2(ωi, ωj)

ce qui est exactement le résultat souhaité. □

Proposition 4.4 Toutes les surfaces de Kummer sont des surfaces K3.

Preuve. Par la proposition 2.9, il est suffisant demontrer que S possède les nombres de Hodge d’une surface

K3.
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Premièrement, en utilisant que π̃ est une application surjective entre deux variétés kählériennes, nous avons

que π̃∗ : H2(S,C) → H2(T̃ ,C) est injectif, ce qui nous donne une borne sur la dimension dimH2(S,C) ≤

dimH2(T̃ ,C).

Par la proposition précédente, nous savons que le morphisme de Gysin π̃! multiplie la forme d’intersection

par 2. En particulier, ce morphisme est injectif, ainsi en utilisant notre borne sur la dimension nous obte-

nons que dimH2(S,C) = dimH2(T̃ ,C). Si nous utilisons le fait que le morphisme de Gysin préserve la

décomposition de Hodge, nous trouvons que pour tout p, q qui vérifie p+ q = 2 nous avons :

hp,q(T̃ ) = hp,q(S)

Les nombres de Hodge pour T̃ sont les mêmes que pour T à l’exception de h1,1 pour lequel nous devons

ajouter les courbes exceptionnelles. Ainsi, nous avons :

h1,1(T̃ ) = h1,1(T ) + 16

Pour S nous avons alors les nombres de Hodge suivants :

h2,0(S) = 1 h1,1(S) = 20 h0,2(S) = 1

Ainsi, pour prouver le résultat, il est suffisant de montrer que h1,0(S) = h0,1(S) s’annule.

Considérons une 1-forme holomorphe ω ∈ H1(S,C), alors π̃∗ω est une 1-forme invariante sur l’involution.

Si nous considérons Ec = T̃ \ E le complément des courbes exceptionnelles et nous utilisons le fait que E

est de codimension 2 réelle, nous trouvons que la restriction surH1 est injective :

i∗ : H1(T̃ ,C) → H1(Ec,C)

En utilisant le fait que β est un isomorphisme en dehors des courbes exceptionnelles et des points fixes de

l’involution sur T et en utilisant Hartog (β∗)1π̃∗ω, nous obtenons une 1-forme holomorphe sur T qui est

invariante par involution. Or la seule 1-forme holomorphe sur T est triviale. En utilisant le fait que π̃∗ :

H1(S,C) → H1(T̃ ,C) est injective, nous déduisons que ω est trivial, ce qui montre bien que h1,0(S) = 0.

□

4.2 Le théorème de Torelli pour les surfaces de Kummer

Le but de cette section est de prouver une version du théorème de Torelli pour les surfaces de Kummer.
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Théorème 4.5 (Torelli pour les surfaces de Kummer) Soient S, S′ deux surfaces de Kummer de telle sorte

qu’il existe une isométrie effective de Hodge qui préserve les 16 classes nodales et les classes effectives. De

plus, demandons que le 2-tores T ′ associé à S′ possède une classe divisoriale non triviale. Il existe alors un

isomorphisme entre S → S′ qui induit cette isométrie.

La stratégie employée ici est d’établir un résultat similaire pour les 2-tores et d’utiliser le monomorphisme

donné par le lemme 4.3 pour faire descendre une isométrie effective de Hodge entre les surfaces de Kum-

mer à une isométrie effective deHodge au niveau des 2-tores. Nous allons commencer par prouver quelques

lemmes préliminaires.

Définition 4.6 (La structure d’espace F2−affine des classes nodales) Rappelons que l’image des courbes

exceptionnelles par l’application quotient est par NK dans la surface de Kümmer S. Il est facile de voir

que ces courbes sont des courbes rationnelles dont l’auto-intersection est −2 et ainsi correspondent à des

classes nodales dans H2(T,Z). Nous notons l’ensemble de ces courbes N . N possède la structure d’un

espace F2-affine de dimension 4 dont la structure est donnée par 1
2Γ/Γ ce qui correspond aux 16 points

fixes de l’involution. Nous noteronsN muni de cette structure affine parNF2 .

Définition 4.7 (Réseau induit par les classes nodales et réseau primitif) Nous allons noter parW = Z⟨N⟩

le réseau généré par les classes nodales dans H2(S,Z). Nous pouvons également considérer le plus petit

sous-réseau primitif dansH2(S,Z) qui contientW . Nous le noterons parM .

En utilisant le fait que (Ni, Nj) = −2δij , nous concluons queW etM sont tous les deux de rang 16. De

plus, nous avons les inclusions suivantes :

W ⊂M ⊂M∗ ⊂W ∗ =
1

2
W

Ici,M∗,W ∗ représente les réseaux duals dansM ⊗Q :

M∗ = {v ∈M ⊗Q | e ∈M, (e, v) ∈ Z}

W ∗ = {v ∈M ⊗Q | e ∈W, (e, v) ∈ Z}

Notons par R l’application quotient :

R :
1

2
W → 1

2
W/W
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Puisque les classes nodales sont toutes libres dans H2, nous pouvons les identifier avecW = ZN etW =

1
2Z

n. Le quotient 1
2Z

N/ZN s’identifie de façon évidente avec FN
2 .

Plus explicitement, si A ⊂ NF2 est un sous-ensemble, la fonction caractéristique de A (notée par χA) est

donnée par :

R

(︄∑︂
a∈A

1

2
Na

)︄
= χA

Une idée clé pour prouver le théorème 4.4 est de lier Im α avec nos 16 classes nodales. C’est ce qui est

discuté dans la proposition suivante.

Proposition 4.8 Sous les notations introduites précédemment :

1. Im α = N⊥

2. R(M) sont exactement les fonctions polynomiales deg ≤ 1 surNF2 à valeurs dans F2

3. R(M∗) sont exactement les fonctions polynomiales deg ≤ 2 surNF2 à valeurs dans F2

Avant de prouver cette proposition, nous allons avoir besoin de quelques lemmes de géométrie affine sur

F2.

Lemme 4.9 (Looijenga et Peters, 1980, p 161) Soit V un espace F2-affine dont la dimension est d’au moins

2. Si nous avons U ⊂ FV
2 un sous-espace vectoriel des fonctions à valeurs dans F2 qui soit invariant sur le

groupe d’automorphismes (affines) AutF2(V ), alors les trois cas suivants sont possibles :

1. U est exactement les fonctions constantes.

2. U est exactement les polynômes de degré ≤ 1.

3. U contient toutes les fonctions caractéristiques des sous-espaces affines de codimension 2.

La proposition qui suit nous dit que tous les automorphismes deNF2 sont réalisables par une isométrie de

H2(S,Z)
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Lemme 4.10 Pour tout ϕ ∈ AutF2(NF2), il existe une isométrie h : H2(S,Z) → H2(S,Z) qui vérifie que

pour tout k

h(Nk) = Nϕ(k)

Preuve. Soit e1, ..e4 une base de Γ. Ceci nous donne la F2-base b1 = e1
2 , b2 = e2

2 , ..., b4 = e4
2 de l’espace

1
2Γ/Γ.

L’isomorphisme entre 1
2Γ/Γ etNF2 associe tout simplement bk à la courbe nodaleNk correspondante dans

S. Ainsi, les automorphismesNF2 peuvent être identifiés à ceux de
1
2Γ/Γ. Considérons ϕ un automorphisme

de 1
2Γ/Γ.

Cet automorphisme s’écrit dans notre base de la façon suivante :

ϕ(bj) =
∑︂
i

aijbi + r

de telle sorte que ϕ = A+r oùA est une application linéaire dont la représentationmatricielle dans la base

b1, ...bn est donnée par les coefficients aij . Les aij sont des éléments du corps F2, cependant nous pouvons

les « relever » à des coefficients dans Z de manière à obtenir une matrice Ā qui soit à coefficients entiers.

En utilisant l’identité

det Ā ≡ detA mod 2Z

nous déduisons que det Ā ̸= 0. De plus, en jouant sur les signes des coefficients aij , nous pouvons supposer

que det Ā > 0. Ainsi, nous avons l’automorphisme R−affine sur C2 :

T0(x) = Ā(x) + r̃

Ici, r̃ est un relèvement de r à C2.

Il est clair que T0 ◦ i = i ◦ T0 modulo Γ.

Nous aimerions que l’isométrie sur H2(S,Z) soit induite par extension de T0 sur T̃ suivie par le passage

quotient. Cependant, nous ne pouvons pas garantir qu’une telle application préserve l’orientation des classes

nodales ou de façon équivalente l’orientation des diviseurs exceptionnels dans T̃ . Ainsi, notre objectif sera

de changer T0 de telle sorte que l’orientation de ces classes soit préservée.
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Dans un premier temps, nous allons montrer qu’il existe une métrique surC2 invariante par translation telle

que T0 soit une isométrie. Pour ce faire, nous pouvons utiliser le fait que A est un automorphisme sur un

espace vectoriel de dimension finie sur F2 pour obtenir qu’il existe un entier n > 0 tel que An = Id. Nous

en déduisons alors que Ā vérifie :

Ā
n
= IdC2 mod Γ

En d’autres termes, Ān est l’identité sur T . En fixant un point p ∈ C2 et en utilisant la dérivation en chaîne

nous obtenons :

dp
(︁
Ā

n − Ā
n
(p)
)︁
= IdTpC2

Ainsi, Ān est l’identité sur C2. Nous pouvons alors considérer le produit euclidien suivant sur C2 :

g(x, y) =
n−1∑︂
k=0

gstd(Ā
k
x, Ā

k
y)

Ici, gstd est le produit euclidien standard sur C2. Il est clair que Ā est un élément de Ā ∈ SO(C2, g) et donc

T0 est une isométrie sur C2.

Considérons un ϵ > 0 assez petit de telle sorte que les boules {B(γ, ϵ)}γ∈ 1
2
Γ soient toutes disjointes. Pour

γ ∈ 1
2Γ nous avons deux isométries Tγ , Fγ : B(γ, ϵ) → B(ϕ(γ), ϵ). La première est tout simplement la

restriction de T0 surB(γ, ϵ) et la seconde est une translation :

Fγ(x) := x+ ϕ(γ)− γ

Ces deux applications sont homotopes. Nous pouvons donner une homotopie par la formule suivante :

Hγ : B(γ, ϵ)× [0, 1] → B(ϕ(γ), ϵ)

Hγ(x, t) = (1− t)Tγ(x) + tFγ(x)

Nous pouvons maintenant considérer la fonction à support compact (lisse) ψ(x) : R → [0, 1] qui vaut 1

sur l’intervalle [−ϵ/2, ϵ/2] et dont le support est contenu dans l’intervalle [−3ϵ/4, 3ϵ/4]. Puisque nos boules

B(γϵ) sont toutes disjointes, nous pouvons recoller lesHγ pour obtenir l’application :

H :
⋃︂
γ∈Γ

B(γ, ϵ)× [0, 1] →
⋃︂
γ∈Γ

B(γ, ϵ)
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Pour obtenir l’application souhaitée, nous pouvons considérer l’application suivante :

T :
⋃︂
γ∈Γ

B(γ, ϵ) →
⋃︂
γ∈Γ

B(γ, ϵ)

T (x) = H

⎛⎝x,∑︂
γ∈Γ

ψ(∥γ − x∥)

⎞⎠
Puisque le support de ψ est contenu dans [−3ϵ/2, 3ϵ/2], nous avons que T admet une extension surC2 que

nous noterons également par T vérifiant les propriétés suivantes :

1. T ◦ i = i ◦ T

2. T = T0 en dehors de l’ensemble
⋃︁

γ∈ΓB(γ, ϵ)

3. T = Fγ sur les boules de B(γ, ϵ/2)

De cette construction il est clair que T admet une extension sur T̃ et descend sur S tout en préservant

l’orientation des classes nodales et en induisant l’isomorphisme voulu surH2(S,Z).□

Nous pouvons commencer la preuve de la proposition 4.8. Preuve. Nous allons décomposer la preuve en

plusieurs étapes.

Étape 1

Nous allons montrer que

d(M) ≤ 26

Nous avons Im α ⊂ N⊥, ce qui nous donne également Im α ⊂ 1
2N

⊥. Ainsi, par les inclusions N ⊂ M ⊂
1
2N , nous concluons que :

Im α ⊂M⊥

Observons que les deux modules sont tous les deux de rang 6, donc l’indice [M⊥ : Im α] est fini et nous

avons :

d(M⊥)[M⊥ : Im α]2 = d(Im α)

En utilisant la dualité de Poincaré, nous savons que d(H2(T,Z)) = 1. Or αmultiplie par 2 la forme d’inter-

section. Ainsi, nous avons d(Im α) = 26, ce qui nous donne la borne supérieure :

d(M⊥) ≤ 26

57



En utilisant le fait queM est primitif et H2(S,Z) est unimodulaire, nous concluons que d(M) = d(M⊥),

ce qui nous donne la borne souhaitée.

Étape 2

Nous allons montrer que R(M) correspond exactement aux polynômes de degrés ≤ 1 dans NF2 En parti-

culier, cela implique que nous avons :

[M :W ] = 25

et donc

d(M) = [M :W ]−2d(N) = 2−10 · 216 = 26

Nous allons commencer par trouver un estimé sur l’indice [M : W ]. En utilisant l’étape 1, nous obtenons la

borne inférieure

[M :W ]2 = d(W ) · d(M)−1 ≥ 216 · 2−6 = 210

ce qui nous donne [M : W ] ≥ 25. En particulier, R(M) = M/W est de cardinalité d’au moins 25. Nous

allons maintenant essayer d’appliquer la proposition 4.9 pour établir le résultat souhaité. Nous devons dans

un premier temps établir que R(M) est bien invariant sous le groupe d’automorphisme AutF2(N). Cela

découle directement du lemme 4.10 et du fait que M est le plus petit sous-réseau primitif contenant N .

Ainsi, nous avons 3 cas possibles :

1. R(M) est exactement les fonctions constantes.

2. R(M) est exactement les polynômes de degrés ≤ 1

3. R(M) contient toutes les fonctions caractéristiques des sous-espaces de codimension 2.

Nous pouvons déjà enlever le premier cas en raison de la borneR(M) ≥ 25. Il nous reste alors à éliminer le

troisième cas. Supposons queR(M) tombe dans le troisième cas. AlorsR(M) contient toutes les fonctions

caractéristiques de codimension 2. Dans ce cas, nous pouvons choisir deux espacesW etW ′ de codimension

2 de telle sorte que l’intersection soit un point Np ∈ W ∩W ′. Les fonctions caractéristiques deW etW ′

sont donc données par :

R

(︄∑︂
w∈W

1

2
Nw

)︄
= χW R

(︄ ∑︂
w′∈W ′

1

2
Nw′

)︄
= χW ′
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Ainsi, nous avons (︄∑︂
w∈W

1

2
Nw,

∑︂
w′∈W ′

1

2
w′

)︄
=

1

4
(Np, Np) = −1

2
/∈ Z

ce qui est une contradiction, donc R(M) est précisément les fonctions affines surNF2 .

Étape 3

Nous allons maintenant établir

Im α = N⊥

PuisqueM est primitif à l’intérieur d’un réseau unimodulaire, nous avons que d(M) = d(M⊥). Ainsi, nous

avons par l’étape 2 que d(M⊥) = 26. Ce qui nous donne

[M⊥ : Im α]2 = d(Im α) · d(M⊥)−1 = 26 · 2−6 = 1

Ainsi,M⊥/Im α = 0 ce qui établit Im α = M⊥. En utilisant le fait queM soit le plus petit sous-réseau

primitif contenantW , nous obtenons Im α = N⊥.

Étape 4

Nous allons établir que R(M∗) est exactement les polynômes dont le degré ≤ 2.

Nous avons R(M) ⊂ R(M∗), ce qui nous donne l’expression suivante pour les cardinalités :

#R(M∗) = #R(M) ·#
(︃
R(M∗)

R(M)

)︃

PuisqueW ⊂M ⊂M∗, nous avons l’isomorphisme canonique de Z−module

R(M)∗

R(M)
=
M∗/W

M/W
≃ M∗

M

En utilisant cet isomorphisme et le fait queM∗ est unimodulaire etM est négatif définie, nous concluons

que :

#

(︃
R(M∗)

R(M)

)︃
= #R

(︃
M∗

M

)︃
= [M∗ :M ] = d(M)
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ce qui nous donne

#R(M∗) = #R(M) · d(M)

Par l’étape 2 et 3, ceci nous donne#R(M∗) = 25 · 26 = 211.

PuisqueM est invariant sur l’actionAutF2(N), il en va de même pourM∗. Ainsi, nous sommes sous les hy-

pothèses de la proposition 4.9. Puisque#R(M∗) = 211 nous avons queR(M∗) contient toutes les fonctions

caractéristiques des espaces de codimension 2. Or les fonctions caractéristiques dans NF2 sont exactement

les fonctions polynômiales de degré≤ 2. De plus, il y a exactement 211 telles fonctions. Ainsi, nous obtenons

le résultat voulu.□

Proposition 4.11 Soit V un espace affine de dimension n sur F2. Notons par TV l’espace vectoriel des trans-

lations sur V . Notons par Uk l’ensemble des fonctions polynomiales de V à valeurs dans F2 de degrés au

plus k. Fixons un v ∈ V . Nous avons l’application suivante :

Q : U2 → FV×V
2

Q(g)(s, t) = g(fv(s+ t)) + g(v) + g(fv(s)) + g(fv(t))

Ici, fv(w) = w+c. Clairement,Q est linéaire. Nous voulons queQ prenne des valeurs dans
⋀︁2 hom(TV ,F2)

ne dépendant pas de v, que le noyau soit exactement U1 et que l’application induite sur le quotient soit un

isomorphisme d’espaces vectoriels :

Q : U2/U1 →
2⋀︂
hom(TV ,F2)

De plus, cet isomorphisme est fonctoriel dans le sens suivant : si F : V → V ′ est un isomorphisme affine

entre deux espaces affines sur F2, alors nous avons une application induite sur l’espace des translations

TF : TV → TV ′ . De plus, nous avons la commutativité du diagramme suivant :

UV ′
2 /UV ′

1

⋀︁2 hom(TV ′ ,F2)

UV
2 /U

V
1

⋀︁2 hom(TV ,F2)

QV ′

F ∗ T ∗
F∧T ∗

F

QV
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Preuve. Commençons par montrer que U1 est contenue dans le noyau. Si g ∈ U1, alors g = A+ v′ oùA est

linéaire et v′ est un vecteur. Dans ce cas, nous vérifions facilement que nous avons :

Q(g) ≡ Q(A) + 4v′ ≡ Q(a) mod 2

Ainsi, nous pouvons assumer que g est linéaire, ce qui nous donne pour tout s, t ∈ V

Q(g)(s, t) ≡ 2g(s, t) + 4g(v) ≡ 0 mod 2

ce qui montre bien queU1 est dans le noyau deQ. Ainsi, nous pouvons remplacerQ par l’application induite

sur le quotient :

Q : U2/U1 → FV×V
2

Si nous fixons des coordonnées affines sur x1, ...xn sur V , il est clair que U2/U1 est au moins engendré par

les monômes de la forme xixj pour i < j. Nous allons maintenant montrer queQ est indépendant du choix

de v. Fixons g = xixj pour i < j et considérons le calcul suivant :

Q(g)(s, t) = (si + ti + vi)(sj + tj + vj) + vivj + (si + vi)(sj + vj) + (ti + vi)(tj + vj)

Il est facile en développant et en comptant le nombre de termes contenant des vi et vj que ces termes

apparaissent un nombre pair de fois, ce qui nous laisse avec

Q(g)(s, t) = (si + ti)(sj + tj) + sisj + titj = sitj + sjti

ce quimontre l’indépendance de v. Il est également facile de voirmaintenant queQ est bilinéaire et alternée.

Ainsi, nous avons :

Q : U2/U1 →
2⋀︂
hom(TV ,F2)

Il est également clair que nos générateurs xixj se font envoyer sur les 2-formes x∗i ∧x∗j puisque ces dernières

forment une base. Nous avons donc montré queQ est alors un isomorphisme.

La commutativité du diagramme est évidente et découle directement du fait queQ est indépendant du choix

de v.□

Nous avons cette proposition élémentaire de géométrie affine.
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Lemme 4.12 Soient k un corps commutatif et deux espaces affines V et W de dimension finie sur k. Si

F : V →W est une application entre nos deux espaces affines telle que nous avons

∀g ∈ homAff(W,k), g ◦ F ∈ homAff(V, k)

alors F est affine. Conséquemment, si V et W sont deux structures affines sur un ensemble S tel que

homAff(W,k) = homAff(V, k) dans kS , alors ces deux structures sont les mêmes.

Preuve. Pour la première partie, nous pouvons fixer une origine sur V etW de telle sorte que V etW soient

des espace vectoriels et F préserve l’origine. Il est ainsi suffisant de montrer que F est linéaire. Sous nos

hypothèses, nous avons que F préserve les applications linéaires, ce qui induit une application linéaire sur

le dual :

F ∗ :W ∗ → V ∗

g ↦→ g ◦ F

Puisque V etW sont de dimensions finies, nous pouvons utiliser la naturalité du bidual pour obtenir une

application linéaire F ∗∗ : V → W . Il est clair en inspectant les isomorphismes naturels V ≃ V ∗∗ et

W ≃W ∗∗ que F ∗∗ = F .

Pour la deuxième partie, il est suffisant de montrer que l’identité est affine, ce qui découle directement de

la première partie et du fait que homAff(W,k) = homAff(V, k).□

Lemme 4.13 Soit V un espace vectoriel de dimension n ≥ 3 sur F2, alors le morphisme de groupe

GL(V ) → GL

(︄
2⋀︂
V

)︄
ϕ ↦→ ϕ ∧ ϕ

est injectif.

Preuve. Soit e1, ..., en une base de V avec ϕ ∈ GL(V ) qui vérifie ϕ ∧ ϕ = Id. Nous avons donc pour tout

1 ≤ j ≤ n

Aej =
∑︂
i

aijei
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ce qui nous donne pour tout 1 ≤ l < k ≤ n

Ael ∧Aek =
∑︂
i<j

(︁
aiℓajk + ajℓaik

)︁
ei ∧ ej

Nous avons donc pour i ̸= ℓ ou j ̸= k l’égalité suivante :

aiℓajk = ajℓaik (4.1)

Et si i = ℓ et j = k :

aℓℓakk + akℓaℓk = 1 (4.2)

Nous avons donc deux cas possibles :

aℓℓ = akk = 1 et akℓ = 0 ou aℓk = 0

aℓℓ = 0 ou akk = 0 et akℓ = aℓk = 1

Nous allons montrer que le deuxième cas est impossible. Considérons la formule 4.1 avec j = ℓ et i = r ̸= k,

nous avons que

arℓaℓk = aℓℓark = 0

ce qui nous donne que arℓ = 0 pour tout r ̸= k. Puisquen ≥ 3, nous pouvons trouver un r ̸= ℓ, k. L’équation

4.2 devient alors :

arraℓℓ + arℓaℓr = 1

Or le côté gauche de l’égalité est nul ce qui nous donne une contradiction. Ainsi, nous avons pour tout 1 ≤

i, j ≤ n aij = δij , ce qui montre bien que ϕ est l’identité.□

Nous résumons les résultats par le corollaire suivant.

Corollaire 4.14 Soit L une forme quadratique munie d’une isométrie

ϕ : L→ H2(S,Z)
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où S est une surface K3. Supposons que nous avons un sous-ensembleN ′ ⊂ L dont l’image est exactement

les classe nodales de S. Nous notons par W ′ = Z⟨N ′⟩ et M ′ le plus petit sous-réseau primitif dans L

contenantW ′. Nous avons alors l’inclusion :

W ′ ⊂M ′ ⊂M ′∗ ⊂W ′∗ =
1

2
W ′

Encore une fois, nous identifions 1
2W

′/W ′ par FN ′
2 et l’application quotient est notée R′ : 1

2W
′ → FN ′

2 .

Nous avons les assertions suivantes :

1. R′(M ′) détermine une unique structure affine surN ′ telle que R′(M ′) = homaff(N
′,F2).

2. Sous cette structure, nous avons un isomorphisme entreM ′⊥/2M ′⊥ et
⋀︁2 hom(TN ′ ,F2).

Preuve. Pour la première assertion, en utilisant la proposition 4.8 (2) couplée avec l’isométrie ϕ : L →

H2(S,Z), il est clair que R′(M ′) est un sous-espace vectoriel de dimension 5. De plus, il contient le sous-

espace de dimension 1. C correspond aux fonctions constantes sur N ′. Considérons la décomposition sui-

vante :

R′(M ′) = P ⊕ C

où P est un sous-espace vectoriel de dimension 4. Considérons le morphisme d’évaluation suivant :

F : N ′ → P ∗

F (n) = (g ↦→ g(n))

Clairement, ce morphisme est injectif et, par la cardinalité, nous obtenons même qu’il est bijectif, ce qui

donne une structure d’espace vectoriel sur N ′. Il est clair de cette construction que homAff(N
′,F2) =

R′(M ′). L’unicité de la structure affine est une application directe du lemme 4.12.

Pour la deuxième assertion, en utilisant la proposition 4.8 (1) avec le fait que M ′ est le plus petit sous-

réseau primitif de L contenant N ′, nous avons que (M ′)⊥ est l’image d’un réseau unimodulaire dont la

forme a été multipliée par 2. Ce réseau correspond à Im α sous l’isométrie ϕ. Conséquemment, nous avons

que (M ′⊥)∗ = 1
2M

′⊥. En utilisant cette information, nous pouvons considérer les isomorphismes évidents

suivants :

M ′⊥/2M ′⊥ ≃ 1

2
M ′⊥/M ′⊥ ≃ (M ′⊥)∗/M ′⊥ ≃M ′∗/M ′
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Observons que par définition couplée avec le théorème des isomorphismes, nous avons l’isomorphisme sui-

vant :

M ′∗/M ′ ≃ (M ′∗/W ′)/(M ′/W ′) = R′(M ′∗)/R′(M ′)

Or par la proposition 4.8,R′(M ′) etR′(M ′∗) correspondent respectivement aux polynômes de degrés d’au

plus 1 et d’au plus 2 sur N ′. Ainsi, en appliquant l’isomorphisme de la proposition 4.11, nous obtenons un

isomorphisme entreM ′⊥/2M⊥ et
⋀︁2 hom(TN ′ ,F2).□

Nous pouvonsmaintenant donner une démonstration du théorème de Torelli pour les surfaces de Kummer.

4.2 :

Preuve. Soient deux surfaces K3 de type Kummer S et S′. Notons T et T ′ les 2-tores associés. Nous avons

également une isométrie

Φ∗ : H2(S′,Z) → H2(S,Z)

Cette isométrie préserve la structure de Hodge et les classes nodales de S et S′ que nous notons par N et

N ′ respectivement.

Premièrement, nous allons construire un morphisme ϕ∗ faisant commuter le diagramme suivant :

H2(T ′,Z) H2(T,Z)

H2(S′,Z) H2(S,Z)

ϕ∗

α′ α

Φ∗

Nous pouvons remarquer que puisque Φ∗ préserve les classes nodales, la proposition 4.8 (1) nous dit que

Φ∗ préserve Imgα et Imgα′. Puisque α et α′ sont des isomorphismes sur leur image et multiplient la forme

d’intersection par 2, nous pouvons définir ϕ∗ de la façon suivante :

ϕ∗ = (α−1)|Img α ◦ Φ∗ ◦ α′

Clairement, ϕ∗ est une isométrie et doit préserver la structure de Hodge puisqu’elle est obtenue par com-

position des morphismes préservant des structures de Hodge. En utilisant la proposition 4.8 (1), nous avons
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que Img α =M⊥ et Im α′ =M ′⊥. Par le corollaire 4.14 nous obtenons les isomorphismes suivants :

H2(T,F2) ≃ Img α/2Img α ≃
2⋀︂
hom(TN ,F2)

H2(T ′,F2) ≃ Img α′/2Img α′ ≃
2⋀︂
hom(TN ′ ,F2)

Notons que puisque l’isométrieΦ∗ préserve les classes nodales, nous avons un isomorphisme d’espace affine

entre χ : N ′ → N , ce qui induit un isomorphisme d’espace vectoriel sur les translations :

Tχ : TN ′ → TN

Par la fonctorialité de la proposition 4.11, nous avons que

(ϕ∗F2
)−1 = T ∗

χ ∧ T ∗
χ

Ici, ϕ∗F2
est la réduction modulo 2 de ϕ∗.

Sous les identifications TN = H1(T,F2) et TN ′ = H1(T
′,F2), nous pouvons appliquer le théorème de

Torelli pour les structures de Hodge de poids 2 sur un 2-tore (théorème 3.2), ce qui nous donne l’existence

d’un isomorphisme

ϕ : T → T ′

tel que le morphisme induit en H2 est ±ϕ∗. Puisque ϕ∗ est effective et couplée avec le fait que T ′ admet

une classe effective, nous déduisons que nous sommes dans le cas positif.

Quitte à faire des translation, nous assumerons que ϕ commute avec l’involution sur T et T ′ et vérifie pour

au moins une classe nodaleN ′(p0) ∈ N ′ associée au point fixe p0 ∈ T ′. Nous avons donc :

Φ∗(N ′(P0)) = N(ϕ−1(0))

Dans ce cas, nous obtenons un isomorphisme ψ : S → S′ faisant commuter le diagramme suivant :

H2(T ′,Z) H2(T,Z)

H2(S′,Z) H2(S,Z)

ϕ∗

α′ α

Ψ∗
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Conséquemment, nous avonsΦ∗ = Ψ∗ sur Imα′ etN ′(P0). De plus, puisque nous avons (ϕ∗F2
)−1 = T ∗

χ∧T ∗
χ ,

les isomorphismes induits par Φ∗ etΨ∗ entre
⋀︁2 hom(TN ′ ,F2) et

⋀︁2 hom(TN ,F2) sont les mêmes, ce qui

nous donne par le lemme 4.13 queΦ∗ etΨ∗ induisent le même isomorphisme entre TN ′ et TN . En utilisant le

fait que nous avons Φ∗(N ′(P0)) = N(ϕ−1(0)), nous obtenons que Φ∗ et ψ∗ concordent surN ′. Ceci nous

donne par la proposition 4.8 (1) queΨ∗ = Φ∗.□

4.3 Les surfaces de Kummer projectives

Proposition 4.15 SoientD1, D2, ...DN des hypersurfaces lisses d’une variété complexe lisse X . Supposons

queDi sont deux à deux disjointes. De plus, demandons qu’il existe un fibré en droites L ∈ Pic(X) tel que

pour un k > 0 nous avons :

OX

(︄∑︂
i

Di

)︄
≃ L⊗k

Il existe alors une variété complexe lisse Y et un revêtement ramifié de degré k f : Y → X tels que le

diviseur de ramification soit exactement OX(
∑︁

iDi). Notons par q la restriction de f restreinte au com-

plément des points de ramification. Nous avons que q est étale de degré k et galoisienne, et le groupe

d’automorphisme du revêtement est Aut(q) ≃ Z/dZ. De plus, Aut(q) est la restriction d’automorphismes

de Y préservant la fibre de f .

Preuve. Notons par p : L→ X la projection de notre fibré en droites holomorphes etD =
∑︁

iDi. Puisque

les Di sont lisses et disjointes, nous avons qu’il existe une section s ∈ H0 (X,OX(D)) s’annulant exacte-

ment sur nosDi et ds n’est jamais 0 le long de ces dernières. Puisque OX(D) ≃ L⊗r, nous identifions s à

une section globale de L⊗r. Nous pouvons considérer le diagramme commutatif de produit fibré suivant :

p∗L⊗r L⊗r

L X

p

p

Par définition, nous avons que p∗L est la diagonale. Ainsi, nous avons une section tautologique∆ ∈ H0(L, p∗L)

définie comme :

∆(ℓ) = (ℓ, ℓ)

67



Nous considérons la section

v = p∗s−∆⊗r ∈ H0(L, p∗L⊗r)

En trivialisant L|U ≃ U × C avec les coordonnées (z, ω), nous avons que v s’écrit :

v(z, ω) = s(z)− ωr

La différentielle de v est alors (︂
s′(z) −rωr−1

)︂
En utilisant le fait que ds ne s’annule pas quand s(z) = 0, nous avons que la différentielle est de rang 1.

Posons Y = Z(v), ce qui montre bien que Z est lisse. Si nous posons que f = p|Z , il est facile de voir par le

calcul précédent que f est un revêtement ramifié de degré k dont le diviseur de ramification est exactement

D.

Pour la deuxième partie, nous considérons une k-racine primitive de l’unité ξ. Nous avons alors une action

de Z/rZ agissant sur L donnée par multiplication ξℓ le long des fibres. La forme locale de notre section

p∗s − ∆⊗r montre que cette section est invariante et agit transitivement sur les fibres de f . Nous avons

donc que la restriction de f en dehors des ramifications q est de degré k et est un revêtement galoisien.

Ainsi, par cardinalité et le fait que q est de degré k, nous avons que notre action de Z/rZ contient tous les

automorphismes de q.□

Proposition 4.16 Soit S une surface K3 projective admettant 16 courbes (-2) : C1, ...C16 deux à deux dis-

jointes. Notons C =
∑︁

iCi le diviseur associé. Si C est divisible par 2 dans le groupe de Picard, alors S

est isomorphisme à une surface de Kummer dont les Ci sont exactement les 16 classes nodales fixées par

l’involution.

Preuve. Nous pouvons appliquer la proposition 4.15 pour obtenir un revêtement ramifié de degré 2

f : S′ → S

dont le diviseur de ramification est exactement C. PosonsCi = f−1(Di). En utilisant le fait que le degré de

q est 2, nous trouvons que lesCi sont des courbes (-1). Notons parC =
∑︁

iCi le diviseur associé. La formule
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du fibré canonique pour un revêtement ramifié (Barth et al., 2004, p 53) nous donne :

KS′ = f∗KS + C = C

Puisque S est projectif et qu’il est clair par la construction de la proposition 4.16 que S′ l’est aussi, nous

pouvons appliquer le théorème de contraction de Castenuovo. Nous pouvons contracter les courbes −1

pour obtenir une surface T telle que S′ est l’éclatement de 16 points sur T dont les courbes exceptionnelles

sont lesCi. En utilisant la formule pour le fibré canonique d’un éclatement, nous avons queKT est trivial. En

particulier, T est minimal. Nous voulons maintenant connaître la caractéristique d’Euler de T . Pour ce faire,

nous appliquons la formule de Riemann-Hurwitz avec la formule de la caractéristique d’Euler de l’éclatement

pour obtenir :

χ(T ) = χ(S′)− 16 = 2(χ(S)− 16)− 16 = 2(24− 8)− 16 = 0

En utilisant la classification des surfaces projective ayant un fibré canonique trivial, nous obtenons que T

est un 2-tore complexe.

Il nous reste à montrer que l’involution sur T peut être choisie de telle sorte que lesCi correspondent aux 16

points fixes de cette dernière. La deuxième partie de la proposition 4.15 nous dit que S′ admet une involution

fixant les courbes (−1). En utilisant le fait queS′ etT sont isomorphes en dehors des courbes exceptionnelles

couplé avec Hartog, nous obtenons une involution sur T compatible avec celle de S′. En utilisant que les

classes invariantes sur l’involution dansH1(S′,Q) sont isomorphes àH1(S,Q) qui est nul, nous avons que

la seule valeur propre de l’involution est −1 surH1(S′,Q). Cela implique que l’involution agit comme−Id

surH1(S′,Q). Puisque l’application induite par l’éclatement d’un point sur une surface β : S′ → T est un

isomorphisme pourH1(·,Q) rationnelle, l’involution agit également comme−Id surH1(T,Q). En utilisant

le fait que T = H1(T,C)/H1(T,Z), le reste en découle facilement. □

Proposition 4.17 Soit S une surface de Kummer avec T le 2-tore complexe associé. Pour que S soit projectif

il est nécessaire et suffisant que T soit une variété abélienne (un tore complexe projectif).

Preuve. Si T est une variété abélienne, nous avons une classe ample x ∈ NS(T ). Évidemment, (x, x) > 0.

De plus, nous savons que α multiple la forme d’intersection, ce qui nous donne que (α(x), α(x)) > 0 et

divisoriale. Ainsi, par le théorème de Kodaira, nous avons que S est projective.
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Dans l’autre direction, nous utilisons la proposition 4.8 pour décomposer le groupe de Néron-Severi de S de

la façon suivante :

NS(S) = ((NS)
⊥)⊥ ⊕ α(NS(T ))

Ici, ((NS)
⊥)⊥ n’est rien d’autre que le plus petit réseau primitif contenantNS . Si x est une classe ample de

S, alors nous pouvons décomposer x avec la décomposition précédente :

x = e+ α(y)

En utilisant le fait que (x, x) > 0 et (e, e) ≤ 0 couplé avec le fait queαmultiplie par 2 la forme d’intersection,

nous avons que y est une classes divisoriale vérifiant (y, y) > 0. Le théorème de Kodaira nous permet de

conclure que T est projective.□

Théorème 4.18 (Théorème de Torelli pour les surfaces Kummer projectives) Soient S′ une surface K3 de

type Kummer projective et S une surface K3. Supposons que nous avons une isométrie de Hodge ϕ∗ :

H2(S′) → H2(S) qui induit un isomorphisme sur les classes effectives, alors il existe un isomorphisme

f : S → S′ qui l’induit.

Preuve. Premièrement, le fait que S′ est projective nous permet de considérer une classe ample d. Puisque

ϕ∗ préserve la structure de Hodge, nous pouvons utiliser le théorème de Lefschetz sur les classes (1,1) pour

obtenir que ϕ(d) est une classe divisoriale de norme positive. Ainsi, par le théorème de Kodaira sur la pro-

jectivité d’une surface, nous avons que S est projective.

Soit N ∈ N(S′) une classe nodale. En utilisant le fait que ϕ∗ préserve les classes effectives et est une

isométrie, nous avons que ϕ∗ est une classe effective indécomposable, ce qui, en appliquant la proposition

2.17, nous dit que cette classe est irréductible. Nous concluons par la proposition 2.21 que ϕ∗(N) est nodale.

Si nous notonsNS l’image de nos 16 classes nodales distinguée deS′, nous avons queNS est alors constituée

de 16 classes nodales. Soit N,N ′ ∈ NS , nous savons que si N et N ′ sont distinctes, alors (N,N ′) = 0. Si

nous combinons cela avec le fait que l’auto-intersection d’une classe nodale est non nulle, nous obtenons

que les classes nodales de S N1, ..., N16 sont représentables par des courbes (−2) C1, ...C16 toutes deux-

à-deux disjointes. En appliquant la proposition 4.16, nous obtenons que S a la structure d’une surface de

Kummer dont le 2-tore associé est noté par T . La proposition 4.17 nous dit que T est une variété abélienne.

En particulier, T admet une classe ample, ce qui nous permet d’appliquer le théorème 4.2. □
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Théorème 4.19 (Théorème de Torelli faible pour les surfaces de Kummer projectives) Supposons queS′ est

une surface de Kummer projective et S est une surface K3. Si nous avons une isométrie de Hodge ϕ∗ :

H2(S′,Z) → H2(S,Z), alors S′ et S sont biholomorphes.

Preuve. Puisque ϕ∗ est une isométrie, ϕ∗ préserve les éléments positifs. Conséquemment, ϕ∗ envoie le cône

de Kähler C+
S′ sur C+

S ou −C+
S . Quite à composer ϕ avec −Id, nous pouvons supposer que nous sommes

dans le premier cas. La proposition 2.30 nous dit que nous pouvons trouver un élément g ∈WS tel que g◦ϕ∗

préserve le cône de Kähler. Conséquemment, la proposition 2.25 nous dit que g ◦ ϕ∗ est une isométrie de

Hodge et nous pouvons appliquer le théorème 4.18 précédent pour obtenir que S′ et S sont biholomorphes.

□
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CHAPITRE 5

TORELLI LOCAL ET THÉORIE DE LA DÉFORMATION

Dans ce chapitre, nous discutons de la théorie des déformations pour une variété complexe compacte. Dans

un premier temps, nous nous contentons d’exposer les principaux résultats en suivant (Barth et al., 2004).

Dans un deuxième temps, nous exposons la théorie générale de l’application des périodes en suivant (Voisin,

2002, Partie III).

Finalement, nous allons spécialiser cette théorie générale au cas des surfaces K3. Nous en déduisons le

théorème de Torelli local dont la formulation développée dans le language est donnée par le théorème

suivant.

Théorème 5.1 (Torelli-local) Soit X0 une surfaceK3 et notons p : X → S la famille de Kuranishi. Celle-ci

est lisse et universelle pour tout point dans un petit voisinage de 0 dans S. De plus, toutes les fibres sont des

surfacesK3. Si nous marquons la fibre centrale, nous pouvons voir l’application des périodes comme étant

une application à valeurs dans Ω :

P2,2 : S → Ω

Sous cette identification, l’application des périodes est un isomorphisme local.

5.1 Théorie des déformations d’une variété lisse compacte

Définition 5.2 (Déformation) Soit X0 une variété lisse complexe compacte. Une déformation de X0 est le

quadruplet suivant X = (X,S, p : X → S, 0) satisfaisant les conditions suivantes :

1. X et S sont des espace complexes connexes.

2. p est holomorphe, surjectif, propre, plat et toutes les fibres sont des variétés lisses.

3. 0 ∈ S tel que p−1(0) = X0.

Dans le cas où S et X sont toutes les deux des variétés complexes lisses, alors la condition de platitude

revient à dire que p est une submersion. Dans ce cas, nous appelons X une déformation lisse.

Dans le cas d’une déformation lisse, le résultat suivant de géométrie différentielle nous sera très utile.

72



Théorème 5.3 (Théorème d’Ehresmann) (Voisin, 2002, p 220) Soit p : X → Y une submersion propre

entre deux variétés C∞. Sous ces hypothèses, nous avons que p est une fibration C∞, c’est-à-dire que pour

tout y ∈ Y , il existe un voisinage ouvert de y U ⊂ Y tel que p−1(U) ≃ p−1(y)× U .

Définition 5.4 (L’application de Kodaira-Spencer) Soit p : X → S une famille de variétés compactes com-

plexes. Notons par X0 la fibre centrale. Nous avons alors la suite exacte de fibrés vectoriels sur X0 :

0 → TX0 → TX|X0 → T0S → 0

Ainsi, nous avons le morphisme de connecxion dans la suite exacte longue de cohomologie :

ρ : T0S → H1(X0, TX0)

L’application ρ est appelée l’application de Kodaira-Spencer. Dans le cas où notre déformation n’est pas lisse,

nous devons utiliser l’espace tangent de Zariski.

De façon plus concrète, nous pouvons comprendre ce morphisme en utilisant la cohomologie de Čech. En

utilisant le théorème du rang, nous pouvons couvrirX par des ouvertsUi tels que nous avons des coordon-

nées locales sur X et S dont la projection p s’écrit :

p(zi1, ...z
i
n, ω

i
1, ..., ω

i
r) = (ωi

1, ..., ω
i
r)

Si v ∈ T0S, nous pouvons « relever » ce vecteur pour obtenir des champs de vecteurs vi ∈ Γ(Ui, TX )

vérifiant la condition dp(vi) = v. L’exactitude de la suite

0 → TX0 → TX|X0 → T0S → 0

nous dit que vij = vi − vj nous définit un cocycle dans Ȟ1
(X0, TX0), ce qui correspond à « dériver » les

fonctions de transitions entre les coordonnées zi et zj par rapport à notre vecteur v.

Proposition 5.5 (Fonctorialité de Kodaira-Spencer) (Barth et al., 2004, p 38) SoitX0 une variété lisse com-

pacte. Si f : S′ → S est un morphisme entre deux variétés analytiques et p : X → S une déformation de

X0, alors f∗X est encore une déformation de X0. De plus, nous avons l’égalité suivante sur le morphisme

de Kodaira-Spencer :

ρS′ = ρs ◦ f∗, 0′

où f∗,′ s : T0′S′ → T0S est le morphisme induit sur les espaces tangents de Zariski.
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Définition 5.6 (Déformations complètes, universelles et versales) Une déformation p : X → S deX0 est

dite complète en 0 si, pour toutes autres déformations p′ : X ′ → S′ de X0 avec 0′ comme point de base,

nous avons un morphisme f : S′ → S préservant les points de base tels que f∗X = X ′ au niveau des

germes.

1. Dans le cas où f est uniquement déterminé parX ′, nous disons que p : X → S est une déformation

universelle.

2. Dans le cas où f a sa dérivée en 0′ déterminée parX ′, nous disons que p : X → S est une déforma-

tion versale.

Théorème 5.7 (Théorème de Kuranishi) (Barth et al., 2004, p 37) SoitX0 une variété compacte lisse, alors

X admet une déformationX versale que nous appellerons la déformation de Kuranishi. Si, dans un voisinage

ouvert U de 0, nous avons une constante h1 telle que pour tout s ∈ U

h1(Xs, TXs) = h1

la restriction de la famille Kuranishi à une déformation de Xs est complète et versale. De plus, nous avons

les assertions suivantes :

1. SiH2(X0, TX0) = 0, alorsX admet une déformation versale lisse.

2. SiH0(X,TX0) = 0, alorsX admet une déformation universelle.

3. S’il existe une déformation universelle, alors toutes les déformations versales sont isomorphes à cette

déformation.

Un autre théorème important est donné par Kodaira-Spencer.

Théorème 5.8 (Caractérisation de la complétude) (Barth et al., 2004, p 38) Pour qu’une déformation soit

complète, il est suffisant et nécessaire que l’application de Kodaira-Spencer soit surjective.

Finalement, nous déduisons le résultat suivant.

Lemme 5.9 Soit p : X → S une déformation lisse deX0. Si cette déformation est universelle, alors l’appli-

cation de Kodaira-Spencer est un isomorphisme.
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Preuve. Nous savons par le théorème de Kodaira-Spencer précédent que ρS est au moins surjectif. Si nous

considérons la suite exacte longue en cohomologie définissant l’application de Kodaira-Spencer, nous avons

alors la suite exacte courte d’espaces vectoriels :

0 → ker ρS → T0S → H1(X0, TX0) → 0

Puisque nous travaillons au niveau des germes, nous pouvons supposer sans perte de généralité que S est

un ouvert convexe de Cn. Nous pouvons dans ce cas identifier T0S avec Cn. Dans ce cas, nous pouvons

décomposerCn = ker ρS ⊕W et considérer S′ =W ∩S. Notons parX|S′ la restriction deX sur S′ et ρS′

l’application de Kodaira-Spencer associée. Par fonctorialité de l’application, nous avons que ρS′ : T0S
′ →

H1(X0, TX0) est un isomorphisme. Ainsi, par le théorème de Kodaira-Spencer, nous avons que X|S′ est

une déformation complète. Or l’universalité deX nous dit queX = X|S , ce qui montre bien que ρs est un

isomorphisme.□

Théorème 5.10 (Déformation d’une varitété kählérienne) (Voisin, 2002, p 236) Soit X une déformation

lisse d’une variété kählérienneX0, alors dans un voisinage ouvert assez petit de 0 toutes les fibresXt sont

également des variétés kählériennes. De plus, les nombres de Hodge sont constants.

5.2 Application des périodes et les théorèmes de Griffiths

Dans cette section, nous résumons la théorie générale de l’application des périodes. Nous utilisons le livre

de Voisin comme citation principale.

Dans ce qui suit, nous assumerons que p : X → S est une déformation lisse de la fibre centrale X0 qui

est kählérienne. et S est suffisamment petit tel que toutes fibres sont Kählériennes et S est contractible.

Quitte à restreindre S, nous pouvons assumer par le théorème 5.3 d’Ehresmann que X est un fibré C∞

trivialX0×S. Dans ce cas, l’image directe supérieureRkp∗C est un système local surS. Plus concrètement,

nous avons que Rkp∗ est la faiscification du préfaisceau suivant :

U ↦→ H2(p−1(U),C|u)

En particulier, les fibres s’identifient àH2(Xs,C) (Voisin, 2002, p 231).

Puisque S est contractible, le système local Rkp∗C doit être trivial. En particulier, nous avons un isomor-

phisme avec le système local trivial à valeurs dansHk(X0,C) que nous noteronsHk(X0,C).
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Définition 5.11 (Connexion plate sur un système local) En général, si L est un système local d’espaces vec-

toriels complexes sur une variété complexe lisseS, nous pouvons poserL⊗COS le fibré vectoriel holomorphe

muni d’une connection holomorphe plate∇. Considérons des sections s1, s2, ..., sn trivialisant localement le

système localL. Ces sections nous donnent également par extension une trivialisation du faisceau L⊗COS .

Si s =
∑︁
fisi est une section locale de L⊗C OS , alors :

∇(s) =
∑︂
i

si ⊗ dfi

Il peut être montré en utilisant que les transition sont constantes que ∇ est bien défini globalement et que

cette connection est plate.

Introduisons la notationHk = Rkp∗C⊗C OS . Ces fibrés holomorphes sont appelés les fibrés de Hodge.

Pour revenir au cadre précédent, si nous regardons (Hk,∇) et (Hk(X0,C),∇) munis des connexions

plates, alors l’isomorphisme de système local décrit plus haut est plat.

Définition 5.12 (L’application des périodes) En utilisant l’isomorphisme entreHk etHk(X0,C), Si 1 ≤ p ≤

k, l’application des périodes Pk,p est définie de la façon suivante :

Pk,p : S → Gr(bk,p, H
k(X0,C))

s ↦→ [F pHk(Xs,C)]

Ici,Gr(bk,p, Hk(X0)) est la grassmannienne et bk,p = dimC F
pHk(X0).

Théorème 5.13 (Holomorphicité) (Voisin, 2002, p 244) L’application des périodes varie de façonholomorphe

pour p ≥ k :

Pk,p : S → Gr(bk,p, H
k(X0))

Une autre reformulation utile est de dire que

FpHk =
⋃︂
s∈S

F pHk(Xs)

est un sous-fibré vectoriel holomorphe deHk.
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Avant de citer le théorème de transversalité, nous avons besoin de rappeler quelques concepts sur les

grassmanniennes.

Définition 5.14 (Espace tangent de la grassmannienne) (Voisin, 2002, p 242) Soient V un espace vectoriel

complexe de dimension n et 1 ≤ k ≤ n un entier. Si P est un sous-espace vectoriel de V de dimension k,

alors nous voulons expliciter un isomorphisme d’espaces vectoriels :

TPG(k, V ) ≃ hom(P, V/P ).

Nous nous contentons ici de décrire cet isomorphisme. Les détails sont donnés dans le livre de Voisin. Pre-

mièrement, nous rappelons que nous pouvons construire des cartes sur Gr(k, V ) de la façons suivante.

ConsidéronsW un espace vectoriel supplémentaire à P : V =W ⊕ P . Nous avons alors l’ensemble :

GW = {P ′ ∈ Gr(k, V ) | V =W ⊕ P ′}

Notons par πP : V → P et πW : V →W les projections induites par la décomposition V =W ⊕ P .

Si P ′ ∈ GW , il suit de la décomposition V = W ⊕ P ′ que πP |′P : P ′ → P est un isomorphisme. Nous

pouvons alors construire l’application hV ′ : P → V définie par

hV ′ = πW ◦ (πP |′P )−1

Nous avons alors l’application biholomorphe

Φ : GW → hom(P, V )

Φ(v′) = hv′

ce que nous voyons comme étant unmorphisme de fibrés vectoriels triviauxGr(k, V )×P etGr(k, v)GW ×

V restreints à notre ouvertGW . Nous avons le fibré vectoriel tautologique :

S = {(P ′, v) ∈ Gr(k, V )× V | v ∈ P ′}

Nous pouvons voir S|GW
= im(i + Φ) où i est l’inclusion de P dans V . Si b1, .., bk ∈ P est une base, nous

pouvons « relever » cette base pour obtenir des sections locales b̃1, ..., b̃k de S vérifiant bĩ(P ) = bi pour

tout i. L’identification souhaitée est alors donnée par l’application :

TPGr(k, V ) → hom(P, V/P )

v ↦→ (bi ↦→ v(b̃i))
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Il est montré dans Voisin que ce morphisme est indépendant du choix de notre base de P et du relèvement

choisi.

Par la construction précédente, la différentielle de l’application des périodes devrait prendre des valeurs

dans hom(F pHk(Xs), Hk/F
pHk(Xs)). Cependant, le théorème de transversalité de Griffiths nous dit

que l’image est beaucoup plus petite.

Théorème 5.15 (Transversalité) (Voisin, 2002, p 246) La différentielle de l’application des périodes est une

application :

dPp,k : TsS → hom(F pHk(Xs), F
p−1Hk(Xs)/F

pHk(Xs))

Théorème 5.16 (Différentielle de l’application des périodes) (Voisin, 2002, p 253) Soient v ∈ T0S et k, p, q

des entiers positifs tels que k = p+ q. La différentielle de l’application des périodes

d0Pp,k(v) : Hq(X0,Ω
p
X0

) → Hq+1(X0,Ω
p−1
X0

)

est donnée par la formule suivante

d0Pp,k(v)(ω) = int(ρ(v) ∪ ω)

où ρ est l’application de Kodaira-Spencer. ∪ est le cup-produit sur la cohomologie

∪ : H1(X0, TX0)⊗Hq(X0,Ω
p
X0

) → Hq+1(X0, TX0 ⊗ Ωp
X0

)

et int est le morphisme induit sur la cohomologie par le produit intérieur :

int : TX0 ⊗ Ωp
X0

→ Ωp−1
X0

5.3 Déformation des surfaces K3

Nous allons maintenant utiliser la théorie précédente pour prouver le théorème de Torelli local.

Preuve.

Premièrement, pour vérifier que la famille de Kuranishi est lisse et universelle, il suffit de montrer selon le

théorème de Kuranishi 5.7 queH2(X0, TX0) = H0(X,TX0) = 0.
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Dans le cas oùX0 est une surfaceK3, nous avons par dualité de Serre et par l’isomorphisme de Dolbeault :

H2(X0, TX0) ≃ H0(X0,ΩX0) ≃ H1,0(X0) = 0

H0(X0, TX0) ≃ H2(X0,ΩX0) ≃ H1,2(X0) = 0

Le fait queH1,0 etH1,2 sont zéros vient du calcul des nombres de Hodge dans le chapitre 2.

Considérons un voisinage ouvertU de 0 tel que nous sommes dans la situation du théorème 5.10. Ainsi, pour

tout s ∈ U , nous avons queXs est une surface kählérienne avec les nombres de Hodge d’une surface K3. La

proposition 2.9 nous dit queXs est une surface K3.

Pour la deuxième partie, considérons la composante P2,2 de l’application des périodes :

P2,2 : S → P(H2(X0,C))

Nous savons par le théorème de Griffiths sur l’holomorphicité de la période 5.13 que cette application est

holomorphe et, par le théorème de transversalité 5.15, nous savons que la différentielle vérifie :

d0P2,2 : T0S → hom(H2,0(X0), H
1,1(X0))

Ici, nous utilisonsH1,1(X0) = F 1H2(X0)/F
2H2(X0). Nous souhaitons montrer que cette application est

un isomorphisme. Pour ce faire, nous utilisons le théorème 5.16 pour calculer la différentielle pour un vecteur

v ∈ T0S :

d0P2,2(V )(ω) = int(ρ(v) ∪ ω)

Nous savons par la proposition 5.9 que l’application de Kodaira-Spencer ρ : T0S → H1(X0, TX0) est

un isomorphisme. Par le corollaire 2.6, nous savons que le morphisme « int » est une forme bilinéaire non-

dégénérée. Ainsi, il est suffisant demontrer que∪ : H1(X0, TX0)⊗H0(X0,KX0) → H1(X0, TX0⊗KX0)

est non dégénérée. Ceci est clair puisqueKX0 est trivial. Ainsi, d0P2,2 : T0S → hom(H2,0(X0, H
1,1(X0)))

est un isomorphisme. Si nous marquons la fibre centrale ϕ : H2(X0,Z) → L, nous avons alors un isomor-

phisme induit entre P(H2(X0,C)) ≃ P(LC), ce qui nous permet de voir l’application des périodes comme

un morphisme à valeurs dans Ω. Puisque dimT0S = dimH1(X0, TX0) = 20 et que dimΩ = 20 couplés

avec le fait que d0P2,2 : T0S → hom(H2,0(X0, H
1,1(X0))) est un isomorphisme, nous concluons que

P2,2 : S → Ω est un isomorphisme local par le théorème des fonctions inverses. □
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CHAPITRE 6

LE THÉORÈME DE DENSITÉ DES SURFACES K3 EXCEPTIONNELLES

Dans cette section, nous allons étudier les surfaces K3 de Kummer dites exceptionnelles. Le résultat principal

sera le théorème de densité.

Les énoncés principaux de ce chapitre correspondent (Looijenga et Peters, 1980, section 6)

Théorème 6.1 (Théorème de densité) Les périodes des surfaces K3 de type Kummer exceptionnelles mar-

quées forment un ensemble dense dans le domaine des périodes Ω.

Une conséquence immédiate de ce théorème et du théorème de Torelli local 5.1 est que l’application des

périodes pour les surfacesK3marquées est surjective dans Ω. Plus précisément, nous avons l’énoncé sui-

vant.

Corollaire 6.2 (Surjectivité de la période) Chaque point ω ∈ Ω correspond à la période d’une surface K3

marquée.

6.1 Surface de Kummer exceptionnelle

Définition 6.3 Soit S une surface compacte kählérienne. On dit que cette surface est exceptionnelle si le

rang du groupe de Néron-Serviri est de rang maximal. En d’autres termes, nous avons :

rangNS(S) = h1,1

Ici, nous avons h1,1 = dimCH
1,1(S). De plus, nous notons par E(S) = NS(S) ⊥⊂ H2(S,Z) le réseau

transcendental.

Lemme 6.4 Si S est une surface K3 exceptionnelle, nous avons que S est projective.

Preuve. Si S est exceptionnelle, nous avons par le rang queH1,1(S,R) = NS(S)⊗R. Or nous savons que

la forme d’intersection sur H1,1(S,R) est de type hyperbolique par la proposition 2.18. Conséquemment,
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nous avons une classe divisoriale x vérifiant (x, x) > 0 ce qui, par le théorème de Kodaira, implique que S

est projective.□

Proposition 6.5 Soit S une surface compacte kählérienne. Pour que S soit exceptionnelle, il est nécessaire

et suffisant queH2,0(S)⊕H0,2 soit rationnellement défini.

Preuve. Dans le cas où S est exceptionnelle, nous avons que NS(S) ⊗ C = H1,1(S,C). Conséquemment,

NS(S)⊥ est un sous-réseau de rang h2,0 + h0,2 contenu strictement dans H2,0(S) ⊕ H0,2. Ainsi, par le

rang, nous avons queNS(S)⊥ ⊗ C = H2,0(S)⊕H0,2(S), ce qui montre la première implication.

Réciproquement, siH2,0(S)⊕H0,2(S) =M⊗C oùM est un sous-espace vectoriel rationnel deH2(S,Q),

nous avons que H2,0(S) ⊕ H0,2(S) contient un sous-réseau N ⊂ H2(S,Z) de rang h2,0 + h0,2. Consé-

quemment, son complément orthogonal est contenu dansH1,1(S). Or, par le théorème de Lefschetz sur les

classes (1, 1), nous avons que N⊥ ⊂ NS(S). Ceci constitue un sous-réseau de rang h1,1, ce qui montre

bien que rangNS(S) = h1,1. Donc h1,1 est exceptionnelle.□

Proposition 6.6 Si S est une surface Kummer et T le 2-tore associé, nous avons que S est exceptionnelle si

et seulement si T est exceptionnelle.

Preuve. Dans le cas d’une surface de Kummer, nous savons par la proposition 4.8 que nous avons la décom-

position suivante :

NS(S) = (N⊥
S )⊥ ⊕ α(NS(T ))

Conséquemment, rangNS(S) = h1,1(S) = 20 si et seulement si rangNS(T ) = 4. Or h1,1(T ) = 4, ce qui

implique directement le résultat. □

Proposition 6.7 Soit T un sous-réseau de rang 2 dans L qui vérifie les conditions suivantes :

1. (, )|T > 0.

2. Pour tout x ∈ T , nous avons (x, x) ∈ 4Z.
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Sous ces hypothèses, nous avons qu’il existe une surface de Kummer S avec unmarquageϕ : H2(S,Z) → L

qui envoie ES sur T .

Avant de donner la démonstration, nous devons introduire quelques résultats sur les réseaux.

Théorème 6.8 (Barth et al., 2004, p 18) SoitL un réseau pair et unimodulaire qui contient une copie deHK

oùH est le réseau hyperbolique donné par la forme quadratique :⎛⎝0 1

1 0

⎞⎠
Soit Γ un réseau pair, alors nous avons les assertions suivantes :

1. Si rang Γ ≤ k, alors il existe un plongement primitif de Γ dansHk.

2. Si rang Γ ≤ k − 1, alors ce plongement est unique à une isométrie de L près.

Il est important de remarquer que, sous ces hypothèses, un sous-réseau hyperbolique est toujours primitif.

Lemme 6.9 Si L vérifie les hypothèses du théorème précédent, alors tout plongement de Hk est primitif

dans L.

Preuve. Considérons une base standard ei, fj pour la Hk vérifiant (ei, fj) = δij . Soit ℓ ∈ L un élément

arbitraire, alors nous avons les décompositions suivantes :

x(ℓ) = ℓ−
∑︂
i

((ℓ, ei)fi + (ℓ, fi)ei)

y(ℓ) =
∑︂
i

((ℓ, ei)fi + (ℓ, fi)ei)

Nous avons ℓ = x(ℓ) + y(ℓ). Il est facile de voir que (x(ℓ), y(ℓ)) = 0. Conséquemment, nous avons la

décomposition :

L = Hk ⊕ (Hk)⊥

Donc L/Hk ≃ (Hk)⊥, ce qui montre bien queHk est un sous-réseau primitif. □
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Corollaire 6.10 Si nous sommes sous les hypothèses du théorème précédent avec rang Γ ≤ 3, alors le plon-

gement de Γ est primitif dans L.

Revenons à la proposition 6.7.

Preuve. Nous allons construire un 2-tore complexe Y qui vérifie :

E(Y ) ≃ 1

2
T

Considérons Γ un réseau de rang 4 avec une orientation det :
⋀︁4 Γ → Z. Nous avons alors la forme

quadratique sur (
⋀︁2 Γ, (·, ·)) définie par :

(x, y) := det(x ∧ y)

Nous savons que cette forme quadratique est isomorphe àH3. En particulier, elle est unimodulaire et paire.

Ainsi, nous pouvons utiliser le théorème 6.8 pour obtenir que 1
2T se plonge primitivement dans

⋀︁2 Γ. Nous

allons noter l’image de ce plongement par T ′.

En travaillant sur
⋀︁2 Γ⊗R, nous pouvons trouver une base orthonormale t1, t2, ...t6 qui jouit des propriétés

suivantes :

1. t1, t2 forme une base de T ′ ⊗ R.

2. t3, ..., t6 forme une base du complément orthogonal de T ′ ⊗ R.

L’existence d’une telle base nous est garantie par le fait que la forme quadratique sur T est strictement

positive.

En voyant HomR

(︂⋀︁2 Γ⊗ R,C
)︂
comme un espace vectoriel sur C, il est possible de lui donner la C-base «

duale » t∗1, ..., t∗6 où les formes t∗k vérifient la propriété usuelle :

t∗i (tj) = δij

Remarquons que la forme quadratique sur
⋀︁2 Γ induit un C-isomorphisme « d’évaluation » défini par ex-
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tension :

Φ :

2⋀︂
Γ⊗ C → HomR

(︄
2⋀︂
Γ⊗ R,C

)︄
ℓ⊗ z ↦→ (t ↦→ (l, t)z)

Cet isomorphisme induit une forme bilinéaire sur HomR

(︂⋀︁2 Γ⊗ R,C
)︂
qui vérifie la propriété suivante pour

tout ω1, ω2 ∈ HomR

(︂⋀︁2 Γ⊗ R,C
)︂
:

ω1 ∧ ω2 = (ω1, ω2) det

Nous pouvons alors considérer la forme ω = t∗1 + it∗2.

(ω, ω) = (t∗1, t
∗
1)− (t∗2, t

∗
2) = 0

(ω, ω̄) = (t∗1, t
∗
1) + (t∗2, t

∗
2) = 2

Ceci nous donne ω ∧ ω = 0 et ω ∧ ω̄ = 2det. Ainsi, nous avons ω = ω1 ∧ ω2 pour ω1, ω2 ∈ HomZ(Γ,C).

Nous obtenons ainsi une application de Γ → C2 donnée par la formule suivante :

Γ → C2

γ ↦→ (ω1(γ), ω2(γ)) = (z1, z2)

La condition ω ∧ ω̄ = 2det nous donne que cette application est injective. Ainsi, Γ est un sous-réseau de

rang maximal, donc nous avons le tore Y = C2/Γ. Cette application nous définit un isomorphisme :

ψ : Γ → H1(T,Z)

En complexifiant, nous trouvons

ψ∗ : H1(T,C) → HomeR (Γ⊗ R,C)

qui vérifie pour tout i la propriété ψ∗dz = ωi, ce qui nous donne une isométrie au niveau duH2 :

ψ∗ ∧ ψ∗ : HT (T,Z) → HomZ(

2⋀︂
Γ,Z)

En complexifiant, l’application

ψ∗ ∧ ψ∗ : H2(T,C) → HomeR

(︄
2⋀︂
Γ⊗ R,C

)︄
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envoie dz1∧dz2 sur la formeω. Puisqueω = t∗1+it
∗
2 et les ti sont des éléments deT ′⊗R, nous concluons que

H2,0(T )⊕H0,2(T ) est rationnellement défini. Notons parS la surface de Kummer associée à T . Nous avons

donc par la proposition 6.6 que S est exceptionnelle. En considérant le monomorphisme de la proposition

4.3

α : H2(T,Z) → H2(S,Z)

et en utilisant le fait que α multiplie la forme d’intersection par 2 et le fait que αC(H
2,0) ⊂ H2,0, nous

trouvons que E(S) est isomorphe à T . En fixant un marquage ϕ : H2(S,Z) → L, nous obtenons un

plongement primitif de T dans L. Ainsi, en utilisant la deuxième assertion du théorème 6.8, nous pouvons

supposer que ϕ(E(S)) est envoyé sur T .□

Proposition 6.11 La collection des plans Π ⊂ L ⊗ R rationnellement définis qui satisfait la condition pour

tout ℓ ∈ L ∩Π

(ℓ, ℓ) ∈ 4Z

est dense dansGr(2, L⊗ R).

La preuve utilisera le lemme suivant.

Lemme 6.12 Soientm,n ∈ N etM un réseau qui contient un vecteur primitif e0 ∈ M tel que nous avons

l’égalité suivante

(e0, e0) ≡ mmod n

alors les droites deM ⊗ R engendrées par un vecteur primitif e ∈M vérifiant

(e, e) ≡ mmod n

forment un ensemble dense dans P (M ⊗ R).

Preuve. Considérons un ouvert U de P(M ⊗R) non-vide. Pour montrer le lemme, il est suffisant de montrer

qu’il existe un point U engendré par un vecteur primitif e vérifiant (e, e) ≡ m mod n. Par densité des
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rationnelles, nous savons qu’il existe un point dans U qui est donné par la droite générée par un vecteur

primitif e′.

Dans le cas où e0 et e′ sont linéairement dépendants, nous avons fini. Ainsi, nous pouvons supposer que

e0, e
′ sont linéairement indépendants. Dans ce cas, nous pouvons considérer le sous-réseau deM que nous

définissons par :

L = (Re0 + Re′) ∩M

Ce réseau est clairement de rang 2 et primitif comme sous-réseau deM et donc e0, e′ sont primitifs dans L,

ce qui nous permet de trouver une base de L donnée par e′, f où f ∈ L. Ainsi, nous pouvons écrire e0 dans

cette base :

e0 = ae′ + bf

En utilisant le fait que e0 est également primitif, nous avons que gcd(a, b) = 1. Soit k ∈ Z arbitraire, nous

pouvons former le vecteur suivant :

ek = e0 + kbe′ = (a+ kb)e′ + bf

En utilisant la division euclidienne, nous obtenons que gcd(a + kb, b) = gcd(a, b) = 1, ce qui montre bien

que ek est primitif dans L. En prenant k ∈ nZ, nous avons :

(ek, ek) ≡ (e0, e0) + 2kb(e0e
′) + (kb)2(e′, e′) ≡ (e0, e0) mod n

En observant que la droite engendrée par ek se réécrit comme R(e′ + e0
kb), nous pouvons choisir k ∈ nZ de

magnitude assez grande de telle sorte que la droite engendrée par ek soit contenue dansU . Ainsi, en posant

e = ek, nous obtenons exactement le résultat souhaité. □

Nous avons également besoin de la proposition suivante.

Proposition 6.13 Soient k = R ou C et V un espace vectoriel de dimension au moins 2.

S = {(ℓ, P ) ∈ P(V )×Gr(2, V ) | ℓ ⊂ P}

Si nous considérons les projections π1 : S → P(V ) et π2 : S → Gr(2, V ), alors S est un fibré C∞

(respectivement holomorphe) surGr(2, V ) dont la fibre est P1. De plus, π1 est une submersion.
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Preuve. Soit P un plan de V . Nous pouvons donner V une base de telle sorte que P soit un élément de

l’ouvert affine U01 de Gr(2, V ), c’est-à-dire que les éléments de U01 sont donnés par les plans engendrés

par les lignes d’une matrice de la forme suivante

PA =

⎛⎝1 0 a11 ... a1n−2

0 1 a21 ... a2n−2

⎞⎠
où les coefficients aij sont arbitraires et n = dimV . Clairement, les droites contenues dans le plan engendré

par PA sont de la forme

(︂
s0 s1

)︂
PA =

(︂
s0 s1

)︂⎛⎝1 0 a11 ... a1n−2

0 1 a21 ... a2n−2

⎞⎠
modulo multiplication par k∗. Ainsi, il est clair par construction de S que les projections π1, π2 sont surjec-

tives. Donc nous déduisons que S est un fibré C∞ (respectivement holomorphe) sur Gr(2, V ) dont la fibre

est P1. En prenant les ouverts affines usuels sur P1, par exampleU0, nous obtenons que π1 s’écrit de la façon

suivante en coordonnées affines U0 × U01 :

π1

⎛⎝(1, s1),

⎛⎝1 0 a11 ... a1n−2

0 1 a21 ... a2n−2

⎞⎠⎞⎠ = [1, s1, a11 + s1a21, ...+ a1n−2 + s1a2n−2]

Clairement, cette application est une submersion, ce qui montre le résultat souhaité. □

Nous pouvons alors prouver la proposition 6.11.

Preuve. Soit U un ouvert non vide de Gr(2, L ⊗ R). Nous cherchons à montrer que U contient un plan Π

rationnellement défini tel que pour tout ℓ ∈ L ∩Π nous avons que :

(ℓ, ℓ) ∈ 4Z

Puisque L contient une copie du réseau hyperbolique H , nous pouvons trouver un vecteur primitif v dans

H dont la norme au carré est 4 (par exemple v = (1, 2)). PuisqueH est primitif dans L, nous avons que v

l’est également. Par le lemme 6.12, l’ensemble des droites engendrées par un vecteur primitif v vérifiant

(v, v) ≡ 4 mod 8 (6.1)

forme un ensemble dense de P(V ⊗R). Par la proposition 6.13 et par le fait que π1, π2 sont des submersions,

nous avons que π1 et π2 sont des applications ouvertes. Nous déduisons alors que l’ensemble des plans

contenant un vecteur primitif vérifiant l’égalité 6.1 est dense dans Gr(2, V ).
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Ainsi, nous pouvons choisir un plan P dans U qui contient un vecteur primitif e0 vérifiant 6.1.

Notons parM le complément orthogonal de e. Puisque L = −E8 ⊕−E8 ⊕H ⊕H ⊕H , nous déduisons

queM contient une copie de H . Encore une fois, H contient un vecteur primitif v′ dont la norme au carré

est 64 (par exemple (1, 32)). Ainsi, v′ est primitif dansM . En appliquant le lemme 6.12 et la proposition 6.13,

nous trouvons que les plans contenant un vecteur primitif w vérifiant

(w,w) ≡ 0 mod 64 (6.2)

forment un ensemble dense de Gr(2, V ). Ainsi, en choisissant une boule suffisamment proche de P , nous

pouvons trouver un vecteur primitif e1 ∈M vérifiant 6.2 tel que le plan P ′ = Re0 +Re1 soit contenu dans

U .

Nous allons maintenant montrer que P ′ possède les propriétés recherchées. Soit f ∈ P ′ ∩ L. Nous allons

considérer l’équation :

r = (e1, e1)f − (e1, f)e1

Le calcul suivant montre que r et e1 sont orthogonales.

(r, e1) = (e1, e1)(f, e1)− (e1, f)(e1, e1) = 0

Donc r = ae2. Nous obtenons alors l’égalité suivante :

(e1, e1)f = (e1, f)e1 + ae2

En évaluant la norme au carré de chaque côté, nous trouvons :

(e1, e1)
2(f, f) = (e1, f)

2(e1, e1) + a2(e2, e2)

En prenant la valuation 2-adic v2 et en utilisant le fait que e1 satisfait 6.1 et e2 satifait 6.2, nous trouvons :

v2
(︁
(e1, e1)

2(f, f)
)︁
= 4 + v2((f, f)) ≥ 5

v2
(︁
(e1, f)

2(e1, e1)
)︁
= 2v2((e1, f)) + 2

v2
(︁
a2(e2, e2)

)︁
≥ 6

La première inégalité vient du fait que L est un réseau pair. En utilisant les propriété d’une valuation, nous

trouvons :

v2
(︁
(e1, e1)

2(f, f)
)︁
≥ min{v2

(︁
(e1, f)

2(e1, e1)
)︁
, v2
(︁
a2(e2, e2)

)︁
}
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Nous obtenons que v2((f, f)) ≥ 2, ce qui montre bien que (f, f) ∈ 4Z.□

Nous pouvons maintenant prouver le théorème de densité 6.1.

Preuve. Nous notons par Gr+(2, L ⊗ R) la grassmannienne orientée. Rappelons que nous avons un re-

vêtement de degré 2 p : Gr+(2, L ⊗ R) → Gr(2, L ⊗ R) qui est tout simplement donné en « oubliant

» l’orientation. Nous avons un sous-ensemble U ⊂ Gr(2, L ⊗ R) l’ensemble des plans dont la restriction

de (·, ·) de la forme quadratique sur L ⊗ R est positif défini. Il est facile de voir que U est un ouvert de

Gr(2, L ⊗ R). En effet, si nous considérons sans perte de généralité l’ouvert affine U01, nous obtenons les

coordonnées standards : ⎛⎝vT1
vT2

⎞⎠ =

⎛⎝1 0 a11 .. a1 18

0 1 a21 .. a2 18

⎞⎠
Nous obtenons un plan P engendré par les vecteurs v1, v2. La condition que la forme quadratique sur L⊗R

est positive définie est équivalente au fait que la matrice suivante est positive définie

G(v1, v2) =

⎛⎝(v1, v1) (v1, v2)

(v1, v2) (v2, v2)

⎞⎠
ce qui est clairement une condition ouverte. Il suffit de vérifier que les mineurs principaux sont strictement

positifs, ce qui montre bien que U est un ouvert.

Notons par G+
2 = p−1(U) l’ouvert correspondant dans Gr+(2, L ⊗ R). Nous avons clairement une appli-

cation continue :

Φ : Ω → G+
2

[ω] ↦→ P{Re ω, Im ω}

Il est facile de voir que Φ admet un inverse. Si nous avons un plan P (v1, v2) ∈ G+
2 avec v1 et v2 une base

orthonormale, nous pouvons alors poser ω = v1 + iv2 et considérer le calcul suivant

(ω, ω) = (v1, v1)− (v2, v2) = 0

(ω, ω̄) = (v1, v1) + (v2, v2) = 2

ce qui nous détermine un élément de Ω. De plus, notre base v1, v2 est unique jusqu’à multiplication par

SO(2), ce qui correspond àmultiplier ω par un élément de S1 ⊂ C. Ainsi, l’application inverseΦ−1 : G+
2 →
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Ω

Φ−1(P (v1, v2)) = [v1 + iv2]

est bien définie. En utilisant le fait que l’application p est une application surjective ouverte couplé avec la

proposition 6.11 et le fait que G+
2 est un ouvert, nous déduisons que l’ensemble des plans rationnellement

définis vérifiant l’équation de 6.11 est dense dans G+
2 . En utilisant le fait que Φ est un isomorphisme et la

proposition 6.7, nous obtenons que l’ensemble des périodes des surfaces K3 exceptionnelles de type Kummer

est dense dans Ω.□
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CHAPITRE 7

LE CÔNE DE KÄHLER SOUS DÉFORMATION

Nous sommes intéressés à étudier le cône de Kähler sous déformation. Le résultat principal de cette section

sera la proposition suivante.

Proposition 7.1 Soient p : X → S et p′ : X ′ → S deux déformations lisses de surfaces K3. De plus, nous

allons supposer qu’il existe un isomorphisme de systèmes locaux

Φ : R2p′∗Z → R2p∗Z

de telle sorte que quand nous tensorisons par le faisceau C et nous regardons les fibres en chaque point

s ∈ S, nous avons une isométrie de Hodge :

ΦC,s : H
2(X ′

s,C) → H2(Xs,C)

Si Uk dénote l’ensemble des points de S tel que ΦC envoie le cône de Kähler de Xs sur le cône de Kähler de

X ′
s, alors Uk est un ouvert de S.

Les énoncés principaux de ce chapitre suivent (Looijenga et Peters, 1980, section 8).

Nous introduisons l’espace suivant.

Définition 7.2

KΩ = {(K, [ω1 + iω2]) ∈ LR × Ω | (K,K) > 0 etK ⊥ ω1, ω2}

Il est clair que KΩ est une sous-variété C∞ fermée de LR × Ω. Si (k, [ω]) ∈ KΩ où ω s’écrit de la façon

suivante :

ω = ω1 + iω2

où les ωi ∈ LR, nous avons alors une action de O((·, ·), LR) = O(3, 19) sur KΩ dont l’action est donnée

explicitement par la formule suivante :

g · (K, [ω = ω1 + iω2]) = (gk, [gω1 + igω2])
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En utilisant le fait que (ω, ω) = 0 et (ω, ω̄) > 0, il est facile de voir que cette action est indépendante du

choix du représentant ω.

En suivant les notations de la section précédente, nous définissons l’ensemble.

Définition 7.3

G+
3 = {P ∈ Gr+(3, LR) | (·, ·)|P soit positif définie}

Un argument similaire donné dans la preuve de 6.1 montre que c’est un ouvert de Gr+(3, LR).

Il est également facile de voir que l’action naturelle de O(3, 19) sur LR s’étend de façon évidente àG+
3 .

Lemme 7.4 Posons l’application

Π : KΩ → G+
3

Π(K, [ω1 + iω2]) = P (K,ω1, ω2)

où P (K,ω1, ω2) est le sous-espace orienté par les vecteurs K,ω1, ω2. Cette application donne à KΩ une

structure d’un fibré dont la fibre est isomorphe àR3\{0} et dont le groupe de structures est SO(3). De plus,

Π est équivariant sur les actions de O(3, 19) données plus haut et l’action de O(3, 19) surKΩ est propre.

Pour prouver ce lemme, nous allons avoir besoin de rappeler quelques notions sur les actions propres et

les espaces homogènes.

Proposition 7.5 (Lee, 2012, p 543) Soit G un groupe de Lie agissant de façon lisse sur M une variété de

classes C∞. Les énoncés suivants sont équivalents :

1. L’action deG surM est propre.

2. L’application suivante est propre :

G×M →M ×M

(g, p) ↦→ (g · p, p)
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3. Pour toutes séquences gn dansG et pn dansM , si nous avons que gn · pn et pn, alors gn admet une

sous-suite convergente.

4. SiK ⊂ M est un sous-ensemble compact, alors l’ensemble suivant est relativement compact dans

G :

{g ∈ G | g ·K ∩K ̸= ∅}

Proposition 7.6 (Lee, 2012, p 554) Soit G un groupe de Lie agissant de façon transitive sur un ensemble S.

Si, pour un point s ∈ S, le stabilisateur de s (noté parGs) est fermé, alors S admet une unique structureC∞

qui rend cette action lisse. De plus, l’application suivante est un difféomorphisme qui préserve la structure

deG-espace :

F : G/Gs → S

F (g Gs) = g · s

Également, nous rappelons que l’application quotient π : G→ G/Gs est une submersion.

Lemme 7.7 Soit G un groupe de Lie agissant sur l’espace homogèneM = G/H oùH est un sous-groupe

compact deG, alors l’action deG surM = G/H est propre.

Preuve. Selon la proposition 7.5, il est suffisant de montrer que pour toutes suites gn dans G et pn dansM

telles que pn converge et gn · pn, alors la suite gn admet une sous-suite convergente.

Supposons que pn → p et gn · pn → p′. De plus, notons qn un « relèvement » de la suite pn à G, c’est-

à-dire que nous avons pour tout n π(qn) = pn où π est l’application quotient. En utilisant la compacité

de pH et p′H , il est possible de couvrir ces deux ensembles par des petites boules de manière à obtenir

deux ouverts relativement compacts U et U ′ contenant respectivement pH et p′H . En utilisant le fait que

l’application π est une submersion, nous avons que π est une application ouverte, que les ouverts π(U)

π(U ′) contiennent respectivement les points pH et p′H dans l’espace quotient M et que U et U ′ sont

relativement compacts, nous obtenons que qn et gn · qn admettent une sous-suite convergente dans G. En

utilisant le fait que l’action deG sur lui-même est toujours propre, nous avons par la proposition 7.5 que gn

admet une sous-suite convergente, ce qui montre le résultat souhaité. □
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Lemme 7.8 Supposons que G est un groupe de Lie etM est une variété de classe C∞ munie d’une action

lisse et propre de G. Si q : B → M est un fibré de classe C∞ G-équivariant, c’est-à-dire que B est munie

d’une action lisse de G et que l’application p est G-équivariant, nous obtenons que l’action de G sur B est

également propre.

Preuve. Selon la proposition 7.5, il est suffisant de montrer que pour toutes suites gn dans G et pn dans B

telles que pn converge et gn · pn, alors la suite gn admet une sous-suite convergente. En utilisant le fait que

q est G-équivariant et la continuité de q, nous avons que gnq(pn) et q(pn) sont convergentes dansM . En

utilisant le fait que l’action de G surM est propre avec la proposition 7.5, nous avons que gn admet une

sous-suite convergente, ce qui montre le résultat souhaité. □

Nous pouvons maintenant donner la preuve du lemme 7.4.

Preuve. La première partie est évidente par la construction. Selon le lemme 7.8, pour montrer que l’action

deO(3, 19) est propre surKΩ, il est suffisant de montrer que l’action est propre sur la base. Il est clair que

le groupe O(3, 19) agit transitivement sur G+
3 . Nous allons alors calculer le stabilisateur d’un 3-plan P ∈

G+
3 . Puisque la forme quadratique est positive définie sur P , nous pouvons trouver une base orthonormale

b1, b2, b3 de P et LR = P ⊕ P⊥. En utilisant le fait que la forme quadratique est de signature (3, 19),

nous devons avoir que sa restriction sur P⊥ est négative définie. Ainsi, nous pouvons trouver une base

orthonormale f1, f2, ...f19, ce qui nous donne une base LR donnée par b1, b2, b3, f1, ...f19. Considérons un

élément arbitraire g ∈ O(3, 19) qui fixe P . Un tel g doit être stable sur les sous-espaces P et P⊥. Ainsi, la

représentation matricielle de g dans notre base est donnée par une matrice par blocs de la forme suivante⎛⎝A 0

0 B

⎞⎠
où A ∈ SO(3) et B ∈ O(19). Ce calcul montre que le stabilisateur de P est isomorphe à SO(3)× O(19),

ce qui est un groupe compact. Ainsi, nous avons par la proposition 7.7 que l’action de O(3, 19) est propre

surG+
3 .□

Corollaire 7.9 Le sous-ensemble suivant est un ouvert deKΩ :

KΩ0 = {(k, [ω]) ∈ KΩ | (k, d) ̸= 0 ∀d ∈ ∆Ω}
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Ici,∆ω est l’ensemble des « classes nodales » associées à ω. Nous le définissons par :

∆ω = {d ∈ L | (d, d) = −2 et (d, ω) = 0}

Preuve. Soit ∆ =
⋃︁

[ω]∈Ω∆ω. Pour un élément de d ∈ ∆, nous pouvons définir une « réflexion de Picard-

Lefschetz » associée par la formule usuelle :

rd(x) = x+ (x, d)d

Nous notons parG le groupe des automorphismes deAut(L) généré par les éléments de la formeHd pour

d ∈ ∆. Puisque Aut(L) est un sous-groupe discret de Aut(LR), il en est de même pour G. Considérons un

point p ∈ KΩ0 et U un ouvert relativement compact contenant p. Par la proposition 7.4, nous avons que

l’ensemble

{g ∈ G | gU ∩ U ̸=}

est relativement compact. En utilisant le fait que G est discret, nous déduisons qu’il existe un nombre fini

d’automorphismes rd ayant des points fixes dans U .

En particulier, si nous notons par Hd les points fixes de rd, nous avons que U \ Ud∈DHd est un voisinage

ouvert de p contenu dansKΩ0.□

Lemme 7.10 Soit p : X → S une déformation lisse localement universelle d’une surfaceK3. De plus, nous

supposons que S est contractible. Nous avons les assertions suivantes :

1. La construction suivante

H1,1(X ,R) :=
⋃︂
s∈S

H1,1(Xs,R)

est un sous-fibré vectoriel analytique réel du fibré vectoriel associé au faisceauH2(X ,R) = R2p∗R⊗

CΩ
S . Ici, C

Ω
S dénote le faisceau des fonctions R-analytiques.

2. L’union des cônes de Kähler dansH1,1(X ,R) forme un ouvert.

Preuve. Commençons par la première assertion. Nous savons par Griffiths que H2,0(X ) =
⋃︁

s∈S H
2,0(Xs)

est un sous-fibré holomorphe de H2(X ,C) = R2p∗C ⊗ OS . Puisque notre base S est contractible, nous
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avons que H2,0(X ) et H2(X ,C) sont tous les deux triviaux et que le second est isomorphe à LC × S. En

particulier, nous pouvons complexifier la forme bilinéaire sur L pour obtenir une extension C-bilinéaire sur

H2(X ,C). Si nous prenons σ une section trivialisante globale holomorphe deH2,0(X ), alors nous pouvons

poser l’application de fibrés vectoriels holomorphes suivante :

F : H2(X ,C) → S × C

F (s, v) = (s, (v, σ(s)))

Le fait que notre forme quadratique n’est pas dégénérée nous donne que F est de rang 1. Il est clair que

le noyau est indépendant de notre trivialisation et que cette dernière est tout simplementH2,0(X )⊥. Ainsi,

H2,0(X )⊥ est un sous-fibré holomorphe. Nous avons par définition :

H1,1(X ,R) = H2,0(X ,C)⊥ ∩H2(X ,R)

Ainsi,H1,1(X ,R) varie de façon R-analytique.

Pour la deuxième assertion, considérons un point s0 ∈ S. Donnons-nous également un élément k du cône de

Kähler de Xs0 , que nous noterons Ks0 , avec une classe de Kähler k0. Puisque le cône de Kähler est convexe,

le segment [k, k0] est contenu dans Ks0 . Puisque notre famille est localement universelle, nous savons par

Torelli local que l’application des périodes est localement un isomorphisme. Ainsi, quitte à restreindre S

suffisamment, nous pouvons supposer que l’application des périodes τ : S → Ω est un isomorphisme sur

son image. Nous posons l’application suivante :

KΩ → H1,1(X ,R)

(k, ω) ↦→ (k, τ−1(ω))

Cette application est un homéomorphisme sur son image qui est tout simplement l’union des classes [ω] ∈

H1,1(Xs,R) telle que (ω, ω) > 0. En particulier, le corollaire 7.9 nous permet d’identifier KΩ0 comme un

ouvert deH1,1(X ,R). Nous pouvons alors choisir un ouvert V contenu dansKΩ0 contenant notre interval

[k, k0]. Par compacité de notre intervalle, nous pouvons supposer que l’intersection

V ∩H1,1(Xs,R)× {s}

est connexe pour tout s ∈ S. Par le résultat de Kodaira-Spencer (Kodaira et Spencer, 1960), l’union des

classes de KählerW est un ouvert de H1,1(X ,R). En utilisant le fait que V contient une classe de Kähler,

l’intersection de V ∩W est non vide. L’image de la projection p : H1,1(X ,R) → S de V ∩W sur S nous
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donne un ouvert U de S. L’intersection p−1(U) ∩ V est un ouvert deH1,1(X ,R) dans lequel l’intersection

avec les fibresH1,1(Xs,R)×{s} est connexe et contient une classe de Kähler. En particulier, par la définition

deKΩ0 et la caractérisation du cône de Kähler comme étant la composante connexe de

C+
Xs

\
⋃︂

d∈∆s

Hd

contenant une classe de Kähler, nous déduisons que p−1(U) ∩ V est contenue dans l’union des cônes de

Kähler.□

Nous pouvons maintenant donner une preuve de la proposition 7.1.

Preuve.Φ induit un isomorphismeΦR de fibrésR-analytiques entreH1,1(X ′,R) etH1,1(X ,R). Nous notons

par KX ′ et KX l’union des cônes de Kähler dans H1,1(X ′,R) etH1,1(X ,R) respectivement. Par le lemme

7.10, nous savons que ces derniers sont des ouverts. Posons l’ouvert suivant :

U = p′(KX ′ ∩ (Φ∗
R)

−1(KX ))

Par construction, U correspond aux points s ∈ S tels que Φ∗
R, s envoie un élément du cône de Kähler de X ′

s

sur le cône de Kähler de Xs. Pour montrer la proposition, il est suffisant de montrer que, pour tout s ∈ U ,

Φ∗
R, s est une bijection entre les cônes de Kähler. Le corollaire 2.23 nous dit que les classes effectives sont

déterminées par un élément du cône de Kähler et la forme d’intersection. Ainsi,Φ∗
R, s induit une bijection sur

les classes effectives. Nous pouvons dire la même chose pour le cône positif. Puisque le cône de Kähler est

complètement déterminé par les classes effectives et le cône positif, nous avons que Φ∗
R, s est une bijection

entre les cônes de Kähler. □
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CHAPITRE 8

ESPACE DES CYCLES

Dans ce chapitre, nous commençons par résumer les résultats principaux concernant l’espace des cycles

de Barlet. Nous nous utiliserons les livres de Barlet et Magnússon (Barlet et Magnússon, 2019; Barlet et

Magnússon, 2025) comme références principales.

Dans un deuxième temps, nous présentons un argument de Burns-Rapoport (Burns et Rapoport, 1975) per-

mettant de construire des isomorphismes de surfaces K3 générales à l’aide d’un argument limite sur l’es-

pace des cycles de Barlet.

Dans ce chapitre, nous supposerons les hypothèses suivantes. p : X → S et q : Y → S sont deux familles

lisses de surfacesK3 où la base S est un polydisque centré à l’origine de Cn. Nous assumerons également

un isomorphisme de systèmes locaux

Φ : R2q∗Z → R2p∗Z

jouissant des propriétés suivantes :

1. Pour tout s ∈ S le morphisme induit sur la fibre Φs : H
2(Ys,Z) → H2(X2,Z) est une isométrie.

2. Nous nous munissons d’une suite (sn) dans S qui converge vers 0.

3. Nous demandons pour tout n ∈ N qu’il existe un isomorphisme entre fn : Xsn → Ysn qui vérifie

Φsn = f∗n.

La proposition principale de ce chapitre est la suivante.

Proposition 8.1 Sous les hypothèses citées plus haut, il existe un isomorphisme entre X0 et Y0. De plus, si

Φ0 est une isométrie de Hodge effective, alors il existe un isomorphisme f : X0 → Y0 tel que Φ0 = f∗.

8.1 Résultat sur l’espace des cycles (Barlet)

Nous rappelons la notion de cycles analytiques et parlons de l’espace des cycles introduit par Barlet. Pen-

dant cette section, nous assumerons queX est une variété complexe lisse pas forcément compacte. Nous

utiliserons (Barlet et Magnússon, 2019; Barlet et Magnússon, 2025) comme référence principale.
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Définition 8.2 (Sous-ensemble analytique) Un sous-ensembleZ deX est un sous-ensemble analytique s’il

existe un recouvrement d’ouverts Ui de X tel que Z ∩ Ui = V (f1, f2, ...fN ) où V est le lieu d’annulation

deN fonctions holomorphes définies sur Ui.

Tout sous-ensemble analytique admet une décomposition Z = Zlisse
∐︁
Z1 où Zlisse est un ouvert dense

de Z qui est également une variété lisse (pas nécessairement connexe) et Z1 est un ensemble analytique

dense nulle part.

Dans le cas où Zlisse est connexe, on dit que Z est irréductible et la dimension complexe de Z est par défi-

nition la dimension complexe de Zlisse.

Définition 8.3 (n-cycles analytiques compacts) Soit n ∈ N un entier fixé. Un n-cycle analytique compactZ

est une somme formelle à support fini de sous-ensembles analytiques irréductibles compacts de dimension

n, c’est-à-dire que Z s’écrit comme

Z =
∑︂
i

niZi

pour ni ∈ N. Nous définissons le support de Z comme :

|Z| =
⋃︂

i,ni ̸=0

Zi

Nous notons l’espace des n-cycles analytiques compacts surX par Cn(X).

L’espace des n-cycles Cn(X) admet la structure d’un espace topologique dont la topologie est appelée la

topologie de Barlet. Le premier résultat important concernant la topologie de cet espace est le théorème

de compacité de Bishop.

Théorème 8.4 (Compacité de Bishop) (Barlet et Magnússon, 2019, p 438) Soit A une partie de Cn(X).

Pour queA soit relativement compact, il est nécessaire et suffisant que les conditions suivantes soient véri-

fiées :

1. Il existe un sous-ensemble compactK deX tel que pour tout A ∈ A, |A| ⊂ K.

2. Pour une métrique hermitienne h surX , il existe une constanteM telle que pour tout A ∈ A nous

avons volh(A) ≤M .
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Ici, volh(A) est le volume induit par la métrique sur la partie lisse de A.

Le second résultat concerne les composantes connexes de cette espace, mais avant nous devons rappeler

la classe de cohomologie d’un sous-ensemble analytique irréductible compact.

Définition 8.5 (La classe cohomologique d’un n-cycles à support compact) (Voisin, 2002, p 270) SoitZ un

sous-ensemble analytique irréductible compact de X de codimension complexe r, alors il existe une classe

de cohomologie de [Z] ∈ H2r(X,Z). Pour ce faire, commençons par décomposer Z = Zlisse
∐︁
Z1. Main-

tenant, Z \ Z1 est une sous-variété lisse deX \ Z1. De plus, nous savons que le morphisme de restriction

H2r(X,Z) → H2r(X \ Z1,Z)

est un isomorphisme. Notons par NZ le fibré normal de Z \ Z1 dans X \ Z1. Nous avons l’isomorphisme

de Tom :

T : H0(Z \ Z1,Z) → H2r(NZ,NZ \ 0,Z)

En utilisant le théorème de voisinage tubulaire couplé avec le théorème d’excision, nous obtenons le mor-

phisme suivant :

α : H2r(NZ,NZ \ 0,Z) → H2r(X \ Z1, Z \ Z1,Z) → H2r(X \ Z1)

Ici, le dernier morphisme est le morphisme de restriction en cohomologie relative. Dans ce cas, la classe de

Z est définie par :

[Z] = α ◦ T (1Z\Z1
)

Dans le cas où Z est un élément général deCr(X) dont sa décomposition en composantes irréductibles est

donnée par

Z =
∑︂
i

niZi

nous définissons la classe de Z par extension linéaire : [Z] =
∑︁

i ni[Zi].

Théorème 8.6 (Composantes connexes dans la topologie de Barlet) (Barlet et Magnússon, 2025, p 214)

Soient Z1, Z2 ∈ Cr(X) deux cycles contenus dans la même composante connexe de Cn(X), alors [Z1] =

[Z2] dansH2r(X,Z).
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8.1.1 Remarque dans le cas relatif

Définition 8.7 Soit f :M → N une application holomorphe entre deux variétés lisses. Un n-cycle relatif à

f , Z, est un n-cycle deM tel qu’il existe un y ∈ N tel que |Z| ⊂ f−1(y). Dans cas, nous avons également

que Z ∈ Cn(f
−1(y)). La collection de tous les n-cycles relatifs à f est notée par Cn(f).

Nous aurons besoin du résultat suivant.

Théorème 8.8 (Barlet et Magnússon, 2019, p 413) Si f : M → N est une application holomorphe entre

deux variétés lisses, alors pour tout n ∈ N, Cn(f) est un sous-ensemble fermé de Cn(X).

8.2 Application dans le cas du graphe d’un isomorphisme

Puisque la proposition 8.1 est de nature locale sur S, quitte à restreindre S à un plus petit polydisque, nous

pouvons assumer en utilisant le théorème d’Ehresmann que X ,Y et X ×S Y sont tous les trois des fibrés

C∞ triviaux. Nous notons également par h : X ×S Y → S la projection. Il est facile de voir que h doit être

également propre en raison du fait que p et q sont propres.

Définition 8.9 (Décomposition de Künneth) Rappelons que siX et Y sont deux variétés lisses, compactes

et orientables de dimensionsn etm respectivement, alors nous avons la décomposition suivante surHm(X×

Y )modulo torsion :

m⨁︂
k=0

hom(Hk(Y ), Hk(X)) ≃
m⨁︂
k=0

Hk(Y )∗ ⊗Hk(X)

≃
m⨁︂
k=0

Hm−k(Y )⊗Hk(X)

≃ Hm(X × Y )

Le deuxième isomorphisme est obtenu par dualité de Poincaré et le troisième est donné par la formule

de Künneth. Nous appelons cet isomorphisme la décomposition de Künneth et appelons les éléments de

hom(Hk(Y ), Hk(X)) les éléments de degré k. Une description explicite de cette décomposition pour un
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élément [τ ] ∈ Hm(X × Y ) est donnée par la formule suivante pour tout k :

[τ ]∗ : Hk(Y ) → Hk(X)

[γ] ↦→ p∗(q
∗[γ] ∪ [τ ])

Ici, p : X × Y → X et q : X × Y → Y sont les projections et p∗ est le morphisme de Gysin. Dans le cas où

[Γf ] est le graphe d’une application continue f , nous trouvons que [Γf ]
∗ = f∗.

Proposition 8.10 (Limite de cycles) Pour tout n ∈ N fn : Xsn → Ysn nous notons Γn le 4-cycle associé au

graphe dans Xsn × Ysn du morphisme fn. Par définition, nous avons que Γn ∈ C4(h) pour tout n ∈ N .

Sous ces hypothèses, nous avons qu’il existe une sous-suite Γn qui converge vers un cycle Γ∞ contenu dans

C4(X0 × Y0).

Preuve. Par un résultat dû à Kodaira-Spencer (Kodaira et Spencer, 1960), nous pouvons trouver unemétrique

hermitienneH sur X ×S Y telle que la forme fondamentale ω restreinte aux fibres ωs := ω|h−1(s) est une

forme de Kähler variant de façon C∞ sur la base.

Nous allons maintenant vérifier les hypothèses du théorème de compacité de Bishop 8.4. Puisque sn est une

suite convergente, nous avons que l’ensembleK = {sn}n∈N ∪ {0} est un compact. En utilisant le fait que

h est propre, nous obtenons que h−1(K) est compact. Ainsi, nous avons

⋃︂
n∈N

|Γn| ⊂ h−1(K)

ce qui montre la première condition. Pour la deuxième condition, nous utilisons la formule deWirtinger pour

obtenir pour tout n ∈ N :

VolH(Γn) =
1

2

∫︂
Γn

ω2
n|Γn =

1

2

∫︂
Xsn×Ysn

ω2
n ∧ [Γn] (8.1)

Ici, [Γn] est la classe de Poincaré duale de Γn. Soit s ∈ S, nous avons par notre isomorphisme de systèmes

locaux unmorphisme induit sur la fibreΦs : H
2(Ys,R) → H2(Xs,R) qui nous permet d’obtenir un élément

deH4(Xs × Ys,R) par la décomposition de Künneth. De plus, nous avons l’égalité suivante

[Γn] = [Φsn ] + p∗sn [αsn ] + q∗sn [βsn ]
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où les ps et qs sont la restriction de p et q sur la fibreXs etYs respectivement etαs etβs sont des générateurs

pourH4(Xs) etH4(Ys). En utilisant le fait que X ×S Y est trivial, nous pouvons trouver une trivialisation

C∞

F : S ×X0 × Y0 → X ×S Y

induisant un difféomorphisme entre Fs : X0 × Y0 → Xs × Ys pour tout s ∈ S. Considérons l’application

g : S → R définie par la formule suivante :

g(s) =
1

2

∫︂
X0×Y0

F ∗
s

(︁
ω2
s ∧ ([Φs] + p∗s[αsn ] + q∗s [βsn ])

)︁
=

1

2

∫︂
X0×Y0

F ∗
s ω

2
s ∧ F ∗

s [Φs] + F ∗
s ω

2
s ∧ (p∗0[α0] + q∗0[β0])

Clairement, l’application g varie de façon C∞ et par la formule 8.1 nous avons que g(sn) = volH(Γn) pour

tout n. En utilisant le fait que sn → 0, nous concluons que le volume des Γn est uniformément borné.

Ainsi, le théorème de Bishop nous permet d’extraire une sous-suite convergente qui converge vers un 4-cycle

Γ∞. Le fait que Γ∞ est dans C4(X0 × Y0) est une application directe du théorème 8.1.1. □

Corollaire 8.11 Nous avons que [Γ∞]∗ est un isomorphisme d’anneaux et concorde avec Φ0 en degré 2.

Preuve. Pour un n0 assez grand, nous avons que, pour tout n ≥ n0, Γn est dans la même composante

connexe que Γ∞ . En particulier, nous pouvons appliquer le théorème 8.1 pour obtenir que Γn et Γ∞ sont

dans la même classe de cohomologie dans H4(X × Y ). En utilisant le fait que [Γn]
∗ = f∗ = Φsn couplé

avec le fait queH4(X × Y ) ≃ H4(Xs × Yn), nous déduisons que [Γ∞]∗ est un isomorphisme et concorde

avec Φ0.□

Le point crucial de l’argument résulte dans la proposition suivante qui est une adaptation de la preuve

donnée dans l’article de Burns et Rapoport (Burns et Rapoport, 1975, p 248) :

Proposition 8.12 Le cycle Γ∞ se décompose de la façon suivante

Γ∞ = ∆f +
∑︂
i

Ci ×Di
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où∆f est le graphe d’un isomorphisme entreX0 et Y0 et lesCi etDi sont des courbes surX0 et Y0 respec-

tivement. De plus, nous avons que les classes Ci × Cj agissent de la façon suivante enH2 :

[Ci ×Di]
∗ : H2(Y0,Z) → H2(X0,Z)

[Ci ×Di]
∗ω = (ω,Di)Ci

Preuve. Considérons la décompositionΓ∞ = Z1+Z2+Z3+Z4+Z5+Z6 dont les composantes irréductibles

se projettent surX0 et Y0 selon le tableau suivant :

Composantes irréductibles Zi projection surX0 projection sur Y0

Composantes irréductibles Z1 X0 Y0

Composantse irréductibles Z2 courbe courbe

Composantes irréductibles Z3 point Y0

Composantes irréductibles Z4 X0 point

Composantes irréductibles Z5 X0 courbe

Composantes irréductibles Z6 courbe Y0

Nous noterons par 1X et 1Y l’élément neutre de l’anneau de cohomologie deH∗(X0) etH∗(Y0) respective-

ment. De plus, αX et αY sont des générateurs compatibles avec l’orientation deH4(X0) etH4(Y0), ce qui

nous donne queαX×Y = αX∪αY est un générateur deH8(X0×Y0). Notons parZ ⊂ Zi une composante

irréductible, nous allons maintenant faire une analyse cas par cas sur i. Rappelons que :

[Z]∗ : H∗(Y ) → H∗(X)

[Z]∗ω = q∗([Z] ∪ p∗ω)

De plus, nous fixons unω ∈ H∗(Y0) que nous décomposons par le degréω = ω0+ω2+ω4 oùωk ∈ Hk(Y0).

Cas Z ⊂ Z1

Notons n ̸= 0 etm ̸= 0 les degrés de projection de Z surX0 et Y0 respectivement. Ceci nous revient à dire

cohomologiquement que [Z] ∪ p∗αX = nαX×Y et [Z] ∪ q∗αY = mαX×Y . En utilisant la définition du

morphisme de Gysin, nous obtenons∫︂
X0

p∗αX×Y =

∫︂
X0×Y0

αX×Y = 1
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ce qui nous donne que p∗αX×Y = αX . Nous avons également∫︂
X0

p∗[Z] ∧ αX =

∫︂
X0×Y0

[Z] ∧ p∗αX =

∫︂
X0×Y0

αX×Y = n

ce qui montre que p∗[Z] = n1X . De ces deux calculs, nous déduisons :

[Z]∗(1Y ) = p∗([Z]) = n1X

[Z]∗(αY ) = p∗([Z] ∪ q∗αY ) = p∗(mαX×Y ) = mαX

Cas Z ⊂ Z2

Dans ce cas, nous avons Z = C ×C ′ et [Z] = p∗[C]∪ q∗[C ′]. Pour des raisons de dimension, il est facile de

voir que [Z]∗ω0 = 0 et [Z]∗ω4 = 0. Pour un τ ∈ H2(X0), nous avons le calcul suivant, en utilisant Fubini,∫︂
X0

p∗(p
∗[C] ∧ q∗[C ′] ∧ q∗ω2) ∧ τ =

∫︂
X0×Y0

p∗([C] ∧ τ) ∧ q∗([C ′] ∧ ω2)

=

(︃∫︂
X0

[C] ∧ τ
)︃(︃∫︂

Y0

[C ′] ∧ ω2

)︃
ce qui montre :

[Z]∗ω = ([C ′], ω2)[C]

Cas Z ⊂ Z3

Dans ce cas, nous avons queZ = pt×Y0, ce qui nous donne [Z] = p∗αX ∪ q∗1Y = p∗αX . Pour des raisons

de dimension, il est facile de voir que [Z]∗ω0 = 0 et [Z]∗ω2 = 0. Considérons le calcul suivant :

[Z]∗(αY ) = p∗(p
∗αX ∪ q∗αY ) = p∗(αX×Y ) = αX

Ainsi, nous avons

[Z]∗(ω) = deg(ω4)αX

où deg(ω4) =
∫︁
Y0
ω4.

Cas Z ⊂ Z4
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Dans ce cas, nous avons queZ = X0×pt, ce qui nous donne [Z] = p∗1X ∪q∗αY = q∗αY . Pour des raisons

de dimension, il est facile de voir que [Z]∗ω4 = 0 et [Z]∗ω2 = 0. Considérons le calcul suivant :

[Z]∗1Y = p∗(q
∗αY ) = αX

Conséquemment, nous avons

[Z]∗ω = deg(ω0)αX

où deg(ω0) =
∫︁
Y0
ω0 ∧ αY .

Cas Z ⊂ Z5

Dans ce cas, Z est projeté de degré n surX0 sur une courbeC ′ dans Y0, ce qui nous donne cohomologique-

ment que [Z] ∪ p∗αX = nαX×Y et [Z] ∪ q∗αY = 0. Ainsi, nous avons :

[Z]∗1Y = p∗([Z] ∪ q∗αY ) = n1X

Puisque q(Z) ⊂ C, nous pouvons choisir un représentant de la forme αY dont son support est dans le

complément de C, ce qui nous donne que [Z] ∪ q∗αY = 0. Ainsi, nous avons :

[Z]∗αY = 0

De plus, la condition que q(Z) ⊂ C ′ implique également que si ω ∈ H2(Y0) vérifie (ω, [C]) = 0, alors

q∗ω = 0. Conséquemment, nous avons que (ω, [C]) = 0 implique que [Z]∗ω = 0.

Cas Z ⊂ Z6

Nous avons que Z est projeté sur une courbe C dans X0 et projeté de degré m sur Y0, ce qui nous donne

[Z] ∪ q∗αY = mαX×Y . Nous avons donc :

[Z]∗αY = p∗([Z] ∪ q∗αY ) = mαX

Puisque p(Z) ⊂ C, nous pouvons représenter αX par une forme dont le support est dans le complément

de C, ce qui nous donne : ∫︂
X0

p∗([Z] ∧ 1Y ) ∧ αX =

∫︂
X0×Y0

[Z] ∧ αY = 0

Ceci montre que [Z]∗1Y = 0. De plus, la condition que p(Z) ⊂ C implique également que pour tout

ω ∈ H2(X0 × Y0), p∗([Z] ∪ ω) ∈ Z [C]. Conséquemment, nous avons que [Z]∗ω ∈ Z [C].
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Par l’analyse précédente, toutes les formes ω ∈ H2,0(Y0) se font annuler par [Z2]
∗, ...[Z6]

∗. En utilisant

le fait que [Γ∞]∗ est un isomorphisme en H2, nous avons que Z1 ̸= 0. De plus, puisque Γ∞ induit un iso-

morphisme entreH4(Y,Z) etH4(X,Z), nous avons que Z1 est irréductible, Z3 = Z6 = 0 et la restriction

q|Z1 : Z1 → Y0 est biméromorphique. Un argument similaire en H0 nous donne que Z4 = Z5 = 0 et la

projection p|Z1 : Z1 → X0 est biméromorphique. Conséquemment, Z1 induit est le graphe d’une applica-

tion biméromorphique f : X0 → Y0. Or ce sont des surfaces absolument minimales donc Z1 doit être le

graphe d’un isomorphisme, ce qui montre la décomposition souhaitée :

[Γ∞] = ∆f +
∑︂
i

Ci ×Di

□

Nous pouvons maintenant donner la preuve de la proposition principale 8.1.

Preuve. Par la proposition 8.10, quitte à remplacer par une sous-suite, nous avons Graphe(fn) = Γn → Γ∞

convergent vers un cycle Γ∞ de dimension 2 pure, ce qui induit [Γ∞]∗ un isomorphisme d’anneaux sur les

anneaux de cohomologies et concorde avec Φ0 sur enH2 par le corollaire 8.11. La proposition de 8.12 nous

dit que nous avons la décomposition suivante

Γ∞ = ∆f +
∑︂
i

Ci ×Di

où f est un isomorphisme. Nous posons C ′
i = (f∗)−1(Ci) etD′

i = (f∗)−1(Di) et considérons :

ψ := (f∗)−1 ◦ [Γ∞]∗ : H2(S′,Z) → H2(S′,Z)

ψ(x) = x
∑︂
i

(x,C ′
i)[Di]

Puisque Φ0 = [Γ]∗ en degré et que Φ0 est une isométrie de Hodge effective, nous avons également que ψ

l’est aussi par composition. Ainsi, par la proposition 2.27, nous avons que= Γ∞ = ∆f et f∗ = Φ0 en degré

2.□
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CHAPITRE 9

LE THÉORÈME DE TORELLI POUR LES SURFACES K3

9.1 Preuve des théorèmes principaux

Nous pouvons maintenant prouver le théorème de Torelli dans toute sa généralité.

Théorème 9.1 (Théorème de Torelli pour les surfaces K3) SoientX0 etY0 deux surfaces K3 etϕ∗ : H2(Y0,Z) →

H2(X0,Z) une isométrie de Hodge effective, alors il existe un isomorphisme f : S → S′ tel que f∗ = ϕ∗.

Preuve. Quitte à faire des restrictions, nous pouvons supposer que les familles de Kuranishi (théorème 5.1)

sont remplacées par des familles localement universelles p : X → SX et q : Y → SY . Celles-ci sont sur une

même base SX = SY qui est un petit polydisque centré à l’origine de C20. L’isométrie ϕ∗ : H2(Y0,Z) →

H2(X0,Z) s’étend à un isomorphisme de systèmes locaux

Φ∗ : R2q∗Z → R2p∗Z

induisant une isométrie sur toutes les fibres. Si nous marquons la fibre X0, nous obtenons un marquage

pour la famille X

α : R2p∗Z → L

ce qui nous donne le marquage α ◦Φ∗ : R2q∗Z → L pour la famille Y . Nous obtenons les applications des

périodes τX : SX → Ω et τY : SY → Ω respectivement. Puisque ϕ∗ préserve la structure de Hodge, nous

avons que τY (0) = τX(0). En appliquant le théorème de Torelli local 5.1, nous savons que τX : SX → Ω et

τY : SY : Ω sont des isomorphismes locaux. Ainsi, en considérant des restrictions appropriées sur les ouverts

SX et SY au voisinage de l’origine, nous pouvons supposer que l’application suivante est biholomorphe :

h := τ−1
Y ◦ τX : SX → SY

Nous avons alors le diagramme commutatif suivant de produits fibrés :

h∗Y Y

SX SY

h∗

q′ q

h
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En considérant l’isomorphisme de systèmes locaux

Ψ∗ = Φ∗ ◦ (h∗)−1 : R2q′∗Z → R2p∗Z

et lemarquage induitα◦Ψ, nous obtenons par construction que l’application des périodes de h∗Y etX est la

même pour tout point de SX et queΨ∗
0 = ϕ∗. En utilisant le fait que ϕ∗ est une isométrie de Hodge effective,

le lemme 2.25 nous dit que Ψ∗
0 induit une bijection entre le cône de Kähler de Y0 et X0. En appliquant la

proposition 7.1, nous savons que l’ensemble des s ∈ SX , tel que Φ∗
s induit une bijection entre les cônes de

Kähler de h∗Ys etXs, est un ouvert. Conséquemment, nous pouvons remplacer SX par un voisinage ouvert

de l’origine vérifiant cette propriété. Par le lemme 2.25, nous avons queΨ∗
s est maintenant une isométrie de

Hodge effective. Par le théorème de densité 6.1, nous savons qu’il existe une suite sn → 0 telle que la période

de q∗Ysn etXsn est celle d’une surface de Kummer projective exceptionnelle. Par le lemme 2.13, nous avons

que XSn et YSn ont une isométrie de Hodge avec une surface de Kummer K3 projective. Conséquemment,

en appliquant le théorème de Torelli faible 4.19, nous avons que ces surfaces sont biholomorphes à des

surfaces de Kummer projectives. En utilisant le fait que Ψ∗
sn est une isométrie de Hodge effective, nous

pouvons appliquer le théorème de Torelli pour les surfaces de Kummer projectives 4.18 pour obtenir que

Ψ∗
sn est réalisé par un isomorphisme :

fn : Xsn → h∗Ysn

Conséquemment, le résultat de Burns-Rapoport 8.1 nous dit qu’il existe un isomorphisme f : X0 → Y0 qui

réalise ϕ∗ □

Théorème 9.2 (Torelli faible pour les surfaces K3) Soient S et S′ deux surfaces K3 qui possèdent une iso-

métrie de Hodge

ϕ∗ : S′ → S

alors S et S′ sont biholomorphes.

La preuve est essentiellement la même que pour le théorème 4.19.

Preuve. Puisque ϕ∗ est une isométrie, ϕ∗ préserve les éléments positifs. Conséquemment, ϕ∗ envoie le cône

de Kähler C+
S′ sur C+

S ou −C+
S . Quitte à composer ϕ avec −Id, nous pouvons supposer que nous sommes

109



dans le premier cas. La proposition 2.30 nous dit que nous pouvons trouver un élément g ∈ WS tel que

g ◦ ϕ∗ préserve le cône de Kähler. Conséquemment, la proposition 9.1 nous dit que g ◦ ϕ∗ est une isométrie

de Hodge et nous pouvons appliquer le théorème précédent pour obtenir que S′ et S sont biholomorphes.

□

9.2 Quelques applications

Corollaire 9.3 Un point ω ∈ Ω correspond à une unique surface K3 kählérienne S marquée.

Une application que nous pouvons faire de cela est que toutes les surfaces K3 sont difféomorphes.

Proposition 9.4 Toutes les surfaces K3 sont difféomorphes en tant que variétés différentielles de dimension

4.

Preuve. En utilisant le théorème de Torelli local 5.1 et le corollaire 9.3, nous savons que n’importe quel point

ω ∈ Ω admet un voisinage ouvert U donné par une famille de Kuranishi. Par Ereshmann, toutes les surfaces

dans cette famille de Kuranishi sont difféomorphes. Conséquemment, le corollaire 9.3 nous dit que toutes

les surfaces K3 marquées dont la période est dans U sont difféomorphes. Le résultat suit alors du fait que Ω

est connexe.□

Corollaire 9.5 Toutes les surfaces K3 sont simplement connexes.

Preuve. Nous savons que la quartique de Fermat est une surface K3 2.2 :

x4 + y4 + z4 + w4 = 0

De plus, elle est simplement connexe par le théorème de Lefschetz sur les hyperplans. Le résultat découle

alors de la proposition précédente 9.4. □
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CONCLUSION

La preuve que nous avons donnée du théorème de Torelli pour les surfaces K3 se base sur les articles origi-

naux de (Pjateckĭı-Šapiro et Šafarevič, 1971) et (Burns et Rapoport, 1975). Cependant, de nouvelles approches

ont été découvertes depuis. Une preuve particulièrement intéressante reformule le théorème de Torelli en

un énoncé sur les groupes d’holonomie d’une surface K3. Cette preuve est notamment donnée dans le livre

(Huybrechts, 2011).

Une autre avenue intéressante à explorer est celle du cas des variétés hyper-kählériennes. Ces variétés sont

caractérisées par l’existence d’une 2-forme holomorphe symplectique. L’énoncé naïf du théorème de Torelli

serait un énoncé de la forme suivante :

SoientX etX ′ deux variétés hyper-kählériennes. S’il existe une isométrie de structures de Hodge de

poids 2 vérifiant des conditions de compatibilité avec la forme holomorphe symplectique, alors X etX ′

sont isomorphes.

Cependant, un tel énoncé est trop optimiste et il est possible de construire des contre-exemples dans le

cas holomorphe (Debarre, 1984) et même dans le cas biméromorphe (Namikawa, 2002). Malgré cela, les

structures de Hodge de poids 2 ont quandmême un rôle à jouer sur l’étude des variétés hyper-kählériennes.

Le théorème de Torelli obtenu dans (Verbitsky, 2013) est de façon informelle un énoncé sur l’injectivité

générique de l’application des périodes

P : MΓ → ΩΓ

où MΓ est un espace de modules des variétés hyper-kählériennes marquées dont H2 est isomorphe au

réseau Γ et ΩΓ est le domaine des périodes associé (Huybrechts, 2011, Section 1.2). En particulier, une

question intéressante est de se demander comment le théorème de Verbitsky se relie au théorème de

Torelli classique sur les surfaces K3, ce qui est discuté brièvement dans l’article de Huybrechts (Huybrechts,

2011, Section 6.3).
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