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RÉSUMÉ

Nous considérons ici une compagnie qui possède deux plans d’investissement, vérifiant certaines condi-
tions, et qui paie des dividendes. En 1996, Radner et Shepp dans (Radner et Shepp, 1996) déterminent une
stratégie optimale pour une telle compagnie, lorsque le dividende est continu. Plus tard en 2008, Schmidli
dans (Schmidli, 2008) trouve une stratégie optimale pour une compagnie possédant un seul plan d’inves-
tissement, lorsque le dividende est absolument continu avec un taux borné, puis lorsque le dividende est
continu. Dans ce mémoire, nous reformulons le problème souligné dans (Radner et Shepp, 1996) de façon
similaire à celui de Schmidli dans (Schmidli, 2008). Ensuite, nous généralisons le travail de Schmidli, pour
une compagnie possédant deux plans d’investissement. À chaque fois, nous faisons des tests de sensibilité.

MOTS CLÉS : contrôle stochastique ; processus stochastiques ; stratégie optimale ; seuils.
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INTRODUCTION

Les actuaires se sont toujours fixés pour objectif d’améliorer la stabilité financière des compagnies d’assu-

rance. En 1903, Lundberg dans (Lundberg, 1903), introduit le modèle classique de risque collectif. Le risque

d’une compagnie d’assurance était alors mesuré par sa probabilité de ruine. On pourrait se référer à (Cra-

mér, 1930) et (Cramér, 1955). La décision optimale était de minimiser la probabilité de ruine, soit par la ré-

assurance et/ou les investissements. On pourrait se référer à (Azcue et Muler, 2014), (Hipp et Plum, 2000),

(Schmidli, 2002) et (Schmidli, 2008). Mais minimiser la probabilté de ruine sur un horizon infini, suppose

que la compagnie laisse le surplus croître à l’infini. Ceci est peu plausible, car une compagnie ancienne se

retrouve à détenir un surplus plus élevé qu’une compagnie nouvelle, même si les deux compagnies sont

dans la même industrie, et donc possèdent le même risque. Par conséquent, il faut trouver un moyen de

distribuer le surplus.

Bruno de Finetti dans (de Finetti, 1957), introduit alors la stratégie de paiement de dividendes. Le dividende

est distribué aux actionnaires, et non aux détenteurs de police. La décision optimale de la compagnie ici, est

de maximiser la valeur présente des dividendes payés jusqu’à la ruine de la compagnie. Bruno de Finetti a

résolu le problème de la stratégie optimale de paiement de dividendes, dans le cas d’une marche aléatoire.

Après cela, Gerber dans (Gerber, 1969), étudie le problème dans le cadre d’unmodèle de Cramér-Lundberg.

Gerber et Shiu dans (Gerber et Shiu, 2004), poursuivent l’étude du problème dans le cadre d’un modèle de

diffusion.Mais l’inconvénient de l’approche de paiements de dividendes, est que sous la stratégie optimale,

la ruine est presque certaine.

Dans tout ce qui est cité plus haut, la compagnie d’assurance dont on veut étudier la solvabilité, n’a qu’un

seul plan d’investissement, c’est-à-dire que la dynamique du processus de surplus est fixée au départ et

ne peut être modifiée. En 1996, Radner et Shepp dans (Radner et Shepp, 1996), considèrent le cas où la

compagnie d’assurance possède plusieurs plans d’investissements qui ne se dominent pas les uns les autres.

Les auteurs ici, supposent que la compagnie paie des dividendes et déterminent une stratégie corporative

optimale, c’est-à-dire un meilleur choix de plan d’investissement et de paiement de dividendes.

À la même époque, Jeanblanc-Picqué et Shiryaev dans (Jeanblanc-Picqué et Shiryaev, 1995), reprennent le

travail de Radner et Shepp pour un seul plan d’investissement. Ils supposent d’abord que, le dividende payé

est absolument continu, avec un taux borné. Ensuite, ils considèrent le cas où le dividende est croissant et
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continu à droite. Plus tard en 2008, Schmidli dans (Schmidli, 2008), reprend le travail de Jeanblanc-Picqué

et Shiryaev, avec une autre approche et présente les résultats différemment.

Dans le présent mémoire, nous faisons une généralisation de ce que Schmidli a fait dans (Schmidli, 2008).

Nous trouvons une stratégie corporative optimale pour une compagnie possédant deux plans d’investis-

sement et payant des dividendes. Nous reformulons le problème souligné dans (Radner et Shepp, 1996)

de façon similaire à celui de Schmidli dans (Schmidli, 2008). Nous considérons le cas où le dividende est

continu, puis le cas où il est absolument continu avec un taux borné, ce qui n’avait pas encore été considéré

dans la littérature.

Le mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous faisons un rappel du problème

classique d’optimisation de dividendes. Nous nous inspirons de ce qui a été fait dans (Jeanblanc-Picqué et

Shiryaev, 1995) et (Schmidli, 2008).

Dans le deuxième chapitre, nous trouvons une stratégie corporative optimale pour une compagnie pos-

sédant deux plans d’investissement et payant des dividendes continus. Le problème ayant été reformulé

comme dans (Schmidli, 2008), nous nous assurons que si la compagnie ne possède qu’un seul plan d’in-

vestissement, nous retrouvons bien le résultat énoncé dans (Schmidli, 2008). Nous faisons une analyse

numérique et étudions le comportement de la stratégie optimale en fonction des paramètres des plans

d’investissement.

Le troisième chapitre contient le résultat principal du mémoire, qui est nouveau dans la littérature. Le cha-

pitre traite le cas où le dividende est absolument continu avec un taux borné, et la compagnie possède deux

plans d’investissement. Nous montrons que lorsque la borne tend vers l’infini, nous retrouvons le cas du

Chapitre 2, où le dividende est continu. Ici aussi, nous étudions le comportement de la stratégie optimale

en fonction des paramètres des plans d’investissement.
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CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LE PROBLÈME CLASSIQUE D’OPTIMISATION DE DIVIDENDES

Dans tout le mémoire, (Ω,F ,P) est un espace de probabilités et W = {Wt, t ≥ 0} est un mouvement

brownien standard défini sur cet espace. De plus, {Ft, t ≥ 0} est la filtration naturelle deW .

Dans ce chapitre, nous faisons des rappels sur le problème d’optimisation de dividendes, pour un modèle

de diffusion, en nous basant sur (Jeanblanc-Picqué et Shiryaev, 1995) et (Schmidli, 2008). La compagnie

d’assurance, dont on veut étudier la solvabilité, paie des dividendes et n’a qu’un seul plan d’investissement

(µ, σ2). Le paramètre µ est le rendement de l’investissement, c’est-à-dire le rapport du bénéfice net perçu

sur l’investissement, par le capital investi. Le paramètre σ2 est la variance, et elle mesure la variabilité du

rendement.

Le processus de surplus de la compagnie est décrit par

Xt = X0 + µt+ σWt,

avecX0 ≥ 0. On applique un contrôle à ce surplus, à l’aide d’un processus croissant Z = {Zt, t ≥ 0}, qui

est ici le paiement cumulatif de dividendes fait par la compagnie, de telle sorte que le processus contrôlé

s’écrit

XZ
t = Xt − Zt.

Remarque 1.1 Dans ce chapitre, nous survolons les preuves car des preuves plus générales et détaillées sont

données aux Chapitres 2 et 3.

Nous allons d’abord considérer le cas où le processus Z est continu, ensuite le cas où il est absolument

continu avec un taux borné.

1.1 Dividende croissant et continu

Le processus de surplus contrôlé est alors donné par

dXZ
t = µdt+ σdWt − dZt.

3



On définit le temps de la ruine correspondant par

τZ = inf{t ≥ 0 | XZ
t < 0}.

Le processus Z = {Zt, t ≥ 0} est une stratégie admissible s’il estFt -adapté, continu et croissant. On note

Z l’ensemble des stratégies admissibles. La fonction valeur de la stratégie Z est définie par :

V Z(x) = Ex

[︄∫︂ τZ

0
e−rtdZt

]︄
, x ∈ [0,∞),

où r > 0 est un taux d’escompte donné. La fonction valeur optimale est définie par :

V (x) = sup
Z∈Z

V Z(x), x ∈ [0,∞).

Une stratégie optimale est une stratégie qui maximise la fonction valeur optimale. Plus précisément, une

stratégie Z∗ est dite optimale si on a V Z∗
(x) = V (x) pour tout x ∈ [0,∞).

1.2 Lemme de vérification

Le lemme suivant permet de résoudre le problème d’optimisation.

Lemme 1.2 (Lemme de vérification) Soit V̄ une fonction positive définie sur [0,∞), deux fois continûment

différentiable, telle que V̄ (0) = 0, et qui vérifie pour x > 0,

max{1
2σ

2V̄
′′
(x) + µV̄

′
(x)− rV̄ (x), 1− V̄

′
(x)} ≤ 0.

Alors, on a V (x) ≤ V̄ (x), pour tout x ≥ 0.

Preuve. Ici, nous survolons la preuve car une preuve plus détaillée est donnée au Chapitre 2, pour un cas plus

général.

Considérons Z = {Zt, t ≥ 0}, une stratégie admissible et un réel h > 0. On pose XZ
0 = x et on écrit la

Formule d’Itô

e−r(τZ∧h)V̄
(︁
XZ

τZ∧h
)︁
− V̄ (x) =

∫︂ τZ∧h

0
e−rt

(︁
µV̄

′
(XZ

t ) +
1
2σ

2V̄
′′
(XZ

t )− rV̄ (XZ
t )

)︁
dt

+

∫︂ τZ∧h

0
e−rtσV̄

′
(XZ

t )dWt −
∫︂ τZ∧h

0
e−rtV̄

′
(XZ

t )dZt.

(1.1)

4



La fonction t ↦→ e−rt et le processus
{︂
V̄

′
(XZ

t ), t ≥ 0
}︂
sont bornés sur [0, τZ ∧ h]. Il en est de même du

processus
{︂
e−rtσV̄

′
(XZ

t ), t ≥ 0
}︂
. On sait alors que l’intégrale stochastique∫︂ τZ∧h

0
e−rtσV̄

′
(XZ

t )dWt

a une espérance nulle.

Pour l’intégrale stochastique de Stieltjes ∫︂ τZ∧h

0
e−rtV̄

′
(XZ

t )dZt,

et parce qu’on suppose V̄ ′
(XZ

t ) ≥ 1, on a∫︂ τZ∧h

0
e−rtV̄

′
(XZ

t )dZt ≥
∫︂ τZ∧h

0
e−rtdZt.

Avec la propriété de monotonie de l’espérance, l’équation (1.1) devient

Ex

[︂
e−r(τZ∧h)V̄ (XZ

τZ∧h)
]︂
≤ V̄ (x)− Ex

[︄∫︂ τZ∧h

0
e−rtdZt

]︄
. (1.2)

Par le Théorème de convergence dominée, on a

lim
h→∞

Ex

[︂
e−r(τZ∧h)V̄ (XZ

τZ∧h)
]︂
= Ex

[︃
lim
h→∞

e−r(τZ∧h)V̄ (XZ
τZ∧h)

]︃
= 0.

Par le Théorème de convergence monotone, on a

lim
h→∞

Ex

[︄∫︂ τZ∧h

0
e−rtdZt

]︄
= Ex

[︄
lim
h→∞

∫︂ τZ∧h

0
e−rtdZt

]︄
= Ex

[︄∫︂ τZ

0
e−rtdZt

]︄
.

En faisant tendre h vers l’infini dans l’équation (1.2), on obtient

V Z(x) = Ex

[︄∫︂ τZ

0
e−rtdZt

]︄
≤ V̄ (x).

□

1.3 Construction de la fonction valeur optimale et solution au problème

Le polynôme

P (y) = 1
2σ

2y2 + µy − r

a pour racines :

α =
−µ+

√︁
µ2 + 2rσ2

σ2
et β =

−µ−
√︁
µ2 + 2rσ2

σ2
. (1.3)
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Considérons la fonction

V̄ (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Aeαx −Beβx pour 0 ≤ x ≤ a,

x+ ξ pour x ≥ a,

où les valeurs A,B, a et ξ sont à déterminer. Nous allons les choisir pour que la fonction V̄ vérifie les

conditions du Lemme de vérification 1.2. En d’autres mots, on veut que :

V̄ (0) = 0 ou A = B,

V̄ (a−) = V̄ (a+) ou Aeαa −Beβa = a+ ξ,

V̄
′
(a−) = V̄

′
(a+) ou Aαeαa −Bβeβa = 1,

V̄
′′
(a−) = V̄

′′
(a+) ou Aα2eαa −Bβ2eβa = 0.

On trouve

A =
1

αeαa − βeβa
, a =

1

α− β
log

[︃
β2

α2

]︃
, ξ =

µ

r
− a.

Le théorème suivant donne une solution au problème d’optimisation.

Théorème 1.3 Une stratégie optimale Z∗ est donnée par

Z∗
t = max

{︃
sup

0≤s≤t∧τ
Xs − a, 0

}︃
.

De plus, la fonction valeur optimale est égale à

V (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
eαx−eβx

αeαa−βeβa
pour 0 ≤ x ≤ a,

µ
r + (x− a) pour x ≥ a.

La Figure 1.1 illustre une stratégie optimale où a = .2, X0 = .1, σ2 = .09 et µ = .06. En deça du point

a, les processusX etX∗ sont identiques. La preuve du théorème est donnée dans un cas plus général au

Chapitre 2. On commence par montrer que la fonction f définie par

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
eαx−eβx

αeαa−βeβa
pour 0 ≤ x ≤ a,

µ
r + (x− a) pour x ≥ a,

vérifie les hypothèses du Lemme de vérification 1.2. On en déduit que, pour tout x ≥ 0, on a V (x) ≤ f(x).

Ensuite, on montre que f(x) = V Z∗
(x).
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Figure 1.1 – Stratégie optimale lorsque Z est continu, a = .2,X0 = .1, σ2 = .09, µ = .06 et n = 1.

1.4 Dividende absolument continu avec un taux borné

On suppose ici que le dividende est un processus Z = {Zt, t ≥ 0} de la forme

Zt =

∫︂ t

0
Usds.

Le processus de surplus contrôlé est alors donné par

dXU
t = (µ− Ut)dt+ σdWt

ou encore

XU
t = X0 + µt−

∫︂ t

0
Usds+ σWt.
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Le temps de ruine correspondant est défini par

τU = inf{t ≥ 0 | XU
t < 0}.

Le processus U = {Ut, t ≥ 0} est une stratégie admissible s’il est Ft -adapté, avec 0 ≤ Ut ≤ u0, où u0 est

une constante donnée. On note U l’ensemble des stratégies admissibles.

La fonction valeur de la stratégie U est définie par

V U (x) = Ex

[︄∫︂ τU

0
Ute

−rtdt

]︄
, x ∈ [0,∞),

où r est un taux d’escompte donné. La fonction valeur optimale est définie par :

V (x) = sup
U∈U

V U (x), x ∈ [0,∞).

Ici encore, une stratégie optimale est une stratégie qui maximise la fonction valeur optimale.

1.5 Lemme de vérification

Le lemme de vérification est le suivant.

Lemme 1.4 Soit V̄ une fonction positive définie sur [0,∞), deux fois continûment différentiable, telle que

V̄ (0) = 0, et qui vérifie pour x > 0,

sup
0≤u≤u0

(︂
1
2σ

2V̄
′′
(x) + (µ− u)V̄

′
(x)− rV̄ (x) + u

)︂
= 0.

Alors, on a V (x) ≤ V̄ (x), pour tout x ≥ 0.

Remarque 1.5 La fonctionV est strictement croissante, et bornée paru0/r. De plus on a lim
x→∞

V (x) = u0/r,

et V (0) = 0.

Les preuves du lemme et de la remarque sont données au Chapitre 3.
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1.6 Construction de la fonction valeur optimale et solution au problème

Ici, nous survolons les étapes. Cette construction est faite plus en détail au Chapitre 3, dans un cas plus

général. L’équation

1
2σ

2f ′′(x) + µf ′(x)− rf(x) + sup
0≤u≤u0

(u(1− f ′(x))) = 0

a pour solutions

f1(x) = Aeγ(0)x −Be−θ(0)x,

et

f2(x) =
u0
r

+ Ceγ(u0)x −De−θ(u0)x,

où

γ(u) =
−(µ− u) +

√︁
(µ− u)2 + 2rσ2

σ2
et θ(u) =

µ− u+
√︁

(µ− u)2 + 2rσ2

σ2
.

Nous cherchons une solution régulière qui vérifie les propriétés citées dans la remarque précédente. Un

candidat à cette solution est la fonction

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Aeγ(0)x −Be−θ(0)x pour 0 ≤ x ≤ b,

u0
r − e−θ(u0)(x−b)

θ(u0)
pour x ≥ b,

où les paramètres A,B, et b sont à déterminer. On veut que :

f(0) = 0 ou A = B, (1.4)

f(b−) = f(b+) ou A
(︁
eγ(0)b − e−θ(0)b

)︁
= u0/r − 1/θ(u0), (1.5)

f ′(b−) = f ′(b+) ou A
(︁
γ(0)eγ(0)b + θ(0)e−θ(0)b

)︁
= 1, (1.6)

f ′′(b−) = f ′′(b+) ou A
(︁
γ(0)2eγ(0)b − θ(0)2e−θ(0)b

)︁
= −θ(u0). (1.7)

L’équation (1.6) donne

A = B =
1

γ(0)eγ(0)b + θ(0)e−θ(0)b
.

En divisant les équations (1.6) et (1.7), on a

γ(0) + θ(0)e−b(θ(0)+γ(0))

γ(0)2 − θ(0)2e−b(θ(0)+γ(0))
=

1

−θ(u0)
.

On en déduit que

b =
1

γ(0) + θ(0)
log

θ(0)
(︁
θ(0)− θ(u0)

)︁
γ(0)

(︁
γ(0) + θ(u0)

)︁ . (1.8)

Le théorème suivant donne une solution au problème d’optimisation.
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Théorème 1.6 Une stratégie optimale U∗ est donnée par U∗
t = u01Xt>b, pour tout t ≥ 0, où b est donné

par (1.8).

De plus, la fonction valeur optimale est égale à

V (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
eγ(0)x−e−θ(0)x

γ(0)eγ(0)b+θ(0)e−θ(0)b pour 0 ≤ x ≤ b,

u0
r − e−θ(u0)(x−b)

θ(u0)
pour x ≥ b.

La preuve du théorème est donnée dans un cas plus général, au Chapitre 3. Comme dans la section précé-

dente, la fonction f définie par

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
eγ(0)x−e−θ(0)x

γ(0)eγ(0)b+θ(0)e−θ(0)b pour 0 ≤ x ≤ b,

u0
r − e−θ(u0)(x−b)

θ(u0)
pour x ≥ b.

vérifie les conditions du Lemme 1.4, donc V (x) ≤ f(x). On montre aussi que V U∗
(x) = f(x).
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CHAPITRE 2

STRATÉGIE OPTIMALE LORSQUE LE DIVIDENDE EST CONTINU

Pour la suite du mémoire, nous supposons que la compagnie possède deux plans d’investissement. Le pro-

cessus de contrôle est une combinaison du choix d’un plan d’investissement et de paiement de dividendes.

Une stratégie sera dite optimale si elle maximise la valeur présente des dividendes payés avant la ruine de

la compagnie.

Dans ce chapitre, nous reprenons en détails le travail fait dans (Radner et Shepp, 1996) et reformulons le

problème comme dans (Schmidli, 2008). Nous nous assurons à la fin que, si la compagnie ne possède qu’un

plan d’investissement alors, on retrouve bien le résultat de (Schmidli, 2008).

Soit A = {(µ1, σ
2
1), (µ2, σ

2
2)} l’ensemble des plans d’investissement de la compagnie, où µi, σi ∈ (0,∞),

pour chaque i = 1, 2. Les paramètres µi et σ2
i sont respectivement les rendement et variance d’investisse-

ment, tels que définis au Chapitre 1. Ils vérifient de plus les conditions

⎧⎪⎨⎪⎩
µ1 < µ2,

σ2
1

µ1
<

σ2
2

µ2
.

(2.1a)

(2.1b)

Un investissement est plus sollicité qu’un autre, si pour le même risque σ, il fournit un meilleur rendement

µ. Les deux conditions précédemment citées, confèrent aux deux éléments de A la même utilité, c’est-à-

dire qu’un investisseur sera indifférent quant au choix d’un des éléments de A . Le processus de surplus de

la compagnie estX = {Xt, t ≥ 0}. On suppose queX0 ≥ 0.

Nous considérons encore l’espace de probabilités (Ω,F ,P) et le mouvement brownien standard W =

{Wt, t ≥ 0}, tels que définis au Chapitre 1.

Une stratégie π = {πt, t ≥ 0} est définie par πt = [(µt, σ
2
t ), Zt] où, pour chaque t, on a (µt, σ

2
t ) ∈ A , et

où Z = {Zt, t ≥ 0} est un processus croissant et continu. On suppose que Z0 = 0.

Remarque 2.1 Dans l’article (Radner et Shepp, 1996), le processusZ n’est que croissant,mais nous imposons

ici qu’il soit aussi continu, car le processus contrôlé sera alors continu, ce qui facilite les calculs. De plus,

lorsqu’on se restreint au cas continu, on obtient les mêmes résultats que dans l’article.
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Le processus contrôlé par une stratégie π est donné par

dXπ
t = µtdt+ σtdWt − dZt,

ou, sous forme intégrale,

Xπ
t = X0 +

∫︂ t

0
µsds+

∫︂ t

0
σsdWs − Zt.

Il est continu car Z est continu. La stratégie π = {[(µt, σ
2
t ), Zt], t ≥ 0} est admissible si les processus

{µt, t ≥ 0}, {σ2
t , t ≥ 0}, {Zt, t ≥ 0} sont Ft-adaptés et, {Zt, t ≥ 0} est croissant et continu. On note Π

l’ensemble des stratégies admissibles.

La fonction valeur de π = {[(µt, σ
2
t ), Zt], t ≥ 0} est définie par :

V π(x) = Ex

[︃∫︂ τπ

0
e−rtdZt

]︃
, x ∈ [0,∞),

où r > 0 est un taux d’escompte donné, et τπ est le temps de ruine défini par

τπ = inf{t ≥ 0 | Xπ
t ≤ 0}.

Sur l’événement {τπ < ∞}, on aXπ
τπ = 0 car le processusXπ est continu.

La fonction valeur optimale est définie par :

V (x) = sup
π∈Π

V π(x), x ∈ [0,∞).

Si le capital initial est nul, alors pour toute stratégie π, on a τπ = 0. Donc

V π(0) = E0

[︃∫︂ τπ

0
e−rtdZt

]︃
= 0.

Onen déduit queV (0) = 0. Une stratégieπ∗ est dite optimale si on aV π∗
(x) = V (x) pour toutx ∈ [0,∞).

2.1 Lemme de vérification

Le lemme de vérification est le suivant :

Lemme 2.2 (Lemme de vérification) Soit V̄ une fonction positive définie sur [0,∞), deux fois continûment

différentiable, telle que V̄ (0) = 0, et qui vérifie, pour x > 0, les inéquations⎧⎪⎨⎪⎩
max{1

2σ
2
1V̄

′′
(x) + µ1V̄

′
(x)− rV̄ (x), 1− V̄

′
(x)} ≤ 0,

max{1
2σ

2
2V̄

′′
(x) + µ2V̄

′
(x)− rV̄ (x), 1− V̄

′
(x)} ≤ 0.

Alors, on a V (x) ≤ V̄ (x), pour tout x ≥ 0.
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Preuve.

Soit π = {πt, t ≥ 0}, une stratégie admissible avec πt = [(µt, σ
2
t ), Zt]. Considérons un réel h > 0 et

la fonction g(t, x) = e−rtV̄ (x). On a que g ∈ C2((0,∞) × (0,∞)). Si on applique la Formule d’Itô à

g
(︁
τπ ∧ h,Xπ

τπ∧h
)︁
, et siXπ

0 = x, alors on peut écrire

e−r(τπ∧h)V̄
(︁
Xπ

τπ∧h
)︁
− V̄ (x) =

∫︂ τπ∧h

0
e−rt

(︁
µtV̄

′
(Xπ

t ) +
1
2σ

2
t V̄

′′
(Xπ

t )− rV̄ (Xπ
t )
)︁
dt

+

∫︂ τπ∧h

0
e−rtσtV̄

′
(Xπ

t )dWt −
∫︂ τπ∧h

0
e−rtV̄

′
(Xπ

t )dZt.

(2.2)

Rappelons que le processusXπ est continu. De plus sur [0, τπ ∧h], on aXπ
t ≥ 0. Par hypothèse, la fonction

x ↦→ V̄
′
(x) est continue. Donc, le processus

{︂
V̄

′
(Xπ

t ), t ≥ 0
}︂
est continu et par conséquent borné sur

[0, τπ ∧ h]. De plus la fonction t ↦→ e−rt est bornée sur [0, τπ ∧ h], et σt ne prend que deux valeurs. Donc{︂
e−rtσtV̄

′
(Xπ

t ), t ≥ 0
}︂
est borné sur [0, τπ ∧ h]. On sait alors que l’intégrale stochastique

∫︂ τπ∧h

0
e−rtσtV̄

′
(Xπ

t )dWt

a une espérance nulle.

Le processus Z étant croisssant, il est à variation finie. On sait alors que∫︂ τπ∧h

0
e−rtV̄

′
(Xπ

t )dZt

est une intégrale stochastique de Stieltjes qui est définie trajectoire par trajectoire comme une intégrale

de Riemann-Stieltjes. Par hypothèse, on a V̄
′
(Xπ

t ) ≥ 1. Par la propriété de monotonie de l’intégrale de

Riemann-Stieltjes, on a ∫︂ τπ∧h

0
e−rtV̄

′
(Xπ

t )dZt ≥
∫︂ τπ∧h

0
e−rtdZt.

Par hypothèse, on a aussi

µtV̄
′
(Xπ

t ) +
1
2σ

2
t V̄

′′
(Xπ

t )− rV̄ (Xπ
t ) ≤ 0,

si t ∈ [0, τπ ∧ h].

En faisant les modifications nécessaires dans les expressions (2.2), on obtient l’inégalité

e−r(τπ∧h)V̄ (Xπ
τπ∧h) ≤ V̄ (x) +

∫︂ τπ∧h

0
e−rtσtV̄

′
(Xπ

t )dWt −
∫︂ τπ∧h

0
e−rtdZt. (2.3)
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Par la propriété de monotonie de l’espérance, on obtient ensuite

Ex

[︂
e−r(τπ∧h)V̄ (Xπ

τπ∧h)
]︂
≤ V̄ (x)− Ex

[︃∫︂ τπ∧h

0
e−rtdZt

]︃
. (2.4)

Rappelons que le processus {V̄ (Xπ
t ), t ≥ 0} est continu. Donc, sur l’événement {τπ < ∞}, ce processus

est borné sur [0, τπ]. SoitM cette borne. Pour tout h > 0, on a

e−r(τπ∧h)V̄ (Xπ
τπ∧h) ≤ M1{τπ<∞}.

Par le Théorème de convergence dominée, on a

lim
h→∞

Ex

[︂
e−r(τπ∧h)V̄ (Xπ

τπ∧h)
]︂
= Ex

[︃
lim
h→∞

e−r(τπ∧h)V̄ (Xπ
τπ∧h)

]︃
.

Sur l’événement {τπ < ∞}, les variables aléatoires e−rτπ etXπ
τπ sont bien définies, et on a lim

h→∞
e−r(τπ∧h) =

e−rτπ . Donc

lim
h→∞

e−r(τπ∧h)V̄ (Xπ
τπ∧h) = e−rτπ1{τπ<∞}V̄ ( lim

h→∞
Xπ

τπ∧h)

= e−rτπ1{τπ<∞}V̄ (Xπ
τπ)

= e−rτπ1{τπ<∞}V̄ (0) car

= 0,

où les trois premières égalités découlent respectivement, et dans l’ordre, des faits que V̄ soit continue, le

processusXπ soit continu, etXπ
τπ = 0 sur {τπ < ∞}.

D’autre part, sur l’événement {τπ < ∞}, l’intégrale de Riemann-Stieltjes
∫︁ τπ

0 e−rtdZt est bien définie. Le

processus {
∫︁ τπ∧h
0 e−rtdZt, h ≥ 0} est croissant, car l’intervalle d’intégration est de plus en plus grand etZ

est croissant. Par le Théorème de convergence monotone, on a

lim
h→∞

Ex

[︃∫︂ τπ∧h

0
e−rtdZt

]︃
= Ex

[︃
lim
h→∞

∫︂ τπ∧h

0
e−rtdZt

]︃
= Ex

[︃∫︂ τπ

0
e−rtdZt

]︃
.

En faisant tendre h vers l’infini dans l’équation (2.4), on obtient

V π(x) = Ex

[︃∫︂ τπ

0
e−rtdZt

]︃
≤ V̄ (x).

La stratégie π étant arbitraire, en passant au supremum, on a V (x) ≤ V̄ (x).□
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2.2 Construction de la fonction valeur optimale

Pour i = 1, 2, on considère le polynôme

Pi(y) =
1
2σ

2
i y

2 + µiy − r, (2.5)

dont les racines sont :

αi =
−µi +

√︂
µ2
i + 2rσ2

i

σ2
i

et βi =
−µi −

√︂
µ2
i + 2rσ2

i

σ2
i

. (2.6)

La proposition suivante donne quelques propriétés des racines de P1 et P2.

Proposition 2.3 On a β1 < β2 < 0 < α2 < α1. Par conséquent P1(α2) < 0, P1(β2) < 0, P2(α1) > 0 et

P2(β1) > 0.

Preuve. Pour i = 1, 2, on a βi < 0 < αi. On sait que Pi(αi) = 0. Donc

1
2(σ

2
i /µi)α

2
i + αi = r/µi.

Selon (2.1a), on a r/µ2 < r/µ1. Donc

1
2(σ

2
2/µ2)α

2
2 + α2 <

1
2(σ

2
1/µ1)α

2
1 + α1.

Selon (2.1b), on a
1
2(σ

2
1/µ1)α

2
1 + α1 <

1
2(σ

2
2/µ2)α

2
1 + α1.

On a donc (︁
1
2(σ

2
2/µ2)(α1 + α2) + 1

)︁
(α2 − α1) < 0.

Il s’ensuit que α2 < α1. De façon analogue, on a

(︁
1
2(σ

2
2/µ2)(β1 + β2) + 1

)︁
(β2 − β1) < 0.

Mais

(σ2
2/µ2)(β2) = (1/µ2)(−µ2 −

√︂
µ2
2 + 2rσ2

2) < −1.

Par (2.1a), on a

(σ2
2/µ2)(β1) < (σ2

1/µ1)(β1) < −1.
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x −∞ βi −µi/σ
2
i 0 αi +∞

P ′
i (x) − − 0 + + +

Pi(x)

−∞

0

−µ2
i /2σ

2
i − r

−r

0

+∞

Tableau 2.1 – Tableau de variations de Pi

Donc β1 < β2.

Le Tableau 2.1 illustre que Pi admet un minimum en −µi/σ
2
i . Sur l’intervalle (−∞,−µi/σ

2
i ], sa courbe

décroît de −∞ à (−µ2
i /2σ

2
i − r), en coupant l’axe des x en βi. D’autre part, sur [−µi/σ

2
i ,∞), la courbe

croît de (−µ2
i /2σ

2
i − r) à∞, en coupant l’axe des x en αi. Donc comme

β1 < β2 < 0 < α2 < α1,

on a P1(α2) < 0, P1(β2) < 0, P2(α1) > 0 et P2(β1) > 0.□

Dans ce qui suit, nous allons déterminer un ensemble de nombres {a0, a1, a2} qu’on appellera les seuils.

Ce sont les points où le processus optimal changera de régimes. On pose :

a0 = 0 et a1 =
1

α1 − β1
log

[︃
P2(β1)

P2(α1)

]︃
. (2.7)

On peut facilement vérifier qu’on a bien a1 > 0 = a0. Pour y parvenir, il suffit de montrer que P2(β1) >

P2(α1). On a

P2(β1)− P2(α1) =
1
2σ

2
2(β

2
1 − α2

1) + µ2(β1 − α1)

= (β1 − α1)
(︁
1
2σ

2
2(β1 + α1) + µ2

)︁
= (β1 − α1)σ

2
2(−µ1/σ

2
1 + µ2/σ

2
2)

> 0,
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car (β1 − α1) < 0 et µ1/σ
2
1 > µ2/σ

2
2 .

Considérons maintenant la fonction

V̄ (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
A1e

α1x −B1e
β1x pour 0 ≤ x ≤ a1,

A2e
α2x −B2e

β2x pour a1 ≤ x ≤ a2,

x+ ξ pour x ≥ a2,

où les valeurs A1, A2, B1, B2, a2 et ξ sont à déterminer. Nous allons les choisir pour que la fonction V̄

vérifie les conditions du Lemme de vérification 2.2. En d’autres mots, on veut que :

V̄ (0) = 0 ou A1 = B1, (2.8)

V̄ (a1−) = V̄ (a1+) ou A1(e
α1a1 − eβ1a1) = A2e

α2a1 −B2e
β2a1 , (2.9)

V̄
′
(a1−) = V̄

′
(a1+) ou A1(α1e

α1a1 − β1e
β1a1) = A2α2e

α2a1 −B2β2e
β2a1 , (2.10)

V̄
′′
(a1−) = V̄

′′
(a1+) ou A1(α

2
1e

α1a1 − β2
1e

β1a1) = A2α
2
2e

α2a1 −B2β
2
2e

β2a1 , (2.11)

V̄ (a2−) = V̄ (a2+) ou A2e
α2a2 −B2e

β2a2 = a2 + ξ, (2.12)

V̄
′
(a2−) = V̄

′
(a2+) ou A2α2e

α2a2 −B2β2e
β2a2 = 1, (2.13)

V̄
′′
(a2−) = V̄

′′
(a2+) ou A2α

2
2e

α2a2 −B2β
2
2e

β2a2 = 0. (2.14)

On veut faire ressortir les expressions P1(α1) et P1(β1) des équations (2.9), (2.10) et (2.11). Ceci réduirait

ces équations, carP1(α1) = P1(β1) = 0. Pour cela, on les multiplie respectivement par−r, µ1 et 1
2σ

2
1 , puis

on les additionne. On obtient

A2e
α2a1P1(α2)−B2e

β2a1P1(β2) = 0. (2.15)

De façon similaire, mais en utilisant le fait que P2(α2) = P2(β2) = 0, on obtient

A1

(︁
eα1a1P2(α1)− eβ1a1P2(β1)

)︁
= 0. (2.16)

L’équation (2.14) donne A2 = B2(β2/α2)
2e(β2−α2)a2 . En remplaçant cette valeur dans l’équation(2.13), on

a

A2 =
β2

β2 − α2

e−α2a2

α2
B2 =

α2

β2 − α2

e−β2a2

β2
. (2.17)

En remplaçant les valeurs (2.17) dans l’équation (2.15) on obtient

(β2/α2)P1(α2)e
α2(a1−a2) = (α2/β2)P1(β2)e

β2(a1−a2).

17



On en déduit que

a2 = a1 +
1

α2 − β2
log

[︃
β2
2

α2
2

P1(α2)

P1(β2)

]︃
. (2.18)

On va montrer plus bas que a2 > a1. Les équations (2.8) et (2.9) donnent

A1 = B1 =

β2

β2−α2

eα2(a1−a2)

α2
− α2

β2−α2

eβ2(a1−a2)

β2

eα1a1 − eβ1a1
. (2.19)

Pour la suite, on pose

A := A1 = B1.

L’équation (2.12) nous donne la valeur de ξ

ξ =
α2 + β2
α2β2

− a2 =
µ2

r
− a2. (2.20)

Vérifions que a2 > a1. Il faut montrer que β2
2P1(α2) > α2

2P1(β2). En utilisant l’expression (2.5), on a :

β2
2

(︁
1
2σ

2
1α

2
2 + µ1α2 − r

)︁
− α2

2

(︁
1
2σ

2
1β

2
2 + µ1β2 − r

)︁
= (β2 − α2)

(︁
r(β2 + α2) + µ1β2α2

)︁
= −(2r/σ2

2)(β2 − α2)(µ2 + µ1)

> 0,

car β2 − α2 < 0 et µ1, µ2 > 0.

Vérifions que les constantes A, A2 et B2 sont strictement positives. Puisque α2 > 0 et β2 < 0, on déduit

queA2 > 0 etB2 > 0 d’après les expressions (2.17). Montrons maintenant queA est strictement positive.

Le dénominateur de A dans l’expression (2.19) est eβ1a1(ea1(α1−β1) − 1). Puisque a1 > 0 et α1 − β1 >

0, on déduit que ea1(α1−β1) > 1. Donc le dénominateur de A est strictement positif. Pour ce qui est du
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numérateur, on a

β2
β2 − α2

eα2(a1−a2)

α2
− α2

β2 − α2

eβ2(a1−a2)

β2
=

β2
β2 − α2

eα2(a1−a2)

α2

(︃
1− α2

2

β2
2

e(β2−α2)(a1−a2)

)︃
=

β2
β2 − α2

eα2(a1−a2)

α2

(︃
1− P1(α2)

P1(β2)

)︃
=

β2
(β2 − α2)

eα2(a1−a2)

α2P1(β2)

(︃
P1(β2)− P1(α2)

)︃
=

β2
(β2 − α2)

eα2(a1−a2)

α2P1(β2)

(︃
1
2σ

2
1(β

2
2 − α2

2) + µ1(β2 − α2)

)︃
= β2

eα2(a1−a2)

α2P1(β2)

(︃
1
2σ

2
1(β2 + α2) + µ1

)︃
= β2

eα2(a1−a2)

α2P1(β2)

(︃
1
2σ

2
1(−2

µ2

σ2
2

) + µ1

)︃
= σ2

1β2
eα2(a1−a2)

α2P1(β2)

(︃
µ1

σ2
1

− µ2

σ2
2

)︃
> 0,

car β2 < 0, α2 > 0, P1(β2) < 0 et (µ1/σ
2
1) > (µ2/σ

2
2).

2.3 Solution du problème d’optimisation

Le théorème suivant donne une solution à notre problème d’optimisation.

Théorème 2.4 Soit Y ∗ = {Y ∗
t , t ≥ 0} le processus défini par

Y ∗
t = X0 +

∫︂ t

0

(︁
µ11{Y ∗

s <a1} + µ21{Y ∗
s ≥a1}

)︁
ds+

∫︂ t

0

(︁
σ11{Y ∗

s <a1} + σ21{Y ∗
s ≥a1}

)︁
dWs.

Ainsi, une stratégie optimale est donnée par π∗ =
{︁
[(µ∗

t , σ
∗
t
2), Z∗

t ], t ≥ 0
}︁
, où

(µ∗
t , σ

∗
t
2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(µ1, σ

2
1) pour 0 ≤ Y ∗

t < a1,

(µ2, σ
2
2) pour a1 ≤ Y ∗

t ,

et Z∗
t = max

{︂
sup

0≤s≤t∧τ∗
Y ∗
s − a2, 0

}︂
avec τ∗ = inf{t ≥ 0 | Y ∗

t ≤ 0}.

Une stratégie optimale π∗ consiste à changer (µ1, σ
2
1) pour (µ2, σ

2
2) en a1, et à payer les dividendes au-

dessus de a2.
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De plus, la fonction valeur optimale est

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β2

β2−α2

eα2(a1−a2)

α2
− α2
β2−α2

eβ2(a1−a2)

β2

eα1a1−eβ1a1

(︁
eα1x − eβ1x

)︁
pour 0 ≤ x ≤ a1,

β2

α2(β2−α2)
e−α2(a2−x) − α2

β2(β2−α2)
e−β2(a2−x) pour a1 ≤ x ≤ a2,

µ2

r + (x− a2) pour x ≥ a2.

La Figure 2.1 illustre une stratégie optimale où a1 = 5, a2 = 15,X0 = 2, σ2
1 = 4, µ1 = 2, σ2

2 = 9 et µ2 = 4.

Ici, le processusX∗ = {X∗
t , t ≥ 0} correspond à la stratégie π∗, et l’on aX∗

t = Y ∗
t −Z∗

t . En deça du point

a2, et quand il n’y a pas paiement de dividendes, les processusX∗ et Y ∗ sont identiques.
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(µ1, σ1
2)

(µ2, σ2
2)

0

a1

10

a2

20

25

30

0 2 4 6
t

 

Légende

Dividende optimal Z*

Processus controlé optimal X*

Processus Y*

Figure 2.1 – Stratégie optimale lorsque Z est continu, a1 = 5, a2 = 15,X0 = 2, σ2
1 = 4, µ1 = 2, σ2

2 = 9,

µ2 = 4 et n = 2

2.4 Preuve du théorème

Posons

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β2

β2−α2

eα2(a1−a2)

α2
− α2
β2−α2

eβ2(a1−a2)

β2

eα1a1−eβ1a1

(︁
eα1x − eβ1x

)︁
pour 0 ≤ x ≤ a1,

β2

α2(β2−α2)
e−α2(a2−x) − α2

β2(β2−α2)
e−β2(a2−x) pour a1 ≤ x ≤ a2,

µ2

r + (x− a2) pour x ≥ a2.
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Les paramètres de la fonction f sont lesA,A2,B2, αi, βi, ai et ξ trouvés respectivement dans (2.19), (2.17),

(2.6), (2.7), (2.18) et (2.20). Donc la fonction s’écrit encore

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
A(eα1x − eβ1x) pour 0 ≤ x ≤ a1,

A2e
α2x −B2e

β2x pour a1 ≤ x ≤ a2,

x+ ξ pour x ≥ a2.

Les deux lemmes suivants montrent que f vérifie les hypothèses du Lemme de vérification 2.2.

Lemme 2.5 Pour tout x > 0, la fonction f vérifie les inégalités⎧⎪⎨⎪⎩
1
2σ

2
1f

′′(x) + µ1f
′(x)− rf(x) ≤ 0,

1
2σ

2
2f

′′(x) + µ2f
′(x)− rf(x) ≤ 0.

Preuve. Nous allons tout d’abord vérifier la première inégalité.

Si 0 ≤ x ≤ a1 alors,

1
2σ

2
1f

′′(x) + µ1f
′(x)− rf(x) = A

(︁
1
2σ

2
1(α

2
1e

α1x − β2
1e

β1x) + µ1(α1e
α1x − β1e

β1x) + r(eα1x − eβ1x)
)︁

= A
(︁
(12σ

2
1α

2
1 + µ1α1 − r)eα1x − (12σ

2
1β

2
1 + µ1β1 − r)eβ1x

)︁
= A

(︁
P1(α1)e

α1x − P1(β1)e
β1x

)︁
= 0,

car P1(α1) = P1(β1) = 0.

Si a1 ≤ x ≤ a2 alors,

1
2σ

2
1f

′′(x) + µ1f
′(x)− rf(x) = P1(α2)A2e

α2x − P1(β2)B2e
β2x.

Donc

1
2σ

2
1f

′′(x) + µ1f
′(x)− rf(x) ≤ 0 si et seulement si P1(α2)A2e

(α2−β2)x ≤ P1(β2)B2.

Comme P1(α2) < 0, P1(β2) < 0, A2 > 0, B2 > 0, ceci équivaut à

e(α2−β2)x ≥ P1(β2)B2/P1(α2)A2.
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La fonction x ↦→ e(α2−β2)x étant croissante, il suffit de montrer la dernière inégalité au point x = a1. Mais

on sait d’après (2.15) que P1(α2)A2e
α2a1 − P1(β2)B2e

β2a1 = 0. Donc

P1(α2)A2e
(α2−β2)x − P1(β2)B2 ≤ 0.

Si x ≥ a2 alors,

1
2σ

2
1f

′′(x) + µ1f
′(x)− rf(x) = µ1 − r(x+ ξ)

≤ µ1 − r(a2 + ξ)

≤ µ2 − r(a2 + ξ)

= 0,

où la dernière égalité est donnée par (2.20).

Maintenant, vérifions la deuxième inégalité.

Si 0 ≤ x ≤ a1 alors,

1
2σ

2
2f

′′(x) + µ2f
′(x)− rf(x) = A

(︁
1
2σ

2
2(α

2
1e

α1x − β2
1e

β1x) + µ2(α1e
α1x − β1e

β1x) + r(eα1x − eβ1x)
)︁

= A
(︁
(12σ

2
2α

2
1 + µ2α1 − r)eα1x − (12σ

2
2β

2
1 + µ2β1 − r)eβ1x

)︁
= A

(︁
P2(α1)e

α1x − P2(β1)e
β1x

)︁
= A

(︁
P2(α1)e

α1x − P2(β1)e
β1x

)︁
.

Comme A est positif, on a

1
2σ

2
2f

′′(x) + µ2f
′(x)− rf(x) ≤ 0 si et seulement si P2(α1)e

α1x ≤ P2(β1)e
β1x.

Comme P2(α1) > 0 et P2(β1) > 0, ceci équivaut à

e(α1−β1)x ≤ P2(β1)/P2(α1).

La fonction x ↦→ e(α1−β1)x étant croissante, il suffit de montrer la dernière inégalité au point x = a1. Mais

on sait d’après (2.16) que A
(︁
eα1a1P2(α1)− eβ1a1P2(β1)

)︁
= 0. Donc

P2(α1)e
α1x ≤ P2(β1)e

β1x.

Si a1 ≤ x ≤ a2 alors,

1
2σ

2
2f

′′(x) + µ2f
′(x)− rf(x) = P2(α2)A2e

α2x − P2(β2)B2e
β2x = 0.
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Si x ≥ a2 alors,

1
2σ

2
2f

′′(x) + µ2f
′(x)− rf(x) = µ2 − r(x+ ξ) ≤ µ2 − r(a2 + ξ) = 0.

□

Lemme 2.6 On a f ′(x) ≥ 1, pour tout x > 0. En plus, f est concave.

Preuve. Comme f ′(x) = 1, pour x ≥ a2, il suffit de montrer que f ′ est décroissante sur [0, a2[, c’est-à-dire

f ′′(x) ≤ 0. Pour ai−1 ≤ x ≤ ai, i = 1, 2, on a

f ′′(x) = Aiα
2
i e

αix −Biβ
2
i e

βix.

Dans cette dernière écriture, on a reconsidéré les paramètres A1 et B1. Les points ai−1 et ai sont atteints

car on sait que par construction, f est deux fois continûment différentiable. Donc, nous voulons montrer que

Aiα
2
i e

(αi−βi)x ≤ Biβ
2
i . (2.21)

La fonction x ↦→ e(αi−βi)x est croissante car αi − βi > 0. On sait aussi que Ai, Bi > 0. Donc il suffit de

montrer l’inégalité (2.21) au point x = ai. En d’autres termes, on doit montrer que⎧⎨⎩ α2
1e

(α1−β)a1 ≤ β2
1 ,

A2α
2
2e

(α2−β2)a2 ≤ B2β
2
2 .

(2.22a)

(2.22b)

Nous allons tout d’abord vérifier l’inégalité (2.22a). On a e(α1−β1)a1 = P2(β1)/P2(α1) par définition de a1.

Donc nous devons montrer que

α2
1(

1
2σ

2
2β

2
1 + µ2β1 − r) ≤ β2

1(
1
2σ

2
2α

2
1 + µ2α1 − r).

On a

α2
1(

1
2σ

2
2β

2
1 + µ2β1 − r)− β2

1(
1
2σ

2
2α

2
1 + µ2α1 − r) = β1α1µ2(α1 − β1)− r(α2

1 − β2
1)

= (β1α1µ2 − r(α1 + β1))(α1 − β1)

= −2
r

σ2
1

µ2 + r
2µ1

σ2
1

(α1 − β1)

= (µ1 − µ2)2
r

σ2
1

(α1 − β1)

< 0,
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car µ1 < µ2 et α1 > β1.

Maintenant vérifions l’inégalité (2.22b). Les expressions (2.17) nous donnent

A2α
2
2e

α2a2 = β2α2/(β2 − α2) et B2β
2
2e

β2a2 = β2α2/(β2 − α2).

Donc

A2α
2
2e

(α2−β2)a2 = B2β
2
2 .

Nous avons montré que f ′ est décroissante, donc f est concave. On voit aussi facilement que sa dérivée est

positive.□

Proposition 2.7 Pour tout x ≥ 0, on a V (x) ≤ f(x).

Preuve. On a f(0) = 0 et f ∈ C2(0,∞) par construction. Les Lemmes 2.5 et 2.6 et le Lemme de vérification

2.2 permettent de conclure.□

Nous voulons maintenant montrer l’inégalité inverse de la Proposition 2.7. Considérons de nouveau le pro-

cessusX∗ = {X∗
t , t ≥ 0}, correspondant à la stratégie π∗. On sait que

X∗
t = Y ∗

t − Z∗
t .

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.8 Pour tout t ∈ [0, τ∗), on a

µ∗
t f

′(X∗
t ) +

1
2σ

∗
t
2f ′′(X∗

t )− rf(X∗
t ) = 0.

Preuve. Pour t ∈ [0, τ∗), on a 0 ≤ X∗
t ≤ a2, car on paie en dividendes, tout surplus au-dessus de a2.

Si 0 ≤ X∗
t ≤ a1 alors, on a 0 ≤ Y ∗

t ≤ a1. On en déduit que

µ∗
t f

′(X∗
t ) +

1
2σ

∗
t
2f ′′(X∗

t )− rf(X∗
t ) = µ1f

′(X∗
t ) +

1
2σ

2
1f

′′(X∗
t )− rf(X∗

t )

= A
(︁
P1(α1)e

α1(X∗
t ) − P1(β1)e

β1(X∗
t )
)︁

= 0,

car P1(α1) = P1(β1) = 0.
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Si a1 < X∗
t ≤ a2 alors, on a a1 < Y ∗

t . On en déduit que

µ∗
t f

′(X∗
t ) +

1
2σ

∗
t
2f ′′(X∗

t )− rf(X∗
t ) = µ2f

′(X∗
t ) +

1
2σ

2
2f

′′(X∗
t )− rf(X∗

t )

= P2(α2)A2e
α2(X∗

t ) − P2(β2)B2e
β2(X∗

t )

= 0,

car P2(α2) = P2(β2) = 0.

□

Proposition 2.9 Pour tout x ≥ 0, on a f(x) ≤ V (x).

Preuve. Nous allons montrer que f(x) = V π∗
(x).

On procède comme dans la preuve du Lemme de vérification 2.2, en considérant le cas particulier où la

stratégie est π∗, afin d’écrire

e−r(τ∗∧h)f(X∗
τ∗∧h)− f(x) =

∫︂ τ∗∧h

0
e−rt

(︂
µ∗
t f

′(X∗
t ) +

1
2σ

∗
t
2f ′′(X∗

t )− rf(X∗
t )
)︂
dt

+

∫︂ τ∗∧h

0
e−rtσ∗

t f
′(X∗

t )dWt −
∫︂ τ∗∧h

0
e−rtf ′(X∗

t )dZ
∗
t .

(2.23)

On montre aussi de façon similaire, que l’intégrale stochastique∫︂ τ∗∧h

0
e−rtσ∗

t f
′(X∗

t )dWt

a une espérance nulle.

Comme l’indique la Figure 2.1 : Initialement, le processus Z∗ vaut 0, jusqu’au premier instant T1, où Y ∗
T1

>

a2. On a alors, Z∗
T1

= Y ∗
T1

− a2, et X∗
T1

= a2. Le dividende reste constant jusqu’ à l’instant suivant T2 où

Y ∗
T2

> a2 et Y ∗
T2

− a2 > Y ∗
T1

− a2. À cet instant T2, on a encoreX∗
T2

= a2. Donc le dividende croît seulement

aux points oùX∗
t = a2, et en ces points la dérivée de f vaut 1. Donc∫︂ τ∗∧h

0
e−rtf ′(X∗

t )dZ
∗
t =

∫︂ τ∗∧h

0
e−rtdZ∗

t .

D’après le Lemme 2.8, on a

µ∗
t f

′(X∗
t ) +

1
2σ

∗
t
2f ′′(X∗

t )− rf(X∗
t ) = 0.
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En faisant les modifications nécessaires dans les expressions (2.23), et en appliquant l’espérance, on obtient

Ex

[︂
e−r(τ∗∧h)f(X∗

τ∗∧h)
]︂
= f(x)− Ex

[︄∫︂ τ∗∧h

0
e−rtdZ∗

t

]︄
.

Toujours en procédant comme dans la preuve du Lemme de vérification 2.2, on obtient

V ∗(x) = Ex

[︄∫︂ τ∗

0
e−rtdZ∗

t

]︄
= f(x).

Donc f(x) = V π∗
(x) ≤ V (x).□

On déduit des Propositions 2.7 et 2.9, que f(x) = V π∗
(x) = V (x).

2.5 Réconciliation avec le cas où il n’y a qu’un seul plan d’investissement

Remarque 2.10 Cette section est propre au mémoire et n’a pas été traitée dans l’article de référence.

Nous voulons montrer que, sous certaines conditions limites, nous retrouvons le résultat du Chapitre I où,

on avait un seul plan d’investissement.

Proposition 2.11 Siµ1 = µ2, alorsa1 tend versa2 quandσ1 tend versσ2. À la limitea2 vauta = 1
α−β log

[︂
β2

α2

]︂
.

Preuve. On a

e(a2−a1)(α2−β2) =
β2
2

(︁
1
2σ

2
1α

2
2 + µ2α2 − r

)︁
α2
2

(︁
1
2σ

2
1β

2
2 + µ2β2 − r

)︁ .
La dérivée du membre de droite par rapport à σ1 est β2

2σ
2
1α

2
2

α2
2σ

2
1β

2
2
= 1. En utilisant la règle de l’Hôpital, on a

e(a2−a1)(α2−β2) tend vers 1. Comme α2 ̸= β2, alors a1 tend vers a2.□

Remarque 2.12 Le cas où la compagnie possède plus de deux plans d’investissement, se traite de la même

façon, mais les calculs sont plus laborieux. Voir (Radner et Shepp, 1996).

2.6 Algorithme pour calculer les paramètres de la stratégie optimale

Le théorème suivant nous permet de calculer les paramètres de la stratégie optimale.
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Théorème 2.13 On se donne un ensemble de plans d’investissement A = {(µ1, σ
2
1), (µ2, σ

2
2)}, tel que

µi, σi ∈ (0,∞), µ1 < µ2 et σ2
1/µ1 < σ2

2/µ2. On considère les polynômes Pi(y) = 1
2σ

2
i y

2 + µiy − r,

i = 1, 2. Alors,

1. Les racines du polynôme Pi sont :

αi =
−µi +

√︂
µ2
i + 2rσ2

i

σ2
i

et βi =
−µi −

√︂
µ2
i + 2rσ2

i

σ2
i

.

2. Les seuils sont donnés par :

a0 = 0, a1 =
1

α1 − β1
log

[︃
P2(β1)

P2(α1)

]︃
et a2 = a1 +

1

α2 − β2
log

[︃
β2
2

α2
2

P1(α2)

P1(β2)

]︃
.

3. Les autres paramètres sont :

A2 =
β2

β2 − α2

e−α2a2

α2
B2 =

α2

β2 − α2

e−β2a2

β2
,

A =

β2

β2−α2

eα2(a1−a2)

α2
− α2

β2−α2

eβ2(a1−a2)

β2

eα1a1 − eβ1a1
,

ξ =
α2 + β2
α2β2

− a2 =
µ2

r
− a2.

2.7 Test de sensibilité de la stratégie optimale par rapport aux paramètres d’investissement

Comme nous l’avons indiqué au début de ce chapitre, un investisseur est indifférent quant au choix des

éléments de A . Ces éléments se situent sur la frontière efficiente des investissements et présentent le

même ratio de Sharpe, qui est défini par

RS = (µ− µf )/σ,

où µ et σ sont respectivement, le rendement et le risque de l’investissement, et µf est le taux d’intérêt

sans risque. En d’autres termes, on a

(µ1 − µf )/σ1 = (µ2 − µf )/σ2.

Rappelons qu’une stratégie optimale est donnée par les processus Y ∗ et Z∗ tels que représentés dans la

Figure 2.1. Le seuil a1 est le point où le processus Y ∗ change de régime, et le seuil a2 est le point au-dessus
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duquel on paie les dividendes. Dans cette section, nous représentons graphiquement les seuils a1 et a2, en

fonction d’un seul paramètre d’investissement µ1, σ
2
1, µ2, σ

2
2 , les trois autres étant fixés, tout en respectant

les conditions des éléments de A qui sont

⎧⎪⎨⎪⎩
µ1 < µ2,

σ2
1

µ1
<

σ2
2

µ2
.

(2.24a)

(2.24b)

À chaque fois, nous considérons quelques combinaisons de paramètres fixés. Si les seuils a1 et a2 sont

identiques, on se retrouve dans un cas similaire au Chapitre 1, où il y a un seul plan d’investissement. On

s’attend donc à ce que, dans le cas limite où µ1 = µ2, les courbes de a1 et a2 se rejoignent.

2.7.1 Sensibilité par rapport à µ2

Par les conditions (2.24), il faut que µ2 ∈
]︁
µ1, µ1σ

2
2/σ

2
1

[︁
. Ce cas est représenté dans la Figure 2.2. Quand

µ2 est petit, a1 est à son maximum car on veut garder longtemps le régime 1. Quand µ2 augmente, a1

décroit pour des raisons similaires, et devient ultimement nul. La décroissance de a1 se fait d’abord à un taux

décroissant, puis croissant. D’où les formes convexe puis concave de la courbe. À mesure que µ2 augmente,

le désir de passer au régime 2 est plus pressant. À l’exception du premier graphe de la Figure 2.2 où a2

est presque constant et µ2 est petit, on a que a2 est décroissant lorsque µ2 augmente. Ceci pour s’assurer

qu’on paie plus de dividendes, puisque le processus Y ∗ aura tendance à être au-dessus de a2. Un paiement

excessif de dividendes entraînerait une ruine hâtive. Il faut trouver un compromis entre un paiement de

dividende maximal et la viabilité de la compagnie. Donc lorsque µ2 et σ2
2 sont asssez élevés, la pente de la

trajectoire de a2 est moins abrupte, pour tenir compte de ce compromis. C’est ce qu’on remarque dans le

troisième graphe de la Figure 2.2. Les courbes de a1 et a2 se joignent au point où µ1 = µ2.
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Figure 2.2 – Sensibilité par rapport à µ2
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2.7.2 Sensibilité par rapport à µ1

Par les conditions (2.24), il faut que µ1 ∈
]︁
µ2σ

2
1/σ

2
2, µ2

[︁
. Ce cas est représenté dans la Figure 2.3. Le seuil

a1 part de 0 pour µ1 très petit et croit par la suite, car plus µ1 est grand, plus on veut garder le régime 1

longtemps en repoussant vers le haut a1. La croissance de a1 se fait d’abord à un taux décroissant, puis à

un taux croissant. D’où les formes concave, puis convexe de la courbe. Comme on l’a expliqué à la section

précédente, a2 est décroissant pour s’assurer qu’on paie plus de dividendes. Mais lorsque µ2 et σ2
2 sont

asssez élevés comme dans le troisième graphe de la Figure 2.3, la pente de la trajectoire de a2 est moins

abrupte pour tenir compte du compromis entre un paiement de dividende maximal et la viabilité de la

compagnie.

31



0

5

10

15

5 6 7 8 9 10
µ1

TYPE

a1

a2

µ2 = 10, σ1
2 = 25, σ2

2 = 50

0

5

10

15

5 10 15 20
µ1

TYPE

a1

a2

µ2 = 20, σ1
2 = 15, σ2

2 = 60

0

1

2

3

4

5

80 85 90 95 100
µ1

TYPE

a1

a2

µ2 = 100, σ1
2 = 50, σ2

2 = 65
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2.7.3 Sensibilité par rapport à σ2
1

Par les conditions (2.24), il faut queσ2
1 ∈

]︁
0, µ1σ

2
2/µ2

[︁
. Ce cas est représenté dans la Figure 2.4. Un investis-

sement est moins attrayant quand son risque est très grand, pour un même rendement. Un investissement

dont la variabilité est très petite, a un rendement proche du taux sans risque, qui n’est pas très attrayant.

Par conséquent, lorsque σ2
1 est très petit ou très grand, on veut détenir le régime 2 et a1 est petit. Lorsque

σ2
1 croit, on veut détenir le régime 1 assez souvent, jusqu’à une certaine valeur de σ2

1 . Le seuil a1 va croitre,

puis décroitre par la suite. Sa courbe est concave. La croissance de a2 peut s’expliquer par le fait qu’on

veut maintenir un compromis entre un paiement maximal du dividende et la viabilité de la compagnie. Une

grande variabilité de la trajectoire de Y ∗, le mettrait le plus souvent au-dessus de a2, si la trajectoire de

cette dernière n’est pas croissante.
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2.7.4 Sensibilité par rapport à σ2
2

Par les conditions (2.24), il faut que σ2
2 ∈

]︁
µ2σ

2
1/µ1, ∞

)︁
. Ce cas est représenté dans la Figure 2.5. Il n’existe

pas de borne supérieure pour σ2
2 . Comme nous l’avons dit à la section précédente, un investissement est

moins attrayant quand son risque est très grand, pour un même rendement. Pour les premières valeurs de

σ2
2 , on veut encore garder le régime 2 et a1 vaut zéro. Mais plus σ2

2 est grand, plus on veut garder le régime

1 longtemps en repoussant vers le haut a1. La croissance de a1 est d’abord abrupte, puis légère par la suite.

La courbe est concave. De plus lorsque σ2
2 croit, a2 doit être croissant pour maintenir le compromis entre

un paiement maximal du dividende et la viabilité de la compagnie.
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CHAPITRE 3

STRATÉGIE OPTIMALE LORSQUE LE DIVIDENDE EST ABSOLUMENT CONTINU AVEC UN TAUX BORNÉ

Dans ce chapitre, nous nous restreignons au cas où le dividende est absolument continu, avec un taux borné.

Ce qui est fait ici, est une généralisation de ce qui a été fait dans (Schmidli, 2008) et dans (Jeanblanc-Picqué

et Shiryaev, 1995), en considérant qu’on a deux plans d’investissement. C’est aussi une modification au

problème traité dans (Radner et Shepp, 1996), et détaillé au chapitre précédent. Plus précisément, nous

allons considérer le cas où

ZU
t =

∫︂ t

0
Usds,

où U = {Ut, t ≥ 0} est un processus devant satisfaire quelques conditions citées plus bas. On désignera

une stratégie π = {πt, t ≥ 0}, par

πt = [(µt, σ
2
t ), Ut]

où, pour chaque t, (µt, σ
2
t ) appartient à l’ensembleA défini au Chapitre 2. Le processus de surplus contrôlé

correspondant est donné par

dXπ
t = (µt − Ut)dt+ σtdWt

ou, sous forme intégrale, par

Xπ
t = X0 +

∫︂ t

0
(µs − Us)ds+

∫︂ t

0
σsdWs.

La stratégie π est admissible, si les processus {µt, t ≥ 0}, {σ2
t , t ≥ 0} et {Ut, t ≥ 0} sont Ft-adaptés, et si

pour chaque t ≥ 0, on a 0 ≤ Ut ≤ u0 et (µt, σ
2
t ) ∈ A . On note Π l’ensemble des stratégies admissibles.

La fonction valeur de la stratégie π = {[(µt, σ
2
t ), Ut], t ≥ 0} est définie par :

V π(x) = Ex

[︃∫︂ τπ

0
Ute

−rtdt

]︃
, x ∈ [0,∞),

où r > 0 est fixé et τπ = inf{t ≥ 0 | Xπ
t ≤ 0}.

La fonction valeur optimale est définie par :

V (x) = sup
π∈Π

V π(x), x ∈ [0,∞).

Une stratégie π∗ est dite optimale si on a V π∗
(x) = V (x) pour tout x ∈ [0,∞).
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3.1 Lemme de vérification

Le lemme de vérification est le suivant :

Lemme 3.1 (Lemme de vérification) Soit V̄ une fonction positive définie sur [0,∞), deux fois continûment

différentiable, telle que V̄ (0) = 0, et qui vérifie pour x > 0, les équations HJB⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
sup

0≤u≤u0

(12σ
2
1V̄

′′
(x) + (µ1 − u)V̄

′
(x)− rV̄ (x) + u) = 0,

sup
0≤u≤u0

(12σ
2
2V̄

′′
(x) + (µ2 − u)V̄

′
(x)− rV̄ (x) + u) = 0.

Alors, on a V (x) ≤ V̄ (x), pour tout x ≥ 0.

Preuve. Soit π = {[(µt, σ
2
t ), Ut], t ≥ 0} une stratégie admissible. La fonction f appartient àC2(0,∞), par

hypothèse. Commedans la preuve du Lemmede vérification 2.2, on considère la fonction l(t, x) = e−rtV̄ (x)

et on applique la Formule d’Itô à l
(︁
τπ ∧ h,Xπ

τπ∧h
)︁
. On peut alors écrire

e−r(τπ∧h)V̄ (Xπ
τπ∧h) = V̄ (x) +

∫︂ τπ∧h

0
e−rtσtV̄

′
(Xπ

t )dWt

+

∫︂ τπ∧h

0
e−rt

(︂
(µt − Ut)V̄

′
(Xπ

t ) +
1

2
σ2
t V̄

′′
(Xπ

t )− rV̄ (Xπ
t )
)︂
dt

= V̄ (x) +

∫︂ τπ∧h

0
e−rtσtV̄

′
(Xπ

t )dWt

+

∫︂ τπ∧h

0
e−rt

(︂
(µt − Ut)V̄

′
(Xπ

t ) +
1

2
σ2
t V̄

′′
(Xπ

t )− rV̄ (Xπ
t ) + Ut

− Ut

)︂
dt.

(3.1)

Comme 0 ≤ Ut ≤ u0 etXπ
t > 0 lorsque t ∈ [0, τπ], alors on a

(µt − Ut)V̄
′
(Xπ

t ) +
1

2
σ2
t V̄

′′
(Xπ

t )− rV̄ (Xπ
t ) + Ut ≤ 0,

car la fonction V̄ est solution des équations HJB, par hypothèse. On obtient donc

e−r(τπ∧h)V̄ (Xπ
τπ∧h) ≤ V̄ (x) +

∫︂ τπ∧h

0
e−rtσtV̄

′
(Xπ

t )dWt −
∫︂ τπ∧h

0
e−rtUtdt. (3.2)

Toujours comme dans la preuve du Lemme de vérification 2.2, on montre que l’intégrale stochastique∫︂ τπ∧h

0
e−rtσtV̄

′
(Xπ

t )dWt
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a une espérance nulle et que

lim
h→∞

e−r(τπ∧h)V̄ (Xπ
τπ∧h) = 0.

En faisant tendre h vers l’infini dans l’équation (3.2), on obtient

V π(x) = Ex

[︃∫︂ τπ

0
e−rtUtdt

]︃
≤ V̄ (x).

La stratégie π étant arbitraire, en passant au supremum, on obtient V (x) ≤ V̄ (x).□

3.2 Caractéristiques de la fonction valeur optimale

Avant la construction de la fonction valeur optimale, nous allons déterminer certaines de ses caractéris-

tiques.

Proposition 3.2 La fonction V est strictement croissante.

Preuve. Soient x et y deux réels positifs tels que x < y. Soit π = {[(µt, σ
2
t ), Ut], t ≥ 0}, une stratégie

admissible de capital initial x. Soit π̃ = {[(µt, σ
2
t ), Ũ t], t ≥ 0}, une stratégie admissible de capital initial

y−x. Appelons τx et τy, les temps de ruine associés àx et y, respectivement. On a alors τx < τy. Considérons

la stratégie π̂ = {[(µt, σ
2
t ), Û t], t ≥ 0}, où

Û t =

⎧⎪⎨⎪⎩
Ut si t ≤ τx,

Ũ t−τx si τx < t ≤ τy.

Le processus Û est Ft-adapté et on a par construction, 0 ≤ Û t ≤ u0, pour tout t ≥ 0. Donc la stratégie π̂

est admissible. Son capital initial est y. On a

V π̂(y) = V π(x) + E
[︁
e−rτx

]︁
V π̃(y − x).

Par conséquent,

V (y) ≥ V π(x) + E
[︁
e−rτx

]︁
V π̃(y − x).

Comme les stratégies π̃ et π sont arbitraires, on a

V (y) ≥ V (x) + E
[︁
e−rτx

]︁
V (y − x).

Donc on a V (y) > V (x) et V est strictement croissante.□
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Proposition 3.3 La fonctionV est positive, bornée paru0/r et telle que lim
x→∞

V (x) = u0
r . De plus,V (0) = 0.

Preuve. Soient x ≥ 0 et π = {[(µt, σ
2
t ), Ut], t ≥ 0}, une stratégie arbitraire. Puisque

0 ≤
∫︂ τπ

0
Ute

−rtdt ≤
∫︂ ∞

0
u0e

−rtdt =
u0
r
,

alors

0 ≤ V π(x) = Ex

[︃∫︂ τπ

0
Ute

−rtdt

]︃
≤ u0

r
.

Comme x et π sont arbitraires, on a 0 ≤ V (x) ≤ u0
r , pour tout x ≥ 0.

Considérons la stratégieπ0 qui paie des dividendes au taux constantu0, c’est-à-direπ0 = {[(µt, σ
2
t ), Ut], t ≥

0}, avec (µt, σ
2
t ) ∈ A quelconque, et Ut = u0, pour chaque t. On a

V π0
(x) = Ex

[︄∫︂ τπ
0

0
u0e

−rtdt

]︄
=

(︃
1− Ex[e

−rτπ
0

]

)︃
u0
r
.

Donc,

V (x) ≥
(︃
1− Ex[e

−rτπ
0

]

)︃
u0
r
.

Pour tout x ≥ 0, on a 0 < e−rτπ
0

≤ 1. Donc, par le Théorème de convergence dominée, on a

lim
x→∞

Ex[e
−rτπ

0

] = 0.

On obtient que V (x) tend vers u0
r , quand x tend vers l’infini. On montre de façon similaire au Chapitre 2,

que V (0) = 0.□

3.3 Construction de la fonction valeur optimale

Dans cette section, nous cherchons une solution régulière aux équations HJB du Lemme 3.1, qui possède

les propriétés citées dans la Proposition 3.3 et qui est strictement croissante. Nous montrerons par la suite

que cette solution est la fonction valeur optimale. Nous commençons par expliciter les solutions desdites

équations HJB.

Pour i ∈ {1, 2} fixé, considérons l’équation

1
2σ

2
i f

′′(x) + µif
′(x)− rf(x) + sup

0≤u≤u0

(u(1− f ′(x))) = 0. (3.3)
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Pour x tel que f ′(x) < 1, l’équation (3.3) s’écrit

1
2σ

2
i f

′′(x) + µif
′(x)− rf(x) + u0(1− f ′(x)) = 0, (3.4)

alors que pour x tel que f ′(x) ≥ 1, l’équation (3.3) s’écrit

1
2σ

2
i f

′′(x) + µif
′(x)− rf(x) = 0. (3.5)

Conséquemment, nous allons commencer par trouver des solutions à ces deux EDOs. D’après l’annexe A,

les solutions des équations (3.5) et (3.4) sont respectivement

f1i(x) = Aie
γi(0)x −Bie

−θi(0)x

et

f2i(x) =
u0
r

+ Cie
γi(u0)x −Die

−θi(u0)x,

avec

γi(u) =
−(µi − u) +

√︂
(µi − u)2 + 2rσ2

i

σ2
i

et θi(u) =
µi − u+

√︂
(µi − u)2 + 2rσ2

i

σ2
i

.

Remarquons que les paramètres αi et βi trouvés dans le Chapitre 2, sont donnés respectivement par γi(0)

et−θi(0). Selon la Proposition 2.3, on a

−θ1(0) < −θ2(0) < 0 < γ2(0) < γ1(0).

Comme √︂
(µi − u)2 + 2rσ2

i > |µi − u|,

on a γi(u) > 0 et θi(u) > 0. Ainsi, lim
x→∞

e−θi(u0)x = 0 et

lim
x→∞

f2i(x) = u0/r + lim
x→∞

Cie
γi(u0)x.

Comme γi(u0) est strictement positif, pour avoir lim
x→∞

f2i(x) = u0/r, il faut queCi = 0. De plus, la fonction

f2i doit être croissante doncDi doit être positif. En résumé, pour i ∈ {1, 2}, on a f2i(x) = u0
r −Die

−θi(u0)x,

avecDi positif.

Nous aimerionsmieux expliciter la fonction f . Onnepeut pas avoir f(x) = f11(x) = A1e
γ1(0)x−B1e

−θ1(0)x,

pour tout x ≥ 0. En effet, f étant bornée, on devrait avoir A1 = 0. On veut aussi que f soit strictement
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croissante. Donc, on devrait avoir B1 > 0. Mais f(0) = 0, donc B1 = 0. D’où la contradiction. On montre

de façon similaire qu’on ne peut pas avoir f(x) = f12(x) = A2e
γ2(0)x −B2e

−θ2(0)x, pour tout x ≥ 0.

Ceci nous pousse à considérer la fonction

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
A1e

γ1(0)x −B1e
−θ1(0)x pour 0 ≤ x ≤ b1,

A2e
γ2(0)x −B2e

−θ2(0)x pour b1 ≤ x ≤ b2,

u0
r − e−θ2(u0)(x−b2)

θ2(u0)
pour x ≥ b2,

où les paramètres A1, B1, A2, B2, b1 et b2 sont à déterminer. Nous allons choisir ces paramètres pour que

f(0) = 0 et f ∈ C2(0,∞). Premièrement, f(0) = 0 si et seulement si A1 = B1. On veut donc :

f(b1−) = f(b1+) ou A1

(︁
eγ1(0)b1 − e−θ1(0)b1

)︁
= A2e

γ2(0)b1 −B2e
−θ2(0)b1 (3.6)

f ′(b1−) = f ′(b1+) ou A1

(︁
γ1(0)e

γ1(0)b1 + θ1(0)e
−θ1(0)b1

)︁
= A2γ2(0)e

γ2(0)b1 +B2θ2(0)e
−θ2(0)b1 (3.7)

f ′′(b1−) = f ′′(b1+) ou A1

(︁
γ1(0)

2eγ1(0)b1 − θ1(0)
2e−θ1(0)b1

)︁
= A2γ2(0)

2eγ2(0)b1 −B2θ2(0)
2e−θ2(0)b1

(3.8)

f(b2−) = f(b2+) ou A2e
γ2(0)b2 −B2e

−θ2(0)b2 = u0/r − 1/θ2(u0) (3.9)

f ′(b2−) = f ′(b2+) ou A2γ2(0)e
γ2(0)b2 +B2θ2(0)e

−θ2(0)b2 = 1 (3.10)

f ′′(b2−) = f ′′(b2+) ou A2γ2(0)
2eγ2(0)b2 −B2θ2(0)

2e−θ2(0)b2 = −θ2(u0). (3.11)

De façon similaire au Chapitre 2, on veut utiliser les relations Pi(γi(0)) = Pi(−θi(0)) = 0 (i = 1, 2), dans

les équations (3.6), (3.7) et (3.8), pour les réduire. Pour cela, on les multiplie respectivement par −r, µi et
1
2σ

2
i , puis on additionne. On obtient

A2e
γ2(0)b1P1(γ2(0))−B2e

−θ2(0)b1P1(−θ2(0)) = 0, (3.12)

et

A1

(︁
eγ1(0)b1P2(γ1(0))− e−θ1(0)b1P2(−θ1(0))

)︁
= 0. (3.13)

On déduit de la dernière équation que

b1 =
1

γ1(0) + θ1(0)
log

[︃
P2(−θ1(0))

P2(γ1(0))

]︃
. (3.14)

À partir de l’équation (3.12), on a

A2 = B2e
−(θ2(0)+γ2(0))b1P1(−θ2(0))/P1(γ2(0)). (3.15)
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En remplaçant cette dernière expression de A2 dans (3.9) et (3.10), on obtient

B2e
−θ2(0)b2

(︂
e(θ2(0)+γ2(0))(b2−b1)P1(−θ2(0))/P1(γ2(0))− 1

)︂
= u0/r − 1/θ2(u0), (3.16)

et

B2γ2(0)e
−θ2(0)b2

(︂
e(θ2(0)+γ2(0))(b2−b1)P1(−θ2(0))/P1(γ2(0)) + θ2(0)

)︂
= 1. (3.17)

Posons

K =
u0
r

− 1

θ2(u0)
. (3.18)

En divisant les équations (3.16) et (3.17), on obtient

e(θ2(0)+γ2(0))(b2−b1) =
(1 +Kθ2(0))P1(γ2(0))

(1−Kγ2(0))P1(−θ2(0))
.

On en déduit que

b2 = b1 +
1

γ2(0) + θ2(0)
log

[︃
(1 +Kθ2(0))

(1−Kγ2(0))

P1(γ2(0))

P1(−θ2(0))

]︃
. (3.19)

En remplaçant cette dernière expression dans l’équation (3.16), on obtient

B2 =
1−Kγ2(0)

θ2(0) + γ2(0)
eθ2(0)b2 . (3.20)

En remplaçant cette dernière valeur dans l’expression (3.15), on obtient

A2 =
Kθ2(0) + 1

θ2(0) + γ2(0)
e−γ2(0)b2 (3.21)

En remplaçant A2 etB2 par les valeurs trouvées précédemment, dans l’équation (3.6), on obtient

A1 =

Kθ2(0)+1
θ2(0)+γ2(0)

eγ2(0)(b1−b2) + Kγ2(0)−1
θ2(0)+γ2(0)

e−θ2(0)(b1−b2)

eγ1(0)b1 − e−θ1(0)b1
. (3.22)

Les paramètres sont maintenant connus.

3.4 Solution du problème d’optimisation

Nous allons maintenant énoncer le théorème qui donne une solution au problème d’optimisation.
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Théorème 3.4 Soit Y ∗ = {Y ∗
t , t ≥ 0} le processus défini par

Y ∗
t = X0 +

∫︂ t

0

(︁
µ11{Y ∗

s <b1} + µ21{Y ∗
s ≥b1}

)︁
ds+

∫︂ t

0

(︁
σ11{Y ∗

s <b1} + σ21{Y ∗
s ≥b1}

)︁
dWs.

Ainsi, une stratégie optimale est donnée par π∗ =
{︁
[(µ∗

t , σ
∗
t
2), U∗

t ], t ≥ 0
}︁
, où

(µ∗
t , σ

∗
t
2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(µ1, σ

2
1) pour 0 ≤ Y ∗

t < b1

(µ2, σ
2
2) pour b1 ≤ Y ∗

t ,

et U∗
t = u01{Y ∗

t >b2}.

Une stratégie optimale π∗ consiste à changer (µ1, σ
2
1) pour (µ2, σ

2
2) en b1, et (µ2, σ

2
2) pour (µ2 − u0, σ

2
2)

en b2.

La fonction valeur optimale est

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Kθ2(0)+1
θ2(0)+γ2(0)

eγ2(0)(b1−b2)+
Kγ2(0)−1

θ2(0)+γ2(0)
e−θ2(0)(b1−b2)

eγ1(0)b1−e−θ1(0)b1

(︁
eγ1(0)x − e−θ1(0)x

)︁
pour 0 ≤ x ≤ b1,

Kθ2(0)+1
θ2(0)+γ2(0)

e−γ2(0)(b2−x) + Kγ2(0)−1
θ2(0)+γ2(0)

eθ2(0)(b2−x) pour b1 ≤ x ≤ b2,

u0
r − e−θ2(u0)(x−b2)

θ2(u0)
pour x ≥ b2,

où b1, b2 etK sont donnés respectivement dans (3.14), (3.19) et (3.18).

La Figure 3.1 illustre une stratégie optimale où b1 = 750, b2 = 1725,X0 = 0, σ2
1 = 16, µ1 = .7, σ2

2 = 100

et µ2 = 1 et u0 = .75. Le seuil b1 est le point où le processus Y ∗ change de régime, et le seuil b2 est le point

au-dessus duquel on paie le dividende au taux maximal u0. Ici, le processusX∗ = {X∗
t , t ≥ 0}, correspond

à la stratégie π∗. Il est identique au processus Y ∗ en deça de b2, et a pour dérive et variance (µ2 − u0, σ
2
2)

au-dessus de b2.
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Figure 3.1 – Stratégie optimale lorsque Z a un taux borné par u0 = .75, b1 = 750, b2 = 1725, X0 = 0,

σ2
1 = 16, µ1 = .7, σ2

2 = 100, µ2 = 1 et n = 2

Preuve. Posons

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Kθ2(0)+1
θ2(0)+γ2(0)

eγ2(0)(b1−b2)+
Kγ2(0)−1

θ2(0)+γ2(0)
e−θ2(0)(b1−b2)

eγ1(0)b1−e−θ1(0)b1

(︁
eγ1(0)x − e−θ1(0)x

)︁
pour 0 ≤ x ≤ b1,

Kθ2(0)+1
θ2(0)+γ2(0)

e−γ2(0)(b2−x) + Kγ2(0)−1
θ2(0)+γ2(0)

eθ2(0)(b2−x) pour b1 ≤ x ≤ b2,

u0
r − e−θ2(u0)(x−b2)

θ2(u0)
pour x ≥ b2.

Par construction, la fonction f vérifie les conditions du Lemme de vérification 3.1, donc V (x) ≤ f(x).
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Nous voulons maintenant montrer que f(x) ≤ V (x). Notons une fois de plus V ∗ la fonction valeur de la

stratégie π∗ et τ∗ le temps de ruine associé à cette stratégie. Pour montrer que f(x) ≤ V (x), il suffit de

montrer que f(x) = V ∗(x). Nous réécrivons l’équation (3.1)mais cette fois en considérantX∗,U∗ et τ∗, où

X∗ est le processus correspondant à π∗. On a

e−r(τ∗∧h)f(X∗
τ∗∧h) = f(x) +

∫︂ τ∗∧h

0
e−rtσ∗

t f
′(X∗

t )dWt

+

∫︂ τ∗∧h

0
e−rt

(︂
(µ∗

t − U∗
t )f

′(X∗
t ) +

1

2
σ∗
t
2f ′′(X∗

t )− rf(X∗
t )
)︂
dt

= f(x) +

∫︂ τ∗∧h

0
e−rtσ∗

t f
′(X∗

t )dWt

+

∫︂ τ∗∧h

0
e−rt

(︂
(µ∗

t − U∗
t )f

′(X∗
t ) +

1

2
σ∗
t
2f ′′(X∗

t )− rf(X∗
t ) + U∗

t − U∗
t

)︂
dt.

= f(x) +

∫︂ τ∗∧h

0
e−rtσ∗

t f
′(X∗

t )dWt

+

∫︂ τ∗∧h

0
e−rt

(︂
µ1f

′(X∗
t ) +

1

2
σ2
1f

′′(X∗
t )− rf(X∗

t )
)︂
1{X∗

t <b1}dt

+

∫︂ τ∗∧h

0
e−rt

(︂
µ2f

′(X∗
t ) +

1

2
σ2
2f

′′(X∗
t )− rf(X∗

t )
)︂
1{b1≤X∗

t <b2}dt

+

∫︂ τ∗∧h

0
e−rt

(︂
(µ2 − u0)f

′(X∗
t ) +

1

2
σ2
2f

′′(X∗
t )− rf(X∗

t ) + u0 − u0

)︂
1{X∗

t ≥b2}dt.

(3.23)

Par construction de f1i, pourX∗
t ≤ b2, le supremum dans les équations HJB est atteint en 0. Tandis que pour

X∗
t > b2, le supremum est atteint en u0, par construction de f2i. Donc les quatrième et cinquième termes,

du membre de droite de la dernière égalité de (3.23), sont nuls. Tandis que le dernier terme vaut

−
∫︂ τ∗∧h

0
e−rtu01{X∗

t ≥b2}dt.

L’équation(3.23) devient

e−r(τ∗∧h)f(X∗
τ∗∧h) = f(x) +

∫︂ τ∗∧h

0
e−rtσ∗

t f
′(X∗

t )dWt −
∫︂ τ∗∧h

0
e−rtu01{X∗

t ≥b2}dt. (3.24)

Comme précédemment, on a que l’intégrale stochastique∫︂ τ∗∧h

0
e−rtσ∗

t f
′(X∗

t )dWt

a une espérance nulle et que

lim
h→∞

Ex

[︂
e−r(τ∗∧h)f(X∗

τ∗∧h)
]︂
= 0.

En faisant tendre h vers l’infini dans l’équation (3.24), on obtient

V ∗(x) = Ex

[︄∫︂ τ∗

0
e−rtu01{X∗

t ≥b2}dt

]︄
= f(x).
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Donc on a f(x) ≤ V (x).□

3.5 Réconciliation avec le cas où le dividende est continu

Nous voulons maintenant montrer que lorsque la borne u0 tend vers l’infini, nous retrouvons la fonction

valeur du cas général traité au Chapitre 2, où le dividende Z est continu. Pour cela, nous avons besoin du

lemme suivant :

Lemme 3.5 Lorsque u0 tend vers l’infini, les constantes

θ2(u0) =
µ2 − u0 +

√︁
(µ2 − u0)2 + 2rσ2

2

σ2
2

et K =
u0
r

− 1

θ2(u0)

tendent respectivement vers 0 et vers µ2/r.

Preuve. Si on applique l’identité

a− b = (a2 − b2)/(a+ b)

au numérateur de θ2(u0), on obtient

θ2(u0) =
1

σ2
2

(µ2 − u0)
2 − (µ2 − u0)

2 − 2rσ2
2(︂

µ2 − u0 −
√︁

(µ2 − u0)2 + 2rσ2
2

)︂ =
2r√︁

(µ2 − u0)2 + 2rσ2
2 + u0 − µ2

.

Il s’ensuit que θ2(u0) tend vers 0, lorsque u0 tend vers l’infini.

On a

K =
u0
r

− 1

θ2(u0)
=

u0 + µ2 −
√︁

(u0 − µ2)2 + 2rσ2
2

2r
.

À ce dernier terme, on applique encore l’identité a− b = (a2 − b2)/(a+ b). On obtient

K =
(u0 + µ2)

2 − (u0 − µ2)
2 − 2rσ2

2r
(︂
u0 + µ2 +

√︁
(u0 − µ2)2 + 2rσ2

2

)︂ .
On réarrange les termes et on obtient

K =
2u0µ2 − rσ2

r
(︂
u0 + µ2 +

√︁
(u0 − µ2)2 + 2rσ2

2

)︂ .
On considère dans cette dernière expression deK, le rapport des termes de plus haut degré en u0, et on a

lim
u0→∞

K = µ2/r.
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□

NotonsV∞, la fonction valeur définie dans le Théorème 2.4, etVu0 celle définie dans le Théorème 3.4. Alors,

V∞(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β2

β2−α2

eα2(a1−a2)

α2
− α2
β2−α2

eβ2(a1−a2)

β2

eα1a1−eβ1a1

(︁
eα1x − eβ1x

)︁
pour 0 ≤ x ≤ a1,

β2

α2(β2−α2)
e−α2(a2−x) − α2

β2(β2−α2)
e−β2(a2−x) pour a1 ≤ x ≤ a2,

µ2

r + (x− a2) pour x ≥ a2,

et

Vu0 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Kθ2(0)+1
θ2(0)+γ2(0)

eγ2(0)(b1−b2)+
Kγ2(0)−1

θ2(0)+γ2(0)
e−θ2(0)(b1−b2)

eγ1(0)b1−e−θ1(0)b1

(︁
eγ1(0)x − e−θ1(0)x

)︁
pour 0 ≤ x ≤ b1,

Kθ2(0)+1
θ2(0)+γ2(0)

e−γ2(0)(b2−x) + Kγ2(0)−1
θ2(0)+γ2(0)

eθ2(0)(b2−x) pour b1 ≤ x ≤ b2,

u0
r − e−θ2(u0)(x−b2)

θ2(u0)
pour x ≥ b2.

On a la proposition suivante :

Proposition 3.6 Lorsque la borne u0 tend vers l’infini, Vu0 tend vers V∞.

Preuve. Rappelons que les paramètres αi, βi et a1, trouvés dans le Chapitre 2, sont donnés respectivement

par γi(0) et−θi(0) et b1. D’autre part, d’après le Lemme 3.5, on a

lim
u0→∞

(Kθ2(0) + 1)γ2(0) =

(︃
µ2

r
θ2(0) + 1

)︃
γ2(0).

On a aussi (︃
µ2

r
θ2(0) + 1

)︃
γ2(0) =

µ2

r
θ2(0)γ2(0) + γ2(0)

=
µ2

r

(︃
2r

σ2

)︃
+ γ2(0)

=
2µ2

σ2
+ γ2(0)

= γ2(0)− θ2(0)− γ2(0)

= −θ2(0).

De façon similaire,

lim
u0→∞

(1−Kγ2(0))θ2(0) = γ2(0).
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Donc

lim
u0→∞

Kθ2(0)− 1

1−Kγ2(0)
=

(︂θ2(0)
γ2(0)

)︂2

et le paramètre b2 tend vers le paramètre a2 trouvé dans le Chapitre 2. On a aussi que la première expression

(resp. deuxième expression) de la fonction Vu0 tend vers la première expression (resp. deuxième expression)

de la fonction V∞.

Pour ce qui est de la dernière expression de Vu0 , on a

u0
r

− e−θ2(u0)(x−b2)

θ2(u0)
=

u0
r

− 1

θ2(u0)
+

1

θ2(u0)

(︂
1− e−θ2(u0)(x−b2)

)︂
= K +

1

θ2(u0)

(︂
1− e−θ2(u0)(x−b2)

)︂
.

D’après le Lemme 3.5, on sait que θ2(u0) tend vers 0, lorsque u0 tend vers l’infini. De plus, b2 tend vers a2.

Donc, la limite de 1−e(−x−b2)θ2(u0)

θ2(u0)
, quand u0 tend vers l’infini, est identique à celle de 1−e−(x−a2)θ2(u0)

θ2(u0)
quand

θ2(u0) tend vers zéro. On a donc

lim
θ2(u0)→0

1− e−(x−a2)θ2(u0)

θ2(u0)
= −

(︂
e−(x−a2)θ

)︂′ ⃓⃓
θ=0

= x− a2.

De plus,K tend vers µ2/r. Donc, la dernière expression de la fonction Vu0 tend vers la dernière expression

de la fonction V∞.□

3.6 Test de sensibilité de la stratégie optimale par rapport aux paramètres d’investissement

Nous voulons faire ici, une analyse similaire à ce qui a été fait au Chapitre 2. On se fixe un taux maximum

de dividendes u0. On représente graphiquement les seuils b1 et b2, en fonction d’un seul paramètre d’in-

vestissement µ1, σ
2
1, µ2, σ

2
2 , les trois autres étant fixés, tout en respectant les conditions des éléments de

A . On sait que le seuil b1 est identique au seuil a1 du Chapitre 2. Pour u0 assez grand, on devrait avoir la

courbe de b2 qui tend vers celle de a2.

Remarque 3.7 On considère certaines valeurs de u0 et on donne aux paramètres µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2 , les mêmes

valeurs données au Chapitre 2, pour pouvoir faire des comparaisons.

On obtient les figures suivantes :
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Figure 3.2 – Sensibilité par rapport à µ2
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On voit effectivement que la courbe de b1 est identique à celle de a1 du Chapitre 2. Pour u0 = 100 par

exemple, on voit que la courbe de b2 est identique à celle de a2. Dans tous les cas, les formes des courbes de

b2 et a2 sont identiques. Donc, l’analyse faite au Chapitre 2 est encore valide au Chapitre 3. Normalement,

selon notre problématique, on devrait toujours avoir la courbe de b2 au-dessus de celle de b1. Ici, il est

difficile d’expliquer que les deux courbes se croisent.
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CONCLUSION

Après avoir fait un rappel du problème classique d’optimisation de dividendes, nous avons considéré le cas

où la compagnie d’assurance possède deux plans d’investissement qui ne se dominent pas les uns les autres

(µ1, σ
2
1) et (µ2, σ

2
2), et paie des dividendes continus. Nous avons identifié deux seuils a1 et a2 de telle sorte

qu’une stratégie optimale consiste à changer de régime en a1 et à payer des dividendes au-dessus de a2.

Les tests de sensibilité des seuils par rapport aux paramètres d’investissement, ont confirmé que dans le

cas limite où µ1 = µ2, les courbes de a1 et a2 se rejoignent. Nous avons aussi pu expliquer les formes des

différentes courbes.

Dans le cas où le dividende est absolument continu avec un taux borné, nous avons encore identifié deux

seuils b1 et b2. Une stratégie optimale consiste à changer de régime en b1 et au-dessus de b2, le paramètre

µ2 est réduit du taux maximal du dividende. Dans ce dernier cas, les tests de sensibilité n’ont pas apporté

d’informations supplémentaires et il est difficile d’expliquer que les courbes des seuils se croisent.

Ce mémoire ouvre un nouveau champ pour la recherche. Tout ce qui a été fait en problème d’optimisation

de dividendes, dans le cas où la compagnie possède un seul plan d’investissement, pourrait être repensé

en supposant qu’il y a n ≥ 2 plans d’investissement.
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ANNEXE A

RÉSOLUTION D’UNE EDO

Nous voulons résoudre les équations suivantes du Chapitre 3,

1
2σ

2f ′′(x) + µf ′(x)− rf(x) + u0(1− f ′(x)) = 0 (A.1)

et
1
2σ

2f ′′(x) + µf ′(x)− rf(x) = 0. (A.2)

L’équation (A.2) étant un cas particulier de (A.1), on ne considère que l’équation (A.1) qui s’écrit encore

1
2σ

2f ′′(x) + (µ− u0)f
′(x)− rf(x) = −u0. (A.3)

L’équation homogène
1
2σ

2f ′′(x) + (µ− u0)f
′(x)− rf(x) = 0 (A.4)

a pour équation caractéristique
1
2σ

2T 2 + (µ− u0)T − r = 0. (A.5)

Le discriminant est

∆ = (µ− u0)
2 + 2rσ2 > 0

et les solutions de (A.5) sont :

γ =
−(µ− u0) +

√︁
(µ− u0)2 + 2rσ2

σ2
et θ =

−(µ− u0)−
√︁

(µ− u0)2 + 2rσ2

σ2
.

On en déduit que la forme générale des solutions de l’équation (A.4) est

f(x) = Ceγx +Deθx,

où C et D sont deux constantes réelles arbitraires. Une solution particulière de l’équation (A.3) est la

constante u0
r . On en déduit que la forme générale de ses solutions

f(x) =
u0
r

+ Ceγx +Deθx.
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