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RESUME

Nous considérons ici une compagnie qui possede deux plans d’investissement, vérifiant certaines condi-
tions, et qui paie des dividendes. En 1996, Radner et Shepp dans (Radner et Shepp, 1996) déterminent une
stratégie optimale pour une telle compagnie, lorsque le dividende est continu. Plus tard en 2008, Schmidli
dans (Schmidli, 2008) trouve une stratégie optimale pour une compagnie possédant un seul plan d'inves-
tissement, lorsque le dividende est absolument continu avec un taux borné, puis lorsque le dividende est
continu. Dans ce mémoire, nous reformulons le probléme souligné dans (Radner et Shepp, 1996) de facon
similaire a celui de Schmidli dans (Schmidli, 2008). Ensuite, nous généralisons le travail de Schmidli, pour
une compagnie possédant deux plans d’investissement. A chaque fois, nous faisons des tests de sensibilité.

MOTS CLES : contréle stochastique ; processus stochastiques ; stratégie optimale; seuils.
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INTRODUCTION

Les actuaires se sont toujours fixés pour objectif d’'améliorer la stabilité financiére des compagnies d’assu-
rance. En 1903, Lundberg dans (Lundberg, 1903), introduit le modéle classique de risque collectif. Le risque
d’'une compagnie d’assurance était alors mesuré par sa probabilité de ruine. On pourrait se référer a (Cra-
mér, 1930) et (Cramér, 1955). La décision optimale était de minimiser la probabilité de ruine, soit par la ré-
assurance et/ou les investissements. On pourrait se référer a (Azcue et Muler, 2014), (Hipp et Plum, 2000),
(Schmidli, 2002) et (Schmidli, 2008). Mais minimiser la probabilté de ruine sur un horizon infini, suppose
qgue la compagnie laisse le surplus croitre a I'infini. Ceci est peu plausible, car une compagnie ancienne se
retrouve a détenir un surplus plus élevé qu’'une compagnie nouvelle, méme si les deux compagnies sont
dans la méme industrie, et donc possédent le méme risque. Par conséquent, il faut trouver un moyen de

distribuer le surplus.

Bruno de Finetti dans (de Finetti, 1957), introduit alors la stratégie de paiement de dividendes. Le dividende
est distribué aux actionnaires, et non aux détenteurs de police. La décision optimale de la compagnie ici, est
de maximiser la valeur présente des dividendes payés jusqu’a la ruine de la compagnie. Bruno de Finetti a
résolu le probléme de la stratégie optimale de paiement de dividendes, dans le cas d’'une marche aléatoire.
Aprés cela, Gerber dans (Gerber, 1969), étudie le probléme dans le cadre d’'un modéle de Cramér-Lundberg.
Gerber et Shiu dans (Gerber et Shiu, 2004), poursuivent I'étude du probléme dans le cadre d’'un modéle de
diffusion. Mais I'inconvénient de I'approche de paiements de dividendes, est que sous la stratégie optimale,

la ruine est presque certaine.

Dans tout ce qui est cité plus haut, la compagnie d’assurance dont on veut étudier la solvabilité, n’a qu’un
seul plan d’investissement, c'est-a-dire que la dynamique du processus de surplus est fixée au départ et
ne peut étre modifiée. En 1996, Radner et Shepp dans (Radner et Shepp, 1996), considérent le cas ou la
compagnie d’assurance posséde plusieurs plans d’'investissements qui ne se dominent pas les uns les autres.
Les auteurs ici, supposent que la compagnie paie des dividendes et déterminent une stratégie corporative

optimale, c'est-a-dire un meilleur choix de plan d’investissement et de paiement de dividendes.

A la méme époque, Jeanblanc-Picqué et Shiryaev dans (Jeanblanc-Picqué et Shiryaev, 1995), reprennent le
travail de Radner et Shepp pour un seul plan d’'investissement. lls supposent d’abord que, le dividende payé

est absolument continu, avec un taux borné. Ensuite, ils considérent le cas ou le dividende est croissant et



continu a droite. Plus tard en 2008, Schmidli dans (Schmidli, 2008), reprend le travail de Jeanblanc-Picqué

et Shiryaev, avec une autre approche et présente les résultats différemment.

Dans le présent mémoire, nous faisons une généralisation de ce que Schmidli a fait dans (Schmidli, 2008).
Nous trouvons une stratégie corporative optimale pour une compagnie possédant deux plans d’investis-
sement et payant des dividendes. Nous reformulons le probléme souligné dans (Radner et Shepp, 1996)
de facon similaire a celui de Schmidli dans (Schmidli, 2008). Nous considérons le cas ou le dividende est
continu, puis le cas ou il est absolument continu avec un taux borné, ce qui n'avait pas encore été considéré

dans la littérature.

Le mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous faisons un rappel du probléme
classique d’optimisation de dividendes. Nous nous inspirons de ce qui a été fait dans (Jeanblanc-Picqué et

Shiryaev, 1995) et (Schmidli, 2008).

Dans le deuxiéme chapitre, nous trouvons une stratégie corporative optimale pour une compagnie pos-
sédant deux plans d’investissement et payant des dividendes continus. Le probléme ayant été reformulé
comme dans (Schmidli, 2008), nous nous assurons que si la compagnie ne posséde qu’un seul plan d’in-
vestissement, nous retrouvons bien le résultat énoncé dans (Schmidli, 2008). Nous faisons une analyse
numérique et étudions le comportement de la stratégie optimale en fonction des paramétres des plans

d’investissement.

Le troisieme chapitre contient le résultat principal du mémoire, qui est nouveau dans la littérature. Le cha-
pitre traite le cas ou le dividende est absolument continu avec un taux borné, et la compagnie posséde deux
plans d’investissement. Nous montrons que lorsque la borne tend vers I'infini, nous retrouvons le cas du
Chapitre 2, ou le dividende est continu. Ici aussi, nous étudions le comportement de la stratégie optimale

en fonction des paramétres des plans d’investissement.



CHAPITRE 1
RAPPELS SUR LE PROBLEME CLASSIQUE D’OPTIMISATION DE DIVIDENDES

Dans tout le mémoire, (2, F,P) est un espace de probabilités et W = {W,;,t > 0} est un mouvement

brownien standard défini sur cet espace. De plus, {F;,t > 0} est la filtration naturelle de W.

Dans ce chapitre, nous faisons des rappels sur le probléme d’optimisation de dividendes, pour un modele
de diffusion, en nous basant sur (Jeanblanc-Picqué et Shiryaev, 1995) et (Schmidli, 2008). La compagnie
d’assurance, dont on veut étudier la solvabilité, paie des dividendes et n'a gu’un seul plan d’'investissement
(1, 02). Le paramétre u est le rendement de l'investissement, c’est-a-dire le rapport du bénéfice net percu
sur I'investissement, par le capital investi. Le paramétre o2 est la variance, et elle mesure la variabilité du

rendement.

Le processus de surplus de la compagnie est décrit par
Xt = X() +Mt+0’Wt,

avec X > 0. On applique un contréle a ce surplus, a I'aide d’'un processus croissant Z = {Z;,t > 0}, qui
est ici le paiement cumulatif de dividendes fait par la compagnie, de telle sorte que le processus contrélé
s'écrit

X? =X, - Z;.

Remarque 1.1 Dans ce chapitre, nous survolons les preuves car des preuves plus générales et détaillées sont

données aux Chapitres 2 et 3.

Nous allons d’abord considérer le cas ou le processus Z est continu, ensuite le cas ou il est absolument

continu avec un taux borné.

11 Dividende croissant et continu

Le processus de surplus contrélé est alors donné par

dX7 = pdt + odW; — dZ;.



On définit le temps de la ruine correspondant par
7 =inf{t > 0| X7 < 0}.

Le processus Z = {Z;,t > 0} est une stratégie admissible s'il est 7; -adapté, continu et croissant. On note

Z l'ensemble des stratégies admissibles. La fonction valeur de la stratégie Z est définie par :

7_Z
/ €_TtdZt
0

ou r > 0 est un taux d’escompte donné. La fonction valeur optimale est définie par :

VZ<x) = Eﬂﬂ y L € [0700)7

V(z) = ?ég VZ(z), x € [0,00).

Une stratégie optimale est une stratégie qui maximise la fonction valeur optimale. Plus précisément, une
stratégie Z* est dite optimale siona V%" (z) = V(z) pour tout z € [0, 00).

1.2 Lemme de vérification

Le lemme suivant permet de résoudre le probléme d’optimisation.

Lemme 1.2 (Lemme de vérification) Soit V une fonction positive définie sur [0, co), deux fois continiment

différentiable, telle que V (0) = 0, et qui vérifie pour = > 0,
max{1o?V" (z) + uV'(z) =V (2),1 - V'(z)} <0.

Alors,ona V (z) < V(z), pour tout z > 0.

Preuve. Ici, nous survolons la preuve car une preuve plus détaillée est donnée au Chapitre 2, pour un cas plus

général.

Considérons Z = {Z;,t > 0}, une stratégie admissible et un réel h > 0. On pose XOZ = g et on écrit la

Formule d’Ité

7Z AR
T (X, ) < Vi) = /0 e (uVI(XT) + 50 VIXT) = rV (X)) dt
IN) B TZ AR _ (11)
N / TV (XP) AW, — / TV (XP)AZ
0 0

4



La fonction t — e~ et le processus {V/(th), t > 0} sont bornés sur [0, 7% A h]. Il en est de méme du

processus {e*rtaV’(XtZ ), t > 0}. On sait alors que I'intégrale stochastique

T2 Nh 3
/ e "oV (XE)aW,
0

a une espérance nulle.

Pour I'intégrale stochastique de Stieltjes
N iy
/ e "VI(XF)dZ,
0

et parce qu’on suppose V’(th )>1,0na

N iy T2 Nh

/ e_TtV (XtZ)dZt Z / e_rtdZt.
0 0

Avec la propriété de monotonie de I'espérance, I'équation (1.1) devient

. (1.2)

Par le Théoréme de convergence dominée, on a
. —r(TZAR) T . (T Z AR
hlggo E, [6 7( /\h)V(XTZZ/\h)} =E, [hlgroloe 7( /\h)V(XTZZAh):| =0.

Par le Théoréme de convergence monotone, on a
N 7ZNh
/ e "dz, lim / e "dz,
0 0

h—o00
En faisant tendre h vers I'infini dans I'équation (1.2), on obtient

zZ

/ GiTtdZt
0

lim E,

h—o00

Z

’
/ €_TtdZt
0

VZ(z) =E, < V(x).

1.3 Construction de la fonction valeur optimale et solution au probléme

Le polynéme
Ply) = 50°y* +py —r

a pour racines :

(07

A+ p? 4 2ro? et §— —p— /% + 2ro? (1.3)
- } = : .
o

o2



Considérons la fonction

Ae™® — BeP*  pour0 < z < a,

x4+ €& pour x > a,
ou les valeurs A, B, a et ¢ sont & déterminer. Nous allons les choisir pour que la fonction V' vérifie les

conditions du Lemme de vérification 1.2. En d’autres mots, on veut que :

V(0)=0o0u A =B,

V(a—) = V(a+) ou Ae®® — BeP* = a + ¢,

~—

V'(a—) = V'(a+) ou Aae®® — BBeP* =1,
V" (a—) = V"(a+) ou Aa?e®® — Bp%eP* = 0.

On trouve

1 1 2 L
A= s~ gepa a:a—BIOg[oﬂ}’ f=r @

Le théoreme suivant donne une solution au probleme d'optimisation.

Théoréme 1.3 Une stratégie optimale Z* est donnée par

zr :max{ sup Xs—a,()}.

0<s<tAT

De plus, la fonction valeur optimale est égale a

et _eBw

V(z) = aea—fefle
B+ (x—a) pourz>a.

pour0 < z < a,

La Figure 1.1 illustre une stratégie optimale oti ¢ = .2, Xy = .1, 02 = .09 et p = .06. En deca du point
a, les processus X et X* sont identiques. La preuve du théoréme est donnée dans un cas plus général au

Chapitre 2. On commence par montrer que la fonction f définie par

eam_eﬁz

fla) = § T
B+ (xr—a) pourz>a,

pour(0 <z < a,

vérifie les hypothéses du Lemme de vérification 1.2. On en déduit que, pour tout z > 0,ona V (z) < f(x).

Ensuite, on montre que f(z) = V% (z).



Légende

Dividende optimal Z*

— Processus controlé optimal X*
l A J — Processus initial X
| |

o-
[an
N
w
g

Figure 1.1 - Stratégie optimale lorsque Z est continu, a = .2, Xy = .1, 02 = .09, w=.06etn=1.

1.4 Dividende absolument continu avec un taux borné

On suppose ici que le dividende est un processus Z = {Z;,t > 0} de la forme

t
Zt:/ Ust.
0

Le processus de surplus contrélé est alors donné par
dXY = (u — Up)dt + odW;

ou encore

t
xV :X0+ut—/ Usds + o Ws.
0

7



Le temps de ruine correspondant est défini par
¥ =inf{t >0| XY < 0}.

Le processus U = {Uy,t > 0} est une stratégie admissible s'il est F; -adapté, avec 0 < U; < ug, ou ug est

une constante donnée. On note U I'ensemble des stratégies admissibles.

La fonction valeur de la stratégie U est définie par

U

VU(:U) =E, / Ute_”dt] , x € ]0,00),
0

ou r est un taux d’escompte donné. La fonction valeur optimale est définie par :
V(x) = sup VY(z), z € [0, 00).
Uel

Ici encore, une stratégie optimale est une stratégie qui maximise la fonction valeur optimale.

1.5 Lemme de vérification

Le lemme de vérification est le suivant.

Lemme 1.4 Soit V une fonction positive définie sur [0, 00), deux fois continiiment différentiable, telle que
V(0) = 0, et qui vérifie pour x > 0,
sup (%0'2‘7//(23) + (u—u)V' () —rV(z) + u) =0.
0<u<ug

Alors,ona V (z) < V(z), pour tout z > 0.

Remarque 1.5 Lafonction V est strictement croissante, et bornée par ug/r. Deplusona lim V (z) = ug/r,

T—r00
et V(0) = 0.

Les preuves du lemme et de la remarque sont données au Chapitre 3.



1.6 Construction de la fonction valeur optimale et solution au probleme

Ici, nous survolons les étapes. Cette construction est faite plus en détail au Chapitre 3, dans un cas plus

général. L'équation

50°f"(x) + uf'(x) = rf(2) + sup (u(l— f'(x))) =0

0<u<ug

a pour solutions

fi(z) = A0z _ Be=00)z
et
fa(x) = Uo + Cerluo)z _ De o)z
r

ou

—(u—u) +\/ 2+ 2ro? ot 0(u): p—u++/ (1 +2r0

yu) =
(u) -
Nous cherchons une solution regullere qui vérifie les propriétés citées dans la remarque précédente. Un

candidat a cette solution est la fonction

Ae 0z _ Be=0(0)z  poyr 0 < x < b,

Jw) = —0(ug)(z—b)
Yo e s 9(20) pour z > b,
ol les paramétres A, B, et b sont a déterminer. On veut que :
f(0)=00u A =08, (1.4)
F(b=) = f(b+) ou A(e?OF — 0O = 4/ —1/6(up), (1.5)
F(b=) = f/(b+) ou A(v(0)e? PP 4 9(0)e=0OP) =1, (1.6)
F(0=) = f"(b+) ou A(7(0)% " —9(0)%e0OP) = (). (1.7)

L'équation (1.6) donne

1
A= B S @am s g)e 7o
En divisant les équations (1.6) et (1.7), on a
7(0) 4 6(0)e~t0©)+7(0)) 1
v(0)% = 6(0)%ebOO©+1(0) " —0(ug)

On en déduit que
W OICORSIE)
Y(0) +6(0) = 5(0)(v(0) + 0(uo))

Le théoreme suivant donne une solution au probleme d'optimisation.




Théoréme 1.6 Une stratégie optimale U* est donnée par U} = ugl x,~p, pour tout t > 0, ou b est donné
t t

par (1.8).

De plus, la fonction valeur optimale est égale a

e’y(O)w_efe(O)x

pour 0 < z < b,

I RO =IO OPIOr
V(x) o —6(ug)(z—b)
1;*0 — % pour x 2 b.

La preuve du théoréme est donnée dans un cas plus général, au Chapitre 3. Comme dans la section précé-

dente, la fonction f définie par

ev(0)z _—0(0)z

pour(0 <z <b,

0)e7(0)b4.9(0)e—0(0)b
flz) = v(0) o ()()7,])
Lo _ % pour = > b.

vérifie les conditions du Lemme 1.4, donc V() < f(x). On montre aussi que VU™ (2) = f().

10



CHAPITRE 2
STRATEGIE OPTIMALE LORSQUE LE DIVIDENDE EST CONTINU

Pour la suite du mémoire, nous supposons que la compagnie posséde deux plans d’investissement. Le pro-
cessus de controle est une combinaison du choix d’un plan d'investissement et de paiement de dividendes.
Une stratégie sera dite optimale si elle maximise la valeur présente des dividendes payés avant la ruine de

la compagnie.

Dans ce chapitre, nous reprenons en détails le travail fait dans (Radner et Shepp, 1996) et reformulons le
probléme comme dans (Schmidli, 2008). Nous nous assurons a la fin que, si la compagnie ne posséde qu’un

plan d’investissement alors, on retrouve bien le résultat de (Schmidli, 2008).

Soit &7 = {(p1,0%), (12, 05)} 'ensemble des plans d’investissement de la compagnie, ou y1;, ; € (0, 00),
pour chaque ¢ = 1, 2. Les paramétres u; et 022 sont respectivement les rendement et variance d’investisse-

ment, tels que définis au Chapitre 1. lls vérifient de plus les conditions

p1 < p2, (2.13)
2 2

9% (2.1b)

251 w2

Un investissement est plus sollicité qu’un autre, si pour le méme risque o, il fournit un meilleur rendement
(4. Les deux conditions précédemment citées, conférent aux deux éléments de o7 la méme utilité, c'est-a-
dire qu'un investisseur sera indifférent quant au choix d’un des éléments de 7. Le processus de surplus de

la compagnie est X = {X;,¢ > 0}. On suppose que X > 0.

Nous considérons encore I'espace de probabilités (€2, 7, P) et le mouvement brownien standard W =

{W;,t > 0}, tels que définis au Chapitre 1.

Une stratégie m = {m;,t > 0} est définie par m; = [(us,07), Z;] ou, pour chaque t, on a (i, 02) € o7, et

ou Z = {Z,t > 0} est un processus croissant et continu. On suppose que Zp = 0.

Remarque 2.1 Dans l'article (Radner et Shepp, 1996), le processus Z n’est que croissant, mais hous imposons
ici qu’il soit aussi continu, car le processus contrélé sera alors continu, ce qui facilite les calculs. De plus,

lorsqu’on se restreint au cas continu, on obtient les mémes résultats que dans l'article.
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Le processus contrélé par une stratégie 7 est donné par
dX[ = pdt + o dWy — dZy,
ou, sous forme intégrale,
X[ = Xo +/0t,usds+/0tades — Zy.
Il est continu car Z est continu. La stratégie 7 = {[(u,07), Z¢],t > 0} est admissible si les processus

{u,t > 0}, {o?,t > 0}, {Z;,t > 0} sont F;-adaptés et, {Z;,t > 0} est croissant et continu. On note IT

I'ensemble des stratégies admissibles.

La fonction valeur de m = {[(ju, 02), Zy],t > 0} est définie par :

™

-
V™(z) =E, {/ e_rtdZt] , ¢ € [0,00),
0
ou r > 0 est un taux d’escompte donné, et 7™ est le temps de ruine défini par
™ =inf{t > 0| X[ <0}.

Sur I'événement {7 < oo}, ona X7 = 0 car le processus X ™ est continu.

T —

La fonction valeur optimale est définie par :

V(z) = ?rlelg V™(x), x € [0,00).

Si le capital initial est nul, alors pour toute stratégie 7, ona 7™ = 0. Donc

™

V(0) = B [ /0 ’ e_”dZt] 0.

On endéduitque V(0) = 0. Une stratégie 7* est dite optimale siona V™ (z) = V(z) pour tout z € [0, 00).

2.1 Lemme de vérification

Le lemme de vérification est le suivant :

Lemme 2.2 (Lemme de vérification) Soit V' une fonction positive définie sur [0, o), deux fois continiment

différentiable, telle que V(O) = 0, et qui vérifie, pour x > 0, les inéquations

max{3o?V" (2) + V' (x) —rV(z),1 - V'(z)} <0,

max{%a%f/”(x) + V' (z) =V (z),1 - V'(z)} <o.

Alors,ona V (z) < V(z), pour tout z > 0.
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Preuve.

Soit 1 = {m,t > 0}, une stratégie admissible avec m; = [(jut,0%), Z4]. Considérons un réel h > 0 et
la fonction g(t,z) = e "V (x). Ona que g € C%*((0,00) x (0,00)). Si on applique la Formule d’It6 a
g(t™ Ah, X \,.), etsi X7 = x, alors on peut écrire

T Nh
e T (X L) — V(a) = /0 e (VI (XT) + 30PVI(XT) — rV(X[))dt
7™ AR _, 7™ AR _, (22)
+ / e "o VI(XT)AW, — / e "V (XT)dZ;.
0 0

Rappelons que le processus X™ est continu. De plus sur [0, 7™ A h], ona X[ > 0. Par hypothése, la fonction
T — V/(x) est continue. Donc, le processus {V’(ng ),t > 0} est continu et par conséquent borné sur
[0, 7™ A h]. De plus la fonction t + e~"t est bornée sur [0, 7™ A h], et o, ne prend que deux valeurs. Donc

{e*”’fzfﬂ_/'(Xt7r ),t > O} est borné sur [0, 7™ A h]. On sait alors que I'intégrale stochastique

T Ah _,
/ €_TtO'tV (er)th
0

a une espérance nulle.

Le processus Z étant croisssant, il est a variation finie. On sait alors que
7" ANh _,
/ e V(XA Z,
0

est une intégrale stochastique de Stieltjes qui est définie trajectoire par trajectoire comme une intégrale
de Riemann-Stieltjes. Par hypothése, on a V’(ng ) > 1. Par la propriété de monotonie de I'intégrale de

Riemann-Stieltjes, on a
T Ah _, T Ah
/ e V(XA Zy > / e "dz,.
0 0

Par hypotheése, on a aussi

V' (XT) + 307 VI(X]) = rV(X]) <0,

sit€[0,7 AR

En faisant les modifications nécessaires dans les expressions (2.2), on obtient I'inégalité

T Ah 7" Ah
C_T(Tw/\h)‘?( 77'r'”/\h) S V(IE) +/ G_TtO't‘_//(XZr)th - / G_TtdZt. (23)
0 0
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Par la propriété de monotonie de I'espérance, on obtient ensuite
. _ _ T Ah
E, e "V (XT )| < Viz) - E, [ / e—”dzt] : (2.4)
0

Rappelons que le processus {V (XF),t > 0} est continu. Donc, sur I'événement {T™ < oo}, ce processus

est borné sur [0, 77]. Soit M cette borne. Pour tout h > 0, on a
e_T(TW/\h)V(X:“/\h) < M1{7”<oo}'

Par le Théoréme de convergence dominée, on a

h—o00 h—o00

lim Ex [e_T(TWAh)V( Z—Tﬂ/\h)] = Em [hm 6_7‘(7#/\}1)‘7( :ﬂ-/\h) .

Surl'événement {T™ < oo}, les variables aléatoires e T et XT. sontbiendéfinies,etona lim e~ T(TTAR) —
h—o0

e~ """, Donc

hh_{lgo e—T‘(Tﬂ'/\h)V( ;—r"f/\h) — e_TTﬂl{Tﬂ<°°}v(hh_>H;O X;rw/\h)

= e_TTﬂ-l{Tﬂ-<OO}V(X:7r)
= 67r7ﬁ1{7w<oo}‘7(0) car

=0,

ou les trois premiéres égalités découlent respectivement, et dans I'ordre, des faits que V soit continue, le

processus X™ soit continu, et X7 = 0 sur {7™ < oco}.

D'autre part, sur I'événement {7™ < oo}, l'intégrale de Riemann-Stieltjes fOTﬂ e "t dZ, est bien définie. Le
processus { fOTﬂAh e " dZ;, h > 0} est croissant, car I'intervalle d’intégration est de plus en plus grand et Z

est croissant. Par le Théoreme de convergence monotone, on a

7™ Ah T Ah T
lim E, [/ e’"tdZt] =E, [lim / e”dZt} =E, [/
h—o0 0 h—oo Jg 0

En faisant tendre h vers I'infini dans I'équation (2.4), on obtient

o

ertdZt} .

e

V™ (z) = E, [ /0 ' e”dZt] < V().

La stratégie 7 étant arbitraire, en passant au supremum, ona V (z) < V(z). O
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2.2 Construction de la fonction valeur optimale
Pour ¢ = 1, 2, on consideére le polynéme
Pi(y) = 507y + pay — (2.5)

dont les racines sont :

—Hi + W —Hi — \/m
a; = 3 et 62 = 3 . (26)

o; o;

La proposition suivante donne quelques propriétés des racines de P; et Ps.

Proposition 2.3 Ona 51 < 2 < 0 < ag < «;. Par conséquent Py(as2) < 0, P1(52) < 0, Po(ay) > O et
PQ(/Bl) > 0.

Preuve. Pouri = 1,2,0na f3; < 0 < «;. On sait que P;(a;) = 0. Donc
(07 /pi)ad + o =1/ ;.
Selon (2.1a), onar/us < r/u1. Donc
%(Ug//@)a% +ag < %(U%/m)a% + .

Selon (2.1b), on a

307 /m)od + a1 < (03 /p2)of + o

On a donc

(3(03/p2) (a1 + az) + 1) (a2 — ay) < 0.

Il s’ensuit que co < . De facon analogue, on a

(3(03/u2)(Br + B2) +1) (B2 — Br) < 0.

Mais

(03 /112)(B2) = (1/pa2)(—p1z — /13 + 2r03) < 1.

(03/p2)(B1) < (0F/m1)(Br) < —1.

Par (2.1a), on a
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x —00 Bi —p; )02 0 Q; +o0

—p3/20% —r

Tableau 2.1 - Tableau de variations de P;

Donc 5, < fs.

Le Tableau 2.1 illustre que P; admet un minimum en —u;/o?. Sur l'intervalle (—oo, —p;/0?], sa courbe
décroit de —oo a (—pu? /20?2 — 1), en coupant I'axe des = en 3;. D'autre part, sur [—pu;/c?,00), la courbe

croit de (—p? /202 — 1) @ 0o, en coupant I'axe des x en ;. Donc comme
fr1< P2 <0<as <ay,
ona Pl(ag) <0, Pl(ﬁg) <0, Pg(al) > (et PQ(ﬁl) > 0.0

Dans ce qui suit, nous allons déterminer un ensemble de nombres {ag, a1, a2} qu'on appellera les seuils.

Ce sont les points ou le processus optimal changera de régimes. On pose :

T iﬁl o {;)2((53] .

apg = 0 et ai (2-7)

On peut facilement vérifier qu'on a bien a; > 0 = ag. Pour y parvenir, il suffit de montrer que P»(51) >

Py(a1).0Ona

Py(B1) = Pa(on) = 503(BF — ) + pa(B1 — a1)
= (81— 1) (305(B1 + 1) + p2)
= (B1 — a1)o3(—pa /ot + p2/o3)

> 0,
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car (B —ay) < Oetuy/o? > uz/o3.

Considérons maintenant la fonction
Are®® — B1ef1* pour0 < x < a,
V(r) = § A9e2% — ByeP2® pouray < x < as,
r+E& pour x > ag,

ou les valeurs A, Ay, B, Bs, as et & sont a déterminer. Nous allons les choisir pour que la fonction V/

vérifie les conditions du Lemme de vérification 2.2. En d’autres mots, on veut que :

V(0) =0o0u Ay = By, (2.8)

V(ai—) = V(ai4) ou Aj(e — P191) = Aye®291 — Byef2a1, (2.9)
V/(al—) = V’(aﬁ—) ou Aj (et — ﬁleﬁl‘“) = Appe®?™ — ByfyeP2 (2.10)
V" (a1=) = V" (a14) ou Aj(aZe®1 — B2ef101) = Ayade®2™ — ByBle2, (2.11)
V(ag—) = V(ag+) ou Ape®292 — Bye%2 = gy + €, (2.12)
V’(ag—) /(ag—l—) ou Ay2€%2%2 — By By =1, (2.13)
V" (ag—) = V" (ag+) ou Ayade®?2 — Byf2e2%2 =, (2.14)

On veut faire ressortir les expressions P; (o) et P;(81) des équations (2.9), (2.10) et (2.11). Ceci réduirait
ces équations, car P;(«a1) = P;(81) = 0. Pour cela, on les multiplie respectivement par —r, y; et %a%, puis

on les additionne. On obtient

Age™?M Py (ag) — ByeP24 py (B2) = 0. (2.15)
De fagon similaire, mais en utilisant le fait que P>(«a3) = P2(32) = 0, on obtient

A1 (eM Py(aq) — eP1 1 Py(By)) = 0. (2.16)

L'équation (2.14) donne Ay = By(fa/an)%e (B2—a2)az Ep remplacant cette valeur dans I’équation(2.13), o

a

By e @202 B as e—Beaz
2 pr—

Ao —
2T B —ar o B2 —as P2

(2.17)

En remplacant les valeurs (2.17) dans I’équation (2.15) on obtient

(52/042)P1(a2)ea2(a17a2) — (ag/ﬁz)Pl(ﬁg)e@(al’“?),
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On en déduit que

1 5% Pl(ag)
as = a1 + log [ . (2.18)
ag — [ a3 Pi(B2)
On va montrer plus bas que as > a1. Les équations (2.8) et (2.9) donnent
By  ex2(a1—az) o eP2(ag—az)
_ _ Pa2—a2 a2 Ba—az B2
Ay =B = corar — ohran i (2.19)
Pour la suite, on pose
A= A1 = Bl.
L'équation (2.12) nous donne la valeur de &
- B | S (2.20)
a3 r

Vérifions que ag > aj. Il faut montrer que 32 P (a2) > a3 Pi(532). En utilisant 'expression (2.5), on a :

B3 (30103 + pag —r) — a3 (50705 + pfa —r)
= (B2 — a2) (r(B2 + az) + 1 faas)
= —(2r/03) (B2 — a2)(u2 + 1)

>0,

car Bo —ao < 0et py,us > 0.
Vérifions que les constantes A, A, et Bs sont strictement positives. Puisque as > 0 et 55 < 0, on déduit
que As > 0 et By > 0 d'aprés les expressions (2.17). Montrons maintenant que A est strictement positive.

Le dénominateur de A dans l'expression (2.19) est eﬁlal(eal(alfﬁl) — 1). Puisque a; > Oeta; — B >

0, on déduit que e?1(@1=61) - 1. Donc le dénominateur de A est strictement positif. Pour ce qui est du
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numeérateur, on a

s e2(a1—az) ay  ePf2lar—az) By €2 (a1—az) L 9B (fa—az)(r—02)
o —az a2 C Br—as B C B—ar < >
_ B ea2(a1—az2) <1 )
P2 — g
By az(al a2)

(52 — an) apPi(f2) <P1( 2) - Pl(a2)>

e2(a1—az)
= ) ey (L1~ D i)

e2(a1—a2)
= B2 P (B) <2 F(Ba + a2) +,ul>

H

e2(a1—az)
/8 OéQPl(ﬂQ) <2 1( 2) U1
o, ev2la—az) (/ﬂ /~62>
= 0 —_— —_— —
1h2 a2 P1(B2) \o7 03
> 0,

car B < 0,2 > 0, P1(B2) < 0et (u1/0?) > (u2/03).

2.3 Solution du probléme d'optimisation

Le théoréme suivant donne une solution a notre probleme d’optimisation.

Théoréme 2.4 Soit Y* = {Y*,t > 0} le processus défini par
t t
Y =Xo+ /0 (v <any 232y s /0 (o1Lpvy <o} + 021 vz 201)) AW

Ainsi, une stratégie optimale est donnée par * = {[(u},07%), Z;],t > 0}, oui

(i) = (u1,0%) pour0 <Y/ < ay,
tr“t -
(p2,03) pouray <Y/,

et Z; = max{ sup Y, —ag,()}
0<s<tAT*

avec 7* = inf{t > 0| Y <0}.

Une stratégie optimale 7* consiste a changer (ji1,0%) pour (u2,03) en ay, et a payer les dividendes au-

dessus de as.
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De plus, la fonction valeur optimale est

62 ea2(a17a2) oo 652(0417(12)
Ba—az ai@qal 75521;?2 B2 (eoqx _ 66190) pour 0 < z < aj,
V(l’) = L —a2(a2—x) oz _52(a2_$)
a2(62—a2)6 BQ(BQ_QQ)B poura; < x < asg,
Bt (- ag) pour x > as.

La Figure 2.1illustre une stratégie optimale oia; = 5,az = 15, Xg = 2,07 =4, i1 = 2,05 = et us = 4.
Ici, le processus X* = { X/, ¢ > 0} correspond a la stratégie 7*, et 'on a X = Y;* — Z;. En deca du point

a2, et quand il n'y a pas paiement de dividendes, les processus X* et Y* sont identiques.
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20

Légende
—— Dividende optimal Z*

N N S £

— Processus controlé optimal X*

— Processus Y*

10 (M2, 03)

aQ

Figure 2.1 - Stratégie optimale lorsque Z est continu, a1 = 5, as = 15, Xy = 2, a% =4, =2, ag =09,

po =4etn =2
2.4 Preuve du théoreme
Posons
By ex2(a1—a3) -7 eP2(ay—a2)
Ba—as aialal_fgl_af‘Q B2 (60‘15‘ — 651”) pour0 <z < aq,
flx) = B2 —az(az—x) _ [P —B2(az—zx)
( ) 042(52*012)6 ﬂz(ﬂz*az)e poura; < < ag,
B2 _
2+ (v —a2) pour x > as.
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Les paramétres de la fonction f sontles A, As, Bs, o, 35, a; et £ trouvés respectivement dans (2.19), (2.17),

(2.6), (2.7), (2.18) et (2.20). Donc la fonction s'écrit encore

A(e®® — M%) pour0 <z < ay,
f(z) = § Ase®2® — Boe?2®  pouray <z < as,
ey pour x > as.

Les deux lemmes suivants montrent que f vérifie les hypothéses du Lemme de vérification 2.2.

Lemme 2.5 Pour tout x > 0, la fonction f vérifie les inégalités

Lot f(x) + pf (x) — rf(z) <0,
505 1" () + paf'(x) — rf(z) <O0.

Preuve. Nous allons tout d’abord vérifier la premiére inégalité.

Si0 <z <ajalors,

L2 1" () + o f (@) — rf(2) = A(107(a3e” — BReM™) + py(a1e” — B1ePT) 4+ r(e” — 7))

A
A((hoed + pan = e = (St + i - r)e)
A(Pi(a1)e™® — Pi(r)e”?)

=0,

CGFPl(CXl) = Pl(ﬁl) =0

Sia; < x < ayalors,
301 f" (@) + m f' (@) = 7 f(2) = Pi(az) Ase®” — Py(S2) Boe".
Donc
Todf"(x) + pa f'(x) — rf(x) < 0 si et seulement si Pi(ag)Azel®2~P2) < Py(535)B
Comme Pj(ag) < 0, P1(B2) < 0, Ay > 0, By > 0, ceci équivaut a
e(@2702) > Py (8,) By / Py (2) As.
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La fonction x s e(®2=P2)% étant croissante, il suffit de montrer la derniére inégalité au point x = ay. Mais

on sait d’aprés (2.15) que Py (a)Ase®2™ — Py (f2)Bae?% = 0. Donc
P1 (OLQ)AQG(OQ_BQ)JC — P1 (ﬁz)BQ S 0.
Sixz > asy alors,

Solf (@) + mf(x) —rf(z) = pm —r(@+§)
<pp —r(az +§)
< g —r(az +§)

:07

ou la derniére égalité est donnée par (2.20).
Maintenant, vérifions la deuxiéme inégalité.

Si0<x<ajalors,

305" (@) + paf' () — rf(2) = A(303(ae™” — B1ePT) + pa(are®® — f1eM17) 4 r(eM* — 7))

(30301 + ppar —1)e™® — (50367 + p2fr — 1))
(P2(a1)ea1x — Pz(ﬁl)eﬁlx)

Py(aq)e™® — Pg(ﬁl)eﬁlw).
Comme A est positif, on a
103 f"(x) + paf'(x) — rf(x) < 0 siet seulement si Py(a1)e™ ™ < Pa(f1)e'*.
Comme Py(a1) > 0 et Py(51) > 0, ceci équivaut a
el < Py(B81)/ Po(cnr).-

La fonction z — e(®1=B1) gtant croissante, il suffit de montrer la derniére inégalité au point x = a1. Mais

on sait d'aprés (2.16) que A(e®1% Py(a) — e”1% Py(;)) = 0. Donc
Pa(a)e™® < Py(By)e®.
Sia; < x < agalors,
303 1" (@) + paf'(x) — rf(x) = Py(an) A2e®® — Py(B2) Boe™™ = 0.
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Six > a9 alors,

205" (x) + paf'(x) — rf(x) = p2 —r(z + &) < po —r(az + &) = 0.

Lemme 2.6 Ona f'(z) > 1, pour tout x > 0. En plus, f est concave.

Preuve. Comme f'(x) = 1, pour x > ag, il suffit de montrer que f’ est décroissante sur [0, as|, c’est-a-dire

f"(x) <0.Poura;—1 <x<a;i=1,20na
(z) = Aia?eo‘” — Biﬁfeﬁ"'x.

Dans cette derniére écriture, on a reconsidéré les paramétres Ay et By. Les points a;_1 et a; sont atteints

car on sait que par construction, f est deux fois contindment différentiable. Donc, nous voulons montrer que
Aa2elai=Pi)T < B2 (2.21)

La fonction x + e(@i—Pi)% est croissante car o; — B; > 0. On sait aussi que A;, B; > 0. Donc il suffit de

montrer I'inégalité (2.21) au point x = a;. En d’autres termes, on doit montrer que

aZeli=Ba < g2 (2.22a)
Agadel@z=B2)az < By g2 (2.22b)
Nous allons tout d’abord vérifier I'inégalité (2.22a). On a e(®1—Fr)ar — P(B1)/Pa(q) par définition de a;.
Donc nous devons montrer que
af (30361 + p2p1 — 1) < Bi(50507 + pacn — 7).
Ona

af (30387 + paBr — ) — Bi(30503 + poay — 1) = Bragpa(ar — Br) — r(af — B7)

(Bragpe —r(ar + f1)) (a1 — pr)

r 2 1
= 2y + o (g — B)
01 01

= (11 — p12)2 7"%< — )

<0,
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car pp < psetag > Bi.

Maintenant vérifions I'inégalité (2.22b). Les expressions (2.17) nous donnent

As03e™% = Bras/(Bs — as) et BaB3e™™ = Bras /(B2 — az).

Donc

AQQ%e(Oéz—BQ)az _ 32522_

Nous avons montré que f' est décroissante, donc f est concave. On voit aussi facilement que sa dérivée est

positive. [

Proposition 2.7 Pour tout z > 0,ona V(x) < f(x).

Preuve. Ona f(0) = O et f € C?(0, 00) par construction. Les Lemmes 2.5 et 2.6 et le Lemme de vérification

2.2 permettent de conclure. [

Nous voulons maintenant montrer I'inégalité inverse de la Proposition 2.7. Considérons de nouveau le pro-

cessus X* = {X/,t > 0}, correspondant a la stratégie 7*. On sait que
X =Y -7

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.8 Pour tout t € [0,7*), ona

1 (X7 + S0 /(X)) — rf(X]) = 0.

Preuve. Pour t € [0,7*),ona 0 < X < aq, car on paie en dividendes, tout surplus au-dessus de as.

Sio < X} <ajalors,ona0 <Y < a;.Onen déduit que

pi ' (X7) + 502 f1(X]) = rf(X]) = i f1(XF) + 301 f"(XF) — rf(XT)
= A(Py(an)e™ ™) — Py(By)e YD)

= 07
car Pl(Ozl) = P1(51) =0.
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Siay < X < agalors,onaa; <Y,*. On en déduit que

— P2<a2)A2€a2(Xt*) _ p2(52)326,82(xg)

=0,

car Pg(ag) = PQ(BQ) =0.

Proposition 2.9 Pour tout z > 0,0ona f(x) < V(x).

Preuve. Nous allons montrer que f(z) = V™ (x).

On procéde comme dans la preuve du Lemme de vérification 2.2, en considérant le cas particulier ou la

stratégie est 7*, afin d’écrire

T*Ah
TG )~ f@) = [ (O + o) - ) )t
o . . (2.23)
T*Nh T*Ah
+/ e "ot f1(X)AWy — / e (X )dZ)
0 0
On montre aussi de facon similaire, que I'intégrale stochastique

T*Ah
/ et F1(XF) AW,
0

a une espérance nulle.

Comme l'indique la Figure 2.1: Initialement, le processus Z* vaut 0, jusqu’au premier instant T, ou Yfil >

as.Onaalors, 2% =Y} — as, et X\ = ag. Le dividende reste constant jusqu’ a I'instant suivant T, ou
1 Tl T1

YT’; > aq et ijz —ag > ijl — ay. A cet instant T5, on a encore X}Q = a9. Donc le dividende croit seulement

aux points ou X = ag, et en ces points la dérivée de f vaut 1. Donc

T*Nh T*Ah
/ e " fI(XP)AZE = / e "dz;.
0 0

D'apres le Lemme 2.8, on a

W f1(X7) + 3o /(X)) — rf(X]) = 0.
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En faisant les modifications nécessaires dans les expressions (2.23), et en appliquant I'espérance, on obtient

T*Ah
/ e "dz;
0

Toujours en procédant comme dans la preuve du Lemme de vérification 2.2, on obtient

E, |7 F(XE )] = f(2) ~ B

*

/ e "dz;
0

Vi(z) = E, = f(x).

Donc f(z) = V™ (z) < V(z).O

On déduit des Propositions 2.7 et 2.9, que f(z) = V™ (z) = V().

2.5 Réconciliation avec le cas ou il n’y a gu’un seul plan d’investissement

Remarque 2.10 Cette section est propre au mémoire et n'a pas été traitée dans l'article de référence.

Nous voulons montrer que, sous certaines conditions limites, nous retrouvons le résultat du Chapitre | ou,

on avait un seul plan d’investissement.

Proposition 2.11 Sii; = juz, alors a; tend vers az quand o tend vers oo. Ala limite as vaut a = ﬁ log [g—;} )

Preuve. On a
elaz—ar)(a2—P2) _ /Bg(%U%a% T p2q2 — T)

a3 (50763 + pafa — 1)

Biota3
O‘%U%BQ

elaz—a1)(02=P2) tend vers 1. Comme as = [a, alors a tend vers ao. [

La dérivée du membre de droite par rapport a o1 est = 1. En utilisant la regle de I'Hépital, on a

Remarque 2.12 Le cas ou la compagnie posséde plus de deux plans d’investissement, se traite de la méme

facon, mais les calculs sont plus laborieux. Voir (Radner et Shepp, 1996).

2.6 Algorithme pour calculer les paramétres de la stratégie optimale

Le théoréme suivant nous permet de calculer les paramétres de la stratégie optimale.
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Théoréme 2.13 On se donne un ensemble de plans d’investissement o/ = {(u1,0%), (u2,03)}, tel que
piy0; € (0,00), i1 < po et or/u1 < 03/ ps. On considére les polynémes Pi(y) = 302y + py — 7,
1 =1, 2. Alors,

1. Les racines du polynéme P; sont :

—; + /2 + 2ro? wi — A/ 13 + 2ro?

Q= D) et Bl = D)
0; g;

2. Les seuils sont donnés par :

1 P (51) 1 B3 Pi(az)
apg =0, a1 = log[ et ao =a1+ ———log |—= )
ap — B Py(ay) ag — B2 a2 Pi(B2)
3. Les autres parametres sont :
—Qapas —B2az
P T - WO B
P2 —az a3 fo—as o
By ex2(a1—ag) _as eP2(a;—ag)
A— Bo—aa as Ba—aa B2

ecial _ gfiar

g + 32 2
———= —ay="— —as.
a2 r

&=

2.7 Test de sensibilité de la stratégie optimale par rapport aux paramétres d'investissement

Comme nous l'avons indiqué au début de ce chapitre, un investisseur est indifférent quant au choix des
éléments de 7. Ces éléments se situent sur la frontiére efficiente des investissements et présentent le

méme ratio de Sharpe, qui est défini par

RS:(M_Mf>/Uv

ou 4 et o sont respectivement, le rendement et le risque de I'investissement, et iy est le taux d'intérét

sans risque. En d’autres termes, on a

(11— pg)/or = (p2 — pg)/ oo

Rappelons qu’une stratégie optimale est donnée par les processus Y* et Z* tels que représentés dans la

Figure 2.1. Le seuil aq est le point ou le processus Y* change de régime, et le seuil as est le point au-dessus
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duquel on paie les dividendes. Dans cette section, nous représentons graphiquement les seuils a; et as, en
fonction d’un seul parameétre d’investissement 11, a%, 12, a%, les trois autres étant fixés, tout en respectant

les conditions des éléments de .o/ qui sont

w1 < fho, (2.24a)
2 2

9% (2.24b)

M1 w2

A chaque fois, nous considérons quelques combinaisons de paramétres fixés. Si les seuils a; et as sont
identiques, on se retrouve dans un cas similaire au Chapitre 1, ou il y a un seul plan d'investissement. On

s'attend donc a ce que, dans le cas limite ou ;11 = po, les courbes de a; et as se rejoignent.

2.71 Sensibilité par rapport a s

Par les conditions (2.24), il faut que 5 € |pu1, p103/0%[. Ce cas est représenté dans la Figure 2.2. Quand
po est petit, a; est a son maximum car on veut garder longtemps le régime 1. Quand po augmente, a;
décroit pour des raisons similaires, et devient ultimement nul. La décroissance de a; se fait d'abord a un taux
décroissant, puis croissant. D'oul les formes convexe puis concave de la courbe. A mesure que ji5 augmente,
le désir de passer au régime 2 est plus pressant. A ’exception du premier graphe de la Figure 2.2 ou as
est presque constant et po est petit, on a que as est décroissant lorsque o augmente. Ceci pour s'assurer
gu’on paie plus de dividendes, puisque le processus Y * aura tendance a étre au-dessus de as. Un paiement
excessif de dividendes entrainerait une ruine hative. Il faut trouver un compromis entre un paiement de
dividende maximal et la viabilité de la compagnie. Donc lorsque 2 et a% sont asssez élevés, la pente de la
trajectoire de as est moins abrupte, pour tenir compte de ce compromis. C'est ce qu’on remarque dans le

troisiéme graphe de la Figure 2.2. Les courbes de a; et as se joignent au point ou p; = pa.
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1 =10,0%=15,02=18

84
6-
TYPE
43 —a
— &
24
0-
lD‘ 0 10‘ 5 11‘ 0 11‘ 5 12‘ 0
Hz
2
1 =20,02=10, 0=
5.
4
3-
TYPE
—a
— a
2-
1.
0-
2b Eb 4‘0 5b Eb
Hz
1 =100, 0 =50, 0 = 60
N,
3-
TYPE
—a
2] —a
1
0-
160 165 liD 1;‘15 12‘[)
M2

Figure 2.2 - Sensibilité par rapport a 9
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272 Sensibilité par rapport a 1

Par les conditions (2.24), il faut que 1 € |u207/03, p2|. Ce cas est représenté dans la Figure 2.3. Le seuil
a1 part de 0 pour w; trés petit et croit par la suite, car plus u; est grand, plus on veut garder le régime 1
longtemps en repoussant vers le haut a;. La croissance de a; se fait d'abord a un taux décroissant, puis a
un taux croissant. D'ou les formes concave, puis convexe de la courbe. Comme on I'a expliqué a la section
précédente, as est décroissant pour s'assurer qu’'on paie plus de dividendes. Mais lorsque s et a% sont
asssez élevés comme dans le troisieme graphe de la Figure 2.3, la pente de la trajectoire de ay est moins
abrupte pour tenir compte du compromis entre un paiement de dividende maximal et la viabilité de la

compagnie.
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W, =10, 02 =25, 02 =50

°
)
©
5

M, =20, 07 =15, 05 =60
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10-
TYPE
—a
— =
5-
0-
5 10 15 20
Hy

M, =100, 03 =50, 05 =65

Figure 2.3 - Sensibilité par rapport a yi;
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2.7.3 Sensibilité par rapport a o

Par les conditions (2.24), il faut que a% € ] 0, ma%/,ug [ Cecas est représenté dans la Figure 2.4. Un investis-
sement est moins attrayant quand son risque est trés grand, pour un méme rendement. Un investissement
dont la variabilité est tres petite, a un rendement proche du taux sans risque, qui n’est pas trés attrayant.
Par conséquent, lorsque 0% est tres petit ou trés grand, on veut détenir le régime 2 et a; est petit. Lorsque
Uf croit, on veut détenir le régime 1 assez souvent, jusqu’a une certaine valeur de a%. Le seuil a; va croitre,
puis décroitre par la suite. Sa courbe est concave. La croissance de ay peut s’expliquer par le fait qu'on
veut maintenir un compromis entre un paiement maximal du dividende et la viabilité de la compagnie. Une
grande variabilité de la trajectoire de Y*, le mettrait le plus souvent au-dessus de ao, si la trajectoire de

cette derniére n'est pas croissante.
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Wy =10, 1, =20, 62 =50

O;
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M1 =30, p, =70, 05 =40

°
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e
5
8

Figure 2.4 - Sensibilité par rapport a a%
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2.7.4 Sensibilité par rapport a o2

Par les conditions (2.24), il faut que a% € ] /1,20'%/[”, oo). Ce cas est représenté dans la Figure 2.5. Il n’existe
pas de borne supérieure pour a%. Comme nous l'avons dit a la section précédente, un investissement est
moins attrayant quand son risque est trés grand, pour un méme rendement. Pour les premiéres valeurs de
05, on veut encore garder le régime 2 et a; vaut zéro. Mais plus ag est grand, plus on veut garder le régime
1longtemps en repoussant vers le haut a1. La croissance de a; est d’abord abrupte, puis lIégére par la suite.

La courbe est concave. De plus lorsque a% croit, as doit étre croissant pour maintenir le compromis entre

un paiement maximal du dividende et la viabilité de la compagnie.

35



H1=15, 1p =40, 05 =25

157 /
104 TYPE
— a
—
O.
90 120 150
%
H1 =40, 1 =50, 0% =20
75-
50-
TYPE
—_— al
—
1 ﬁ
0.0-
25 50 75 100 125
%

Figure 2.5 - Sensibilité par rapport a o3

36



CHAPITRE 3
STRATEGIE OPTIMALE LORSQUE LE DIVIDENDE EST ABSOLUMENT CONTINU AVEC UN TAUX BORNE

Dans ce chapitre, nous nous restreignons au cas ou le dividende est absolument continu, avec un taux borné.
Ce qui est fait ici, est une généralisation de ce qui a été fait dans (Schmidli, 2008) et dans (Jeanblanc-Picqué
et Shiryaev, 1995), en considérant qu’on a deux plans d’investissement. C’est aussi une modification au

probléme traité dans (Radner et Shepp, 1996), et détaillé au chapitre précédent. Plus précisément, nous

t
zV = / Ugds,
0

ou U = {U;,t > 0} est un processus devant satisfaire quelques conditions citées plus bas. On désignera

allons considérer le cas ou

une stratégie m = {m;,t > 0}, par

m = [(p, 07), Uyl

ou, pour chaque t, (1, af) appartient a I'ensemble .27 défini au Chapitre 2. Le processus de surplus controlé
correspondant est donné par

ngr = (/,Lt — Ut)dt + Utth
ou, sous forme intégrale, par
t t
XT = X, +/ (us — Us)ds +/ osdWs.
0 0

La stratégie 7 est admissible, si les processus {i;,t > 0}, {02, > 0} et {U;,t > 0} sont F;-adaptés, et si

pour chaque t > 0,ona 0 < Uy < ug et (pu, Jtz) € «7. 0n note II 'ensemble des stratégies admissibles.

La fonction valeur de la stratégie m = {[(u, 07), Uy],t > 0} est définie par :
Tﬂ'
VTi(z) =E, [/ Utertdt} , ¢ €[0,00),
0

our > Oestfixéet 7™ =inf{t > 0| X <0}.

La fonction valeur optimale est définie par :
V(z) =sup V™ (z), x € [0, 00).
mell

Une stratégie * est dite optimale siona V™ (2) = V() pour tout 2 € [0, c0).
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3.1 Lemme de vérification

Le lemme de vérification est le suivant :

Lemme 3.1 (Lemme de vérification) Soit V' une fonction positive définie sur [0, co), deux fois contindment

différentiable, telle que V(O) = 0, et qui vérifie pour x > 0, les équations HJB

sup (1o3V" () + (1 — uw)V'(x) — 1V (2) +u) = 0,
0<u<ug

sup (103V"(x) + (2 — w)V'(z) — vV (2) + u) = 0.
0<u<ug

Alors,ona V (z) < V(z), pour tout z > 0.

Preuve. Soit = {[(us, 02), Us], t > 0} une stratégie admissible. La fonction f appartient a C*(0, o), par
hypothése. Comme dans la preuve du Lemme de vérification 2.2, on considére la fonction [(t, z) = e "'V (x)

et on applique la Formule d’Ité a l(7-7r Ah, X;r,r/\h). On peut alors écrire

T (X ) = V(@) + / et ey,
/ —” ut U)WV (XT) + otV(Xt) V(Xt”))dt
@)+ / M o 7 (X (31)
/ —” e — Up) V' (XT) + otV(Xt) rV(X[) + Uy
~ Uy )at.

Comme 0 < Uy < uget X[ > 0lorsquet € [0,77], alorsona
_ 1 .- _
(e = UDV'(X]) + o VI(XT) =7 V(XT) + Uy <0,
car la fonction V est solution des équations HJB, par hypothése. On obtient donc
. 3 TAh iy T Ah
e (XL ) < V() + / e o VI (XT)AW, — / e U, dt. (3.2)
0 0

Toujours comme dans la preuve du Lemme de vérification 2.2, on montre que I'intégrale stochastique

™Ah ~
/ e "o, VI (X)W,
0
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a une espérance nulle et que

Jim T ) <

En faisant tendre h vers I'infini dans I'équation (3.2), on obtient

™

V™ (2) = E, [ /0 ' e—”Utdt} < V(z).

La stratégie m étant arbitraire, en passant au supremum, on obtient V (z) < V(). O

3.2 Caractéristiques de la fonction valeur optimale

Avant la construction de la fonction valeur optimale, nous allons déterminer certaines de ses caractéris-

tiques.

Proposition 3.2 La fonction V est strictement croissante.

Preuve. Soient x et y deux réels positifs tels que x < y. Soit 7 = {[(ut,02),Us],t > 0}, une stratégie
admissible de capital initial z. Soit @ = {[(j¢,02),Uy],t > 0}, une stratégie admissible de capital initial
y—x. Appelons 7, et T, les temps de ruine associés a x et y, respectivement. On a alors 7,, < 7. Considérons
la stratégie & = {[(yu, 02), Uy],t > 0}, oui

A Ut S't S Txs

U, =
Uz, SiTe <t <7y

Le processus U est JFi-adapté et on a par construction, 0 < U + < ug, pour tout t > 0. Donc la stratégie 7

est admissible. Son capital initial est y. On a

Vi(y)=V™(z)+ E [e*”m] Vi(y — ).

Par conséquent,

V(y) > V™(z) +E[e"™] Vi(y —z).
Comme les stratégies 7 et 7 sont arbitraires, on a
V(y) > V() +E[e"™]| V(y — ).
Doncona V(y) > V(x) et V est strictement croissante. [J

39



Proposition 3.3 LafonctionV est positive, bornée par ug /7 et telle que lim V (x) = =2. Deplus, V' (0) = 0.
T—r00

Preuve. Soient x > 0 et m = {[(us, 07), Uy], t > 0}, une stratégie arbitraire. Puisque

™

0< / Uee "tdt < / upe "tdt = @,
0 0 r
alors
0<V™(x) =E, [/ Ute”dt} < %o
0 T

Comme x et 7 sont arbitraires,ona 0 < V(x) < %, pour tout x > 0.

Considérons la stratégie 7° qui paie des dividendes au taux constant ug, c'est-a-dire 7° = {[(u1¢, 02), Uy), t >

0}, avec (u;,0?) € < quelconque, et Uy = uq, pour chaque t. Ona

0

77 0
/ uoe_rtdt] = <1 —E;le™" ]) .
0 T

Uo

V(z) > (1 - Ex[e‘”"o]> —.

VTi(z) =E,

Donc,

r

7(0 ’ by . Ve
Pourtoutxz > 0,ona0 < e < 1. Donc, par le Théoréme de convergence dominée, on a

70
lim Ey e |=0.

T—00

On obtient que V () tend vers %7 quand x tend vers I'infini. On montre de facon similaire au Chapitre 2,

que V(0) = 0.0

3.3 Construction de la fonction valeur optimale

Dans cette section, nous cherchons une solution réguliere aux équations HJB du Lemme 3.1, qui posséde
les propriétés citées dans la Proposition 3.3 et qui est strictement croissante. Nous montrerons par la suite
gue cette solution est la fonction valeur optimale. Nous commencons par expliciter les solutions desdites

équations HJB.

Pour i € {1, 2} fixé, considérons I'équation

So2F"(@) (@) @)+ swp (u(l = f(x) = 0. (3.9
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Pour x tel que f/(z) < 1, "équation (3.3) s’écrit
30" (@) + pif () = rf(x) +uo(l — f'(x)) =0, (3.4)
alors que pour z tel que f/(z) > 1, "équation (3.3) s'écrit
507 (@) + pif'(x) —rf () = 0. (3.5)

Conséquemment, nous allons commencer par trouver des solutions a ces deux EDOs. D'aprés I'annexe A,

les solutions des équations (3.5) et (3.4) sont respectivement
f1i(z) = A;e" 02 — B;e=0i(0)

et
fai(x) = % + Cyei ()7 — D filuo)r,

avec

_(Mi—u)‘f‘\/(ﬂi—u)Q—FQTU? ui—u+\/(ui—u)2+2ra§

i(u) O,iQ € (u) 012

Remarquons que les paramétres «; et 3; trouvés dans le Chapitre 2, sont donnés respectivement par +;(0)

et —0,(0). Selon la Proposition 2.3, on a

—01(0) < =62(0) <0 <72(0) < 71(0).

Comme

Vi —w)? 4 2r0? > i — ul,

onay;(u) > 0etf;(u) > 0.Ainsi, lim e~ %0)* = (et

T—r00

lim f21<1‘) = UQ/T + lim Cie%(uo)x_
T—00 T—00

Comme ; (up) est strictement positif, pour avoir lim fo;(x) = ug/r, il faut que C; = 0. De plus, la fonction
T—>00
fai doit étre croissante donc D; doit étre positif. En résumé, pouri € {1,2},0na fo;(z) = %—Die_ei(“())m,

avec D; positif.

Nous aimerions mieux expliciter la fonction f.On ne peut pas avoir f(x) = fi1(z) = A1en0z_ B e=01(0)z,

pour tout = > 0. En effet, f étant bornée, on devrait avoir A; = 0. On veut aussi que f soit strictement
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croissante. Donc, on devrait avoir B; > 0. Mais f(0) = 0, donc B; = 0. D’ou la contradiction. On montre

de fagon similaire qu'on ne peut pas avoir f(z) = fi2(z) = Ape202 _ By e=020002 noyr tout 2 > 0.

Ceci nous pousse a considérer la fonction

A1en@z _ Be=01(0  pour( < z < by,

f(x) = A2€’Y2(0)£E — B26702(0)$ pour by < z < bo,
—02(ug)(z—b3)
0 — eew pour x > bo,

ou les paramétres A1, B1, Ao, Bo, by et by sont a déterminer. Nous allons choisir ces parameétres pour que

f(0) =0et f € C?(0,00). Premiérement, f(0) = 0 si et seulement si A; = B;. On veut donc :

F(b1—) = f(bi+) ou Ay (€700 — e=010b1) — 4,720 _ B, o=62(0)b (3.6)
F(b1—) = f'(bi+) ou Ay (1(0)e O 491 (0)e(O01) = A575(0)e22(O0 4 Byhy(0)e 201 (3.7)

F"(b1=) = f"(bi+) ou Ay (12(0)%™ O — 01(0)%e™ " OP) = A39(0)2e72O% — By (0)%e (O

(3.8)

F(ba—) = f(ba+) ou Age2Ob2 — Bye=02(0b2 — 4y /1 — 1 /0, (ug) (3.9)
F'(b2=) = f'(ba+) ou Agy(0)e?20%2 1 By, (0)e~0%2(002 — 1 (3.10)
F"(ba—) = f"(ba+) ou Agy2(0)2e72(0b2 _ By 0y (0)%e 02002 — _gy (uy). (3.11)

De facon similaire au Chapitre 2, on veut utiliser les relations P;(y;(0)) = P;(—6;(0)) =0 (i = 1,2), dans
les équations (3.6), (3.7) et (3.8), pour les réduire. Pour cela, on les multiplie respectivement par —r, u; et

302, puis on additionne. On obtient

Age™ O Py (15(0)) — Bae O Py (—65(0)) = 0, (312)
et

Ay (€711 Py (41(0)) — e 1O Py (—61(0))) = 0. (3.13)

On déduit de la derniere équation que

B 1 5 P>(—61(0))
b= 6 [ P (0) } | 314

A partir de I'équation (3.12), on a

Ay = Bye~ (0200422000001 p (_0,(0)) / Py (72(0)). (3.15)
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En remplacant cette derniére expression de A5 dans (3.9) et (3.10), on obtient

326_62(0)b2 (6(02(0)+72(0))(b2_b1)P1(—92(0))/P1(’)/2(0)) — 1> = uo/r — 1/92(710), (3.16)
et
ng(o)e—ez(o)bz <e(92(0)+72(0))(b2—b1)P1(_02(0))/]31(72(())) + 92(0)) = 1. (3.17)
Posons
UuQ 1
K=" _ . (3.18)
r 02 (uo)

En divisant les équations (3.16) et (3.17), on obtient

(02004720 (ba—br) _ (1 + K02(0)) P1(72(0))
(1= K2(0)) P1(=62(0))

On en déduit que

1 1+ K0 P,
Y2(0) + 62(0) (1 — K72(0)) P1(—62(0))
En remplacant cette derniére expression dans I'’équation (3.16), on obtient
1-K
By = 2= K20 om, (3.20)
02(0) + y2(0)
En remplacant cette derniére valeur dans I'expression (3.15), on obtient
y = KGQ(O) +1 e*’yz(O)bz (3.21)
02(0) + 72(0)
En remplacant A, et By par les valeurs trouvées précédemment, dans I'équation (3.6), on obtient
K03(0)+1 _~o(0)(b1—b2) | _K72(0)=1 _—05(0)(b1—b2)
e + e
A = 62(0)+72(0) 62(0)+72(0) (3.22)

o11(0)b1 _ o—01(0)by

Les parameétres sont maintenant connus.

3.4 Solution du probléme d'optimisation

Nous allons maintenant énoncer le théoréme qui donne une solution au probléme d’optimisation.
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Théoréme 3.4 Soit Y* = {Y;*,t > 0} le processus défini par

t t
Y= Xo+ /0 (lu’ll{ys*<b1} + M21{Ys*2b1})ds + /0 (011{Y5*<b1} + J21{Ys*2b1})dW5'

Ainsi, une stratégie optimale est donnée par * = {[(u},07%),U;],t > 0}, ou

(,ul,a%) pour 0 < Y;* < b

(5,07
(p2,03) pourby <Y/,

et Ut* = uol{yt*>b2}.

Une stratégie optimale 7* consiste a changer (1, 0%) pour (2, 03) en by, et (ug, 03) pour (ug — ug, 03)

en by.

La fonction valeur optimale est

K05(0)+1 672(0)(111_b2)+;(w¢e—e2(o)(bl—b2)

02(0)+72(0) (0)+v2(0) 0 —01(0
2(0)+72 —— 7;91(0;’21 (6"/1( )z o1 ( ):v) pour 0 < x < by,
Viz) = KO02(0) 41 —45(0)(ba—z)  K72(0)=1 05(0)(ba—2)
(@) 02(0)+72(0) © + 50120 ¢ pour by < x < by,
ug e—02(ug)(z—b2)
e TR pour x > bo,

ou by, by et K sont donnés respectivement dans (3.14), (3.19) et (3.18).

La Figure 3.1illustre une stratégie optimale ot by = 750, by = 1725, Xo = 0, 03 = 16, 1 = .7, 05 = 100
et us = letug = .75. Le seuil b; est le point ou le processus Y * change de régime, et le seuil b est le point
au-dessus duquel on paie le dividende au taux maximal uy. Ici, le processus X* = { X, ¢ > 0}, correspond
a la stratégie 7*. Il est identique au processus Y* en dega de by, et a pour dérive et variance (u2 — uo, a%)

au-dessus de bs.
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Figure 3.1 - Stratégie optimale lorsque Z a un taux borné par ug = .75, by = 750, by = 1725, Xy = 0,
02 =16, 1 = .7,05 =100, uz = letn = 2

Preuve. Posons

%Hl)evzm)(bl—bzu K73(0)—1_—05(0)(by —b2)

02(0)+v2(0 02(0)+7v2(0) 0 —61(0
: . e71(0)b1 76391(0;1721 (eM( o — € i )33) pour 0 <z < bl’
= K02(0)+1  —~5(0)(bp—z Kv2(0)=1 _05(0)(ba—z
(@) AOEEHO LA o = (weer( IR pourby <z < by,
—05(u x—b
a0 — % pour = > bs.

Par construction, la fonction f vérifie les conditions du Lemme de vérification 3.1, donc V (x) < f(x).
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Nous voulons maintenant montrer que f(z) < V(x). Notons une fois de plus V* la fonction valeur de la
stratégie 7 et " le temps de ruine associé a cette stratégie. Pour montrer que f(x) < V(z), il suffit de
montrer que f(x) = V*(x). Nous réécrivons I'équation (3.1) mais cette fois en considérant X*, U* et 7*, ou

X™ est le processus correspondant a 7*. On a

. T*Ah
T ) = f@)+ [ e O,
0

T*Ah 1
[T e (= U ) + ot XD = ) )t

T*A\h
— f(o) + / ot f(XE) AW
0

T*/\h — * * * 1 * * * * *
+/0 e "t ((Nt - U f(XE) + §Gt2f”(Xt) —rf(Xy) + U = Uy )dt-

T*Ah
— flo) + / et I(XT)AW,
0

—r * 1 * *
e (i f (X7 + 5037 (X7) = 1 F(XD) ) L <oyt

2
T*Ah

/
AR —rt / * 1 2 pll * *
+/0 e (sz (X7) + o3 f (Xt)—Tf(Xt)>1{b1§X;<b2}dt
/

- * 1 * *
e (2 = o) f/(X7) + 503 (XF) = () + 1o — w0 ) Lyt
(3.23)

Par construction de f1;, pour X; < by, le supremum dans les équations HJB est atteint en 0. Tandis que pour
X > ba, le supremum est atteint en ug, par construction de fa;. Donc les quatrieme et cinquiéme termes,

du membre de droite de la derniére é€galité de (3.23), sont nuls. Tandis que le dernier terme vaut

T*Ah
— / eirtU()l{Xt*ZbQ}dt.
0

L'équation(3.23) devient
. T*Ah T*Ah
e F(XE, LY = fx) + / e ot fI(XF)AW, — / e gl x5 >p,dt. (3.24)
0 0

Comme précédemment, on a que l'intégrale stochastique

*

T*A\h
/ et f{(X7)dW,
0

a une espérance nulle et que
lim E, [e*’”““h) f(X;**Ah)} ~0.
h—o0

En faisant tendre h vers I'infini dans I'équation (3.24), on obtient

*

V*(z) =E, /0 ertuol{xgzbg}dt] = f().
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Doncona f(x) < V(z). O

3.5 Réconciliation avec le cas ou le dividende est continu

Nous voulons maintenant montrer que lorsque la borne ug tend vers I'infini, nous retrouvons la fonction
valeur du cas général traité au Chapitre 2, ou le dividende Z est continu. Pour cela, nous avons besoin du

lemme suivant :

Lemme 3.5 Lorsque ug tend vers I'infini, les constantes

_ _ 2 2 2 1
o(ug) = P2 M0t \/(u22 w)*+2r05 U
o5 T 02(up)
tendent respectivement vers 0 et vers g /7.
Preuve. Si on applique I'identité
a—b=(a®>—=b%)/(a+D)
au numérateur de 05(ug), on obtient
1 (p2 —uo)? — (2 — ug)? — 2ro3 2r

HQ(U()) = — = .
o3 (,u2 —up — /(2 — up)? + 27‘0%) V (p2 — )% + 2rod + ug — po

Il s’ensuit que 62 (ug) tend vers 0, lorsque u tend vers I'infini.

Ona

w1 w120
o Bo(ug) 2r '

A ce dernier terme, on applique encore I'identité a — b = (a® — b%)/(a + b). On obtient

s — (w0t pa)® = (ug — po)® — 2ro”
2r (uo + o + \/(uo — p2)? + 27“0%)

On réarrange les termes et on obtient

2UO/,L2 - 1“0'2

r (uo + pg + /(uo — p2)? + 27“0%)

K=

On consideére dans cette derniere expression de K, le rapport des termes de plus haut degré en v, et on a

lim K = po/r.

uQ—r00
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Notons V., la fonction valeur définie dans le Théoréme 2.4, et V,,, celle définie dans le Théoréme 3.4. Alors,

By ex2(a1—a3) oy eP2(ar—ag)
Ba—as azalalifgl—a?2 B2 (em® — M) pour0 <z < ay,
Voo(z) = 7&2(5[;27042)67@(&2%) — mtaye P poura; < z < ag,
B2+ (z — ap) pour x > ag,
et
%m(o::;:i%ﬁz(wl472> (671(0)1 B 6791(0):10) pour 0 < z < by,
Vo = %e—w(o)(bz—@ + %692(0)@2—@ pour by <z < by,
a0 — % pour x > bs.

On a la proposition suivante :

Proposition 3.6 Lorsque la borne v tend vers l'infini, V,,, tend vers V..

Preuve. Rappelons que les parametres «;, 3; et a1, trouvés dans le Chapitre 2, sont donnés respectivement

par +;(0) et —0;(0) et by. D'autre part, d'aprés le Lemme 3.5, on a

lim (K03(0) + 1)12(0) = (‘faxm ¥ 1)72<o>.

Uug—00

On a aussi

(2262(0) + 1)22(0) = “202(0)22(0) + 2(0)

r

= (Z) +72(0)

r

)
=2 +72(0)

= 72(0) — 02(0) — 12(0)
= —065(0).
De facon similaire,
lim (1 — K72(0))62(0) = ~2(0).

Uug—00
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Donc

L K6(0) 1 _ <92(0))2
w00 1 — K72(0)  \72(0)

et le parameétre by tend vers le paramétre ao trouvé dans le Chapitre 2. On a aussi que la premiéere expression
(resp. deuxiéme expression) de la fonction V,,, tend vers la premiére expression (resp. deuxiéme expression)

de la fonction V.

Pour ce qui est de la derniére expression de V,,,, on a

@ _ M — @ _ 1 + 1 (1 _ 6—92(u0)(m—b2))
r 02 (uo) r Oa(ug)  Oa(up)
1
=K 1 — e f2(uo)(z=b2) )
B (u0) (1= )

D’'apreés le Lemme 3.5, on sait que 05 (uy) tend vers 0, lorsque ug tend vers I'infini. De plus, by tend vers as.

1—e(—x—b2)02(ug) 1—e—(z—a2)03(ug)

Donc, la limite de 73 (a0) , quand ug tend vers I'infini, est identique a celle de B Py quand
02(ug) tend vers zéro. On a donc
lim 1 — e (ma)aln) = — (6*(90*@2)9), | =T — a2.
02 (up)—50 02(uo) 6=0

De plus, K tend vers s /r. Donc, la derniére expression de la fonction V,,, tend vers la derniére expression

de la fonction V.. [J

3.6 Test de sensibilité de la stratégie optimale par rapport aux paramétres d'investissement

Nous voulons faire ici, une analyse similaire a ce qui a été fait au Chapitre 2. On se fixe un taux maximum
de dividendes uq. On représente graphiquement les seuils by et by, en fonction d'un seul parameétre d'in-
vestissement 1, U%, 1, a%, les trois autres étant fixés, tout en respectant les conditions des éléments de
&/. On sait que le seuil by est identique au seuil a; du Chapitre 2. Pour ug assez grand, on devrait avoir la

courbe de by qui tend vers celle de as.

Remarque 3.7 On considére certaines valeurs de u( et on donne aux parametres i1, o, a%, J%, les mémes

valeurs données au Chapitre 2, pour pouvoir faire des comparaisons.

On obtient les figures suivantes :
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Figure 3.2 - Sensibilité par rapport a o
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Figure 3.4 - Sensibilité par rapport a a%
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On voit effectivement que la courbe de b; est identique a celle de a; du Chapitre 2. Pour ug = 100 par
exemple, on voit que la courbe de b, est identique a celle de as. Dans tous les cas, les formes des courbes de
by et ag sont identiques. Donc, I'analyse faite au Chapitre 2 est encore valide au Chapitre 3. Normalement,
selon notre problématique, on devrait toujours avoir la courbe de by au-dessus de celle de by. Ici, il est

difficile d’expliquer que les deux courbes se croisent.
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CONCLUSION

Aprés avoir fait un rappel du probléme classique d’optimisation de dividendes, nous avons considéré le cas
ou la compagnie d’assurance posséde deux plans d’investissement qui ne se dominent pas les uns les autres
(p1,03) et (u2,03), et paie des dividendes continus. Nous avons identifié deux seuils a; et a de telle sorte
gu’une stratégie optimale consiste a changer de régime en a; et a payer des dividendes au-dessus de as.
Les tests de sensibilité des seuils par rapport aux paramétres d’investissement, ont confirmé que dans le
cas limite ou 1y = o9, les courbes de a; et as se rejoignent. Nous avons aussi pu expliquer les formes des

différentes courbes.

Dans le cas ou le dividende est absolument continu avec un taux borné, nous avons encore identifié deux
seuils by et by. Une stratégie optimale consiste a changer de régime en by et au-dessus de bo, le parameétre
1o est réduit du taux maximal du dividende. Dans ce dernier cas, les tests de sensibilité n'ont pas apporté

d’informations supplémentaires et il est difficile d’expliquer que les courbes des seuils se croisent.

Ce mémoire ouvre un nouveau champ pour la recherche. Tout ce qui a été fait en probléme d’optimisation
de dividendes, dans le cas ol la compagnie posséde un seul plan d’investissement, pourrait étre repensé

en supposant qu’il y a n > 2 plans d’investissement.
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ANNEXE A
RESOLUTION D’UNE EDO

Nous voulons résoudre les équations suivantes du Chapitre 3,
3071 (@) + pf' (@) = rf (@) + uo(1 = f'(z)) =0 (A1)

et

Lo f(x) + pf' (z) — rf(z) = 0. (A.2)
L'équation (A.2) étant un cas particulier de (A.1), on ne considére que I'équation (A.1) qui s'écrit encore
507" () + (1 —wo) f'(z) — rf(z) = —uo. (A.3)
L'équation homogeéne
501" (@) + (1 —wo) f'(x) — rf(z) =0 (A.4)

a pour équation caractéristique

%O'sz + (u—up)T —r=0. (A.5)

Le discriminant est

A= (g —up)? +2rc® >0

et les solutions de (A.5) sont :

(1= o) — =+ 2
o2 '

et 0=

—(p = uo) + /(1 — uo)? + 210
Y= 3
g
On en déduit que la forme générale des solutions de I'équation (A.4) est

flx)=Ce"™ + De%,

ol C' et D sont deux constantes réelles arbitraires. Une solution particuliére de I'équation (A.3) est la

constante “2. On en déduit que la forme générale de ses solutions

f(z) = Y 4 cer 4 Debe.
r
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