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Ensembles

N : ensemble des entiers naturels.

Z : ensemble des entiers relatifs.

R : ensemble des nombres réels.
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K=N,Z,RouC.

K* = K\{0}.
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K_.={zreK:z <0}

Ki ={r € K:2 >0}

K* ={zr e K:z <0}.

Symboles

a A'b= min{a,b}.

e = 2.71828... : base du logarithme naturel.

NOTATION



RESUME

La distribution de dividendes dans une entreprise est cruciale, car elle représente la rémunération des ac-
tionnaires, qui ont apporté le capital social. Cette distribution peut également favoriser la croissance de I'en-
treprise en permettant aux actionnaires d’y réinvestir les bénéfices. Cependant, les gestionnaires doivent
équilibrer cette distribution avec la nécessité de conserver des liquidités pour éviter I'insolvabilité. Afin de
déterminer une politique de distribution de dividendes efficace, les gestionnaires établissent une stratégie
en tenant compte des réserves financiéres de I'entreprise et des colits associés aux frais de transaction et
aux impots. Ce mémoire vise a identifier les stratégies optimales, en mesurant leur performance en terme
d’utilité. L'étude propose une méthode générale de résolution, en appliquant des techniques issues de la
Théorie du contréle stochastique optimal, telles que la programmation dynamique et le principe de vé-
rification. Nous examinons ensuite plusieurs modéles de complexité croissante, en considérant différents
types de dynamiques de réserves et de fonctions d'utilité. Les résultats montrent que les stratégies opti-
males peuvent varier selon les conditions, et suggérent des avenues pour de futures recherches, en étudiant
notamment d’autres combinaisons de dynamiques de réserves et fonctions d'utilité.



INTRODUCTION

La politique de distribution de dividendes est un élément majeur de la gestion d'une entreprise. En effet,
les dividendes constituent la rémunération des actionnaires, qui apportent le capital social. De plus, la dis-
tribution de tout ou une partie des bénéfices sous forme de dividendes peut permettre aux actionnaires de
réinvestir cet argent dans I'entreprise, en vue de sa croissance. Il est donc dans l'intérét des gestionnaires de
mettre en place une stratégie visant a maximiser le montant des dividendes. Cependant, il est nécessaire de
conserver un montant suffisant de liquidités afin de controler le risque d’insolvabilité de I'entreprise. L'ob-
jectif de ce mémoire est de traiter le probléme d'optimisation des dividendes sous I'angle d'un probleme
de contréle stochastique impulsionnel.

Nous modélisons les réserves de I'entreprise par un processus d’Itd, noté X. Les gestionnaires de I'entre-
prise décident d’'une stratégie de dividendes en choisissant les montants de dividendes ¢; ainsi que leurs
dates de versement 7; jusqu’a la ruine de I'entreprise, définie comme I'instant ou les réserves s'épuisent.
Dans le cadre de notre modélisation, nous prenons également en compte le fait que pour chaque dividende
versé, il est possible que I'entreprise et I'actionnaire doivent payer respectivement des frais de transaction
et des imp6ts. Le probléme consiste alors a se demander s'il existe des stratégies meilleures que les autres,
et le cas échéant, trouver une méthode pour identifier de telles stratégies, que I'on qualifiera d’optimales.
Pour ce faire, il est nécessaire de se munir d’un critére de comparaison. Il est naturel de considérer comme
critére l'utilité procurée par le montant total actualisé des dividendes versés a l'actionnaire. Historique-
ment, ce critére fut introduit comme une mesure de risque succédant a la probabilité de ruine. En effet,
des chercheurs (voir les articles de (Albrecher et Thonhauser, 2009) et (Avanzi, 2009) pour plus de détails)
remarquérent que le critere de minimisation de la probabilité de ruine sur un horizon infini implique que
I'entreprise devrait laisser croitre ses réserves jusqu’a dépasser tout niveau réaliste. L'optimisation des di-
videndes permet quant a elle de contourner ce probléme. Nous affectons alors a I'actionnaire une fonction
d'utilité, notée g. Nous pourrons alors mesurer I'utilité d’une stratégie de dividendes a 'aide d'une fonction
de performance, notée J, dépendant de g.

Dans un premier chapitre, nous présenterons une méthode générale de résolution du probléme d’optimi-
sation des dividendes a l'aide de techniques de contrdle stochastique optimal en temps continu, comme le
principe de la programmation dynamique, |'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) et le principe de vé-
rification. Dans les chapitres suivants, nous résoudrons le probléme dans des cas particuliers de complexité
croissante. Pour tous les modeéles ou la fonction d’utilité est affine, nous verrons que, lorsqu’il existe une

stratégie optimale, celle-ci prend la forme d’une stratégie barriere de seuil et de niveau x*. Plus précisé-



ment, une telle stratégie consiste a verser un dividende lorsque le processus de réserves atteint le niveau
x*, ce qui a pour effet de ramener les réserves au seuil . Lorsque Z = 0, un seul dividende est versé et
on parlera de stratégie de ruine. Dans le Chapitre 2, nous supposerons que X est un mouvement brownien
arithmétique, et que g est affine. Ce modéle généralise le probléeme B de (Jeanblanc-Picqué et Shiryaey,
1995), en prenant en compte les impéts, en plus des frais de transaction. Nous détaillons la résolution de
I’équation HJB en annexe, et traitons également un cas supplémentaire du probléme non mentionné dans
I'article de (Jeanblanc-Picqué et Shiryaev, 1995). Dans le Chapitre 3, nous conserverons la méme fonction
d’utilité que dans le Chapitre 2 mais supposerons que X est un processus Ornstein - Uhlenbeck. Ce pro-
bléeme est traité dans l'article de (Paulsen, 2007) pour une plus grande classe de dynamiques mais une
fonction d’utilité moins générale. Nous précisons les conditions d’existence d'une stratégie optimale et dé-
taillons les résultats a travers des preuves et lemmes supplémentaires et en dédiant notamment une annexe
a I'étude des fonctions hypergéométriques confluentes, utiles pour la résolution de I'équation HJB. Nous
proposons également des simulations numériques et présentons des résultats de sensibilité des stratégies
optimales aux paramétres du probléme. Dans le Chapitre 4, nous conserverons la méme dynamique que
dans le Chapitre 3 mais supposerons que la fonction d'utilité peut étre strictement concave, ou convexe. Ce
probléme est traité dans I'article de (Cadenillas et al., 2007) sur la base de conjectures, et en I'absence de
frais de transaction pour I'entreprise. A la différence de (Cadenillas et al., 2007), nous identifierons des cas
ou les conjectures ne s'appliquent pas. Nous montrerons par conséquent que les stratégies optimales ne
prennent pas nécessairement la forme de stratégies barriére. Ce dernier chapitre motive ainsi de futures
recherches de stratégies optimales en considérant d'autres combinaisons de dynamiques de réserves et de

fonctions d’utilité.



CHAPITRE 1
PROBLEME GENERAL DE CONTROLE IMPULSIONNEL

Dans ce premier chapitre, nous posons le probléme général d’optimisation des dividendes et présentons
un cadre de résolution a l'aide de techniques de contréle stochastique impulsionnel. Nous nous inspirons

pour ce faire des notes de cours de (Ross, 2008).

1.1 Processus de réserves et stratégies de dividendes

Considérons un espace probabilisé (2, 7, ) muni d’'une filtration F = { F; };cg, satisfaisant les conditions
usuelles. On suppose que, sans versement de dividendes, le processus de réserves X d’une entreprise suit
la dynamique

dXt = M(Xt>dt + O'(Xt)dBt, te R+, (11)

ou B est un F-mouvement brownien standard, et i, o sont des fonctions définies sur R.. On considére
que l'entreprise dispose d’un capital initial de montant Xy = = € R%.. On suppose qu’il existe une unique
(au sens de l'indistinguabilité) solution X* a I'équation différentielle stochastique (1.1) de condition initiale
X§ ==

Les gestionnaires contrélent les réserves de I'entreprise, qui évoluent de facon aléatoire, en intervenant a
des instants discrets. Chercher une stratégie (de versement) de dividendes optimale constitue ainsi un pro-
bleme de contréle stochastique impulsionnel. Plus précisément, les gestionnaires de I'entreprise décident

d’une stratégie de dividendes en choisissant les dates de versement {7; };cn+, et les montants de dividendes

associés {(; bienx.

Définition 1.1 Une stratégie de dividendes D = {;, (;};cn+ est composée de :

1. Une suite de F-temps d'arrét {7; };en+ telsque 0 < 7 <10 < ... ;
2. Une suite de variables aléatoires réelles positives {(; }icn~ telles que pour tout i € N*, (; est F,-

mesurable.

Nous noterons S I'ensemble des F-temps d’arrét. Etant donnée une stratégie de dividendes D, on définit

le processus de dividendes (D;);cr. comme le processus continu a droite et avec limite a gauche (cadlag)



défini par
Dy =) Gilfnan (1.2)
iEN*
ouz — Ly, qyest la fonction indicatrice de I'ensemble A. Pour chaquet € R, la quantité D; représente
le montant cumulé de dividendes versés jusqu’a la date t. A chaque versement de dividende, on considére

que I'entreprise paie des frais de transaction composés d’une partie fixe et d’une partie variable représentés

respectivement par les parameétres dy, d; € R.. Le processus de frais D est alors défini par

Dy = dy Z Iiap,>0p +diDy = Z (d1Gi + do) L7, <4y (1.3)
s<t iEN*
ou, pourt € Ry,onpose AD; = Dy — D;_,et D, = lings. La quantité D; représente le montant
S

cumulé de frais de transaction payés jusqu’a la date ¢. Observons que le processus de frais D est cadlag et
déterminé par le processus de dividendes D. A chaque instant de versement de dividende, le processus de
réserves diminue du montant de ce dividende et des colits associés; ainsi pour une stratégie donnée D, le

processus de réserves contrdlé X P évolue selon la dynamique suivante :

dXP = u(XP)dt + o(XP)dB; — dD; — dD;. (1.4)

Définition 1.2 Une stratégie de dividendes D = {7;,(;};cn+ est dite admissible si pour tout x € R, il
existe un unique (au sens de l'indistinguabilité) processus {XtD Her . ayant pour dynamique (1.4) et tel que
XOD = x. On note D I'ensemble des stratégies admissibles. Etant donnée une stratégie D € D, on appelera

X P le processus de réserves contrélé (selon la stratégie D) et X le processus de réserves non controlé.

Etant donnée une stratégie D € D, on définit I'instant de ruine de I'entreprise par
T:=TP :=inf{t e R, : XP =0}. (1.5)

Cet instant correspond a la date o les réserves de I'entreprise s'épuisent. On suppose en outre qu'aucun ca-
pital extérieur n’est apporté a I'entreprise en plus du capital initial. Cela implique que la ruine est définitive;

c'est-a-dire qu'on a XtD = O pourtoutt > T.

1.2 Fonction d'utilité

Nous supposons que les gestionnaires de I'entreprise agissent dans I'intérét des actionnaires (que nous

supposons au nombre de un, par simplicité, mais sans perte de généralité), mais sont également soumis au



risque de ruine. Nous attribuons a 'actionnaire une fonction d’utilité g : R — R de la forme

l o .
9(¢) = P (HARQOT sG> K, (1.6)
0 si¢ < K/k,

ouk € (0,1}, K € Ry ety € (0,1] sont des constantes. On remarque que sur l'intervalle (K/k, ), g
est strictement concave si y < 1, et strictement convexe siy > 1, car ¢"(¢) = k(y — 1)(=K + k()7 72,
Une fonction d’utilité concave est donc pertinente lorsque I'actionnaire est averse au risque. A I'inverse,
une fonction d’utilité convexe traduirait une appétence au risque. Dans le cas ot v = 1, c’est-a-dire lorsque

I'actionnaire est neutre au risque, la fonction d'utilité peut s'écrire, pour ( > K /k,

9(¢) =C—-(1-k){ - K. (1.7)

La quantité 1 — k s’interpréte alors comme un taux d’imposition payé par I'actionnaire sur le montant de
dividendes recu, et K peut, par exemple, représenter des frais de courtage ou bien un montant d’'imp6ts
fixe. Lorsque I'actionnaire est neutre au risque, I'utilité g({) s'interprete donc comme le montant net d’im-
pots et d'autres frais conservé par I'actionnaire apres réception du dividende (.

Nous remarquons que g est affine lorsque v = 1, ce qui simplifiera les calculs dans les Chapitres 2 et 3.

1.3 Fonction valeur et stratégie de dividendes optimale

Les gestionnaires de I'entreprise souhaitent trouver une stratégie de dividendes dite optimale, au sens ou
elle maximise I'utilité procurée a I'actionnaire par I'ensemble des dividendes qui lui seront versés. On parlera
aussi parfois de meilleure stratégie de dividendes. Il est donc naturel de chercher a maximiser, sur I'ensemble
des stratégies admissibles D, I'utilité espérée des montants actualisés au taux sans risque » € R’ des

dividendes versés jusqu’a la ruine de I'entreprise, définie par la quantité suivante :

J(x,D) :=Ey | Y e M) {rery ] 5

i=1
oUuE, [ -] estl'espérance souslamesure P, := P(-| X = z).Onprend X’ = lsi%leD aulieude X car
il est possible d’intervenir (verser un dividende) au temps zéro. On appellera J la fonction de performance,
car elle permet de mesurer la performance, en terme d'utilité, d'une stratégie de dividendes admissible.
Etant donné le capital initial , pour tout D € D, on appellera donc la quantité J(z, D) la performance de
la stratégie D. En outre, on définit V, la fonction valeur du probleme, par

V(z) = sup J(z,D), z € R;. (1.8)
DeD



La quantité V' (x) représente la meilleure utilité qu'il est possible de réaliser parmi les stratégies admis-
sibles étant donné que I'entreprise posseéde un capital initial de montant z. Le but du probléme est alors
de trouver, s'il en existe au moins une, une stratégie optimale D* permettant effectivement a I'actionnaire
d’obtenir cette utilité maximale espérée, c'est-a-dire telle que J(x, D*) = V(x), pour tout z € R...
Notons qu'ona V' (0) = 0; en effet, intuitivement, si les réserves de I'entreprise sont nulles, l'actionnaire ne
recevra aucun dividende et I'utilité de I'actionnaire sera nulle. On peut aussi s’en convaincre en remarquant
que quelque soit D € D, si x = 0, alors par définition (1.5), on a 7" = 0, ce qui implique J(0, D) = 0, puis
V(0) =0.

1.4 Opérateur d’'intervention

Considérons que le processus de réserves est actuellement dans I'état 2 € R’ . Nous allons motiver la
définition de la valeur d’intervention, notée ICV (). Nous définissons cette quantité comme la meilleure
utilité qu’il est possible de réaliser dans le cas ou les gestionnaires sont contraints de verser immédiate-
ment un dividende. Autrement dit, la valeur d'intervention correspond a I'utilité de la stratégie consistant a
exercer immédiatement la meilleure action possible (verser un dividende de montant optimal), puis adop-
ter une stratégie optimale par la suite. En agissant ainsi, le processus de réserves diminue immédiatement
du montant du dividende versé ainsi que des colts associés; la nouvelle valeur des réserves juste apreés le

versement du dividende optimal de montant (a déterminer) ( est donc
x = —do — di(y,

et, dans le méme temps, I'actionnaire obtient I'utilité (). Dans un second temps, I'entreprise adopte une

stratégie optimale dont la valeur est, par définition, donnée par
V(e —do — (1+d1)¢).

Afin d'alléger I'écriture, posons f(¢) := do + (1 + d1)¢, pour ¢ € R. On appellera f la fonction de frais.
L'action de verser un dividende de montant ( € R, lorsque le processus de réserves est dans I'état = puis
adopter une stratégie optimale par la suite procure alors une utilité espérée totale V (x— f(¢))+¢(¢). Ainsi,
si les gestionnaires décident d'intervenir immédiatement, la meilleure action possible consiste a verser un
dividende dont le montant permet de maximiser cette utilité totale. Cela nous améne a définir la quantité
KV (x) par

KV () = sup[V(z — f(O)) +9(C),

(€2



ou

Z,={2z€Ri:g9(z) 20, z— f(z) > 0}.

Le montant de dividende optimal est donc donné par
G = Arcg max [V(z — f() +9(Q)].
EZy

Comme il n’est pas forcément optimal de verser immédiatement un dividende, on s’attend a avoir I'inégalité
KV(z) <V(z), z € R;.

Plus généralement, définissons I'opérateur d’intervention IC comme l'opérateur associant a une fonction
¢ : Ry — R, lafonction K¢ : Ry — R définie par
Ko(z) = sup [¢(z — f(¢)) + 9(Q)].
(€2,
On peut définir, a partir de I'opérateur d’intervention, la région de non-intervention R comme l'ensemble

des états = ou il n'est pas optimal de verser un dividende :
R={z Ry :KV(z) < V(x)}. (1.9)

Remarque. Ces définitions ont été introduites ici de facon heuristique, mais seront utilisées de facon rigou-

reuse dans les prochains chapitres.

1.5 Principe de la programmation dynamique

Afin de motiver une méthode permettant de trouver des stratégies optimales, nous allons établir le principe
de la programmation dynamique, qui nous permettra de déduire I'équation de la programmation dyna-
mique, dont la fonction valeur V' devrait étre solution. Soit 7 € S tel qu'on ait, presque sGrement, 7 < T,
ou 7" est I'instant de ruine du processus de réserves non contrélé. Supposons que I'entreprise dispose d’un
capital initial z € R*_ et adopte la stratégie D7 suivante : ne pas intervenir avant 7, verser un dividende de
montant optimal a 'instant 7, puis mettre en oeuvre une stratégie optimale par la suite. Nous cherchons a
déterminer la performance de cette stratégie. Soit une réalisation w € Q, ett — X" (w) une trajectoire
du processus de réserves controlé selon la stratégie D™. Avant I'instant d’intervention 7(w), I'actionnaire ne
recoit aucun dividende. Juste avant le versement du premier dividende, en 7(w)—, la valeur du processus de
D

réserves est XT(;)_ (w). Par définition de la valeur d’intervention, I'utilité réalisée vaut ICV(XfZ;)_ (w)) a

l'instant 7(w)—, et e*”(“’)ICV(Xf(;)_ (w)) alinstantt = 0. Finalement, la performance de la stratégie D™
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est égale a la somme des utilités pour chaque réalisation possible w € €2, pondérée par leurs probabilités,
soit

J(z, D7) = /Q e TRV (XD (w)dP, (w) = B, [e TRV (X2)].

Nous pouvons a présent établir le principe de la programmation dynamique. La stratégie D" n’étant pas

forcément optimale, on a l'inégalité
V(z) >E; [e"KV(XP)], z € Ry (1.10)

Considérons a présent que l'entreprise adopte la méme stratégie, mais avec 7 remplacé par 7*, défini
comme le premier instant auquel il est optimal de verser un dividende. Puisque I'entreprise agit désormais
a chaque instant de facon optimale, cette stratégie correspond globalement a une stratégie optimale D*,
dont la performance est, par définition, égale a V' (x). Notons X* le processus de réserves contrélé selon
D*. D’'apres ce qui précéde, la performance de D* est égale a E,, [e_”*ICV(X:*_)] . De plus, puisqu’il est

optimal d’intervenir en 7*, on devrait avoir

V(X5 ) = VIX5).

T*—

On devrait donc avoir I'égalité

V() =E, [e_”*V(X:*_)] . (1.11)

En combinant (1.10) et (1.11), on obtient le principe de la programmation dynamique :
V(z) =supE, [e*”ICV(XP:)]l{T@O}] , (112)
TES
Le principe de la programmation dynamique (1.12) nous dit simplement que si I'entreprise commence a agir
de facon optimale a partir d’'un instant différent du premier instant ot il est optimal de verser un dividende,

la performance dégagée sera moindre que si I'on avait commencé a agir de facon optimale en 7*.

1.6 Equation de la programmation dynamique.

Nous allons a présent nous servir du principe de la programmation dynamique pour déduire une équation
différentielle que devrait vérifier la fonction valeur, I'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Celle-ci
nous servira a identifier la fonction valeur ainsi qu'une stratégie optimale. En pratique, on trouvera une
solution V a I'’¢quation HJB, puis on Vvérifiera que cette solution correspond effectivement a la fonction
valeur du probléme, c’est-a-dire que V = V. Pour ce faire, on montrera que pour tout x € R et toute

stratégie D € D, ona V(z) > J(z, D). Ainsi pour identifier une stratégie optimale, il suffira de trouver



D* € D telle que pour tout z € Ry, J(z, D*) = 17(95) Par définition de V" en (1.8), cela impliquera que
V =Vet que D* est bien une stratégie optimale.

Nous allons procéder de facon heuristique dans le but de motiver I'équation HJB (1.22). Soit 7 € S presque
sGrement fini, et D7 la stratégie décrite dans la section précédente. Supposons que la fonction valeur V est
de classe C2. Commencons par appliquer la Formule d'Ité sur Iintervalle [0, ¢] & la fonction e "V (X 7).
Aprés avoir évalué I'équation obtenue en t = 7—, nous obtenons, par continuité de I'exponentielle et des

intégrales,
e V(X = v(XP) + / e "LV (XPT)ds + / e "o(XPHV/(XP)dB,,  (113)
0 0

ou £ désigne I'opérateur infinitésimal de X, associant a toute fonction ¢ de classe C? la fonction L¢ définie
par

L6(x) = —rolw) + w(w)f () + 50> (@) (2). (114)
Posons, pour tout t € R, M (t) = [ e "a(XP7)V'(XP")dB;. Supposons que o et X" soient bornés
sur les compacts. Alors comme V' est supposée continue, I'intégrande du processus M est bornée, donc M
est une martingale d'espérance nulle. Le temps d’arrét T étant presque srement fini, le Théoreme d’arrét

(D.7) nous donne

E, [M(7)] = E, [ / e "o (XPHV/(XP")dB,| = 0.
0
En prenant l'espérance dans (1.13), on obtient alors
E. [ / e‘”’LV(XsDT)ds} =E, [eT"V(X2)] - V(2). (1.15)
0

On montre en Annexe A.1 a partir du principe de la programmation dynamique (1.12) qu’on a, pour tout
T € S presque stirement fini,

V(z) > E, [e V(X)) (1.16)
On déduit alors de (1.15) et (1.16) I'inégalité
E, [ / e_TSEV(XSDT)ds] <0.
0

Soit {7, } nen Une suite de temps d'arrét tendant vers 0 et telle que pour tout n € N on ait 7,, > 0, presque

sirement. Pour tout n € N, on a

E, {1 / ne""SLV(XSDT")ds} <0. (117)
0

Tn

En prenant la limite quand n tend vers I'infini, on obtient donc

LV (z) <0. (118)



Enremplacant dans ce qui précéde 7 par le temps d’intervention optimal 7* décrit dans la partie précédente,

on obtient de méme, a partir du principe de la programmation dynamique (1.12), I'égalité

Ey

/ e_TSEV(X;‘)ds] =0.

0

Si 7* = 0, alors il est optimal d’exercer immédiatement et on a

KV (z) =V(x). (1.19)

Supposons a présent que 7* > 0, c'est-a-dire qu’il n’est pas optimal de verser un dividende a I'instant initial,

ce qui peut également s’exprimer a l'aide de l'opérateur d’intervention par
KV (z) < V(x). (1.20)
On montre alors de méme en Annexe A.1 que pour tout 7 € S tel que 7 < 7* presque srement, on a
Viz) =E, [e_”V(X;'L)]

Soit {7, } nen Une suite de temps d’arrét tendant vers 0 telle que pour tout n € N, on ait presque slrement

™ < 7 et7, > 0.0naalors pour toutn € N,

E, [1 / e LV (XT)ds| = 0, (1.21)
0

Tn

et de la méme facon qu’en (1.17), en faisant tendre n vers I'infini, on obtient I'équation HJB :
LV (z) =0, (1.22)

pour tout z € R*.. On peut résumer les équations (1.18), (1.19), (1.20) et (1.22) par I'’équation de la program-
mation dynamique

max{LV (z),KV(z) —=V(x)} =0, z € R. (1.23)

1.7 Principe de vérification

Afin de trouver des stratégies optimales, il nous faut tout d’abord identifier la fonction valeur V' du pro-
bléme. Nous avons vu que V' devrait vérifier I'équation de la programmation dynamique (1.23). Supposons
en avoir trouvé une solution et notons la V. Supposons que le processus de réserves de l'entreprise soit

actuellement dans I'état 2 € R’ . Posons, pour tout ¢ € R,

©:(¢) = V(z = f(¢)) + 9(¢)
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S'il est optimal d'intervenir immédiatement, c'est-a-dire que x ¢ R, alors, par définition de I'opérateur
d’intervention en (1.4), on a, pour tout € R* , KV (z) = sup ©,(C). Cela suggere donc que le montant

€2y
de dividende optimal est donné par

(*(x) = Arg max ©,(().
CEZy
S'il n'est pas optimal d’exercer immédiatement, le prochain instant d’exercice optimal est le moment ot le
processus quitte la région de non-intervention R. Si Xy = z € R, on cherche donc une stratégie optimale

D* = {(}, 7] }ien~ de facon récursive sous la forme

70 =0,
rr =inf{t > 7", X/ ¢ R}, (1.24)

¢ =ArgmaxOx:, ((),

(€2,

.
TF—

N . Ny - S . . .
ol X* est le processus de réserves controlé selon la stratégie D*. Si X R, alors on verse immé

diatement en 77 := 0 un dividende de montant optimal (; = Arg max ©,((), puis on procéde de fagon
€2y

récursive comme ci-dessus. Aprés avoir identifié les candidats pour la fonction valeur V' et la stratégie op-

timale D*, on vérifiera que pour tout x € R et toute stratégie D, on ait
J(x,D*) = J(z, D). (1.25)
Par construction de D* et X7, nous pourrons alors montrer que
V(z) = J(z,D"). (1.26)
Par définiton de V, (1.25) et (1.26) nous permettront de conclure que
V(z)=V(x) = J(x,D"), (1.27)

c'est-a-dire que la stratégie D* est bien une stratégie optimale pour le probléme.

1)



CHAPITRE 2
DYNAMIQUE MBA ET FONCTION D’UTILITE AFFINE

Dans ce chapitre, nous supposons que la fonction d'utilité est de la forme (1.6) avec v = 1, c'est-a-dire

K +kC si¢> K/,
0 si¢ < K/k.

9(¢) =

ouk € [0,1] et K € Ry, et que les fonctions 1 et o de la dynamique (1.1) du processus de réserves non

controlé sont constantes et strictement positives. Nous avons donc
dXt = Mdt + O'dBt, te R+.

La tendance € R représente le rendement dégagé par les bénéfices de I'entreprise, et o € R* sa
volatilité. Le processus X est dans ce cas un mouvement brownien arithmétique (MBA) de tendance 1 et
de volatilité o. Pour une stratégie D = {7;, {; }ien+ € D, le processus de réserves controlé, XD estdonné

pour toutt € R par

XP =X +pt+0B— > fC)lrey,
1EN*

ou I'on rappelle que la fonction f est donnée par

f(¢) =do+ (1 +dy)C.

Lorsque £k = 1,dy = 0 etdy = 1, le probléme de ce chapitre correspond au probléeme B de l'article
(Jeanblanc-Picqué et Shiryaev, 1995). Afin de trouver une stratégie optimale, nous allons procéder comme
a la Section 1.7.
2.1 Choix du candidat pour la fonction valeur
L'opérateur infinitésimal £ défini en (1.14) est donné ici par

LV (z) = —rV(z) + pV'(z) + ?V”(ac), r € Ry,
et 'opérateur d’'intervention est donné par

KV (z) = sup {V(z — f(2)) + g(2)},

ZGZz
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ou
Zo={2z€Ry:9(2) 20,2 —f(2) 20} ={z: K/k<z<(x—dy)/(1+d1)}.

Intuitivement, on peut s’attendre a ce que les gestionnaires de I'entreprise décident de verser un dividende
seulement lorsque les réserves de I'entreprise sont suffisantes, afin de minimiser le risque de ruine. Nous al-
lons en effet montrer que la région de non-intervention R = {x € R4 : KV (z) < V(x)} du probléme est
de la forme [0, 2*). En d’autres termes, nous allons vérifier que la stratégie consistant a intervenir lorsque
les réserves atteignent le niveau =™ est optimale. Les temps d’intervention 7.° de cette stratégie sont déter-
minés de facon récursive par
Ti = inf{t > 7« X[ = 2"},

ou X * est le processus de réserves contrélé selon cette méme stratégie. De plus, le processus de réserves
étant markovien (voir ’'Annexe A), puisqu’on ne verse un dividende que lorsque le processus atteint z*, les
montants optimaux de dividendes ¢} seront tous égaux a une méme quantité ¢* = f~!(z* — Z), ol le
seuil T est & déterminer. On appellera une telle stratégie une stratégie barriére, caractérisée par le couple
seuil-niveau (7, z*).

Nous allons chercher un candidat V a la fonction valeur du probléeme V' comme solution de I'équation de la
programmation dynamique (1.23). Pour ce faire, nous avons le théoréme suivant, dont la preuve est donnée

en Annexe B :

Théoréme 2.1 Fixons o, 1,7, A € R

1. L'ensemble des solutions de I'équation différentielle ordinaire (EDO) sur R suivante

o? " /
Y tu —ry=0

avec condition initiale y(0) = 0, est donné par {x — ¢4(x) := A(eh1® —e%%): A € R} ou

01 = 07 2(—p + \/p? + 2ro?)
Oy = 07 2(—p — \/p? + 2ro?)

De plus, on a |02| > 61 > 0 > 0s.
2. Pour tout A € R’ , la fonction ¢ 4 est strictement croissante-concave sur (—oco, z) et strictement

croissante-convexe sur (I, cc), ou

_ 2lo(lfa) ~los(®)] _
01 + |02

De plus, ¢'4 atteint son minimum global en z.
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3. Pour tout p € RY il existe Ac R et deux solutions 21(A) < T < x9(A) de I'équation ¢:z(x) = A

tels que

— z2(A)
(D)= [ (- dwde =

1(A)V0

D’une part, pour z € (0,z*), V devrait étre solution de I'équation £V (z) = 0. Or, nous savons d’aprés le
point 1du Théoréme 2.1, que pour tout A € R* , lafonction ¢ 4 () := A(e1® —e%7) vérifie cette équation.
D'autre part, pour z € [z*, 0), V devrait vérifier I'équation KV =V.

Pour A, x, z € R, , définissons les quantités suivantes :

Oaz(2) = palz — f(2)) +9(2)
=oga(x —do— (1+d1)z) — K + kz,

2*(A,z) = Arg max O 4 »(z).
2€EZ,

Nous allons déterminer un certain A € R* tel que le montant de dividende optimal soit donné par (* :=
2*(A, z*). Pour tout z € (0, z*), nous poserons alors V (z) = ¢ z(z).

Pour tous A,z € R} etz € R,ona ©y ,(z) > 0siet seulement si
Palr— f(2) < k(1 +d) ™" =\

Posons

p=K+d0/\.

D'aprés le point 3 du Théoréme 2.1, il existe A € R* et 21(A), z5(A) solutions de I'équation (blﬁ(x) =\

tels que

z2(A)
/~ (A = ¢'5(x))dz = p. (2.1)

1(A)VO0

Il deviendra plus clair dans la suite pourquoi nous avons choisi ce Aen particulier. Nous allons montrer
gue le niveau x* est égal a :vg(ﬁ) Posons également 7 = xl(g) V 0. D’aprés le point 2 du Théoréme 2.1,

gf)’g est strictement décroissante sur (—oo, Z) et strictement croissante sur (Z, 00), oul Z € (21(A), z2(A))

est donné dans I'énoncé. Soit = € [2*, 00). D’aprés ce qui précede, on a @’gx(z) > 0 si et seulement si

¢ (x = [(2)) € (w1(A), 29(A)), Cest-a-dire si 2 € (z1(x), 22(x)), 00 21(2) := (z — wa(A) — do)/(1+dy)

et z2(z) := (v — 21(A) — do)/(1 + dy). On obtient donc le tableau de variations de © ; _ :
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z —0 z1(x) 22() +00

e \ / \

D'aprés ce tableau de variations, ©(A, z) atteint son maximum en z;(z). Cependant z*(A, ') n'est pas

forcément égal a z9(x), car il est possible que la quantité x — f(z2(x)) = x1(A) soit négative. Pour tout
z € R,onaz—f(z) > Osietseulementsiz < (z—dp)/(1+d). Puisque z1 (x) < (z—dp)/(1+d1) < z2(x)

et que © 1 _ est croissante sur (z1(x), z2(x)), on en déduit que
H(Ax) = (x— % —do)/(1+dy).
En effet, on a d'une part, d’aprés (2.1),
(z—F —do)/(1+dy) > (2* — T —do)/(1 + dy)
= (Al /f (A = ¢5(x))dz + A" (b 5(2") — 95(F)) — do) /(L+ dy)
= A+ AN (04(27) — 94(@)) — do) /(1 + i)

= ((L+d)K/k+do+ (1 +d)k™ (¢ 5(z*) — ¢5(2)) — do) /(1 +dy)

= K/k+ k™ (¢z(z") — 95(7)) > K/k,
car ¢ ; est strictement croissante. D'autre part, on a
r—f((x—2—dy)/(14+dy)=x—dy— (x—T —dy) =% >0,

donc (z —z —dp)/(1 + dy) € Z,.

Pour z € [z*, 00), on doit avoir V () = KV (z). Or, par définition de K, on a
KV (z) = K z(x) pour tout z € [2*, 00),

car le fait de verser un dividende de facon optimale raméne le processus de réserves dans la zone de non-
intervention (sinon il serait encore optimal de verser immédiatement un autre dividende). D’aprés ce qui
précéde, on a

Koz(x) =05 ,(z"(A, ) = g5z — f(z7(4,2))) + 9(" (A, 2))

= ¢z(@) + Az —7) —p,
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donc on pose

Py [ 21  sizeba)
¢z(T) + ANz —2) —p size [z, 00).

Le choix de A assure que V soit continGment différentiable en z*. En effet (2.1) se réécrit
¢7(z%) = ¢z(Z) + A" — ) — p, (2.2)

ce qui assure la continuité de V. De plus, la dérivée a gauche de V en z* est égale 3 Q%(w*) = qﬁ’g(aﬁg(g)) =
), et la dérivée a droite de V en z* est %{qﬁg(f) + Az — ) — p}Yaer = A, donc V est contindment

différentiable en z*. On observe plus généralement que V est de classe C?, sauf en z* ou elle est C'!.

2.2 Vérification

Nous allons a présent vérifier que nous avons effectivement identifié la fonction valeur ainsi qu’une stratégie
optimale, c'est-a-dire qu'on a V = V.Soitz € R? le capital initial de I'entreprise et définissons la stratégie
D* = {7}, }Viz1,...m ou M := sup{i € N* : 7* < T*}, avec T" I'instant de ruine du processus de

réserves X™* controlé selon D* et tel que pour tout ¢t € R, X7._, = 0. Posons 75 = 0, et

inf{t e R} : X7 =a*} siz e (0,2%),

T =
0 siz € [z, 00),
. ¢* siz € (0,2%),
G = ~
T—T—dg

Tra L siz € [z%,00).

Pourtouti = 2,..., M, posons (f = (* = (z* =2 —dp)/(1+dy) et 7/, = inf{t > 77" : X} = x*}. Pour
touti=1,..., M etpourtoutt € 1) ,,7)),ona X} € (0,z"], Xj_‘i*_ = z*, et aux instants de saut 7*, le
processus est ramené a X:f = 7. On en déduit que la stratégie D* est admissible.

Nous allons vérifier dans un premier temps que pour tout = € R* | ona J(z, D*) = V (z). Ensuite, nous al-
lons montrer que pour toute stratégie D € D,ona 17(.75) > J(z, D), ce qui permettra de conclure que V=
V et que la stratégie D* est optimale. En appliquant la Formule d’It6 a e_”f/(Xt*) sur [, 7), pour i =

1,..., M, on obtient

e TIV(XE ) —e V(XL ) = / e LV (X)ds + / " e oV (XF)dB,.
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En prenant I'espérance dans I'expression précédente et ensommantpouri = 1,...,nensupposantn < M

presque sGrement, on obtient

*

/ " e_TsﬁIN/(X:)ds]
0

*

/ " e oV (X*)dB,
0

Ex[ TV (XE) }HE Ze_” (X2 )~ V(X5))| — Vi(2) =E,

+E,;

On a donc, pour tout ¢ € R,

V(z) = B, [e 7TV (Xp00)] + B

7

Z e T X7 ) — ‘N/(X:) - Q(C;)]]l{r;qAT*}]

ieN*
tAT* _ tAT* _
2| Y e g s <oty | — Ea / e LV (X )ds| — E, / e "oV (X7)dB,
1EN* 0 0
Tout d’abord, pour tout s € [0, 7*],ona X € [0, z*), sauf avant chaque instant de saut Ti0u XY =a,

j
donc E, [ AT ’TSEV(X;")ds} = 0. D’autre part, X* est borné et V' est continue, donc le processus

Y(t) = (f _TSUV’(X*)st est une martingale d’espérance nulle. Or ¢t A T™ est un temps d’arrét presque

sGrement fini, donc d’aprés le Théoréme d’arrét (D.7),ona E, [Y (¢ A T*)] = 0. Ensuite, d’aprés (2.2), on a
V(X5 )= V(X5) —g(G) = V(@) = V(@) - Mz* — &) + p = 0.
On adonc

V(z) = B, [e 7TV (Xp00)| + B

Z e "iyg G <t/\T*}] :

€N

Or, X* est borné et V est continue donc, d’aprés le Théoréme de convergence dominée (D.9) pour le pre-
mier terme et le Théoréme de convergence monotone (D.8) pour le second terme, en faisant tendre ¢ vers
P'infini, il vient

[Z e T Cz ]1{.,. <T*}] = J(]J,D*)

1EN*
Considérons a présent une stratégie de dividendes arbitraire D = {7;, (;};en+ € D. Notons T I'instant de

ruine de X P le processus de réserves contrdlé selon D. Pour tout n € N*, posons S,, = inf{t € Ry :

XtD > n}. En reprenant les calculs précédents, on a pour tout ¢ € R,

V(l‘) — ]Em -e—'r'(t/\T/\Sn)f/i(Xg\T/\Sn)} + Ex

Z e~ [V(Xg—) — V(Xg) - g(Ci)]]l{an/\T/\Sn}]

1EN*

tATASn _
~-E, [ / e "LV (XP)ds
0

+E; Z eirTig(Ci)]l{Ti<t/\T/\Sn}
LieN*

tATASy _
~E, / e_’"saV’(XSD)dBS] . (2.3)
0
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Par construction de V, pour tout z € [0, z*), ona LV (z) = 0, et pour tout z € [z*, c0), on a
LV (@) = —r(63(3) + Mz — F) + p) + pA < —1(65(F) + A@* —F) + p) + pA = LV (") = 0,

car par continuité de £V, puisque pour tout = € [0, z*), LV (z) = 0, ona LV (z*) = 0. Ainsi, pour tout
x€Ry,ona EXN/(:U) < 0. Ensuite, puisque X est borné sur [0, S,,] et que t AT A S, est un temps d’arrét
borné, le Théoréme d’arrét donne, comme précédemment, E,, [ JATAS” e*’”saf/’(XSD)dWS] = 0. D’autre
part, considérons la fonction () = A — V'(z), = € R,.. Pour tout € [z*, 00), on a ¢(z) = 0, et pour
toutz € [0,2%),onavy(z) = A — gZ)’g(x), donc d'aprés le Théoréme 2.1, ) est négative sur [0, 7] et positive
sur [Z, z*]. Or puisque, d’aprés (2.1), on a f; ¥(s)ds = p, donc pour tous 0 < = < y,ona [ ¢(s)ds < p,
ce qui se réécrit

Viy) =V(z) =My —z) =p) 20,0 <z <.

Soit ¢ € N*. En prenant x = Xg ety=XP ona

Ti—)

My —z)—p=ANXE_ = (XP_ — f(¢)] —p=Ado+ (1 + d1)G) — K — doX = k¢ — K = g(),
(2.4)

donc pour tout : € N*, on a XN/(XE_) - XN/(XE) — g(¢) = 0. On déduit alors de ce qui précéde que

V(l’) > Ew {efr(t/\T/\Sn)V(Xg\T/\Sn)} + Em Z eiTTig(Ci)]l{Ti<t/\T/\Sn}

1EN*

> By | Y e g(G) U rctnrns, )

1EN*

En faisant tendre n et t vers I'infini, il vient finalement, avec le Théoréme de convergence monotone,

V(z) > E,

Z e—TTig(Ci)]l{Ti<T}] = J(IL’,D)
1EN*

On a montré que pour toute stratégie admissible D, et tout capital initial x € Ry, V(z) > J(z, D),

doncona V(z) > supJ(z, D) = V(z). Or, pour la stratégie optimale candidate D*, on a montré que
DeD

V(z) = J(z, D*), donc le sup est atteint et on a V = V. On en déduit que D* est bien une stratégie
optimale pour le probléme.
2.3 Solution au probléme de contréle

On rappelle que la stratégie barriére optimale D* consiste a verser un dividende de montant
CF=("—T—do)/(1+dy)
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a chaque fois que les réserves de I'entreprise atteignent le niveau z*, ce qui a pour effet de ramener immé-
diatement les réserves au seuil 7. Pour déterminer le niveau z* et le seuil T, on résout le systéeme d’équations

a trois inconnues E, 1 (K), xg(ﬁ) suivant :

puis on pose =¥ = w3(A) et ¥ = z1(A) V 0. On rappelle les expressions de ¢ 7, ¢i§’ A, p en fonction des

parameétres du probléme 7, u, o, dg, d1, k, K :

¢ 1(x) = A(eh® — efm),

¢ () = A(61e7 — Bye”7),
01 = 072 (—p+/p? + 2ro?),
02 = 072 (—p — \/u? + 2ra?),
A=k(1+d),

p =K +dy.

Remarque. Lorsque £k = 1, dy = 0 et d; = 1, le probléme de ce chapitre correspond au probléme B de

I'article (Jeanblanc-Picqué et Shiryaev, 1995). Cependant les auteurs ne mentionnent pas qu’il peut exister

des cas ol 1 (A) devient négatif, ce pourquoi nous avons forcé le seuil a étre positif en posant T = z1(A) V

0. Dans les cas ou z1(A) < 0, alors qﬁ’g(f) ne sera pas égal a A\, donc le Théoréme B de (Jeanblanc-Picqué

et Shiryaev, 1995) ne s’applique pas.
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CHAPITRE 3
DYNAMIQUE ORNSTEIN - UHLENBECK ET FONCTION D’UTILITE AFFINE

3.1 Hypothéses du modéle

Dans ce chapitre, nous supposons comme précédemment que I'entreprise dégage un rendement constant
p € RY de volatilité constante o € Y, mais investit désormais ses réserves dans l'actif sans risque du
marché, de rendement r € IR% . On considére cependant que cet investissement a un colt o dépendant
du capital investi. Le rendement de I'entreprise en fonction du capital est donc de la forme p(z) = p +
(r —a(x))z, v € R%. On suppose de plus que ce colt d’investissement se compose d’une partie fixe o
et d'une partie variable a1, c'est-a-dire que o(x) = ap/z + a1, = € RY.. La quantité 1/ () représente le
taux de croissance de I'entreprise. On suppose que pour tout x € R* , ona p/(z) > Oet p/(z) < r, Cest-
a-dire que le taux de croissance de I'entreprise est positif mais ne dépasse pas le taux d’actualisation. Nous
relacherons cette hypothése dans le Chapitre 4. Puisque 1/(z) = r — aq, cela implique que ay € [0, 7]. Si
a1 = r, le probléme est identique au probleme du Chapitre 2 avec p remplacé par py. On supposera donc
que a; € [0,7). Posons pp = 1 — «p. Dans la suite, on renomme a4 en « et g en u. La dynamique du

processus de réserves non contrélé est donc
dX; = (p+ (r — a)X;) dt + odB;.

On reconnait la dynamique d’un processus Ornstein-Uhlenbeck. On suppose comme précédemment que la

fonction d'utilité est donnée par

—K+kC si¢>K/k,
0 si¢ < K/k.

9(¢) =

ouk € [0,1] et K € R. Ce probleme est traité dans l'article de (Paulsen, 2007) dans le cas ou K = 0
et k = 1. Nous supposons également que pour toute stratégie D € D, le processus de dividendes est
donné par (1.2) et le processus de frais par (1.3) ; le processus de réserves controlé suit donc la dynamique
dX} = dX; —dD; —dD;. Onrappelle que la fonction de frais de I'entreprise s'écrit f(¢) = do+ (1+d1)C.

On pose également A\ = k(1 +d;) ! et p = K + do. Lopérateur infinitésimal de X s'écrit ici
2
g
Lo(x) = —rd(x) + (1 + (r — @)2)¢ () + 5¢”(w)- (3.1)

En suivant la méthode générale décrite au Chapitre 1 pour trouver la solution au probléme de contréle

impulsionnel, nous allons résoudre I’équation de la programmation dynamique £¢ = 0 afin d’identifier
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dans un premier temps la fonction valeur du probléme. Cependant, pour chercher une stratégie optimale,
nous allons nous inspirer des résultats du Chapitre 2 et supposer que si une stratégie optimale existe, alors
celle-ci peut prendre la forme d’une stratégie barriere, comme dans le chapitre précédent, et déterminer
le niveau z* ainsi que le montant de dividende optimal (* € R” . Rappelons brievement la définition d’une
stratégie barriére. Supposons que les réserves de I'entreprise sont actuellement au niveau z* € R’ . Notons
T =x*—f(¢*) € R4 leseuil auquel est ramené le processus de réserves juste aprés que I'entreprise a versé
un dividende de montant (*. Siz = 0, la stratégie barriére correspond a une stratégie de ruine, c'est-a-dire
gu’un seul dividende sera versé car les réserves seront par conséquent vides. Nous allons montrer a l'aide
du principe de vérification que les stratégies optimales sont en effet de cette forme pour ce modéle plus
général. Nous identifierons également les cas ou une stratégie optimale existe, ainsi que les cas ou celle-ci
prend la forme d’'une stratégie barriére ou bien d’une stratégie de ruine. Lorsque nous voudrons désigner
une stratégie qui est soit une stratégie barriére, soit une stratégie de ruine, nous parlerons de stratégie de
type barriére/ruine.
Tel qu'annoncé, au lieu d’étudier I'opérateur d’intervention, nous allons directement nous inspirer des résul-
tats du chapitre précédent et poser les propriétés que la fonction valeur V' devrait vérifier. Nous présentons
ces propriétés d’une facon plus condensée que celle de (Paulsen, 2007), afin de nous y référer plus facile-
ment.
Hypothéses : Supposons p, A € R . Il existe 2* € (p/\, 00) et T € [0, 2*) tels que :

1. OnaV(0) =0, V’(0) > 0et, pour tout z € (0,z*), LV (z) = 0.

2. (a) Siz > 0, alors pour tout = € [2*,00),0onaV(x) =V (Z)+ Mo —Z — p/\) et V'(Z) = \.

(b) Siz = 0, alors pour tout x € [z*,00),0na V(z) = A(x — p/A).
3. OnaV'(z*) = A\

On a V(0) = 0 car pour un capital initial nul, la performance de toute stratégie admissible est nulle. On
devrait également avoir V/(0) > 0, car nous montrerons dans le Lemme 3.4 que c’est une condition né-
cessaire pour que V soit positive et strictement croissante, ce que I'on s’attend naturellement a avoir; en
effet, intuitivement, plus le capital initial est élevé, plus la quantité totale de dividendes que I'entreprise
est en mesure de verser est grande. Nous monterons en effet, a I'aide du principe de vérification que la
fonction valeur du probléme satisfait ces hypothéses. On remarque que I’hypothése 2 implique que pour
tout x € [z*,00),0na V(z) = V(z*) + A(x — z*). L'hypothése 3 est nécessaire pour localiser le niveau

optimal z*. Notons enfin qu’on pourrait retrouver aussi I’hypothése 2 a partir de I'opérateur d’intervention
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K. En effet, si I'on suppose que le montant de dividende optimal est donné, comme au Chapitre 2, par

_x*—i'\—do

alors avec I'hypothése 2, on peut écrire

V(a®) = V(@) + Aa" —2) —p = V(2" = f(C7)) + 9(¢).

Puisqu’on suppose que la région de non-intervention est (0, z*), on en déduit

KV (") = V(z® = f(¢7) + 9(¢7) = ©(¢7).

Poser I'hypothése 2 revient donc a supposer que le montant de dividende optimal est donné par (3.2).

Le résultat principal que nous allons montrer est qu'il existe une unique stratégie optimale si et seulement
si les hypotheses (1, 2, 3) admettent une solution V. Lorsque les hypotheéses (1, 2a, 3) sont vérifiées, alors
la stratégie optimale correspondante est une stratégie barriére caractérisée par le couple seuil - niveau
(z,z*), et lorsque les hypotheses (1,2b,3) sont vérifiées, la stratégie optimale correspondante est une
stratégie de ruine caractérisée par le niveau z*. Ce résultat est présenté dans la prochaine section sous

forme de trois théorémes distincts mais complémentaires.

Remarque. Un résultat similaire est présenté dans (Paulsen, 2007) sous la forme d’un seul théoréme s'ap-
pliguant a une plus large classe de dynamiques du processus de réserves, mais avec une fonction d’utilité
moins générale. Nous précisons en outre les conditions d’application de chaque théoréme sur les para-
meétres du probléme. Certains lemmes nécessaires au détail des preuves des résultats ne figurant pas dans
(Paulsen, 2007) sont également ajoutés pour compléter et ajuster la démonstration. LAnnexe C est en outre
dédiée a I'étude d’une classe de fonctions solutions de I'équation de la programmation dynamique de ce

probléme, dont les propriétés sont cruciales pour I'étude de la fonction valeur du probleme.

3.2 Solution au probleme de contréle

Les théorémes suivants nous fournissent des conditions sur les paramétres du modele pour qu'il existe une
solution au probléme, et précisent, le cas échéant, la forme des stratégies optimales.

Nous définissons préalablement la fonction G : R, — R par

G(z) = e ™@[U(a,b,m(0))F(a,b,m(z)) — F(a,b,m(0))U(a,b,m(z))],
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o2

2
aveca = 1+ 5525, 0 = 1/2, m(x) = = (:L' + %) et les fonctions F' et U sont les fonctions hy-
pergéométriques de premiére et seconde espéce définies a I'Annexe C. Les propriétés de GG seront décrites

dans le Lemme 3.5.

Théoréme 3.1 Lorsque o € (0,7), les hypothéses (1,2a, 3) possédent une unique solution (z, z*, V') si et
seulement si, pour tout =z € R*, G(z) > G'(x)(xz — p/\). Dans ce cas, la stratégie barriére de seuil et

niveau (I, z*) est une stratégie optimale.

Théoréme 3.2 Lorsque o € (0, 1), si les hypothéses (1, 2a, 3) n‘admettent pas de solution, alors les hypo-
théses (1, 2b, 3) possedent une unique solution (z*, V'). Dans ce cas, la stratégie de ruine de niveau =* est

une stratégie optimale.

Théoréme 3.3 Lorsque o = 0, les hypothéses (1,2, 3) n‘admettent pas de solution et il nexiste pas de

stratégie optimale. Cependant, la fonction valeur est donnée par

AG
lim G'(z)

Tr—>00

V:

Donnons une interprétation intuitive de ces résultats. Le paramétre « représente la partie variable du co(t
des investissements. Tout d’abord, lorsque o € (0, ), il existe toujours au moins une stratégie optimale, et
celle-ci prend la forme d’une stratégie barriére ou bien d'une stratégie de ruine. Considérons ensuite le cas
ol v = 0. Dans ce cas il n'existe pas de stratégie optimale, mais nous pouvons préciser pourquoi. Considé-
rons deux niveaux y; < ¥, et notons Dy, D, les meilleures stratégies barriére (ou de ruine), en terme de
performance (utilité totale dégagée par I'actionnaire), de niveaux respectifs 7, 7,. Nous montrerons dans
un lemme intermédiaire que la stratégie Dy posséde une performance supérieure a celle de la stratégie
D1. Ainsi, il est toujours possible de trouver une meilleure stratégie en considérant un plus grand niveau
de barriére. C'est en ce sens qu'il n’existe pas de stratégie optimale. Cela peut s'expliquer intuitivement par
le fait que si les colts d’investissement sont entierement fixes, il est dans l'intérét de I'entreprise d’investir
le plus possible ses réserves car les rendements augmentent avec le montant investi. Or, plus I'entreprise

dégage de bénéfices, plus elle est capable de verser des dividendes et plus sa probabilité de ruine diminue.

Remarque. Notons que la condition donnée dans le Théoréme 3.1 pour que celui-ci s'applique est diffé-

rente de la condition donnée avant la Proposition 3.1 dans (Paulsen, 2007). En effet, I'inégalité ressemble a
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une condition équivalente a G(z) > G'(z)(x — p/A), € R (lorsque K = 0 et k = 1), cependant 'au-
teur indique que, dans ce cas, la stratégie optimale est une stratégie de ruine, ce qui ne serait pas possible

lorsque cette derniére condition est vérifiée.

Afin de prouver ces théorémes, nous aurons besoin d’introduire des lemmes intermédiaires utilisant prin-
cipalement les propriétés analytiques de la fonction valeur V. Nous présenterons également un algorithme
de recherche de stratégies optimales, et I'illustrerons avec quelques résultats numériques. A partir de ces
résultats, nous simulerons enfin des trajectoires du processus de réserves contrélé selon différentes straté-

gies.

3.3 Propriétés analytiques de la fonction valeur

Le lemme suivant nous donne les principales propriétés analytiques d’une solution de I'équation de la pro-
grammation dynamique de notre probléme. Nous cherchons une fonction non identiquement nulle, car la
fonction valeur du probléme correspond a I'utilité maximale parmi toutes celles des stratégies admissibles;
or il est facile de trouver une stratégie admissible d’utilité non nulle. Ce lemme est présenté dans (Paulsen,
2007) et démontré dans (Shreve et al., 1984). Nous ajoutons cependant des détails a la preuve et I'adaptons

a notre probléme particulier.

Lemme 3.4 Soit ¢ une solution non identiquement nulle de I'équation différentielle ordinaire (EDO) du se-
cond ordre
£0(a) = —r(e) + (u+ (r — a)0)d/ (@) + Z(a) = 0 39
sur [0, 00).
1. Si ¢ est localement croissante - concave au voisinage de = € (0, 00), alors ¢ est strictement concave
sur [0, ).
2. Si ¢ s‘annule en au moins un point, alors ¢ est strictement monotone.
3. Sip(0) =0et¢'(0) > 0,alors
(a) la fonction ¢ est strictement croissante;
(b) il existe & € [0, 0] tel que ¢ (Z) = 0, etsi T € (0,00), ¢ est strictement croissante - concave

sur (0, z) et strictement croissante - convexe sur (T, o).
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Preuve. Pour v € R’ , notons Ey I'€quation y" = ~y sur R, et supposons dans un premier temps que ¢ est
une solution non nulle de Ey. Alors, comme v > 0, ¢ est strictement convexe sur tous les intervalles ou elle

est strictement positive et strictement concave sur tous les intervalles ou elle est strictement négative.

1. Les solutions de Ey sont les fonctions
Ynr(z) = heV’® + ke V7" 2z € Ry,

pour tous h,k € R. Supposons qu'il existe T € R’ tel que ¢'(z) > 0 et ¢’ (z) < 0. Comme ¢ est

solution de Ey, il existe ho, ko € R avec hg, ko non tous les deux nuls tels que ¢ = yp,, 1,. On a donc

¢ (F) = hoy/7eV™® — koy/7e V1% > 0, (3.4)

¢"(%) = hoyeV'® + koye V7% 0. (3.5)
Nous pouvons combiner ces inéquations de la facon suivante

Y2 % (3.4) + 771 x (3.5),

712 % (3.4) — v x (3.5).

On obtient alors —2hoeV7* < 0 et —2koe V7T > 0,d'ot hg > O et ky < 0. On en déduit directement
que ¢ est strictement croissante, et donc que pour tout x € [0, %), on a ¢"(z) < 0; autrement dit,
¢ est strictement concave sur l'intervalle [0, z).

2. Supposons qu'il existe xo € R tel que ¢(x¢) = 0. Supposons, sans perte de généralité, que hg # 0.
Alors, en réarrangeant les termes de cette équation, on obtient e>V7*0 = —kq /hq. Pour qu'un tel zq

existe, on doit donc nécessairement avoir hoky < 0. Pour tout x € R, ona

¢ (x) = hoy/7eV7" — koy/ye V%,
Puisque hg et kg sont de signes opposés, cette quantité est soit strictement positive, soit strictement
négative. Ceci étant vrai pour tout x € R, on en déduit que ¢ est strictement monotone.

L'équation L#(x) = 0 peut se mettre sous la forme 3y’ = ~yy + 6y', oty = 2ro 2 et §(x) = —202(u +
(r — a)x). Nous avons montré donc les points 1et 2 dans le cas ou 6 = 0. Pour nous ramener a I'équation

Lo(x) = 0, nous allons effectuer le changement de variable

y = (z) = /0 exp {/Ou 5(v)dv} du.
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Supposons a présent que ¢ est solution de 3y = ~yy + 6y’ et posons £(y) = ¢(x) = ¢(v»~(y)). Calculons
"(y).Ona

Effectuons les calculs intermédiaires de (=)' et (v =1)". Tout d'abord, remarquons que v/ (z) = exp { [i¥ 6(v)dv}
et " (z) /4! (x) = 8(x), ce qui donne
WY () = [0/ @ )]
") =~ W N W)
= " (W W) @ W)
= —6(W T )W (v ()] 2
On obtient alors
(y) = =6 W) (W )] 72 (@ (1)
+ W @ W) @ () + 5 (@) (v ()]
= {0 W )] (W () Hy).

On remarque que { est solution d’une équation de la forme de E, avec

) = {W' @ )@ @)} > 0.

Puisque ¢ est du méme signe que £, ¢ hérite les propriétés voulues de celles de {.
Montrons finalement le point 3. Soit ¢ une solution de L¢(x) = 0sur [0, o) telle que ¢(0) = O et ¢'(0) > 0.

D'apres le point 2, ¢ ne s‘annule pas donc ¢ est strictement croissante. Définissons
T =sup{z € R} : ¢"(x) < 0}.

D'apres le point 1, on a ¢" (x) < 0 pour tout x € [0, %), et ¢"(x) > 0 pour tout x € (Z,00). O

Le lemme suivant, démontré dans (Paulsen, 2007) nous donne une solution explicite de I'’équation L¢ = 0
sur [0, co) s’exprimant a I'aide des fonctions hypergéométriques confluentes décrites a I’Annexe C. Nous dé-
taillons davantage la preuve et démontrons en outre le résultat sur les conditions initiales de la fonction

G.
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2
Lemme 3.5 Posonsa =1+ -2—~,b=1/2etm(z) = = (x + ’ja) . La fonction

2(r—a)’ o2 r

G(z) :== e ™) [U(a,b,m(0))F (a,b,m(z)) — F(a,b,m(0))U(a,b,m(z))],

définie sur [0, 0), vérifie G(0) = 0 et G'(0) > 0, et est solution de I'équation Lo = 0 (3.3) ou F et
U désignent respectivement les fonctions hypergéométriques confluentes de premiere et seconde espéece,

définies a I’Annexe C.

Preuve. Effectuons le changement de variable y = —m(x) dans I'équation L¢(x) = 0. Soit ¢ une solution

de L¢ = 0. Posons 1 (y) = ¢(x), pour tout z € Ry.Ona

oy Uy dyy)dy r -« [
¢'(z) = de dy dr o272 <l‘+

r—«

— 2 T —«
0@ = ~s v+ | s (o )| 0 = - Tos W+ 2 ),

En substituant ces expressions dans I'équation Lo(x) = 0, il vient

—rip(y) — (r —a)(=2y + 1) (y) — 2(r — a)yy"(y) =0,

ce qui se réécrit, en divisant par —2(r — «),

Yo" (y) + (b —y)Y'(y) — (b—a)y(y) =0,

olla = %4— ﬁ =1+ ﬁ etb = % D'aprés le Lemme C.1, les fonctions eV F'(a, b, —y) ete¥U (a, b, —y)
sont solutions de cette équation. On peut réécrire ces solutions en fonction de . Posons y,(x) = eV F(a, b, —y) =
e ") F(a,b,m(x))etys(z) = eU(a, b, —y) = e ™ U(a,b,m(z)). Lafonction G = y5(0)ys—y4(0)ys
est donc solution de L¢p = 0. De plus on a G(0) = y5(0)y4(0) — y4(0)y5(0) = 0, et a l'aide des formules de

dérivation données a I’Annexe C, on obtient
G (z) = m’(m){y5<o> [~ ya(@) + Te O F(a+1,b+1,m(x)

~a0)[ - () — 0 a1+ 1m(a))] .

a

:nm@{G@)ummbam@Fm+Lb+Lm@»+M@m€m@Um+Lb+Lm@»}

et donc

G'(0) = e—m<°>m’(0){y5(o)ZF(a +1,b+1,m(0)) + ya(0)aU(a + 1,b + 1,m(0))} > 0.
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Le corollaire suivant se déduit directement des deux lemmes précédents et nous donne les propriétés ana-
lytiques de GG. Apreés avoir prouvé le Théoreme 3.3, nous serons en mesure de montrer que G est crois-
sante - concave si et seulement si & = 0, et croissante - concave puis croissante convexe si et seulement si

a e (0,r).

Corollaire 3.6 S'il existe ¥ € (0, 00) tel que G"(z) = 0, alors G est strictement croissante - concave sur

[0, ) et strictement croissante - convexe sur (., 00).

Le lemme suivant nous montre que toutes les solutions de £L¢ = 0 vérifiant les mémes conditions initiales

que G sont positives et proportionnelles a G.

Lemme 3.7 Soit G une solution de L¢$ = 0 (3.3) sur [0, c0) telle que Go(0) = 0 et G{,(0) > 0. Alors il

existe co € RY, tel que G = coG.

Preuve. Soit Gy une fonction vérifiant les conditions de I'’énoncé. D'apreés le Lemme C.3, les fonctions F' et U
sont linéairement indépendantes, donc les fonctions y () = e =™ F(a, b, m(x)) etys(z) = e "™ U (a, b, m(z))
sont également indépendantes. Or, I'espace vectoriel de I'ensemble des solutions de L¢ = 0 est de dimen-

sion 2, doncil existe A, B € Rtelsque Go = Ays+Bys. Deplus, la quantité y,(0) = e ™) 3% EZ))" mg)!)n

est strictement positive. En effet, puisque a < r, on a a,b,m(0) > 0, et donc chaque terme de la sé-

ys(0) _

rie est strictement positif. Par hypothése, on a Go(0) = 0, d'ou I'on tire A = —By4(0) = ¢pys5(0), ou

co := —B/y4(0). On a donc, pour tout = € R,

Go(x) = co(ys5(0)ya(z) — y4(0)ys(z)) = coG(x).

De plus, puisque G{,(0) > 0, et G’(0) > 0,onacy > 0.0

On déduit directement du Lemme 3.7 et des hypotheses (1, 2, 3) le corollaire suivant.

Corollaire 3.8 Soient =* et V vérifiant les hypothéses (1,2, 3). Alorson a

Vi) = MG (z%)71G () SI::C € [0,z2%), (3.6)
V(z*)+ AMx —a*) siz € [z*,0).
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Preuve. D'aprés I’hypothése 1et le Lemme 3.7, pour tout « € [0, z*), il existe c € R tel que V = cG. Par
continuité de LG, et d'aprés I'hypothése 3, ona A = V' (z*) = ¢G'(z*), d’'oti c = A\(G'(z*)) L. D'apres les
hypothéses 2 et 3, pour tout z > x*,ona V (z*) + A(x — z*). O

3.4 Algorithme de recherche de stratégies optimales

Supposons que les valeurs des paramétres du modéle sont telles qu'il existe une solution aux hypothéses
(1,2a, 3). D’aprés le Théoréme 3.1, une telle solution correspond a une stratégie barriere optimale (z, z*, V).
Nous allons donner un algorithme permettant d’identifier le seuil Z, le niveau z* et le coefficient c tel que
V = ¢G sur (0, z*), et prouver dans le méme temps I'unicité de la solution. Cet algorithme est présenté
dans (Paulsen, 2007) pour & = 1, K = 0, mais la preuve de I'unicité n'y est pas détaillée.

Tout d’abord, notons que, d'aprés les Corollaires 3.6 et 3.8, pour garantir I'hypothése que V' (z*) = V'(Z) =
A > 0, on doit nécessairement avoir z € (0,00) et < = < x*. Supposonsdoncque z € (0, c0). Montrons
a présent l'unicité de la solution. Soient 0 < ¢; < ¢o et posons V; = ¢;G, ¢ = 1,2. D’apres le Corollaire
3.6, les fonctions G, V; et V5 sont strictement croissantes - concaves sur [0, 7) et strictement croissantes -
convexes sur (Z, 00). Supposons qu'il existe T; < z7 et Zo < x distincts tels que V{(z1) = V/(a}) = A
et Vy(Z2) = V§(z3) = X.Ona G’ > 0donc V] < V4. En particulier, on a V| (z1) = V4 (Z2) > V{(Z3). Or,
pouri = 1,2onaz; < T < z}, et V/ est décroissante sur(0, ). On en déduit que Z; < Z. De méme,
ona V{(a}) = VJ(z3) > Vi(z3) et V{ est croissante sur (Z,00), donc on a 2 > 3. En somme, on a
1 < Ty < <z < xj.Celaimplique

]

A — 1) — (Vile}) — V(@) = / (A= Vi(s))ds

1
*

> / 2()\ — V{(s))ds, car V| < Asur (Z1,z7)

>/ "0 V{(s))ds, car V{ < V2!

2

= A(wy — 73) — (Va(a3) — Va(%2)).

A~

Observons que pour satisfaire I'hypothése 2 il est nécessaire que A\(z*—z)—(V (z*) -V (Z)) = p;celanous
fournit donc un algorithme pour trouver z et z* vérifiant les hypothéses (1,2, 3) dansle casou z € (0, ),
c'est-a-dire lorsque G n’est ni totalement convexe ni totalement concave. Le code nous ayant servi a mettre

en pratique cet algorithme dans la Section 3.6 figure a I'Annexe E.
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Algorithm 1 Algorithme de recherche d’une stratégie barriére optimale
Choisir une tolérance ¢ > 0.

Trouver Z tel que G”(Z) = 0.
Choisir z,4 € [0,T).
¢ A/G(zoa)
Trouver yoq > T tel que G’ (yoq) = Mc.
T < MYotd — Zotd) — (G (Yora) — G(To1a))
while |Z — p| > e do
if Z > p then
Choisir Zpew € (Toid, T)-
else
Choisir Zpew € [0, Zo1q)-
end if
¢ NG (Tpew)
Trouver Ynew > T tel que G’ (Ynew) = A/c.
T < A¥new = Tnew) — (G (Ynew) — G(Tnew))
Zold ¢~ Tnew
Yold <~ Ynew
end while
" 4 Ynew

T 4 Tnew

3.5 Preuve des Théorémes 3.1, 3.2, et 3.3

Nous aurons besoin de plusieurs lemmes et propositions préliminaires pour prouver les Théorémes 3.1a 3.3.
Les preuves sont inspirées de (Paulsen, 2007) mais nous les détaillons davantage et les adaptons a notre

probléme de contréle de fonction d'utilité plus générale.

Tout d’abord, donnons des conditions suffisantes pour qu’aucune stratégie barriére ne soit optimale.

Proposition 3.9 Les hypothéses (1,2a,3) n‘admettent pas de solution si et seulement si I'une des deux

conditions suivantes est vérifiée :
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1. Pour tout x € R% , G(x) > G'(0)(x — p/N).

2. Pour tous 0 < xo < z1 tels que G(x1) — G(x0) = G'(x0) (1 — xo — p/N),0ona G'(x¢) > G'(x1).

Preuve. Tout d’abord, nous allons montrer que la premiére condition est équivalente a
G(x1) — G(z0) > G'(20) (21 — 0 — p/N), 0 < 20 < 7. (3.7)

En effet, d’'une part, la condition 1est vérifiée si lI'on a (3.7), en prenant xo = 0. D'autre part, supposons que
la condition 1est vérifiée. Si xy > z, puisque G est strictement convexe sur (Z,0), pour tous t € (0,1) et
x1 > xg,0ona G(tr1 + (1 —t)xo) < tG(x1) + (1 —t)G (o). En réarrangeant les termes et en divisant par
x1 — xg > 0, on obtient

G(l’l) — G(:Eo) > G(l‘o + t(l’l - 1’0)) - G($0)
r1 — X t(xl - -'L'O)

)

donc en faisant tendre t vers 0, il vient G(z1) — G(zo) > G'(x0)(x1 — z0) > G'(z0)(x1 — o — p/N).
Supposons ensuite que x( € [0, Z]. G est concave sur [0, z|, donc G’ y est décroissante, donc on a

Aot o) = [ (G- 1) e

/ k
zq

WV

or, par hypothése, on a G(x1)/G'(0) — x1 > —p/ X, donc la condition 1est bien équivalente a (3.7). Suppo-
sons alors par I'absurde que I'une des conditions 1ou 2 est vérifiée, et que les hypothéses (1, 2a, 3) possédent
une solution. Dans ce cas,on a V. = ¢G, sur (0,z*), et V/(Z) = A, d'ou I'on tire c = \/G'(Z). On a alors
V(z*) — V(Z) = Ma* — Z) — p, ce qui est équivalent a G(z*) — G(Z) = G'(Z)(z* — T — p/N). Or,
ceci est impossible si la condition 1est vérifiée, car cela impliquerait (3.7). Si la condition 2 était vérifiée, on
aurait G'(z) > G'(x*), ce qui est une contradiction, car, puisqu’'on a supposé que les hypothéses (1, 2a, 3)
possédent une solution, on a G'(x*) = V'(2*)/c = A\/c = G'(Z). D'aprés l'algorithme présenté en section
3.4, ces deux conditions correspondent aux seuls cas ou il n'est pas possible de trouver une solution aux

hypothéses (1, 2a, 3). O
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Nous allons temporairement relacher I’'hypotheése 3 servant a localiser le niveau optimal. La proposition
suivante nous permet d’identifier la meilleure stratégie de type barriére/ruine étant donné un niveau 3.
Ce résultat nous montre qu'’il existe toujours une telle stratégie, qui s’'obtient en trouvant une solution aux

hypotheses (1, 2), aprés avoir fixé le niveau .

Proposition 3.10 Meilleure stratégie de type barriére/ruine pour un niveau donné

Donnons nous un niveauy > p/\.

1. Si les hypothéses (1, 2a) possédent une solution telle que x* =y, et 7 = T € [0,7y) alors celle-ci est
unique, et la stratégie barriére (T, 7) correspondante est la meilleure stratégie parmi I'ensemble des
stratégies admissibles de type barriere/ruine de niveau 7.

2. Siles hypotheéses (1, 2a) n‘admettent pas de solution telle que 2:* = 7, alors les hypothéses (1, 2b) pos-
sedent une unique solution telle que x* = 7, et la stratégie de ruine correspondante est la meilleure

stratégie parmi l'ensemble des stratégies admissibles de type barriere/ruine de niveau 7.

Pour montrer cette proposition nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.11 Soienty > p/AetT € [0,7). Alors, soit les hypothéses (1, 2a) possédent une unique solution
(%, 9, Vi), soit les hypothéses (1, 2a) possédent une unique solution (3, Vy). De plus, dans les deux cas, pour
tout z € [0,7),0na

Vy(@) = V(@) = AMa =5 — p/A).

Preuve. Soienty > p/X et € [0,7). Lexistence et l'unicité d’une solution se déduisent directement de la
Proposition 3.10.

Supposons tout d'abord le cas ot les hypothéses (1, 2a) possédent une solution (z, 7%, V). Pour tout = €
[0,7], posons hy(z) = V() — Vy(x) — Ay — ). D'aprés I'hypothése 1 et le Lemme 3.7, il existe ¢ € R
tel que pour tout x € [0,2*], Vy(z) = c¢G(x). Notons que T < z, car sinon, comme G est strictement
convexe sur (T, 00), on aurait Vy(y) — Vy(T) > Vi(Z)(y — T) = Ay — T); or, dapres I'hypothese 2a
ona Vy(y) — Vy(T) = M7 — ) — p < Ay — T). Par hypothése, on a h/(z) = 0. Supposons dans un
premier temps que j > 7. Ona hy(z) = A — Vy(z), donc d'apres le Corollaire 3.6, h' est croissante sur
[0, Z], et décroissante sur [, 7y]. On en déduit que si h'; s‘annule en une valeur différente de , alors celle-

ci se situe dans l'intervalle [z, 7y]. Supposons donc que Ry s'annule également en x¢ € [Z,7]. Alors h; est
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décroissante sur [0, T, puis croissante sur [T, x|, puis décroissante sur [x¢,y]. Or, d'aprés I'hypothése 2a,
onahy(Z) = —p < h1(y) = 0, donc h; atteint son minimum en . De méme, dans le cas ot h/; ne s‘annule
qu'en T, alors hy est décroissante sur [0, |, puis croissante sur [T, 7], donc hy atteint aussi son minimum en
Z. Si I'on suppose dans un second temps que y > , alors h'; est croissante sur tout I'intervalle [0, Y], donc
h est décroissante sur [0, T| puis croissante sur [T, 3|, donc h; atteint aussi son minimum en . Finalement,
pour tout x € [0,7],0ona hi(x) = hi1(T) = —p, d’ou le résultat dans le cas 2a.

Supposons a présent le cas ou les hypotheéses (1, 2b) possédent une solution. Pour tout = € [0, 7], posons
¢y = A/G'(2), V¥ (y) = c2G(y) pour y € [0,7], et

ha(@) = —(V*(5) = V*(2) = AG— 7 — /)

&

=G(y) — G(x) = G'(2)([T —x — p/A).

Par hypotheése, I'équation ha(x) = 0 n'a pas de solution dans I'intervalle [0, 7). De plus ha(y) = G'(9)p/ A >
0. On a donc ha(0) > 0, ce qui se récrit G(y) > G'(0)(y — p/A). Comme il existe c € R, tel que Vi = ¢G,
en multipliant par c I'inégalité précédente, on obtient V() > Vg’(O)(y — p/ ). Or, par hypothése, on a
Vi(5) = Ay — p/A). On en déduit que

V2(0) < A, (3.8)

c'est-a-dire b/ (0) > 0. Supposons dans un premier temps que y > . La fonction h/ est croissante sur
[0, Z] et décroissante sur [Z,7], donc ) ne peut qu'éventuellement s‘annuler dans I'intervalle [z,7]. Sup-
posons que h' s‘annule en xy € [Z,7]. Alors hy est croissante sur [0, x| et décroissante sur [z, 7]. Or,
onahi(0) = —pethi(y) = 0; donc hy atteint sont minimum en 0. Si h) ne s‘annule pas, ou bien
y > T, on conclut de méme que h, atteint son minimum en 0. Finalement, pour tout x € [0,7], on a

hi(z) = h1(0) = —p, d’ou le résultat. O]

Prouvons a présent la Proposition 3.10. Cette proposition n'est pas démontrée dans (Paulsen, 2007).

Soient y > p/\ et Dy = {7, (i}ien € D une stratégie de type barriére/ruine de niveau 3. Supposons
que Vi vérifie les hypothéses (1, 2). Tout d'abord, remarquons qu'une solution aux hypothéses (1, 2b) existe
toujours et est unique d'aprés le Lemme 3.7, car il suffit de poser, pour tout z € [0,7], Vy(z) = coG(x) avec

co = (\J — p)/G(7). Notons T7 le temps de ruine du processus de réserves associé X 7. En appliquant
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la Formule d’It6, on obtient, comme en (2.3), pour tout t,z € R,

oS e (X D) - vy - g(@)}ﬂmmﬂ]

1EN*

tAT D-
E. { / e T LVy(X5 7 )ds
0

Vo(@) = Eq [e " DV5(X,0)| + B

+Eq Z e " g(Ci) L7, <tnTy
LieN*

tAT .
—E, /0 e—’”so—vlj(xsy)st].

Puisque Dy est une stratégie de type barriére/ruine, le processus X Dy ne dépasse jamais la barriére 3. Cela
implique les faits suivants :
1. la fonction V;; est continue donc on a E, [fg/\T e_rsoVy’(ng)st} =
2. d’apres I'hypothése 1,ona E, [ftAT e " LVH(X )ds} =0,
Dy D

3. d'apréslelemme 3.11et (2.4),ona E, [ZieN* e T VE(X, ) = VE(X%Y) — 9(C) L fr,<inty | = 0.

Ainsi, en faisant tendre t vers I'infini, il vient, par convergence dominée,

Vi(z) > E

> emg((z‘)]l{nd}] = J(z, Dy).

ieN*
Notons D7 = {7}, }ien~ la stratégie de type barriére/ruine correspondant a la solution aux hypothéses

(1,2). Alors pour 7 < TP7, ona

V(X127 ) — Vi(X7) — 9(¢) = V(@) — Vy(@) — 9((@ — T — do)/(1 + d))

=Vy(@) = Vy(@) =AMy —7 — p/A)

d’apres I'hypothése 2. En reprenant les calculs précédents avec cette stratégie on a donc, pour tout x € R,
Vy(z) = J(z, D).

La stratégie Dg est donc la meilleure stratégie parmi les stratégies de type barriére/ruine de niveau 3. On en

déduit que si les hypothéses (1, 2a) n'ont pas de solution, D% correspond a la stratégie de ruine de barriére

Y.

Le lemme suivant nous donne les propriétés de la fonction valeur du probleme dans le cas ou les hypotheses

(1,2, 3) n'ont pas de solution, et nous servira a montrer le Théoréme 3.3.
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Lemme 3.12 Supposons que les hypothéses (1,2, 3) n'ont pas de solution, ce qui implique que la premiére

ou la deuxieme condition de la Proposition 3.9 est vérifiée. Alors, en reprenant la notation du Lemme 3.11,

pour tous G5 > 7y > p/A,onaVy < Vy,. De plus, V = lim V existe et on a V = ¢G avec ¢ =
Y—>00

A/ lim G'(z), et V posséde les propriétés suivantes :
T—>r00

V(0) =0,
pour tout z € R%, LV (z) = 0,

pourtous0 < z <y, V(y) —V(z) > ANy —x — p/N).

Preuve. Soient j,, J, tels que p/ A < 5, < Y. Siles hypothéses (1, 2a) admettent une solution avec * =y
et =7,alorsona G(y) — G(z) = G'(z)(y — T — p/\), cependant la premiére condition du Lemme 3.9
implique que pour tous 0 < = < y, G(y) — G(z) > G'(x)(y — x — p/\). On en déduit, avec la Proposition
3.10 que, dans ce cas, les meilleures stratégies de type barriere/ruine sont des stratégies de ruine. On a donc
Ay — p
G(Y2)
Montrer que cette quantité est positive revient a vérifier que h1(gy) > 0, 0ot hy(x) := G(y,)/(A\y; — p) —
G(z)/(Ax—p).Onahy(7,) = 0et b (z) = (A\x—p) 2\[G(z) — G'(x)(x — p/\)]. Considérons la fonction
ho(z) = G(z) — G'(z)(x — p/A). Ona hy(0) = G'(0)p/A\ > 0. On en déduit que, comme les hypothéses

Vi, W) — Vg, (U1) = G(@1) — (Mg — p)

(1,2b, 3) n'ont pas de solution, on a hy > 0, c'est-a-dire que pour tout =z € R* , ona
G(z) > G'(z)(z — p/N).

Onadonchy > 0, eten particulier, h1(55) > h1(y,) = 0,d'ou Vy, (71) < Vi, (7). Comme G est croissante,

pour tout = € (0,7;) ona Vy, () < Vg, (x). Pour z € (71, 7»), on a Vg, (z) — Vi, (2) = FE—LG(x) —
(Ax — p), et

G(z)/(Ax = p) = G(2)/(AYy — p) = "1 (Y2) — Mu(z) >0,
car hy est croissante. Pour © > %y, 0na Vg, (x) — Vg, (x) = Az — p — (Ax — p) = 0. Finalement, si la
premiére condition de la Proposition 3.9 est vérifiée, on a V;;, < V. Soit {7j,, } une suite croissante vers oo,
et définissons c,, par V;; (x) = ¢,G(x), < ¥,. Onadonc ¢, = (\y,, — p)/G(7,). D'apres la Régle de
L’Hépital (D.5) et la caractérisation séquentielle des limites, on a

c—lim)\gn_p—lim A A
oo G(y,)  noeGl(7,) lim GY(x)

T—00

Supposons a présent que la deuxiéme condition de la Proposition 3.9 est vérifiée, c’est-a-dire que pour tous
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0 <z < ytelsque G(y) — G(z) = G'(x)(y — x — p/A), on ait G'(x) > G'(y). Si les hypothéses (1, 2a)
n'ont pas de solution, alors d’apres la Proposition 3.10, les meilleures stratégies de type barriére/ruine sont
des stratégies de ruine, donc d’apres la Proposition 3.9, la premiére condition est vérifiée et le résultat du
lemme vient d’étre montré dans ce cas. Supposons donc qu'’il existe au moins une solution aux hypothéses
(1,2a).

Commengons par montrer que pour tout y € R*, G'(y) < G'(0). Pour ce faire, il suffit de montrer que
yli_r)nooG’(y) < G'(0), car G' est croissante sur [T, 00). Supposons donc par I'absurde que ylir{looG’(y) >
G'(0). Soient 0 < z1 < y; tels que G(y1) — G(z1) = G'(z1)(y1 — 1 — p/A). Notons que 1 < Z. En
effet, sinon, puisque G est strictement convexe sur (Z, ), on aurait G(y1) — G(x1) > G'(z1)(y1 — x1) >
G'(z1)(y1 — 1 — p/N). Par hypothése, on a G'(x1) > G'(y1). Sur [0,Z], G’ est décroissante, donc on
aG'(z1) < G'(0), etsiyr < Z,alors pour tout y € [z1,y1], ona G'(x1) > G'(y). Siyn > Z, alors
pour tout y € [x1,Z], comme G’ est croissante sur [z,00),ona G'(y) > G'(x1), etsiy € [Z,y1],ona

G'(y) < G'(y1) < G'(x1). Finalement, pour tout y € [x1, 1], G'(y) < G'(x1). On a donc
Y1
A= [ (GG ) 1) dy
= /91 (G'(y)/G'(x1) — 1) dy — /I1 (G'(y)/G'(z1) — 1) dy
0 0
Y1
> [T (@wiee -1 dy
0
Y1
> / (G )/ (0) — 1) dy,.
0

On a supposé par l'absurde que yhjle’(y) > G'(0), donc il existe yo > 1y tel que G'(y2) > G(0) et
72 (G'(y)/G'(0) — 1) dy = —p/X. Celaseréécrit G(y2) = G'(0)(y2—p/ ), ce quiimplique par hypothése

G'(0) > G'(y2), d'ou une contradiction.

Montrons ensuite que pour tout yo > 11, il existe xo € (1, y2) tel que G(y2) — G(x2) = G'(x2)(y2 — 12 —

p/ ). Considérons donc un niveau y- tel que yo > y1. On a montré que pour tout y > 0, G'(y) < G'(0),

donc d’apres ce qui précéde, on a

/A /O " (@ w)a ) - 1) dy.

De plus, comme I'intégrande est négative, et comme pour tout x5 < 12 ona

[ cweo-ne< [

2

Y2 Y2

(G'(9)/G'(0) — 1) dy < / (G (4)/C (w2) — 1) dy.

la fonction G ne s‘annule qu’en 7, donc I'intégrande ne s'annule qu’un nombre fini de fois sur tout intervalle

de Ry. La fonction z — [** (G'(y)/G'(x) — 1) dy est donc strictement croissante sur [0, y»] et s‘annule
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en ya. On peut donc choisir o € (0,y2) tel que ffj (G'(y)/G'(z2) — 1)dy = —p/\, ce qui se réécrit
G(y2) — G(x2) = G'(x2)(y2 — x2 — p/A). On a donc, comme précédemment, G'(z2) > G'(y), pour
tout y € [x2,yo]. Il reste a montrer que x5 > x1. Supposons le contraire. Alors, comme z1 < T et G’ est
décroissante sur (0, ), on a G'(x2) < G'(x1). On a donc

o= [ (WG ) - 1)y

2

-~ [ (@i -+ [ (@) -1+ [ (606 ) - 1)dy

1 x2 Y1

1

< [" @6 -1 ay

1

< / " (@ W)/ G 1)~ 1) dy

1

= _p/)‘)

ce qui est absurde.

Soit7, > p/\tel que V3, soit solution des hypothéses (1, 2a) avec x* = 7, etZ = 7. Fixons Z; ety dans e
reste de la preuve. Ona G(y,) — G(Z1) = G'(T;)(y; — @i — p/ ). D'aprés ce qui précéde, pour tout j, > 7,
il existe To € (T1,75) tel qu'il existe une solution V7, aux hypothéses (1, 2a) avec * = 7, et & = Zo. Pour
i = 1,2,0ona Vy (z) = ¢;G(x) pour tout = € [0,7,], avec ¢; = \/G'(T;), et Vi, (x) = Nz — T;) — p,
pour tout x > ;. Soit x € [0,%;]. Ona Vg, (z) — Vg, (x) = (c2 — c1)G(x), or puisque T1 < Ty < Z,ona

GI(Tl) > G/(Tg), donc ¢y < co, d’ou
Vgl (l’) < V§2 (l‘), x € (O,yl] (39)

Soit y € [y, Ys]. D'apreés ce qui précéde, il existe T € (Z1,7) tel qu'il existe une solution Vi aux hypothéses
(1,2a) avec x* = y et & = T. Montrons que Vy, (75) < Vg, (7). Cela impliquera V3, (y) < V3, (%), car en
remplacant 7j, par y dans cette inégalité, on aura V3, () < V5(¥), et en remplacant 3, par j dans (3.9), on

aura V() < V4,(%). Ona

Vi, (U2) = Vi, (W2) = Vg, (T2) + A2 — T2 — p/A) = Vo (W2) = AY1 — 71— p/A)

L (Cm) @)
‘A<G'<xz> IEN I ”)'

Posons hy () = g,((?) — g’((%)) — (x —7Z1).0Ona ha(71) = 0 et pour tout x € [0, T3],

Ry (x) = —G(2)G' (z) 2G" (z) > 0,

37



donc hy(z2) > 0, d'ou Vi, (o) — Vy, (o) > 0. Pour x > 7y, 0na

Vi, @) — Vi, (W2) = Mz — T2 — p/A) = Mxz —T1 — p/A)

= )\(fg —Tl) > 0.

Pour finir, considérons 3, € (p/A, 7). S'il existe une solution V3 aux hypotheses (1, 2a) telle que z* = 7,
d'apres ce qui précede, on a Vi, < Vg, . Supposons donc qu'il n'existe pas de telle solution. Alors, d'apres la
Proposition 3.10, il existe une solution V7 aux hypotheses (1,2D) telle que z* = 7, correspondant a une

stratégie de ruine. D'aprés la Proposition 3.9, on a G(y,) > G'(0)(y, — p/\), donc

Vi, (o) = Vo (Wo) = (1 = c0)G (7o)

= G/()\:L'I)G(yO) — (AG("o) — »)

e 1 Y1 —p/A
-6 (e ~ e )
_ 1 1

> 2600 (a7~ 50)

> 0,

dou ¢y < c1 et donc pour tout = € (0,7,], Vy, (z) < V3, (x). Ensuite, ona

Vg, (1) — Vg, (U1) = el ——GW1) — (A\G(y1) — p)

(71)
G,(A SG(7) + A~ 71— /) — (AG(@) )

G f—
/w1 ’

or G est strictement concave sur [0, 7], donc cette quantité est strictement positive. Enfin, pour x > ¥, on

a

Vi, (2) = Vi, (2) = Vi, (1) + A — F1 — p/A) = Al — Fo — p/A)

A o
— G’(ﬁ)G(xl) — ANT1 — To)
- G/(Axl) (G@1) - G'(@1)(@1 — 7))
> G (6E) - G - G - ).

et cette quantité est strictement positive car comme G est strictement concave sur [0, Z1], on a (G(T1) —
G(To))/(fl - fo) > G,(Tl).
On a montré que pour tout (z,,7,,) tels que G(y,,) — G(T,) = G'(Z,)(Y,, — Tn. — p/A), alors pour tout
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Ynt1 = Yno il existe Tpt1 € (ErhynJrl) tel que G(@nJrl) - G(fn+1) = G/(EnJrl)(gnJrl — Tnt1 — p/)‘)a

etonaly < Vj

i1 SOIt (U, )n>1 une telle suite tendant vers I'infini. Définissons comme précédemment

cn par Vg (x) = ¢,G(x), © < T,, mais cette fois on a ¢, = \/G'(Z,,). D'aprés ce qui précéde, la suite
(ZTn)n>1 tend aussi vers I'infini, donc on a directement ¢ = lim ¢, = A/ lim G'(z).
Tr—>00 T—>00

Montrons enfin les propriétés de V = lim Vg,-Ona V = ¢G, donc on a immédiatement IN/(()) =0et
n——aoo

517(.75) = 0 pour tout € R?, . Enfin, d'aprés le Lemme 3.11, pour toutn > 1et0 <z < y,ona

> cn(G(y) — G(2))
= Vg, (y) = Vg, (2)

> ANy —x—p/A).

O

On déduit de ce lemme le critére d'existence d’une stratégie optimale suivant.

Proposition 3.13 Si lim G'(x) = oo, alors les hypothéses (1, 2, 3) possédent nécessairement une solution.
Tr—>r00

Preuve. Supposons xhl>an/ (x) = oc0. Supposons par I'absurde que les hypothéses (1, 2, 3) n‘admettent pas
de solution. Alors, d'apres le Lemme 3.12,0n a 7li_r>nong = 0, et pour tous 7, > 7 > p/A,ona Vy < Vy,.
Soity > p/A. Onadonc Vi = 0. Or, par de’ﬁnizzion, Vi vérifie en particulier I'hypothése 2 qui implique que
pour tout x > 7, Vy(z) = V5(y) + Az —y) > 0, d'ou une contradiction. (]

En exploitant les propriétés des fonctions hypergéométriques, on peut montrer qu'il suffit de connaitre la

valeur du paramétre o pour savoir si la limite de G est finie ou non. On arrive ainsi a la proposition suivante.

Proposition 3.14 Les hypothéses (1, 2, 3) possédent une solution si et seulement si o € (0, r). Dans ce cas,
Les hypotheses (1, 2a,3) possédent une unique solution si et seulement si pour tout x € R* ) G(z) >
G'(x)(x — p/N). De plus, si les hypothéses (1,2a,3) n‘admettent pas de solution, alors les hypothéses
(1,2b, 3) possédent une unique solution.

Si a = 0, les hypothéses (1, 2, 3) n‘admettent pas de solution.

Preuve. D'apreés la Proposition 3.13, il suffit de montrer quona lim G'(x) = oo si et seulement si o = 0,
Tr—>r00

39



et lim G'(x) < oo siet seulement si o € (0,7). On rappelle que pour tout z € Ry, ona
T—>00

G(z) = e @)U (a,b,m(0))F(a,b,m(z)) — F(a,b,m(0))U(a, b, m(z))],

2
ouva =1+ 2(%06), b=1/2,m(x) = =5 (:c+ ﬁ) ,eta € [0,r). D'aprés le Lemme C.3, on a, au

voisinage de oo,

Ula, b, m(z)) ~ m(z)™® = (7‘;2a> e <g; +- A a) = 0,
e (e bom(a) ~ om0 = 1 () oo (o4 ) -

donc lorsque xt —» coona

r

G(x)w(]or_a(x+ 7 )r—a’

r r—«o

ot Cy € R est une constante. Puisque G(0) = 0,ona G(x) = [ G'(t)dt. De plus, G est croissante, donc
on peut appliquer le Lemme D.6 avec ¢(z) = G'(z — p/(r — «))/Co et B = r/(r — «). On a donc, lorsque

xr —> 00,

G'(z) ~ Cy <x+ E )Ta.
r—a

On en déduit que sia € (0,r),onaa/(r—a) > 0, donc xgrlmG’(x) = oo, etsia =0,0na xh;an’(m) =
Co = /7mU(1,1/2,r072) < oo. Ainsi, il existe toujours une stratégie optimale lorsque o € (0,r), donc
il existe une unique solution aux hypothéses (1,2a,3) si et seulement si pour tout x € R*, G(z) >
G'(x)(x — p/N). De plus, si les hypothéses (1,2a,3) n‘admettent pas de solution, alors les hypothéses
(1,2b, 3) possédent une unique solution. L'unicité découle de la Proposition 3.10.

Supposons a présent o« = 0, c’est-a-dire que les colits d’investissement sont fixes et ne dépendent pas du
montant investi. Dans ce cas, on remarque que |'opérateur infinitésimal s'écrit Lo(x) = —ro(z) + (p +
rz)¢’ (z) + %2¢”(m), donc une solution évidente de Lp(x) = 0 est yo(z) := ra + u. Cette fonction est
affine, donc les fonctions yg et ys(z) = e "™ ®)U(a, b, m(z)) sont linéairement indépendantes. On en dé-

duit, comme dans le Lemme 3.7, que toutes les solutions de LH(x) = 0 sur Ry vérifiant ¢(0) = 0 sont

proportionnelles a la fonction

Go(z) == y5(0)yo(z) — yo(0)ys(z), € Ry.
Pour tout z € R, ona

Gh(z) = rys(0) + m! (z) | pys(z) + ae ™ U (e + 1,0+ 1,m(z))|,
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donc G6 > (0, donc Gy = 0. De plus, pour tout x € R, ona

Go(a) = pe™ ™D {(2ra™2 — (m/(2))*)[U (a, b, m(x)) — U’ (a, b, m(x))]
+m/(z)[U'(a,b,m(z)) — U"(a,b,m(z))]}.

Pour tout n € N, on a sgn{U™ (a,b,m(x))} = (—1)", et pour z assez grand, (m" (x))?> > 2ro—2, donc
pour x assez grand on a G{j(x) < 0. Ainsi, d'aprés le point 1du Lemme 3.4, G, est strictement concave.
Il n'existe donc pas de stratégie barriére optimale, (qui ne soit pas une stratégie de ruine) car il n’est pas
possible de trouver T > 0 et x* > 7 tels que G{)(Z) = G{(z*). De plus, on peut montrer qu'il n'existe
pas non plus de stratégie de ruine optimale. En effet, s'il en existe une, alors il devrait exister x* tel que
Go(z*) = Gy(z*)(a* — p/A). Cela peut s’écrire h(z*) = p/Xou h(z) = x — Go(z)/Gy(z), x € RL.Ona

_ Gy(@)? = Go(2)G ()

o= G

or Gg < 0et Gy = 0donc h' < 0, cest-a-dire que h est décroissante. Comme h(0) = 0, on en déduit
que pour tout x € Ry, h(xz) < 0 et il n'existe pas de x* € R’ tel que h(z*) = p/A > 0. On en déduit

finalement que le Théoréme 3.3 s'applique avec V = Ar—1/2U(1,1/2,r0=2)"1/2G. O

Donnons une interprétation de ce résultat. D’aprés les Théorémes 3.1, 3.2 et 3.3, s'il existe une stratégie
optimale, celle-ci est du type barriére/ruine. Donnons nous deux niveaux §; < ¥y, et notons Dy, Dy
les meilleures stratégies de type barriére/ruine de niveaux respectifs 7, y,. D'aprés le Lemme 3.12, on a
Vg, < Vg,, donc la stratégie Do est meilleure que la stratégie D;. Ainsi, on peut toujours trouver une
meilleure stratégie en considérant un niveau plus grand, ce qui explique pourquoi il n'existe pas de straté-
gie optimale. Cela peut se comprendre intuitivement par le fait que si les colts d'investissement sont fixes,
il est dans l'intérét de I'entreprise d’investir ses réserves le plus possible car les rendements augmentent
avec le montant investi. Or, plus I'entreprise dégage des bénéfices, plus elle est capable de verser des divi-

dendes, et plus sa probabilité de ruine diminue.

Il ne nous mangque plus que le lemme suivant sur les propriétés de la fonction valeur.

Lemme 3.15 Si les hypothéses (1,2, 3) possédent une solution alors

1. Pour toutx € R ,ona LV (x) <0,

2. Pourtous0 <z <y,onaV(y) —V(z) > Ay —x—p/A).
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Preuve.

1. Pour z € (0,2%),ona LV (z) = 0. La fonction V est convexe sur (Z,cc), doncona V" (z*—) > 0.

V est de classe C'! donc on en déduit
0=LV(z"—)
o2
= V(@) + WV @) + SV )
> —rV(z") + p(a")V'(z")
= —rV(z") + p(z")A,
dourV(z*) = Au(z*). Soitx > x*.Ona V(z) = V(z*) + Az — =*) donc
LV(x) =—r(V(z") + Az — z)) + Au(z)
< —rA\(z —x%)

<0.
2. Soient0 <z <y.0Ona

)
V() — V() — Ay — z) = / (V/(s) — \)ds,

Supposons tout d'abord que I'hypothése 2a est vérifiée. Alors, on a V' (Z) = A, et d'aprés I'hypothése
1, ilexiste & € (z, x*) tel que V' est décroissante sur [0, Z|, et croissante sur [z, o). On en déduit que

V' > Asur [0,Z], V! < Asur [Z,2%], et V! = X sur [2*, 00). donc

x*

/x (V(s) = \ds > [ (V/(s) — \)ds

xX
=V(") - V(Z)— Na* —7)
=—p0,
d’ou le résultat sous I’hypothése 2a. Supposons a présent que I’hypothese 2b est vérifiée. Tout d'abord
on note que x* > T, car sinon, puisque V' est strictement décroissante sur [0, Z|, on aurait

z* x*

ou la derniéere étape vient de I’hypothése 3. Or, d'apreés I'hypothése 2, ona V (z*) — Az* = —p < 0,
d’oui une contradiction. D'aprés (3.8),ona V (z*) = A(a*—p/N) > V'(0)(x*—p/N),donc V' (0) < A.

On adonc V'(x) < X pour tout x € [0, x*]. Ainsi, pour tous 0 < = < y < z*,0na

*

V(y) = V() = Ay — ) = /y(v'(s) ~ Nds > /0 (V/(s) — Nds = V(a®) - \a* = —p.
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etpourtousz* < x < y,onaV(y)—V(z) =V(@*)+Ay—z*)— (V(z*)+ ANz —2%)) = ANy —=x),
dou le résultat.
O
Nous pouvons a présent prouver les Théorémes 3.1, 3.2 et 3.3. La preuve est inspirée de (Paulsen, 2007)
mais modifiée pour s’appliquer a notre fonction d’utilité plus générale.
Supposons tout d'abord que les hypothéses (1,2, 3) possédent une solution (z, x*, V') si I’hypothése 2a est
vérifiée, ou bien (z*, V') si ’hypothése 2b est vérifiée. Notons, selon le cas, D* la stratégie barriére (z*, )
ou la stratégie de ruine de niveau z*. Soit = € R*_. En reprenant les calculs de la Section 2.2, ona V (x) =
J(x, D*), et d'aprés le Lemme 3.15, pour toute stratégie D = {7;,(;}ien» € D,onaV(z) > J(z, D). La
fonction V' est donc la fonction valeur du probléme et D* est une stratégie optimale. L'unicité découle de la
Proposition 3.10.
Supposons a présent que les hypothéses (1,2, 3) n‘admettent pas de solution. Alors les résultats du Lemme
3.12 s'appliquent. Supposons par I'absurde qu’il existe une stratégie optimale {7;,(} }ien+. Notons D* le

processus de dividendes associé et X* = XP". A chaque instant d’intervention 7, on a

On a donc pour tout t € R*_,
. —AX) —dy
ADt = leﬂ{fAXt*>0}-

D'apreés le Lemme 3.12, pour tous 0 < = < y,ona V (y)—V (z) > My—z—p/A),0u0V = AG/ lim G'(z).

T—>r00

On a donc, pour toutt € R,

V(X)) = V(X7) > M=AX] = p/)

_ oAXT—dy
1+d;
= g(AD;)1{aps>0)-

Soit {1/, (! }ien= € D une stratégie de processus de dividendes D' telle que
AD; = [K + k1 (V(X2) = VX)) Lgap; >0y

Alors, dés que AD; > 0,ona AD; > ADy. On en déduit que pour tout i € N*, ona (] > (, donc
g(¢h) > g(¢f), puis J(z, D') > J(x, D*), ce qui est une contradiction. En reprenant a nouveau les calculs
de la Section 2.2 avec V, on obtient pout tout z € R et toute stratégie D € D, V (z) > J(z, D). D'aprés

le Lemme 3.12, pour tout € > 0, il existe y € R’ tel que pour tout x € R,
V(z) = Vy(z) =V(z) — J(z,DY) < e.
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La fonction valeur du probleme est, dans ce cas, donnée par V =1V.

3.6 Résolution du probléme dans des cas particuliers

Dans cette section, nous présentons un résultat de sensibilité a certains paramétres de la solution du pro-
bléme de contréle. Nous utilisons également l'algorithme présenté a la Section 3.4 pour illustrer ce résultat

et identifier des stratégies optimales a partir de valeurs numériques données des paramétres.

3.6.1 Sensibilité du modéle aux paramétres

Un résultat intéressant est le fait que lorsque les imp6ts fixes ou les frais augmentent, les paiements de
dividendes optimaux sont plus élevés mais moins fréquents, car le niveau optimal augmente dans ce cas.
De plus, une telle augmentation entraine une réduction de la valeur des stratégies optimales. Cependant, de
facon surprenante, comme (Cadenillas et al., 2007), nous observons (voir les Tables 4.1 et 4.2) que lorsque
le montant variable des impdts k augmente, alors les paiements de dividendes optimaux sont moins élevés

mais plus fréquents.

Théoréme 3.16 Lorsqu’il existe une stratégie optimale, le niveau x=* est croissant avec K et dgy. Lorsque la
stratégie optimale est une stratégie barriére, le seuil T est décroissant avec K et dg. Le coefficient c de la
fonction valeur est décroissant avec K et d. De plus, nous conjecturons que le niveau x* est croissant avec
dy et décroissant avec k, que le seuil T est croissant avec k et décroissant avec d;, et que le coefficient c est

croissant avec k et décroissant avec d.

Preuve. Notons, pour tous 0 < x < y, et A, ¢ fixés,
M (2,y) = /y(A — cG'(t))dt = Ay — z) — ¢(G(y) — G()).
x

Nous allons dans un premier temps étudier la sensibilité aux parametres K et dy. Si K ou dy augmente,
alors p = K + doA augmente également. Soient donc A € R’ et p; < ps tels qu'il existe des stratégies
optimales respectives pour ces paramétres. Posons h’\’c(:c) = XA —cG'(z), x € Ry. Sans perte de gé-
néralité, on suppose que ces stratégies sont des stratégies barriere, c’est-a-dire qu'il existe 0 < x1 < y1,
0 <z <yo,c1 €RY etey € RY tels que TN (x4, y5) — pi = b () = RN (y;) = 0 pour i = 1,2.

D'apres la discussion menant a l'algorithme de recherche de stratégies optimales, puisque p1 < p2 on a
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nécessairement c; > cy et xo < x1 < T < Y1 < Y2, ol 'on rappelle que G"(z) = 0.

Etudions ensuite la sensibilité par rapport a k et d1. Nous allons donner ici une intuition de la conjecture dans
le cas ou dy = 0. Fixons K € R et posons dy = 0; ainsi p = K et ne dépend pas de ). Si, séparément,
k augmente ou d; diminue alors A\ = k/(1 + dy) augmente. Soient donc 0 < A\ < A2. Supposons avoir
trouvé des stratégies barriére optimales (c1,x1,y1) et (ca, z2,y2) correspondant respectivement a \; et
\2. En reprenant la notation précédente, puisque h*1°1 < h*2:¢1 ona p = TA e (11, y1) < T2 (21, 1).
Or on a également Z*2:°2 (x5, yy3) = p. On a donc nécessairement cy > c;. Puisque G" < 0 sur [0,T) et

G" > 0 sur (T,00), on a alors, pour tout = € [0, T),
(P*22) (2) = =G (z) < =1 G"(w) = (W) (),

et, de méme, sur (7, 00), ona (h’2°2) > (hA“1). La courbe de h*2°2 est donc plus "pointue” que celle de

R C1 donc les zéros x et o de h*2:°2 sont tels que x1 < x2 < T < yo < y1, et on déduit le résultat. (]

Dans la Proposition 2.3 dans (Paulsen, 2007), il est affirmé que le niveau optimal z* décroit avec le taux sans
risque r. Or, pour 71 = 0.1 et r9 = 0.2, nous avons déterminé les stratégies optimales (z;, yi, ¢;), i = 1,2
pour les paramétres u = 02> = k= K = 1,dy = 0, o = 0.02, d; = 0.1, et tracé sur la figure ci-dessous
les courbes A — ¢;G?, ol G; est la fonction G correspondant a r;. Les aires bleue et rouge sont toutes deux
égalesa p = K + dyA = 1. On obtient alors 9 < x1, y2 > y1 et ca < c¢1, ce qui est en contradiction avec
le résultat annoncé dans (Paulsen, 2007). Les résultats numériques sont (x1,y1,c¢1) = (2.07,17.47,15.62)
et (z2,y2,c2) = (1.72,22.15,6.20). Nous n’avons cependant pas été en mesure de prouver un résultat

général.
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Figure 3.1 Représentation graphique de stratégies barriére optimales pour deux valeurs de r

3.6.2 Exemples de stratégies barriére

A I'aide de I'Algorithme 1 et du code figurant a I’Annexe E, on répertorie dans la table suivante quelques

stratégies optimales pour différentes valeurs de dg lorsque = 02 = 1,7 = d; = 0.1, @ = 0.02, et

k = K = 1. Les instants optimaux de versement sont toujours les temps d’atteinte en x* du processus de

réserves controlé.

do 0 0.5 1 3 ) 7 10

x* | 17.47 21.43 25.10 38.32 50.44 62.02 78.83
x| 207 199 194 180 1.73 1.67 1.61
¢* | 14.01 1722 20.14 30.47 39.74 48.50 61.11
c | 15.62 15.14 1476 13.68 12.97 12.43 11.82
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Valeur

Capital

Figure 3.2 Courbes de V pour différentes valeurs de d

L'ordre de ces courbes est d( a la décroissance du coefficient ¢ avec dj.

3.6.3 Exemple de stratégie de ruine

Dans le cas oul les paramétres sont dy = K = 0,d; = r = 0.1,k = p = 02 = 1, a = 0.02, on
a p = 0 et l'algorithme de recherche converge vers * = & = x* = 3.44, ce qui ne correspond pas a
une stratégie admissible. On en déduit que s'il existe une stratégie optimale, celle-ci est une stratégie de
ruine. Une stratégie de ruine existe si et seulement si il existe un niveau z* > p/\ = 0 telle que G(z*) =
G’ (x*)(z* — p/ ). On obtient numériquement x* = 50.10, et on trace la courbe de G(z) — G’ (z)(x —p/N)

ci-dessous.
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Figure 3.3 Identification du niveau z* d’une stratégie de ruine optimale

3.7 Simulation de stratégies de dividendes

Dans cette section, nous allons décrire comment simuler des trajectoires du processus de réserves controlé.
Nous tracerons ensuite quelques trajectoires pour différentes stratégies et comparerons les performances

réalisées.

3.7.1 Algorithme de simulation de trajectoires du processus de réserves
Posons 3 = —(r — «). La dynamique du processus de réserves non controlé s'écrit
dXt = (,U, — ,BXt)dt + O'dBt.

ol B est un F— mouvement brownien standard. Notons F? = {FP}cg, la filtration canonique de B,
c'est-a-dire que pour tout ¢ € Ry, F est la tribu engendrée par 'ensemble {B; : s € [0,t]}. Soient
0 < s < t. Afin de simuler des trajectoires de X, nous allons déterminer la loi de X; conditionnelle a X.

Pour tout t € R, posons Y; = e’ X,. En appliquant la Formule d’Ité au processus (Y3)ier, , il vient

dY; = Bl X, dt + e’'dX,; = e (udt + 0dBy).
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On peut donc écrire

t
Y, — Y, = ,ue'B“du + / oedB,

N

t
(ePt —efs) + a/ e’dB,,

S

Tb\"‘;

et, en divisant par e®* > 0, on obtient
t
X; = e—ﬂ(t—S)XS + %(1 _ e—ﬁ(t—s)) + U/ e Blt-u)qp
S

L'intégrale stochastique I; := fst e Alt-w)dB, estune intégrale de Wiener. On en déduit que, conditionnel-
lement a X, X; est une variable aléatoire de loi normale indépendante de ]-"SB. Calculons les parametres
de la loi normale de X;|X. Par indépendance, on a E [I}| X;] = E [I;] = 0 et Var(I;|X;) = Var(l;) =

E [I7] . Par I'lsométrie d'It6 on a donc

t
Var(l;| Xs) = / e~ 26(t—u)q,, — 215(1 - efQ,B(tfs))'

On a finalement, par linéarité de I'espérance conditionelle,
E {Xt|Xs] = efﬁ(th)Xs 4 %(1 o efﬁ(tfs))’

2
1— —2B(t—s) )
o1 e

Soient t € R* , et D une stratégie barriére admissible de seuil z1 > p/ A et de niveau y; > x;. Le montant

Var(X;| X;) =

de dividende correspondant est ( = f~(y1 — x1) = (y1 — 21 — do)/(1 + dy). D’aprés ce qui précéde,
I'algorithme ci-dessous permet de simuler une trajectoire du processus de réserves controlé X2 sur I'in-
tervalle [0, ¢], conditionnellement & { X’ = z¢}, ou 2y € R représente le capital initial de I'entreprise.
On discrétise 'intervalle [0, ] en n parties de méme taille et on suppose zy < ;. Dans le cas ot xy > y1,

on verserait immédiatement un dividende de montant ¢ := ¢ + y1 — xo.
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Algorithm 2 Simulation d’une trajectoire du processus de réserves sous une stratégie barriére
X <« liste de taille n

X[O] — X

fori =1:ndo
if X[(: — 1)T/n] < 0 then
X[iT/n] <0
else
simuler Z ~ N (0, 1)
if X[(i —1)T'/n] < y1 then
X[iT/n] + e PT/nX[(i — 1)T/n] + (1 — e 0T/ 4 §2(1 — e FT/m) 7
else
X[iT/n] < 1
end if
end if

end for

3.7.2 Exemples numériques

Considérons les mémes valeurs des parametres qu’en Section 3.6.2. Pour dy = 0, nous avons calculé que la
stratégie optimale D* est la stratégie barriére (z, z*) = (2.07,17.47), et le montant de dividende optimal
est (* = 14.01. A l'aide de I'Algorithme 3.7.1 et du code a I'’Annexe F, on trace ci-dessous trois trajectoires
du processus de réserves sous la stratégie optimale, X*, sur I'intervalle [0, 100], Dans les calculs présentés

dans cette section, on considére un capital initial z = 10 et une précision n = 10°.
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Trajectoire 1 Trajectoire 2
20 20

0 50 100 0 50 100

Trajectoire 3 Trajectoire 4
20 20

0 50 100 0 50 100

Figure 3.4 Trajectoires de X*

De facon générale, pour une stratégie D = {7;, (;}ien+ € D, on définit la performance moyenne réalisée
jusqua t € R% pour N trajectoires t — XtD(CUj), teRy,wj € Q7 =1,...,N commencant en
XP = o, par
1N
INn (w0, D) = N Z Z e ") g(Cilwi) I rcenty (w)),
j=14ieN*
ou T € S est I'instant de ruine de X 7. Jn,: est un estimateur de la fonction de performance J caron a

JN,t(x())D) — J($03D)a To € RJer €D.

N,t— 00

Pour N = 200, 7 = 15000, on obtient Jy ;(10, D*) = 15.18, ce quiest prochede V' (10) = 15.62-G(10) =
15.27. Pour les trajectoires de la Figure 3.4, on a Jy4 100(10, D*) = 16.34. Comparons D* avec la stratégie
barriere D1 de méme niveau z* mais de seuil z; = 0.96 < 7. Le montant de dividende est dans ce cas
15.01. Notons que le dividende maximal que I'entreprise peut verser est donné par (e = f‘l(x*) =
(z* —dp)/(1+d;) = 15.88. Nous remarquons sur la Figure 3.5 représentant trois trajectoires de X V1, que
I'entreprise atteint la ruine plus rapidement lorsqu'on augmente le montant de dividende, ce qui explique

qu’a long terme, la stratégie D* est meilleure que la stratégie D;. On obtient J4 100(10, D) = 14.02.
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CHAPITRE 4
DYNAMIQUE ORNSTEIN - UHLENBECK ET FONCTION D’UTILITE CONCAVE

Ce dernier chapitre est une ouverture sur une généralisation du modéle du Chapitre 3 en considérant une
fonction d’utilité concave. Un tel type de modéle est étudié dans (Cadenillas et al., 2007), dans le cas ou
la fonction de frais f est égale a la fonction identité. Les principaux résultats s'appuient cependant sur des
conjectures. Nous allons tenter de résoudre le probléme a l'aide de la méthodologie de contréle impul-
sionnel présentée au Chapitre 1 avec notre fonction de frais plus générale et sur la base de conjectures
similaires a celles de (Cadenillas et al., 2007). Nous présenterons des résultats numériques et examinerons

graphiquement la validité des conjectures.

41 Hypothéses du modéle

Nous supposons que la dynamique du processus de réserves non contrélé est donnée par
ClXt = (,U, + (T' — Oé)Xt) dt + O'ClBt7

ou u, 0,7, > 0 et a # r. Cette dynamique est identique a celle du Chapitre 3 mais nous permettons au
parameétre « de dépasser r. L'opérateur infinitésimal de X est donc donné par (3.1). Soit z € R* le capital
initial de I'entreprise. Pour toute stratégie de dividendes D = {;, (;}ien+ € D, le processus de réserves
contrdlé X P est également donné, pour tout ¢ € R, par 'EDS
¢
XP =a [t (= @)XP)ds 0By = 3 FG) reunty,
0 iEN*
ou T est I'instant de ruine de X, et la fonction de frais s'écrit f(¢) = do + (1 +dy)C avecdy, d; € R les
paramétres de frais. Soient K € Ry, k € (0, 1] les parametres d'impét, et v € R% le paramétre d’aversion

au risque. A la différence du Chapitre 3, nous supposons que la fonction d'utilité est donnée par

LK+ kO si¢>K/k,
0 si¢ < K/k.

9(¢) =

Comme expliqué a la Section 1.2, si le parameétre v est inférieur a 1, g est concave, et si y est supérieur a
1, g est convexe. Si I'on considére que I'actionnaire est averse au risque, nous devrions choisir une fonction
d’utilité concave. Toutefois, les résultats présentés dans ce chapitre s’appliquent pour tout v € R, . Notons

toujours par V' la fonction valeur de ce probleme. Nous allons émettre les mémes hypotheéses qu’au chapitre
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précédent, avec notre nouvelle fonction d’utilité g. On pose comme précédemment

A=k(l+d)"",
p =K +dy.

Hypothéses : Supposons que p, A € R . Il existe z* € (p/\, 00) et T € [0, z*) tels que
1. OnaV(0) =0, et pour tout x € (0,z*), LV (z) = 0.
2. (a) Siz >0, pourtout z € [z*,00),0onaV(z) =V (Z) + %(A(m —Z)—p)Tet
V(@) = AA(@* =) — p)!
(b) SiZ =0, pour tout z € [z*,00),0na V(z) = 2 (Az — p)".
3. OnaV'(z*) = A(A(z* — ) — p)" L.
Remarquons que nous avons seulement modifié les hypothéses 2 et 3 pour prendre en compte le change-

ment d’expression de g. Dans tous les cas, cette hypothéese implique que pour tout = € [z*,00), 0on a
V() =V (@) +gof (z—2).

Puisque I'opérateur L est le méme que celui du Chapitre 3, les Lemmes 3.4 a 3.7 s'appliquent également ici.

On a directement le lemme suivant :

Lemme 4.1 Soit (Z, z*, V) vérifiant les hypothéses (1,2, 3) ci-dessus. Alors on a
7 AA@* =) = p) UG (2") T G(x) siz € [0,27),
x ~
V(@) + 2 (Mz =2 = p/N)? sia € [z¥,00),

ou (G est définie au Lemme 3.5.

Dans la prochaine section, nous allons donner des conditions pour que, siles hypothéses (1, 2, 3) possédent

une solution, la stratégie de type barriére/ruine correspondante soit une stratégie optimale.

4.2 Conjectures et solution au probléme de contréle

Supposons qu'il existe une solution (Z, z*, ‘7) aux hypothéses (1,2, 3). Nous allons utiliser la méthode
générale de résolution d’un probleme de contréle impulsionnel, présentée au Chapitre 1. Pour ce faire,

commencons par définir l'opérateur d’intervention X pour notre probléme. Posons, pour z,( € R,

0:(¢) = V(z = f(¢) +9(0),
Z,={z€Ry:2—f(2)20,9(2) 20} ={2€Ry : K/k<z< (x—dp)/(1+dy1)}.
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L'opérateur d’intervention est donné par

KV (z) = sup ©,(C). (4.1)
CEZ,
Par convention, lorsque Z, = (), on pose ICV(Q;) = —00. Supposons que la région de non-intervention est

donnée par R = [0,z*). Si V est égale a la fonction valeur du probléme V, celle-ci devrait aussi vérifier
I'équation de la programmation dynamique (1.23). On devrait donc avoir, pour tout = € [z*, 00), £‘7(x) <0
et KV (z) = V(x), et pout tout = € [0,2*), LV (z) = 0 et KV(z) < V(z). Concernant l'opérateur

infinitésimal, nous avons le lemme suivant

Lemme 4.2 Soit (Z, z*, 17) une solution aux hypothéses (1,2, 3).

Si, pour tout x > z*,0ona

-7 </\()\(37* —2)—p) 7t

0.2

+ 5 (V= DN\ - 3) - p) 7 <0,

alors on a, pour tout x € R,

LV (x) <0.

Preuve. Soit (Z,z*, V) vérifiant les hypothéses (1,2, 3). D'aprés I'hypothése 1, pour tout = € [0,2*), on a

UN/(x) = 0. Soit x > z*. D'apres I’hypothese 2, on a

LV (z) = —r(V(@) + i(k(w =2) = p)") + (u+ (r = )2)AA(z — 7) — p)"~"

02

+ 5 (V= DN (M@ = 3) = p)7

Par hypothese, et d'apres le Lemme 4.1, cette quantité est strictement négative. [

Pour I'opérateur d’intervention, nous avons besoin de plusieurs conditions.

Lemme 4.3 Soit (Z, z*, V) une solution aux hypotheses (1,2, 3).

Pour tout x € R fixé, définissons la fonction @, : [z + p/ A, 00) — R par



Définissons également la fonction ¥ : [z + p/\, x*] — R par

Supposons que :

1. Pour tout x € [p/\, T + p/ )], la fonction &, est croissante;
2. Pourtout x € (T + p/\, 00), la fonction @, est croissante sur [0, z] et décroissante sur [z, x — p/A];

3. La fonction ¥ est décroissante.

Alors, pour tout z € R, ona

avec égalité pour x € [x*, 00).

Preuve. Soit (Z,z*, V') vérifiant les hypothéses (1,2,3). Calculons KV (z), pour 2 € R,. Tout d'abord,

remarquons que pour tous x,y € R, telsquex —y > p/A,ona

donc pour déterminer ICI~/(x), nous pouvons trouver la valeur de y qui maximise la quantité ®,.(y).
Siz e[0,p/\),ona K/k > (x —dy)/(1+dy),donc Z, = ) et KV (z) = —oc.
Sixz € [p/\, T+ p/A], puisque la fonction ®,, est croissante, celle-ci atteint son maximum en x — p/\. Dans
ce cas,ona
~ ~ 1 ~
KV (2) = oo —p/) = V(e = p/N) + (/A= o) = V(& = p/ )
Siz € (T+p/A, 00), puisque la fonction @, est croissante sur [0, Z] et décroissante sur [z, z — p/\], celle-ci

atteint son maximum en . Dans ce cas, on a

KV (2) = ®0(3) = V(3) + i(x(x _3) - ).

En particulier, d'aprés I'hypothése 2, pour tout = € [z*, 00),0na V (z) = KV (z). Pourtout z € [0, Z+p/\),

il est immédiat, avec ce qui précéde, que KV () < V (z). Pour z: € [Z+ p/\, z*), puisque la fonction U est
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décroissante, on a

O
Si les conditions des deux lemmes précédents sont satisfaites, alors nous pouvons identifier une stratégie

optimale de type barriére/ruine.

Théoréme 4.4 Siles Lemmes 4.2 et 4.3 s'appliquent, alors on a V =Vetla stratégie de type barriére/ruine

(Z, x*) est une stratégie optimale.

Preuve. Soit D = {7;, (; }ien+ € D une stratégie admissible. Reprenons les calculs de la Section 2.2. D'apreés
le Lemme 4.2, pour tout x € R, ona 517(3:) < 0. Notons X P le processus de réserves contrélé par la
stratégie D, et T son instant de ruine. D'apres le Lemme 4.3 et la définition de IC (4.1), pour tout i € N* tel

que 1; < T presque sGrement, on a

VX)) = V(XD) > KV(X]_) - V(X))
XD — 1(G) +9(G) - V(XP)
(XY + g(¢) - V(XD)

= 9(Gi)-

> K
> V(
=V

On en déduit que, pour tout x € R ,ona

V(z) = J(z, D).

Notons D* = {7/, (*}ien- la stratégie de type barriére/ruine (z, z*). Notons X* le processus de réserves
associé a D* et T* son instant de ruine. Sans perte de généralité, supposons que le capital initial de I'entre-
prise est strictement inférieur a x*, et que D* est une stratégie barriére. On rappelle que pour tout : € N*

tel que 7, < T presque slirement, on a
r=inf{t > 7, : X] ="},

7
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et

D'apres le Lemme 4.3,0n a
KV (z*) = 0,(¢*) = V(z*).
De plus, d'apres le Lemme 4.2, pour tout x € [0,2*),0na 517(9:) = 0. Puisque par construction, X* €

[0, 2*], on en déduit que pour tout x € R,

V(x) = J(z, D).

En résumé, pour tout x € Ry, 0ona

donc D* est une stratégie optimale. ]

4.3 Application numérique

Nous allons nous inspirer de I'article de (Cadenillas et al., 2007) pour trouver numériquement une solution
aux hypothéses (1, 2, 3) pour des paramétres donnés. Nous conservons notre notation et supposons « €
(r,00) pour considérer des valeurs de paramétres similaires a celles choisies par (Cadenillas et al., 2007).
Nous allons chercher une solution a I'équation L¢(x) = 0, x € R, sous forme de série entiére. Cette

équation peut se réécrire

" (z) + a(b — x)¢'(x) — acp(x) =0, (4.2)
avec
a =—20"%(r—a),
b =—p/(r—a),
c =-1/(r—a).

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.5 Pour tout n € N, posons

1 sin=0,

dan = a” n—1/0 - .
oy 202 +¢) sin>1,
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et
1 sin=0,

n _1 . .
mnyzo@ﬂ‘i‘lﬁ-c) sin>1.

Pour tout z € R, posons s1(z) = >0 agn(z — b)?™ et so(x) = Y00 o bopy1(z — b)2HL.

bopt1 =

Pour tous A, B € R, la fonction S définie pour tout = € R par
S(z) = Asi(x) + Bsa(z)

est solution de I'équation (4.2).

Preuve. Supposons qu'il existe une solution ¢ a I'équation (4.2). Effectuons le changement de variable y =

x — betposons (y) = ¢p(x) = ¢(y +b).Ona
V() — ayd'(y) — acy(y) =

Supposons que 1) est de la forme ZZ":O cny™. Eninjectant dans I'équation précédente, il vient

o0

Z [(n4+2)(n + 1)cpye — a(n + c)cy] y™ = 0.
n=0

D’apres le Théoréeme d'unicité du développement en série entiére, cette égalité est satisfaite si et seulement

si pour toutn > 2,

a(n —2+c)

———Cp_9.
nn—1) " 2

On observe que le choix de ¢ et ¢y est arbitraire. Soient A, B € R et posons co = Aetc; = B. Soitn > 1.

Cp —

Ona
-1 . n—1
a(2(n—1)+c¢) 3 a(2j + c) a”
Can nEn—1) 2T 1_[0 CTETCTES Gn 1) l_Io J+c¢) = Aagn,
et
1
a(2n —1+c) T al2j+1+¢) a”
=—— = 37 (2 1 Bb .
C2n+1 (2n + 1)2n Con—1 = CIH (2j +3)(2 1 2) 2n+1) ,H J + 14 ¢) = Bbant1

=0

Finalement, pour tout x € R, 0ona
o0 e¢] o0
¢(.’L’) = w(x - b) = Z CQn(w - b)n = Z Aagn(l‘ - b)Qn + Z Bb2n+1(x — b)2n+1 = Asl(:r) + BSQ(w).
n=0 n=0 n=0

g
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Remarque. Nous pensons que dans l'article de (Cadenillas et al., 2007) les formules des coefficients des
séries sont erronées. Il semble manquer une puissance n sur le parameétre noté «, qui joue, a une constante
multiplicative prés, le réle de a dans les formules du lemme précédent. Si cela est en effet une erreur, celle-ci
se répercute dans les résultats numériques. En enlevant la puissance n, nous avons pu retrouver les valeurs

des Tables 6.1 et 6.2 de I'article de (Cadenillas et al., 2007), cependant I'’équation HJB n'est alors pas vérifiée.

Posons h = g o f~1. Pour des valeurs de paramétres données, supposons qu'il existe une solution aux

hypotheéses (1, 2a, 3). Alors, il existe A, B € R, z* € (p/\, 00), etz € [0, 2*) tels que :

S@) =0,

S(z*) =9(Z)+ h(z* —7), 4.3)
S =W~ ),

S"(z) =h(z*—2)

\

Définissons la fonction H : R* — R* par

5(0)
S(z*) — S(Z) — h(z* —T)
S’ (z*) — B (z* — )
S'"(z) — W (z* — 7)

H(A,B,7,2%) =

Résoudre systéme (4.3) revient a trouver une solution a I'équation H (y) = 0,y € R*. La matrice jacobienne

de H est donnée par

s1(0) s2(0) 0 0
(A B3 = | ) 9@ 8) —n@) ~S@+HE -5 Sa)-Ke D

8/1(1.*) S/Q(x*) h”(a;* — ) S/’(a;*) _ h//(l'* — )

51(%) s5(Z) S"(Z) + h'(z* - 7T) K (2 — 7)
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avec, pour tout z € R,

o0

si(z) = E(Qn + 2)ag(n11) (T — byt
n=0

s (z) = Z(Zn +2)(2n + 1)aggq1) (@ — b)*,

n=0
oo

sh(@) = 320+ Dboa (@ — )",

n=0
oo

so(x) = Z(Zn +3)(2n + 2)by(ng1)41 (T — b)2”+1,

n=0

hla) =~ =)',

W(@) = A — p)' 7,

siy=1,

h”(ﬂj) — '
(Y= DNz —p)772 siy# 1.

Pour trouver une solution numérique H (y) = 0, nous pouvons utiliser la Méthode de Newton décrite dans

I'algorithme suivant

Algorithm 3 Méthode de Newton

Choisir yoq € R™.
Choisir une tolérance € > 0.
Ynew < Yoid — JH (Yora) " H (Yord)-
d ¢ |Ynew — Yold|l*-
while d > ¢ do
Yold <~ Ynew-

Ynew < Yold — T Yota) ™ H (Yold)-

end while

A Paide du code en Annexe G, on obtient les résultats suivants pour v = 1.
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1 r ! o k K do dy A B z x* C*

0.1 0.1 0.2 025 08 0.005 0.01 0.1 |08764 1.3503 0.2836 0.6056 0.2836
0.1 0.1 0.2 025 08 0.007 0.01 0.1 |0.8687 1.3385 0.2758 0.6151 0.2993
0.1 0.1 0.2 025 08 0.003 001 0.1 |0.8845 1.3629 0.2923 0.5952 0.2662
0.1 0.1 0.2 025 09 0.005 0.01 0.1 |0.9884 1.5229 0.2860 0.6028 0.2790
0.1 0.1 0.2 025 09 0.005 0.01 0.15|0.9446 1.4554 0.2851 0.6039 0.2685
0.09 0.1 0.2 025 08 0005 0.01 0.1 |0.7499 1.1992 0.2493 0.5711 0.2835
0.11 0.1 0.2 025 08 0.005 0.01 0.1 |1.018 1.5288 0.3149 0.6371 0.2838
0.1 0.11 0.2 025 08 0.006 0.01 0.1 |1.0402 1.6811 0.2796 0.6018 0.2839
01 0.09 02 025 08 0.006 0.01 0.1 |1.7659 1.1335 0.2879 0.6096 0.2834
0.1 0.1 0.2 028 08 0005 001 0.1 |0.8355 1.1966 0.2827 0.6293 0.3061
0.1 0.1 0.2 025 0.8 0.005 0.01 0.1 |08355 1.1966 0.2827 0.6293 0.3061
01 01 019 025 08 0.006 0.01 0.1 |1.0211 1.5616 0.2986 0.6262 0.2888
01 01 0205 025 08 0.0056 0.01 0.1 |0.8193 1.2700 0.2765 0.5958 0.2812

Table 4.1 Stratégies barriére (z, 2*) pour v = 1.

Les résultats observés dans la Table 4.1 ci-dessus sont cohérents avec le Théoreme de sensibilité 3.16.
Pour v = 1, nous allons tracer ci-dessous les courbes de V, LV, ¥ et quelques courbes de @, pour voir si
les conjectures des Lemmes 4.2 et 4.3 sont vérifiées. Nous prenons comme valeurs de paramétres celles de

la troisiéme ligne de la Table 4.1 ci-dessus.
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Figure 4.1 Courbesde V et LV pour~ =1

Sur la Figure 4.1, on observe que V' est croissante et continue, et qu'ona LV = 0 sur (0,z*) et LV < 0 sur

(x*, 00).
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Figure 4.2 Courbes de @, pour z € (p/\, T + p/N) ety =1

Sur la Figure 4.2, on observe que les courbes de @, sont croissantes sur [0,z — p/\], o0 = € {z1,z2, 23}

avecxy = p/A+Z/5,x2 = p/A\+22/5, etxs = p/A+ 3%/5
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xy — p/A
Iy — ,0‘/"/\
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Figure 4.3 Courbes de ®,, pour = € (Z + p/\,00) ety =1

Sur la Figure 4.3, on observe que les courbes de &, sont croissantes sur [0, Z] et décroissantes sur [z, x —

p/A,oux € {x4, x5, 26} aveczy =T+ p/A+ 0.1, 25 =T+ p/A+ 0.2, etzg =T+ p/A +0.3.
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Figure 4.4 Courbe de ¥ pour v =1

Sur la Figure 4.4, on observe que U est décroissante. Pour v = 1, les conjectures des Lemmes 4.2 et 4.3

semblent donc vérifées.
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Pour v = 0.8, on obtient les résultats suivants

1 r o o k K do dy A B z x* ¢*
0.1 0.1 0.2 0.25 0.8 0.005 0 0 2.2864 3.5228 0.4215 0.4527 0.0312
0.1 0.1 02 025 0.8 0.005 0 0.1 | 2.0784 3.2024 0.4200 0.4542 0.0312
01 0.1 0.2 025 08 0005 0.01 0.1 |1.7341 2.6718 0.3960 0.4791 0.0665
0.1 0.1 02 025 0.8 0.007 0.01 0.1 |1.6814 2.5906 0.3896 0.4858 0.0784
0.1 01 02 025 08 0.003 001 0.1 |1.9235 2.9636 0.3977 0.4772 0.0632
01 01 02 025 09 0005 0.01 0.1 |1.7979 2.7701 0.4024 04773 0.0545
0.1 0.1 02 025 0.8 0.005 0.01 0.15 | 1.6672 2.5688 0.3952 0.4799 0.0649
0.09 0.1 0.2 025 0.8 0.005 0.01 0.1 | 14839 23729 0.3624 0.4455 0.0665
0.11 0.1 0.2 0.25 0.8 0.0056 0.01 0.1 |2.0153 3.0249 0.4264 0.5096 0.0665
0.1 0.11 0.2 0.25 0.8 0.005 0.01 0.1 |2.0582 3.3262 0.3914 0.4745 0.0665
0.1 0.09 02 025 08 0.005 001 0.1 |1.5154 2.2429 0.4007 0.4839 0.0665
01 01 0.2 03 08 0.005 0.01 0.1 |1.5995 2.2021 0.4139 0.4975 0.0668
0.1 0.1 019 03 0.8 0.005 0.01 0.1 |2.0177 3.0858 0.4131 0.4963 0.0666
0.1 0.1 021 03 0.8 0.005 0.01 0.1 |1.5249 2.3818 0.3799 0.4630 0.0664

Table 4.2 Stratégies barriére (z, z*) pour v = 0.8.

Les résultats observés dans la Table 4.2 sont cohérents avec le Théoréme de sensibilité 3.16.
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Figure 4.5 Courbes de V et LV pour v = 0.8

D’aprés la Figure 4.5, le Lemme 4.2 semble s’appliquer. Cependant, d’aprés sur les Figures 4.6 et 4.7 ci-
dessous, le Lemme 4.3 ne s’applique pas. L'hypothése selon laquelle la région de non-intervention R est
de la forme (0, z*) ne semble donc pas toujours valide lorsque v < 1. Autrement dit, lorsque v < 1, il est
possible que R dépende du montant actuel des réserves de I'entreprise, et que la stratégie barriere (z, z*)

ne soit pas optimale.
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CONCLUSION

Nous avons pu résoudre le probléme d’optimisation de dividendes dans le cas ou la fonction d'utilité est
affine et les réserves de I'entreprise sont modélisées par un processus Ornstein - Uhlenbeck. Dans ce cas,
nous avons montré que les stratégies optimales prennent la forme de stratégies barriére dont le niveau ne
dépend pas de la trajectoire du processus de réserves. Nous avons présenté des méthodes de recherche
permettant d’identifier de telles stratégies avec des paramétres de frais et d'imp6ts supplémentaires par
rapport aux modeles similaires de (Jeanblanc-Picqué et Shiryaev, 1995) et (Paulsen, 2007). Lorsque la fonc-
tion d’utilité est strictement concave et le processus de réserves est modélisé par un processus OU, en
s'inspirant de l'article de (Cadenillas et al., 2007), nous avons montré dans le Chapitre 4 que les stratégies
optimales ne prennent pas toujours la forme de stratégies barriére. |l serait donc intéressant de poursuivre
I'étude afin d’identifier les stratégies optimales lorsque I'actionnaire est averse au risque, quitte a considérer

d’autres types de dynamiques pour le processus de réserves.
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ANNEXE A
PROPRIETE MARKOVIENNE DU PROCESSUS DE RESERVES

. . . . D
Dans cette annexe, nous noterons = — 1 4 () lafonction indicatrice de I'ensemble A. Notons {X?’m’ beer,

le processus suivant la dynamique (1.4) et tel que Xg’x’D =2.0na

t t
D
x)P = x—i—/ M(ngva)der/ o(XP"P)dBe = Y f(¢)hjoy(mi), t € Ry
0 0 el
€N
De méme, pour un temps d’arrét 7, notons {X;’x’D}teuh le processus suivant la dynamique (1.4) et tel que

X7 = 2 et X7P = 0 pour tout ¢ € [0,7). On a

0 sit€[0,7)
o+ [LXTTP)ds + [Lo(XTPP)dBy — Y e F(G) () sit € [r,00).

T7:L‘?D j—
X, =

Lemme A.1 Soient T et 7' des temps d’arrét tels que T < 7', presque sirement. Pour toutt > 7', on a

presque sGrement
™ X55P.D

T,z,D _
Xi =X

Preuve. Sit € [0, T), les deux processus sont nuls. Sit € [T, c0), on a d’une part

t t
X7eP = g 4 / p(XTP)ds + / o(XT5PYAB, — 3 £ 1 (7)

1EN*

/ /

— +/ p(XT"P)ds +/ o(X7"PYdBs = Y f(Gi) L (7)

1€N*

t t
+ [ uxzePyds + [ o(X7P)B, = Y F(G)E(n)

ien-
t t

= X7"P +/ p(X7"P)ds +/ o(XT"PYdBe = Y f(Gi) N g (7i)-
™ 7 S\

D’autre part, on a

7 X7"P.D b XTPD LT XLTPD
XU e [ s [T s Y 6t
ol ™ iEN*

T,z,D
b

Ainsi, X[ oD et XtT 7'~ 7 veérifient la méme EDS, donc le résultat découle du Théoréme d'unicité des

solutions d’'une EDS. [
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Lemme A.2 Soit D := {(;, 7 } ;e Une stratégie de dividendes et T un temps d'arrét tel que 7 < 71, presque
sirement. Posons D := {Gi, T — T}ien+-

T,2,D O,z,f) A .
Les processus { X' }ier, et {X; "7 }ier, ont la méme loi.

Preuve. Soitt € R et supposons que T+t < T', presque sGrement. D'une part, en effectuant le changement

de variable v = u + T7,0na

T+t T+t
XI5 =w+ / u(XTED ) du + / o(XT52)dBy = > F(G) L riy (72)
T T ieN*

t ¢ _
— o4 /0 (XY do + /0 o(XT7PYdBy — 3 f(C) o (i — 7).

i€N*
ou By := Bryy — Bs.

D’autre part, on a

~ t t
xpeP = g +/0 (X0 P)dv +/0 o(X9"P)dB, — > (Gl (ri — 7).

ieN*
D’apres la propriété de Markov forte du mouvement brownien, le processus B est un mouvement brownien

standard, donc X;""” et XT:";” ont la méme loi, d'oui le résultat. O

. 0,X2"P.D . .
Corollaire A.3 Les processus {XEng}teRJr et{X,” " }er,. ont la méme loi.

. N ,XO’I’D,D R
Preuve. Soit t € R. D'apres le Lemme A.1, pour toutt € Ry, ona XEf,gD =X , presque slre-

T+t
. ~.x%"P D 0.X%%" D . .
ment, et daprés le Lemme A.2, X" ,7~ et X, 77 ont la méme loi. [

Al Preuve de 'inégalité (1.16)

Soient 7 € S presque stirement fini, et 7 := inf{t > 7 : Xf’w ¢ R} le premier instant aprés T ou
il est optimal de verser un dividende. Notons D := D7 la stratégie consistant a ne pas intervenir avant
T, exercer la meilleur action immédiate en T, puis agir optimalement par la suite. Définissons également
= inf{t € R} : X" ¢ R} le premier instant ot il est optimal de verser un dividende.

*
TI
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Ona

~:T+inf{s€R+fXst¢R}

r,Xx02

=7+inf{s e Ry : X[~ ¢ R} daprés le Lemme A.1

T

0,z
=7+ inf{s € R, : XO Kot ¢ R} d'aprés le Lemme A.2

—T+7—X0x

0,z,D
X,

Pour tousx € Ry ett < T,ona X,? & = puisqu’on n’exerce pas avant 7. Donc dans lecasou T < T

. 0,z,0 _ +0,x,D 4/ -
presque strement,ona X" = X7 d'ou

T_T:TXOID_ T

On a alors d’apres le Corollaire A.3

Viz) > J(a: D)
=E [e 7KV (x2"7)]

=E |eE [e 7T IKV(X2P)

|

0.X2"P D Xo:pD”

For)m )
XOfCD”.

OXPT Dy _ x0T Dy,

=E [e""E |e TTTIKV(X

0,z,D
_E|eE |e kv (X% D)

Il est optimal d’exercer en 7*, donc on a

KV (X

T*—

Le principe de la programmation dynamique (1.12) donne donc

XO:cDD

V(z) >E [e_”E [ TV (X, )

XOLL‘ D:|:| - [G_TTV(XSf’D)

Enfin, puisque sous les stratégies D et D™, on n’exerce pas avant T, on a presque sirement

0,z,D _ ~-0,2,D7
x0mP = x0

Y

dou

V(z) > E [e’”V(XBf’DT) .

75



Danslecasou ™ = 7;,onaT = 7 = 7, et la stratégie D =: D* est optimale. On a donc pour tout temps

darrét 7’ tel que 7' < 1 presque sirement,

V(z) = J(z,D)
=F [e_”iv(X%x;D*)} , d'apres (1.11),

F D* ~
0,X%%P" D
v

=E (rz—7")— )

e ""E [e_T(T;_T')V(X

XS;f’D*] ] d'apreés le Corollaire A.3.

On montre comme précédemment que 7 — 7/ = 7*

0D = T*, donc, il vient
7_I

V(z)=E |[e""E

T*—

0,X%P" B .
—r7* Ll 0,x2,D
e " V(X )X

— E [e—TT’V(XS;;E,D*)}
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ANNEXE B
PREUVE DU THEOREME 2.1

Dans cette annexe, nous complétons I'énoncé du Théoreme 2.1 et prouvons ensuite successivement les

différents points.

Théoréme B.1 Fixons o, i, 7, A € R

1. L'ensemble des solutions de I'équation différentielle ordinaire (EDO) sur R suivante
2

g
Yty —ry=0

avec condition initiale y(0) = 0, est donné par {x — ¢ () := A(e®® —e%%) : A € R} ou

01 = 07 2(—p + \/p? + 2ro?)
Oy = 07 2(—p — \/p? + 2ro?)

De plus, ona |02 > 01 > 0 > 05.

2. Pour tout A € RY, la fonction ¢4 est strictement croissante-concave sur (—oo, Z) et strictement

croissante-convexe sur (z, o), ou

_ 2log(lha) ~ los(®)] _
01 + |02

De plus, qS’A atteint son minimum global en .
3. (a) llexiste Ay € R tel que I'unique solution de I'équation d)’AA (z) = A soit x.
(b) Pour tout A € (A), o), I'équation ¢/, (x) = X n'a pas de solution.
(c) Pourtout A € (0, Ay) I'équation ¢/, (x) = X\ admet deux solutions x1(A) et x2(A) telles que
21(A) < T < xo(A).
4. (a) Lesfonctions A — x1(A) et A — x9(A) sont continues et respectivement strictement crois-
sante et strictement décroissante sur (0, Ay].
(b) On a les limites suivantes en 0 : Aligoxl(A) = —00, etAlingg(A) = 00.

5. Pour tout p € RY,_ il existe Ae R tel que

- z2(A)
(A= [ (A= di(w)ds =,

1(A)vo
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Preuve.

1. L'ensemble des solutions de ’EDO %y”+,uy’—ry = Oest {x — A1eh174 Aye?? . A, Ay € R}, 00
01 et 05, données dans le théoreme, sont les racines de I'équation caractéristique %2x2+u:c—r =0.La
condition initiale y(0) = 0 implique A; + Ay = 0. Les solutions sont donc de la forme A(eh= — eaﬂ).
De plus, on a /% + 2ro? > p, donc 01 > 0, et |03 = o= 2( + /12 + 2ro2) > ry.

2. Soit A € R*.. Pour tout z € R, ona ¢'y(z) = A(0:e%1% — 0,e%2%) > 0, donc ¢4 est strictement

croissante. De plus, on a
dh(x) = A(BFe"* — 63e"") > 0

9 2
s o (Ot _ <1>
02

= —(01 + |02])x < 2[log(6:) — log(|62])]

e 2[log(|602]) — log(61)] -7
01 + ‘92‘

Donc ¢ 4 est strictement convexe sur (z, c0) et strictement concave sur (—oo, ). On en déduit que
¢4, est strictement décroissante sur (—oo, T) et strictement croissante sur (z, c0), donc & est le mi-
nimum global de ¢/, .
3. (a) Lafonction A — ¢/, (%) = A(61€717 —05e%7) est continue, lim ¢,(Z) = 0,et lim ¢'\(T) =
A—0 A— o0
00, donc d’apres le Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI, D.4) , il existe Ay € R’ tel que
', (@) = A
(b) Soit A € (Aj,o0). D'aprés le point 2, ¢4 atteint son minimum global en Z. De plus, comme
A > Ay, ona ¢y(x) > ¢4 (¥) = . On en déduit que pour tout x € R, ¢s(x) > A, donc
I'équation ¢', (x) = X n'a pas de solution.
(c) Soit A € (0, A)). ¢/, est continue, strictement décroissante sur (—oo, T) et strictement crois-
sante sur (x, 00). De plus, pour tout z € R, ¢/, (z) = A(Gleelx—i—lﬁg\e_'e?‘w),doncmli_>moo¢:4(m) =

xirgoogb’A(q:) = oc. Puisque A < Ay, on a également ¢/4(z) < ¢y (¥) = . Donc d'apres le
TVI, il existe z:1(A) € (—o0,T) et x2(A) € (T, 00) tels que ¢’y (x1(A)) = ¢'4(x2(4)) = A
4. Soient A € (0, Ay] ete € (0, A).
(a) Lepoint 3.(a) nous ameéne a poser x1(Ay) = x2(Ay) = Z. Notons f(x) = 0;e)17 — fpef2®  f(9)
la restriction de f a I'intervalle (—co, ) et (@) la restriction de f a (%, oc). Posons fgg) = Afl9)

et fﬁld) = Afld), ff(lg) et fl(éld) sont les restrictions de ¢’y a (—oo, T) et (Z, 00), respectivement.
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D'apres le point 2 du théoréme, les fonctions f(9) et f(4) sont continues et strictement mono-
tones donc inversibles et d’inverses continues, d'apres le Théoreme des fonctions réciproques.
Onadonc i (A) = (f7)71(N) = (F) T A/A) et as(4) = (SN = (FD) 71 (/A).
Ainsi les fonctions A — x1(A) et A — x2(A) sont continues comme composées d'applica-
tions continues sur (0, A,].

Pouri =1,20ona ¢y __(z;(A)) < ¢'y(xi(A)) = X = ¢y__(xi(A — ¢)). La fonction ¢',__ est
strictement décroissante sur (—oo, T) et strictement croissante sur (z, c0). Puisque x1(A), x1(A—
g) € (—00,x),onadoncxi(A) > x1(A — €). La fonction A — x1(A) est donc strictement
croissante sur (0, A)].. De méme x2(A),x2(A — €) € (T, 00), donc z2(A) < z2(A — ¢). La
fonction A —— x2(A) est donc strictement décroissante sur (0, A,].

(b) D'une part, supposons par l'absurde que A — x1(A) est minorée, i.e., il existe m € R tel que
pour tout A € (0, Ay) on ait x1(A) > m. Sans perte de généralité on peut prendre m < =
(car pour tout A € (0,A)), z1(A) < 7). Soit A € R*. La fonction ¢/, est continue et on
a mixgooqﬁ’A(x) = o0, donc d'aprés le TVI, il existe x,,, < m tel que ¢'y(xm) > A. De plus,
A — ¢y (xm) est continue et Aliangb;l(:rm) = 0, donc d'aprés le TVl il existe A, € (0, A,) tel
que QS’Am (m) = A. Comme z,,, < m < T, on en déduit que z,, = x1(A,),doux1(Ay,) < m,
absurde. La fonction A — x1(A) est donc croissante et non minorée, donc d'apreés le Théoréme
de la limite monotone, Aligoxl(A) = —00.

D'autre part, supposons par I'absurde que A — x2(A) est majorée, i.e., il existe M € (0, 00),
tel que pour tout A € (0, Ay), on ait xz2(A) < M. Sans perte de généralité on peut prendre
M > Z (car pour tout A € (0,A4,), z2(A) > ). Soit A € RY. ¢/, est continue et on a
$1'£>noo¢i4(m) = 00, donc d'apreés le TVI, il existe zp; > M tel que ¢po(xpr) > A. De plus,
la fonction A —— ¢/, (xar) est continue et Aligogb’A(x M) = 0, donc d’apreés le TVI il existe
Ay € (0, Ay) tel que qﬁ’AM (xar) = A\.Comme xpr > M > T, onendéduit que zp; = x2(Any),
d'ouxo(Apr) > M, absurde. x4 est donc décroissante et non majorée, donc d'apreés le Théoréeme

de la limite monotone, lim z5(A) = cc.
A—0

5. Soient p € R* , A € (0, A)). Nous allons montrer que I'intégrale Z(A), représentée sur la figure 1,
est plus grande que l'aire d’un triangle dont I'aire tend vers I'infini quand A — 0. Avec le fait que
A — Z(A) est continue sur (0, Ay] et que Z(Ay) = 0, le TVI nous permettra de conclure.
Constatons donc dans un premier temps que la fonction A —— Z(A), définie sur (0, A,], est continue.
En effet, ona Z(A) = fffx()A) Y(x)dr — ffééA)vo Y(z)dx, ou I'on a posé » = \ — ¢/4. De plus, la

fonction y — [Y__ 4 (x)dx est continue sur R d'aprés le Théoréme fondamental de I'analyse car 1)
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est continue. Enfin, d'aprés le point 4, les fonctions A — x1(A) V 0 et A — x9(A) sont continues
sur (0, A,]. La fonction A — Z(A) est donc continue sur (0, A )] comme somme et composées d'ap-

plications continues sur (0, A,].

Pour tout x € R, ona gzﬁg’) (z) = A(03e%® — 03e%2%) > 0, donc ¢/, est strictement convexe. Comme
@'y est convexe, 1) est concave, donc au dessus de ses cordes.

Définissons les points du plan Py, Py, P, P, suivants (voir la figure 1) :

P1 = ($1(A),0), PQ = (:Ai, 0),
P3 = ($2(A)’0)7 P4 = (55,11)(5))

Le graphe de v est au dessus des cordes [Py, Py| et [Ps, Py], donc le triangle Ty := (Py, P3, Py)
. . ) z2(A) N
est inscrit dans le non-polygone [P, P3| U C(w] [m(A),acz(A)])’ dont l'aire vaut fxf(A) Y(x)dz, et ot

C(w‘ 1 (4) IQ(A)]) est la courbe représentative de la restriction de 1) a I'intervalle [x1(A), z2(A)].

Si z1(A) > 0, l'intégrale précédente vaut Z(A). Dans ce cas d’aprés ce qui précéde on a Z(A) >
A(Ty) = (x)(x2(A) — x1(A))/2, ou A(T}) est I'aire de Ty. On a vu que la fonction A —— Z(A)
est continue sur (0, Ay] . De plus, puisque x1(Ay) = x2(Ax),onaZ(Ay) = 0. Enfin, () (z2(A) —
z1(A))/2 T O doncZ(A) Pt Ainsi d'apreés le TV, il existe A € (0, Ay), tel que Z(A) = p.

Si z1(A) < 0, on considére le triangle Ty = (P, Ps, Py). Le triangle Ty est inclus dans le pre-
mier quadrant du plan et également dans T7. On en déduit que T5 est inclus dans le non-polygone
[(0,0), (0,%(0))] U[(0,0), Ps] U C(M[0 xQ(A)]), dont l'aire vaut Z(A). Ona donc Z(A) > A(T,) =

~ z2(A T ~
Y(T)r2(A)/2 2, o0 Depluson aZ(Ay) = fxlz((A:))\/O Y(x)de = [ (x)dz =0, carz > 0, et
A —— Z(A) est continue. On conclut donc de la méme maniére avec le TVI.
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Figure B.1 Représentation graphique de Z(A)
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ANNEXE C
FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES CONFLUENTES

Nous allons introduire les fonctions hypergéométriques comme solutions d’'une équation différentielle du
second ordre a laquelle peut se ramener I'équation L¢(x) = 0, lorsque la dynamique du processus de
réserves non controlé est du type Ornstein - Uhlenbeck. Cette section est inspirée de (Tricomi, 1960), mais
nous détaillons ici davantage les preuves. Soient a,b € R. Notons FE I'équation différentielle du second
ordre sur R suivante :

vy +(b—2)y —ay = 0. (C.1)

Cette équation est appelée équation confluente.

CA1 Fonction hypergéométrique confluente de premiére espéce

Commencons par chercher une solution de E sous la forme d’une série entiere y(z) = > 2 ja,z™. Ona

o, ¢] o0
V() = 3 nae = 30+ Dag e
n=1 n=0
o0
2y (x) = Znanx",
n=1
o0 o0
xy (x) = Zn(n — Dapz™ 1t = Z nn+ 1)ap12",
n=2 n=1
donc en substituant dans FE, il vient
(e.)
Z n(n+ 1)ap+1 + b(n+ 1)ap+1 — na, — aay] + ba; — aag
n=1
o0
= Z [(n+1)(n+ b)ant1 — (n + a)an] = 0.
n=0

Supposons que b n'est pas un entier négatif ou nul. D’'apres le Théoréme d'unicité du développement en

série entiére, on doit donc avoir pour toutn € N*, a1 = %an. En posant ag = 1, on obtient par
récurrence que, pour tout n € N, on a
. = (a)n
" (b)n!’
ou (a),, représente la factorielle croissante, définie par
1 sin=20

(a)n = )
ala+1)---(a+n—-1) sin>1.
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La fonction
oo n—1

(a) (a+j)x
F(a,b,x) Z bn ZH BTG+ beR\Z_

est donc solution de F et est appelée fonction hypergeometr:que confluente de premiéere espéce. On note

gue le rayon de convergence de cette série est infini donc converge absolument pour tout x € R. En effet,

en utilisant la Régle de d’Alembert, on a

(@)nt1(b)nt17!

(@)n(b)n(n + 1)!

Pour a, b donnés, on notera y1(z) = F(a, b, z). D'aprés le Théoréme de dérivation des séries entiéres, la

=l(a+n)(b+n)/(n+1)|~n— o0, n — 0.

dérivée de F est

F'(a,b, ) :i (a)n o™ _i (@)nt1 2"

T = (O (- 1)t 1) = (b)nt1 7!
_ax- (et ) _ % .
_bnz:%( D, bF( +1,b+1,2).

Il est possible de trouver une autre solution similaire en effectuant le changement de variable y = zn,

c € R. En effet, en substituant dans E/, on obtient
zle(c — 1)x2n + 2ca 1y + 20") + (b — 2)[cx®'n + 2] — axn

b—1
=an" + (2c+b— )y — <a+c—c(c+x))n:0,

et en choisissant ¢ = 1 — b, on retrouve une équation similaire a E :
o' +2-b—z) —(a—b+1)np=0
ol bestchangéen 2 — b et aestchangéena — b+ 1. On en déduit que la fonction
y2(z) == 2P F(a — b+ 1,2 = b,z), b€ R\Z,

est également solutionde £.Sib=1,0nays = y1.
La fonction F' peut également s'écrire sous forme intégrale. En effet, pour un chemin d’intégration donné

C dans le plan complexe, définissons la transformée L:{Y } d’une fonction Y (¢) par

Lo{Y}(z) = /C &Y (#)dt.

Nous allons substituer y = L¢{Y} dans I'équation confluente E. Pour tout z € R, en supposant que

la variation totale sur C de la fonction e~*'Y (¢) est nulle, on obtient, par intégration par parties et en
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supposant qu'il est licite de dériver sous I'intégrale, les propriétés suivantes :
Le{Y'} = [e_xtY(t)]C +aLe{Y} =y,
Le{tY)y = — 2 Lef¥) =
Le{tY'} = —%ﬁc{Y’} = —%{xy} =—(y+=y),
Lo{t?Y'} = —%Ec{tY’} = —%{—(y +ay)} =2y +ay’.
La substitution donne donc pour tout = € R,
zy" + (b—a)y" —ay = (Lc{t*Y"} = 2y) + by —ay' —ay

= Lot} + (2= D) Le{tY Y + (Le{tY'} +y) — ay

= LA+ )Y +[(2-bt+1—a]Y} =0,

et la derniére équation est vraie si et seulement si pour tout t € R, (t2+1)Y’(t)+[(2—b)t+1—a]Y (t) = 0.

Cette équation se résout facilement par la technique de séparation des variables. En effet on peut la réécrire

W (2by lme )y (C.2)
dt 1+t tt+1)) '

sous la forme

On obtient donc successivement en intégrant,
dt dt
= ——dt + (1 — — | —
/1+t + “)( 1+1 /t>

In|Y|=—(2—=b)In|l+t/+ (1 —a)(n|l+t —Int]) = In(|1 4+ ¢/>~*F L)1),

On en déduit que le chemin d’intégration C doit étre tel que la variation totale de e ~#[¢[ 1|1 4 ¢|b=o~!

est nulle, c'est-a-dire

[e ™ [t[* 1 +¢[>~* 1], =0, (C.3)
alors Y'(t) = [t|*"1|1 4 t|>~%! est une solution de (C.2). et donc
)= [t oo tar (c)
C

est une solution de E. Sil'on suppose a > 1 etb — a > 1, alors en prenant C = (—1,0) on vérifie (C.3),

donc une solution de E est

0 1
I(z) = / e[0T 4¢P Ld¢ = / ™11 (1 — ¢)>odt.
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ou a la derniére étape on a effectué le changement de variable s = —t¢. L'intégrale I est également définie

pour 0 < a < b. En effet, supposonsquea € (0,1)etb—a € (0,1) etposonsa =1—aetf=1—(b—a).

Onaa,5 > 0 eton peut écrire I(x) = 01/2 extmdt + f11/2 extmdt. D'une part, lorsque

t tend vers 0, on a e®* -1 ¥ = O(7) et la fonction & est intégrable sur (0,1/2], donc la premiére

to(1—t

intégrale converge. D’autre part, lorsque ¢ tend vers 1, on a e‘”tm = O(ﬁ) et la fonction ﬁ

est intégrable sur [1/2,1), donc la seconde intégrale converge. En développant I'exponentielle en série

entiere, il vient, par convergence monotone,

o " 1 L b L — "
Il (.I') = E F ; ta+n_ (1 — t) —a= dt = E HBEta(a =+ n, b — (1).

En utilisant la relation fonctionnelle Beta(z + 1,y) = mxTyBeta(w, y), on montre par récurrence que pour

toutn € Nona

(@)n (@)n T(@)T'(b - a)
(0)n O L)

ot I'(z) = [;°e “* !dt est la fonction Gamma. On en déduit donc la relation I1(z) = Beta(a,b —

Beta(a +n,b—a) = Beta(a,b —a) =

a)F(a,b, ). Ainsi, pour tous 0 < a < b, la fonction F' admet la représentation intégrale

I'(b !
(b) / et (1 — )’ ldt, 0 < a < b.
—a) Jo

F(a,b,x):W

C2 Fonction hypergéométrique confluente de seconde espéce

En prenant comme chemin d'intégration C = (0, co), on vérifie (C.3) pour tous réels a, b tels que a > 1.
On déduit donc de (C.4) que la fonction y(z) = fooo e wie1(1 + t)b_“_ldt est une solution de E (C.1).
Cette intégrale est également définie pour a > 0, carsia € (0, 1), lorsque ¢ tend vers 0, on a e~ %t4~1(1 4+
t)b*a*1 = O(t%a), et 1—a > 0. Lafonction hypergéométrique confluente de seconde espéce correspond

a cette solution, avec I'ajout d’un facteur constant ﬁ :
1 o
Ula,b,x) := / e ™ (1 4 1) dt, z € Ry, a € RY
L(a) Jo

Pour a, b donnés, on notera y3(z) = U(a,b,z). Pour tout z € Ry, ona |2 {e~®!ta=1(1 + ¢)b-a71}| =
| — e (1 + t)b=o7 1| < (1 4 t)*=% ! et la fonction t%(1 + t)>=2~! est intégrable sur (0, o), donc
d’'aprés le Théoréme de dérivation sous le signe intégral, U est dérivable et on a

1 (o)
U'(a.b.a) =~ / e~ta(1 4 )P gt
0

1 > et (at1)—1 (b+1)—(at+1)—1
=—— | e 1+t dt
I'a+1)/a /0 ( )

=—aU(a+1,b+1,x).
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C.3 Propriétés

Lemme C.1 Les fonctions e*F'(b — a,b, —xz), b € R\Z_ et e*U(b — a,b, —x), x < 0,b — a > 0 vérifient

I'équation E (C.1).

Preuve. Considérons I'équation E (C.1) et effectuons le changement de variable y = e®*n. Onay' = e*n +
e’n’ ety” = e*n + 2e"n' + e*n”, donc en replacant dans E, on obtient xn’ + (x + b)n' + (b — a)n = 0.
En posant z = —x et v(z) = n(x),onan'(z) = —v(z) et n”’(x) = v(z), donc I'équation se réécrit
2" + (b — z)v) — (b — a)v = 0 ce qui correspond a I'équation E, avec a remplacé par b — a; la fonction
v(z) = F(b— a,b, z) est donc solution de cette équation. On en déduit que y(x) = e*n(z) = e*v(—z) =

e F (b — a,b, —x) est solution de E. De méme, e*U (b — a, b, —x) est également solution de E. [J

Lemme C.2 Pour tousa € R ,b € R\Zetx € R;,ona

r'b—1)

U(a,b,x) = FI‘(l—b) Ta)

mF(a, b,x) +

' PFla—b+1,2—b,z).

De plus, les fonctions F' et U sont linéairement indépendantes.

Preuve.
Soient a € R, b € R\Z, y;, y; deux solutions de E que nous pouvons réécrire sous la forme y" + p(x)y’ +

q(x)y = 0,avecp(x) = —(b—x)/x, et q(x) = —a/x. Soit x € R’ . Le wronskien de ces deux solutions est

Wis(a) =" = @)y (@) — vl (@)y; ).
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Ona

On en déduit que pour tout o € R, ona
— [* p(t)dt
Wi () = Wi j(z0)e oo P(®)

=W i (xo)e—blog(x)—l-blog zo+z—2x0
= wi7jex:r_b,
ou w; ; est une constante indépendante de xq. Considérons les trois solutions de E yi(x) = F(a,b,x),
J Yy

yo(z) = 2" °F(a —b+ 1,2 — b, x) et y3(z) = U(a, b, ). Nous avons

Wi 2ys + Wisys + Wasyr = y1yhys — Y1Y2Y3 + Y1y2y5 — Y1Y2Y3 + Y1y2ys — Y1ysys = 0.

On déduit de ce qui précéde que si y; et y2 sont linéairement indépendantes (si et seulement si Wy o # 0),

alorsona
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Commencons par déterminer w1 ». Pour x € R , on a d'apres les points 3 et 4 du Lemme C.3

Wl,2($) = yl(x)?/z(ﬂﬁ) - yi(x)w(f) = wl,Qem-T_b
—b+1
uxl—bp

= F(a,b,2)(1 = b)z " Fla—b+1,2—b,x)+ 57

(a,b,2)F(a—b+2,3—b,x)

—%F(a—i—1,b+1,x)x1_bF(a—b+1,2—b,x)

a—b+1

="z |1 =b)F(b—a,b,—x)Fla—b+1,1—b,z)+ 5

zF(a,b,2)F(1—a,3—b,—x)
- %xF(b—a,b+1,—x)F(a—b+ 1,2—-0b,2)

~ (1—bez".

r—0

On en déduit wy 2 = 1 — b # 0. Déterminons ensuite w1 3. Pour x € R", on a de méme,

Wi s(z) = = y1(2)yh(z) — ¥i (2)ys(x) = wi g’z ?

= —aF(a,b,x)U(a+1,b+1,2) — %F(a—l— 1,b+1,2)U(a,b,z)

U(a, b, x) Ula+1,b+1,2) a

e N _ _ _
e . [ U(a.b.2) +bxF(b a,b+1,—x)
r(b—1)

D'aprés le point 2 du Lemme C.3,ona U(a,b,z) ~ o lefb, donc pour x dans un voisinage de O on a
T—>

L1 b[ . L)) 1 a]

T'(a) ar OG-z 5"

arF(b—a,b,—x)

W173(QZ) ~ —€

~(1- b)F(llj(;)l)exx_b,

T'(b—1)
T'(a)

linéairement indépendantes. Calculons enfin ws 2. Nous allons utiliser I'équivalent du point 1et I'€quivalent

douwy 3= (1-0) # 0. On en déduit que les fonction y; (x) = F(a,b, x) et y3(z) = U(a, b, ) sont

du point 4 du Lemme C.3 qui peut se réécrire

1N z _—(b—a
F(a,b,z) N F((aie z— (0=,

Ona

Waa(@) = y3(2)ya(z) — ys(2)ya(z) = wspr"e”
=U(a,b,z)(1 —=b)z°Fla—b+1,1—b,z)

a;if—glxl_bU(a, byz)F(a—b+2,3—bz)+az'U(a+1,b+1,2)F(a—b+1,2—b,z)
B (e R A e T
+ azg—(atD) F(i(i ;—?—)1) :L‘a_l]
o € ;EZ : F(E(i;—?m == )F(E(i;—?ne%_b
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douwszo = (1—0) F(Fa(:i)n' On en déduit directement le résultat. (]

Lemme C.3 Ona

1. Pourtousa € R etb € R, U(a,b,z) ~ 7% x — oo.

2. Pourtousa € R* eth € R\(Z_U{1}),U(a,b,z) = 2'"*U(a—b+1,2—b,z) ~ %xl_b, xr —
0.

3. Pourtousa € R,b e R\Z_, F(a,b,z) — 1, x — 0.

4memmxeR%aeRJWﬂ&ZﬂFmifﬂﬂ:e”F®—aJJﬁNFg%mﬂ,w—%w.

Preuve.

1. Soienta € R% ,b € Retx € R. Pourt dans un voisinage de 0, on a, pour toutn > 1,

=0

En effectuant le changement de variable y = xt, pour tout j € N, on voit que

oo o)
/ e—rtpati—lqp — .—(a+y) / e—yya—i-k—ldy =T(a+ j)x—(a—i-j)’
0 0

doncona
Ula,b,z) = F(“"‘J)(bl_ a)j (atj) + 0 (7"
Jj=0
—a - (a)J(b — a)J —(a+y) -n
=z "+ E ! J +I_O>OO($ )
Jj=1
~ %
T—>00

2. Soienta € R* ;b € R\(Z_ U{1}),etx € Ry.Daprésle LemmeC.1,0ona
rd—-@2-b)
F(a=b+1)—(2-0b)+1)

T((2-0b)—1) 1 (o
Fla—b+1) !~

=U(a—b+1,2—-b,z),

27U (a, b, z) = Fla—b+1,2-b,z)

(a—b+1—-(2-0)+1,2—(2-0),2)
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douU(a,b,z) = x'~U(a—b+1,2 —b, x). En effectuant le changement de variable u = 1/(1 +1),

on obtient
Ula,b,0) = T(a)"" /OOO <1 - “)H (i)b_a_l %du
=T(a)~? /Doo w1 — ) tdu
= TI'(a) 'Beta(l — b,a) = m
On a donc
Ulab) ~0 o _E(iféf)?)) VR br(ﬁ(;)l)'

. Soienta € R, b € R\Z_, etx € R".. Notons, pour n € N,
" (a); " (a); z7
S, = =1 —
w(@) =3 4 (b) + ),
7=0 ]:1
Ona F(a,b,z) = lim S,(x), et pour tout n € N, lim S,(z) = 1, donc d’aprés le Théoréme
n—>»o00 z—0
d’interversion des limites (découlant du Critere de Cauchy pour une fonction), on a

xligloF(a,b,x) = lim ( lim Sn(m)) = lim (hm S (x )) = 1.

r—0 \n—o0 n—o0 \z—0

. Soientx € R’ et0 < a < b. Nous ne montrerons que la partie F'(a,b, —x) = e *F(b—a,b,x),carla
preuve de I'équivalent figure dans le livre de (Slater, 1960) et repose sur une application du Théoréme
des résidus et de la Formule de Stirling dans C. D'apreés le Lemme C.1, la fonction e*F'(b — a, b, —x)

est solution de E/, tout comme y; et 1o, donc il existe deux constantes A, B telles que
e”F(b—a,b,—x) = AF(a,b,z) + Bz °F(a — b+ 1,2 — b, z)

D'apres le point 3 précédent, si B #+ 0, le terme de gauche est de I'ordre de 20 et le terme de droite
de l'ordre de 21~ quand © — 0, ce qui est absurde, on a donc B = 0. En faisant tendre z: vers O on

obtient A = 1.
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ANNEXE D
THEOREMES UTILES

Théoréme D.1 Théoréme de Rolle. [C. Scribot et F. Liret, Mini Manuel d’analyse, Dunod, 2010]
Soient a,b € R et f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur (a,b) et tell que f(a) = f(b). Alors il

existe ¢ € (a, b) tel que f'(c) = 0.

Théoréme D.2 Théoréme des accroissements finis généralisé.
Soient a,b € R, f et g des fonction continues sur [a, b|, dérivables sur (a, b). Alors il existe ¢ € (a, b) tel que

(g(b) — g(a))f'(c) = (f(b) — f(a))d'(c). Side plus ¢’ ne s‘annule pas sur (a,b) on peut écrire

Preuve.

La fonction ¢ : [a,b] — R, t — (g(b) —g(a)) f(t) — (f(b) — f(a))g(t) est continue sur [a, b] et dérivable
sur (a,b) et on a w(a) — p(b) = (9(b) — g(a))(f(a) — F(b)) — (F(b) — F(@))(g(b) — g(a)) = 0. Ainsi
d'apreés le Théoréme de Rolle (D.1), il existe ¢ € (a, ) tel que ¢’ (c) = 0, ce qui se récrit (g(b) — g(a)) f'(c) =
(f(b)— f(a))d'(c). Si¢g" nes‘annule pas sur (a, b), par contraposée du Théoréme de Rolle, ona g(b) # g(a).
On peut donc diviser les deux membre de I'égalité par g(b) — g(a) et ¢’(¢). O On obtient directement le

corollaire utile suivant :

Corollaire D.3 Inégalité des accroissement finis.
Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur (a, b). On suppose qu'il existe M € R

tel que pour tout t € (a,b), |f'(t)] < M.Alorsona:

£ (b) = fla)] < M|b—al.

Théoréme D.4 Théoreme des valeurs intermédiaires. [Bolzano, 1964]
Pour toute application continue f : [a,b] — R et tout réel u compris entre f(a) et f(b), il existe au moins

un réel c compris entre a et b tel que f(c) = u.
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Théoréme D.5 Regle de L'Hépital.

Soienta,b € R = RU{—o00, 0}, et f et g deux fonctions dérivables sur (a, b). Supposons que g’ ne s'‘annule

pas sur (a,b). Alors, Six%,‘g(x)’ = Ooetm%, g,((x; =/(€R,ona hm % L.

Preuve.
Supposons dans un premier temps que |¢| < co. Pour tous x,y € (a,b) tels que = < y, d'aprés le Théoréme

D.2, il existe ¢, ,, € (x,y) tel que

Lorsque g(y) # 0, cela peut se réécrire

f@W) _ (, 9@) fley) | f(@)
9(y) (1 g(y)> 9(cey)  9ly)

Soit ¢ > 0. Comme |g(y)| — oo lorsque y — b_, il existe n; > 0 tel que pour tout y € (a,b), on ait
(ly — bl < m = g(y) # 0). De méme, il existe ny > 0 tels que pour tous =,y € (a,b) tels que x < y, on

ait (Jz—b| < = |M| < e/2)etilexistens > Otel que (|z—b| < 13 = |%| < 1). De plus, puisque

linz g/Eg = {, il existe ny > 0 tel que (|x — b] < ny = ]f (C“f | < ¢/4). Ainsi, pour tous x,y € (a,b)
r—r0_
tels que x < y et |x — b| < n:= min{ny,n2,m3,mM1},0na

9(y) 9(y) cx,y 9(y)

dou le résultat.

Supposons a présent que { = co. Soient A, > 0 et posons A = (A+¢/2)/(1 —€). Puisque lim f,,((g =

z—b_
00, il existe 5 > 0 tel que pour tout x,y € (a,b), tels que = < y, on ait (|x — b| < N5 = gggﬂ” yg > A)
De plus, il existe n > 0 tel que (|z — b| < n3 = |%| < ). Ainsi, pour tous z,y € (a,b) telsque x < y
et |z — b| < n' := min{ni, N2, 5,15} on ait

@) (9@ flew) | F@) o x
g(y)_<1 9(y)> N > (A-e)d-e/2=

9 (czy)  9(y)
d'ou le résultat. Le cas ¢ = —oo se traite de la méme maniere. OJ

Lemme D.6 Soit ¢ : R — R une fonction continue et monotone. Posons, pour tout z € R,
xT
— [ ot
0
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S'il existe 8 € R? tel que

alorson a

Preuve. Supposons, sans perte de généralité, que ¢ est croissante. Soit ¢ € (0,1). Par hypothese, il existe

N € R’ tel que pour tout x > N, ona

(-9 <o) <1+9%
—e)— < P(z) < (14+¢)—.
B B
Soient x > N et h € (0,1). Comme ¢ est croissante, on a
z+hx B(1+ h)B B
hxo(x) < / o(t)dt = ®(x + hz) — P(z) < (1 + s)w —(1- E)x—.
2 B B
En divisant les termes de I'inégalité par hz® > 0 et en réarrangeant les termes, on obtient
o(x) (14+h)% -1 (14 h)8
<(l—-g)——~rA—— + 26— .
g1 S (L= &) g+ 2 gy

D’apres I'Inégalité de Taylor-Lagrange, on a

(1+h)? <14 Bh+ MhA?,

ou M = sup @wﬁ_? On en déduit que

z€(1,2]
p(x) M 1 M
i1 S (1—¢) <1+ﬁh>+25(1+5h+ah>‘

En prenant h = /e, il vient

f/g:f)l <1+M+2\@+5+A§6\@=1+0(\/5)-

B
On montre de la méme maniére que féf)l > 1+ O(y/¢e), dou le résultat. O

Théoréme D.7 Théoreme d'arrét. [Doob J.L. (1994), Measure Theory, Springer-Verlag.]
Considérons un espace probabilisé filtré (2, F = {F; },cr. ,IP). Soient (X;).er, une F-martingale continue

a droite, et o, T deux F-temps d’arrét avec T borné. Alors X - est intégrable, et on a
E [X7'|'FO'] = Xipo-
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Théoréme D.8 Théoréme de convergence monotone. [Intégrale de Lebesgue, cours de J.-C. Breton Univer-
sité de Rennes 1, 2016]
Considérons un espace mesuré (X, A, i). Soit ( fn)nen Une suite croissante de fonctions mesurables posi-

tives. Pour tout © € X, posons f(x) = lim f,(x) la limite dans [0, oc]. Alors, on a
n——oo

Théoréme D.9 Théoreme de convergence dominée. [Intégrale de Lebesgue, cours de J.-C. Breton Université
de Rennes 1, 2016]
Considérons un espace mesuré (X, A, u). Soit (fn)nen Une suite de fonctions mesurables a valeurs com-
plexes telle que f,, — f presque partout lorsque n — oo. S'il existe une fonction mesurable positive g
telle que

1. pour tout n € N, | f,,| < g presque partout,

2. g est p-intégrable,
alors
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ANNEXE E
CODE MATLAB DE LALGORITHME 1

global sigma2 mu r alpha a0 b0 m2 dO d1 k K lambda rho FO UO;

sigma2 = 1;

mu = 1;

r =0.1;

alpha = 0.02;

a0 = 1 + alpha/(2x(r - alpha));
b0 = 1/2;

m2 = 2x(r - alpha)/sigma2;

do = b;

di = 1;

k=1,

K=1,;

lambda = k/(1 + d1);
rho = K + dOxlambda;

FO

hypergeom(a0,b0,m(0));

U0 = kummerU(a0,b0,m(0));

max_iter = 20;

epsilon = 10~(-6);

% 1. Trouver x_tilde tel que G’’(x_tilde) = O.

x_old 1/2;

x_new = x_old - G2(x_o0ld)/G3(x_old);
compteurl = 1;

while abs(G2(x_old)) > epsilon & compteurl <= max_iter

x_old = x_new;

x_new = x_old - G2(x_o0ld)/G3(x_old);
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compteurl = compteurl + 1;
end
x_tilde = x_new;

G2(x_tilde)

x_1i = x_tilde/2;

cible

2;

delta

10~(-1);

while abs(cible) > epsilon

compteur2 = 0;

x_i_old = x_i;

repass = 0;

while abs(cible) > delta*10 & compteur2 <= max_iter & repass < 2
% 2. Choisir x_i < x_tilde et poser c_i = lambda/G’(x_i).
x_i = x_i + cible/abs(cible)*delta;
if x_i == x_i_old

repass = repass + 1;

end

c_i = lambda/G1(x_1i);

% 3. Trouver y_i > x_tilde tel que G’(y_i) = lambda/c_i.

y_old = x_tilde + 2;

y_new = y_old - (G1(y_old) - lambda/c_i)/G2(y_old);
compteur3 = 1;
while abs(Gl(y_new) - lambda/c_i) > epsilon & compteur3 <= max_iter

y_old = y_new;

y_new = y_old - (G1(y_old) - lambda/c_i)/G2(y_old);
compteur3 = compteur3 + 1;
end

y_1 = y_new;
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% 4. Calculer cible.
cible = lambdax*(y_i - x_i) - c_i*(G(y_i) - G(x_i)) - rho;
compteur2 = compteur2 + 1;
end
if compteur2 < max_iter
delta = delta/10;
end

end

%fonctions

function y = F(a,b,x)
y = hypergeom(a,b,x) ;

end

function y = U(a,b,x)
y = kummerU(a,b,x);

end

function y = m(x)

global r alpha sigma2 mu;

y = (r - alpha)/sigma2*(x + mu/(r - alpha))~2;

end

function y = G(x)
global a0 b0 FO UO;

y = exp(-m(x))*(U0*F(a0,b0,m(x)) - FO*U(al0,b0,m(x)));

97



end

function y = m1(x)
global r alpha sigma2 mu;
y = 2x(r - alpha)/sigma2+*(x + mu/(r - alpha));

end

function y = F1(x)
global a0 b0;
y = ml(x)*a0/b0*F(a0 + 1,b0 + 1,m(x));

end

function y = U1(x)
global a0 bO;
y = -m1(x)*a0*U(a0 + 1,b0 + 1,m(x));

end

function y = F2(x)
global a0 b0 m2;
y = m2%a0/b0*F(a0 + 1,b0 + 1,m(x))...
+ m1(x)~2*xa0*(a0 + 1)/(b0*(b0 + 1))*F(a0 + 2,b0 + 2,m(x));

end

function y = U2(x)
global a0 b0 m2;
y = -m2*xa0*U(a0 + 1,b0 + 1,m(x))...
+ ml1(x)~2*a0*(a0 + 1)*U(ald + 2,b0 + 2,m(x));

end

function y = F3(x)
global a0 b0 m2;
y = 3*ml(x)*m2*al0* (a0 + 1)/(b0*x (b0 + 1))*F(a0 + 2,b0 + 2,m(x)) ...
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+ ml(x)"3*xa0*(a0 + 1)*(ad + 2)...
/(bO* (b0 + 1)*(b0 + 2))*F(a0 + 3,b0 + 3,m(x));

end

function y = U3(x)
global a0 b0 m2;
y = 3*ml(x)*m2*al0* (a0 + 1)*U(a0 + 2,b0 + 2,m(x))...
-ml1(x)~"3*%a0*(a0 + 1)*x(a0 + 2)*U(a0 + 3,b0 + 3,m(x));

end

function y = G1(x)
global FO UO;
y = -m1(x)*G(x)...
+ exp(-m(x))*(UO*F1(x) - FOxU1(x));

end

function y = G2(x)
global m2 FO UO;
y = -m2%G(x) - ml(x)*G1(x) -ml(x)*exp(-m(x))...
*(UO*F1(x) - FOxU1(x))...
+ exp(-m(x))*(U0O*F2(x) - FOxU2(x));

end

function y = G3(x)
global m2 FO UO;
y = -2km2%G1(x) - m1(x)*G2(x) -(m2 - ml(x)"~2)*exp(-m(x))...
*(UO*F1(x) - FOxU1(x))...
- 2*m1 (x) *exp(-m(x))*(UO*F2(x) - FO*U2(x))...
+ exp(-m(x))*(UO*F3(x) - FOxU3(x));

end
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ANNEXE F
CODE MATLAB DE LALGORITHME 2

global mu sigma2 dO0 dl1 r alpha k K U0 FO a0 bO;
mu = 1;

sigma2 = 1;

do = 0;

di

]
(@)
=

)
o
1]

1 + alpha/(2*(r - alpha));
bO

1/2;
FO

hypergeom(a0,b0,m(0)) ;
U0 = kummerU(a0,b0,m(0));

niv = 17.47
div = 14.01
c = 15.62;

divmax = (niv - d0)/(1 + d1)
gdiv = g(div);

seuil = niv - f(div);

% trajectoires du proc. contrélé

x = 10; Y%capital initial

T

15000;

beta = -(r - alpha);
n = 1076;

N_traj = 200;
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Traj = zeros(N_traj,n);
Tau = zeros(N_traj,n);
for i = 1:N_traj
for j = 1:n
Tau(i,j) = -1;
end

end

for i = 1:N_traj

Traj(i,1) = x;

for j 2:n

Z = normrnd(0,1);

if Traj(i,j - 1) <= 0
Traj(i,j) = 0;
else
temp = Traj(i,j - 1)*exp(-beta*T/m)...
+ mu/betax(1l - exp(-beta*T/n))...
+ (sigma2/(2xbeta)* (1 - exp(-2xbeta*T/n)))~(1/2)*Z;
if Traj(i,j - 1) < niv
Traj(i,j) = temp;
else
Traj(i,j) = seuil;
Tau(i,j) = T/n*(j - 1); ’% instant de versement
end
end
end

end

% tracage des trajectoires

x_vec = linspace(0,T,n);

hold on
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for i = 1:N_traj
plot(x_vec,Traj(i,:))

end

hold off

yline(0,":k")

yl1

yline(niv,":k","$x~*$",interpreter="1atex")

yl2
yll.LabelVerticalAlignment = "middle";

yl2.LabelVerticalAlignment = "middle";

% estimation MC de la performance de la stratégie

J =0;
for i = 1:N_traj
for j = 1:n
if Tau(i,j) >= 0
J = J + gdiv¥exp(-r*Tau(i,j));
end
end

end

(&
Il

J/N_traj

<
1]

c*xG(x)

%fonctions

function y = f£(x)
global dO di;
v = do + (1 + di)#x;

end

function y = g(x)

global k K;
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y = -K + k*x;

end

function y = F(a,b,x)
y = hypergeom(a,b,x) ;

end

function y = U(a,b,x)
y = kummerU(a,b,x);

end

function y = m(x)

global r alpha sigma2 mu;

|

y = (r alpha)/sigma2*(x + mu/(r - alpha))~2;

end

G(x)

function y
global a0 bO FO UO;
y = exp(-m(x))*(U0*F(a0,b0,m(x)) - FO*U(al,b0,m(x)));

end
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ANNEXE G
CODE MATLAB DE LALGORITHME 3

global mu r alpha sigma a0 bO cO gamma k K lambda rho dO di;

mu = 0.1;

r =0.1;

alpha = 0.2;

sigma = 0.25;

a0 = -2*sigma~(-2)*(r - alpha);
b0 = -mu/(r - alpha);

c0 = -r/(r - alpha);

gamma = 1;

k 0.8;

K

0.005;
do

0.01;
dl = 0.1;
lambda = k/(1 + d1);

rho = K + dO*xlambda;

xold = zeros(4,1);

xold(1,1) = 1;
x0ld(2,1) = 1;
x01d(3,1) = 0.4;
xold(4,1) = 0.7;

epsilon = 10~(-15);

xnew = J(xo0ld)\(-H(xo0ld)) + xold;

diff

(xnew - xo0ld)’*(xnew - xold);

while diff > epsilon

104



x0ld = xnew;

xnew = J(xo0ld)\(-H(xo0ld)) + xold;
diff = (xnew - xo0ld)’*(xnew - xo0ld);
end
H(xnew)
A = xnew(1,1)
B = xnew(2,1)

x_chapeau = xnew(3,1)
x_etoile = xnew(4,1)

div = (x_etoile - x_chapeau - d0)/(1 + d1)

n = 1000;

x_vec = linspace(0,3,n);

L_vec zeros(1,n);

V_vec = zeros(l,n);
for i = 1:n

L_vec(1,1i)

L(A,B,x_chapeau,x_etoile,x_vec(i));
V_vec(1,i) = V(A,B,x_chapeau,x_etoile,x_vec(i));

end

hold on

plot(x_vec,V_vec)

plot(x_vec,L_vec)
xline(x_etoile,":k","$x"*$",interpreter="1latex")
yline(0,":k")

legend ("$V$", "$\mathcal{L}V$",interpreter="1latex")

hold off

n = 1000;
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x1
x2
x3
x4
xb

x6

x_vec_1 =
x_vec_2
x_vec_3
x_vec_4 =
x_vec_b =
x_vec_6 =

x_vec_T

rho/lambda
rho/lambda
rho/lambda
rho/lambda

rho/lambda

+

+

x_chapeau/5;

2%X_

3*kx_

chapeau/5;

chapeau/5;

x_chapeau + 0.1;

x_chapeau + 0.2;

rho/lambda + x_chapeau + 0.3;

linspace(0,x1 -
linspace(0,x2
linspace(0,x3
linspace(0,x4
linspace(0,x5

linspace(0,x6 -

rho/lambda,n) ;

rho/lambda,n);

rho/lambda,n) ;

rho/lambda,n) ;

rho/lambda,n);

rho/lambda,n) ;

linspace(rho/lambda + x_chapeau,x_etoile,n);

Phil_vec_1
Phil_vec_2
Phil_vec_3
Phi2_vec_1
Phi2_vec_2

Phi2_vec_3

zeros(1,n);
zeros(1,n);
zeros(1,n);
zeros(1,n);
zeros(1,n);

zeros(1,n);

Psi_

for

end

3

vec =

i=1:n

Phil_vec_1(1,1)
Phil_vec_2(1,1)
Phil_vec_3(1,i)
Phi2_vec_1(1,1)
Phi2_vec_2(1,1)

Phi2_vec_3(1,i)

zeros(1,n);

Phi(A,B,x_chapeau,x_etoile,x1,x_vec_1(i));
Phi (A,B,x_chapeau,x_etoile,x2,x_vec_2(i));
Phi(A,B,x_chapeau,x_etoile,x3,x_vec_3(i));
Phi(A,B,x_chapeau,x_etoile,x4,x_vec_4(i));
Phi(A,B,x_chapeau,x_etoile,x5,x_vec_5(i));

Phi(A,B,x_chapeau,x_etoile,x6,x_vec_6(i));

Psi_vec(1,i) = Psi(A,B,x_chapeau,x_etoile,x_vec_7(i));
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hold on
plot(x_vec_1,Phil_vec_1)
plot(x_vec_2,Phil_vec_2)
plot(x_vec_3,Phil_vec_3)
xline(rho/lambda,":k","$\rho/\lambda$",interpreter="1atex")
xline(x1 - rho/lambda,":k","$x_1 - \rho/\lambda$",interpreter="latex")
xline(x2 - rho/lambda,":k","$x_2 - \rho/\lambda$",interpreter="latex")
xline(x3 - rho/lambda,":k","$x_3 - \rho/\lambda$",interpreter="latex")
legend ("$\Phi_{x_1}~1$","$\Phi_{x_2}~1$","$\Phi_{x_3}"1$",interpreter="latex")
hold off
h}
Al
hold on
plot(x_vec_4,Phi2_vec_1)
plot(x_vec_5,Phi2_vec_2)
plot(x_vec_6,Phi2_vec_3)
xline(x4 - rho/lambda,":k","$x_4 - \rho/\lambda$",interpreter="latex")
xline(x5 - rho/lambda,":k","$x_5 - \rho/\lambda$",interpreter="latex")
xline(x6 - rho/lambda,":k","$x_6 - \rho/\lambda$",interpreter="latex")
xline(x_chapeau,":k","$\widehat{x}$",interpreter="1atex")
legend ("$\Phi_{x_4}~2$","$\Phi_{x_5}"2$","$\Phi_{x_6}"2$",interpreter="1latex")
hold off
5}
Al
plot(x_vec_7,Psi_vec)
xline(x_chapeau + rho/lambda,":k","$\widehat{x}+\rho/\lambda$",interpreter="1atex")
xline(x_etoile,":k","$x"*$",interpreter="1latex")
x1im([0.4,0.51)
legend ("$\Psi$",interpreter="1latex")
5}

% fonctions
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function y = a(n)

global a0 cO;

if n==0
y=1
else
P=1;
for i = 0:(n - 1)
P = Pxa0*(2*%i + c0)/((2%i + 2)*(2*%i + 1));
end
y =P
end

end

function y = b(n)

global a0 cO;

if =0
y=1
else
P=1;
for i = 0:(n - 1)
P = Pxa0*(2%i + 1 + c0)/((2%i + 3)*(2%i + 2));
end
y =P
end

end

function y = sA(x)
global bO;
S0 = 0;
for n = 0:100
S0 = 80 + a(n)*(x - b0)~(2*n);

end
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function y = sB(x)
global bO;
S0 = 0;
for n = 0:100
S0 = SO0 + b(n)*(x - bO)~(2*n + 1);

y = S0;

end

function y = S(A,B,x)
y = AxsA(x) + B*sB(x);

end

function y = sA1(x)
global bO;
S0 = 0;
for n = 0:100
S0 = SO0 + 2x(n + 1)*a(n + 1)*(x - b0)~(2*n + 1);

y = S0;

end

function y = sA2(x)
global bO;
S0 = 0;
for n = 0:100
S0 = 80 + 2k(n + 1)*(2%n + 1)...
*a(n + 1)*(x - b0)~(2*n);

end
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function y = sB1(x)
global bO;
S0 = 0;
for n = 0:100
S0 = S0 + (2#n + 1)*b(n)*(x - b0)~(2*n);

y = S0;

end

function y = sB2(x)
global bO;
S0 = 0;
for n = 0:100
SO0 = S0 + (2%n + 3)*(2*n + 2)...
*b(n + 1)*(x - b0)~(2*%n + 1);

end

function y = S1(A,B,x)
y = AxsA1(x) + B*sB1l(x);

end

function y = S2(A,B,x)
y = AxsA2(x) + B*sB2(x);

end

function y = h(x)

global gamma lambda rho;
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y = (lambda*x - rho) ~gamma/gamma;

end

function y = h1(x)
global gamma lambda rho;
y = lambda*(lambda*x - rho)~(gamma - 1);

end

function y = h2(x)

global gamma lambda rho;

if gamma "= 1

y = (gamma - 1)*lambda~2x*(lambda*x - rho) "~ (gamma - 2);
else

y =05
end

end

function out = H(x)

temp = zeros(4,1);

A=x(1,1);

B = x(2,1);

temp(1,1) = S(A,B,0);

temp(2,1) = S(A,B,x(4,1)) - S(A,B,x(3,1)) - h(x(4,1) - x(3,1));
temp(3,1) = S1(4,B,x(4,1)) - h1(x(4,1) - x(3,1));

temp(4,1) = S1(4,B,x(3,1)) - h1(x(4,1) - x(3,1));

out = temp;

end

function out = J(x)

=
I

zeros(4,4);
A=x(1,1);
B =x(2,1);

M



M(1,1) = sA(0);

M(1,2) = sB(0);

M(1,3) = 0;

M(1,4) = 0;

M(2,1) = sA(x(4,1)) - sA(x(3,1));

M(2,2) = sB(x(4,1)) - sB(x(3,1));

M(2,3) = -S1(A,B,x(3,1)) + h1(x(4,1) - x(3,1));
M(2,4) = S1(A,B,x(4,1)) - h1(x(4,1) - x(3,1));
M(3,1) = sA1(x(4,1));

M(3,2) = sB1(x(4,1));

M(3,3) = h2(x(4,1) - x(3,1));

M(3,4) = 82(A,B,x(4,1)) - h2(x(4,1) - x(3,1));
M(4,1) = sA1(x(3,1));

M(4,2) = sB1(x(3,1));

M(4,3) = 82(A,B,x(3,1)) + h2(x(4,1) - x(3,1));
M(4,4)

- h2(x(4,1) - x(3,1));
out = M;

end

function y = Lsup(A,B,x_chapeau,x)
global r sigma mu alpha;
y = -r*(S(A,B,x_chapeau) + h(x - x_chapeau))...
+ (mu + (r - alpha)*x)*hl(x - x_chapeau)...
+ sigma~2/2*h2(x - x_chapeau);

end

function y = Linf(A,B,x)
global r sigma mu alpha;
y = -r*S(A,B,x) ...
+ (mu + (r - alpha)*x)*S1(A,B,x)...
+ sigma~2/2*52(A,B,x);

end
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function y = L(A,B,x_chapeau,x_etoile,x)

if x <= x_etoile

y = Linf(A,B,x);
else

Lsup(A,B,x_chapeau,x) ;

<
1]

end

end

function y = V(A,B,x_chapeau,x_etoile,x)

if x <= x_etoile

y = S(A,B,x);
else

S(A,B,x_chapeau) + h(x - x_chapeau);

<
Il

end

end

function y = Phi(A,B,x_chapeau,x_etoile,x,y)
y = V(A,B,x_chapeau,x_etoile,y) + h(x - y);

end
function y = Psi(A,B,x_chapeau,x_etoile,x)

y = V(A,B,x_chapeau,x_etoile,x) - h(x - x_chapeau);

end
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