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RESUME

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a I’énumération des polyominos et foréts
de polyominos inscrits dans un rectangle de largeur et de hauteur quelconques
selon des parameétres tels que 'aire, le périmétre, le nombre de feuilles et le nombre

de composantes connexes.

Plus précisément, soit B un entier naturel non nul et Rp la famille des rectangles
de largeur B et de hauteur entiére. Nous construisons des automates Ag et Aprp
dont les chemins sont en bijection respectivement avec les polyominos et les foréts
de polyominos contenus dans les rectangles de Rp. Nous construisons les matrices
de transition relatives a chacun des automates et les théorémes garantissant 'ins-
criptibilité d’un polyomino dans un rectangle de Rp. Nous énumérons tous les

polyominos et les foréts de polyominos inscrits dans ces types de rectangles.

N

Pour arriver a nos fins, nous établissons plusieurs formules fondamentales et
exactes relevant de la combinatoire, notamment les formules permettant les déter-
minations d’aire, de périmétre, du nombre de feuilles et du nombre de composantes
connexes échangés lors d’'une transition d’un état a un autre. Nous présentons de
fagon détaillée les cas B = 2 et B = 3 notamment la génération des matrices de

transfert ainsi que les fonctions génératrices associées.



ABSTRACT

In this thesis we are interested in the enumeration of polyominoes and forests
of polyominoes inscribed in a rectangle of any width and height according to
parameters such as the area, the perimeter, the number of leaves and the number

of connected components.

More precisely, let B be a non-zero natural number and Rg the family of rectangles
of width B and integer height. We build automata Ap and App whose paths are
in bijection respectively with the polyominoes and the forests of polyominoes
inscribed in the rectangles of Rp. We construct the transition matrix with respect
to each of the automata from which and from the theorems guaranteeing the
polyomino is inscribed in a rectangle of Rg. We enumerate all the polyominoes

and the forests of polyominoes inscribed in these types of rectangles.

To achieve our goals, we establish several formulas related to combinatorics in
particular, the formulas allowing the determination of area, perimeter, the number
of leaves and the number of connected components exchanged during a transition
of one state to another. We present in detail the cases B = 2 and B = 3 in

particular we generate transition matrix and associated generating functions.



INTRODUCTION

L’étude des polyominos a une longue histoire, remontant au début du 20°¢ siecle,
mais ils ont été popularisés grace a Golomb (1966, 1989), puis par Martin Gard-
ner dans ses chroniques parus dans Scientific American intitulés « Mathematical
Games » Gardner (1977) et, enfin, par David Klarner dans I'article Klarner et
Rivest (1973). Ils constituent désormais un sujet populaire en mathématiques ré-
créatives et ont également suscité l'intérét des mathématiciens, des physiciens, des

biologistes et des informaticiens.

L’un des problémes fondamentaux considérés concernant les polyominos est la
détermination de leur nombre en fonction de leur aire. Bien qu’il y ait eu, ces
derniéres années, quelques progrés dans des ouvrages portant sur I’énumération
des polyominos, notamment dans Delest et Dulucq (1993), une formule facilement
calculable reste en suspens. L’énumération des polyominos dépend de certains pa-
rametres qui les caractérisent parmi lesquels on peut citer entre autres leur aire
et leur périmétre. Pour le moment, il n'y a pas de formule générale permettant
d’énumérer des polyominos selon les statistiques considérées, la méthode abordée
dans Klarner et Rivest (1973) en est un exemple. En revanche, plusieurs mé-
thodes d’énumération de certaines familles de polyominos ont été développées ces
derniéres décennies. Une grande partie de ces nouvelles avancées portent sur la

convexité et l'orientation des polyominos.

Delest et Viennot (1984) ont prouvé que les polyominos convexes de périmétre
2n + 8 sont au nombre de (2n+ 11)4" —4(2n+ 1){?"}, un résultat confirmé quatre

ans plus tard par Chang et Lin (1988) & travers les séries génératrices dépendantes



de la hauteur et de la largeur de ces derniers. Avec la physique statistique, la notion
de polyomino dirigé a été introduite : un polyomino dirigé est un polyomino dont
une des cellules, appelée source, est fixée et chacune des autres cellules est atteinte
par un chemin dans deux directions partant de la source. Derrida et al. (1982)
ont énuméré certains polyominos dirigés en fonction de leur aire dont des résul-
tats similaires peuvent étre consultés dans un article de Hakim et Nadal (1983).
Gouyou-Beauchamps et Viennot (1988) ont énuméré les polyominos sur la base
de leur aire et leur périmétre, et Viennot en a fait la synthése (Viennot (1985)).
Delest et Dulucq (1993) ont de leur coté énuméré les polyominos verticalement
convexes et dirigés sur la base de leur aire et de leur périmétre tandis que les po-
lyominos dirigés diagonalement convexes ont été étudiés par Privman et Svrakic
(1988) sur la base de leur aire. Bien que 'utilisation des séries génératrices sui-
vant les dimensions des polyominos ait contribué a I’énumération des polyominos
convexes, il est a noter que, pour le moment, ces résultats restent partiels et le
plus souvent asymptotiques et dépendants d’une certaine sous-classe de polyomi-
nos. Notamment on ne sait toujours pas énumérer les polyominos convexes suivant
laire. Klarner et Rivest (1973) en ont trouvé une estimation asymptotique alors
que Bousquet-Mélou (1993) établit un systéme de ¢ équations dont une des com-
posantes de la solution est la série génératrice des polyominos convexes, comptés

suivant la hauteur, la largeur et 'aire.

Goupil et ses coauteurs ont étudié des polyominos inscrits dans des rectangles
de dimensions données (Goupil et al. (2010)). Ils ont entre autres énuméré les
polyominos inscrits d’aire minimale et ensuite les polyominos inscrits d’aire mini-
male plus un et plus deux. Parmi les travaux notables, nous avons 'article Goupil
et al. (2013) dans lequel, en considérant certaines statistiques données, les auteurs
ont construit des formules exactes et des fonctions génératrices énumérant les

polyominos non nécessairement convexes et inscrits dans un rectangle. Des princi-



pales fonctions génératrices, ils ont déduit les fonctions génératrices et les formules
exactes des polyominos d’indices un et deux avec des formules plus générales que

celles déja établies sans la contrainte de convexité.

Depuis la fin du 19°¢ siécle, les polyominos apparaissent régulierement dans les
puzzles et les jeux, dont le jeu Tétris. Ils sont utilisés dans les pavages de surfaces
et interviennent en modélisation dans les domaines de la biologie, de la physique
statistique et de la chimie. En effet, les polyominos modélisent I’écoulement d’un
fluide dans les problémes de percolation tout en évaluant la probabilité que le
fluide passe au travers d’'un certain matériau (Rousseau (2014)). Du point de
vue chimique, les molécules et les polyméres peuvent étre représentés par des

polyominos ou par des polycubes (Bousquet-Mélou et Rechnitzer (2003)).

Plusieurs avancées ont été faites ces derniéres décennies par rapport a ce sujet.
La plupart des études se limitent & la fixation d’au moins un des parameétres tels
que la hauteur ou la largeur du rectangle dans lequel ces polyominos sont inscrits.
La question qui s’y dégage est donc celle-ci : n’est-il pas possible d’énumérer
des polyominos inscrits dans un rectangle de dimensions quelconques en tenant
compte des paramétres d’aire, de périmétre, du nombre de feuilles et du nombre
de composantes connexes 7 Une partie des réponses a cette question se trouve dans

ce mémoire.

Le premier chapitre est consacré aux rappels des termes techniques qui sont utilisés
tout au long de ce travail, notamment les généralités sur les polyominos, les séries

génératrices, la théorie des langages et des automates et les partitions non croisées.

Dans le chapitre 2, nous construisons l'automate nous permettant de générer et
d’énumérer les polyominos inscrits dans un rectangle de dimensions quelconques.
Dans ce méme chapitre, nous présentons en détails les automates pour le cas des

rectangles de largeur 2 et 3.



Dans le troisiéme chapitre nous construisons, tout comme dans le deuxiéme cha-
pitre, 'automate permettant de générer et d’énumeérer les foréts de polyominos

inscrites dans un rectangle de dimensions quelconques.

Au chapitre 4, nous présentons les principaux algorithmes permettant I'implémen-

tation des formules obtenues aux chapitres précédents.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Ce chapitre rappelle quelques concepts fondamentaux qui sont utiles dans la suite
de ce mémoire. Il s’agit donc de la terminologie et des résultats déja connus dans

la littérature sur lesquels se base l'essentiel de nos travaux.

Nous évoquons dans un premier temps quelques généralités sur les polyominos.
Ensuite, nous rappelons quelques notions sur la théorie des langages et des auto-

mates. Puis nous terminons avec la notion de partition non croisée.

1.1 Généralités sur les polyominos

Dans cette section, nous passons en revue quelques définitions et propriétés sur

les polyominos.

1.1.1 Quelques définitions et exemples

Une cellule est un carré dont les cotés mesurent I'unité (figure 1.1). Deux cellules
sont dites adjacentes si et seulement si elles ont un c6té en commun. Un polyomino

est un ensemble connexe de cellules (figure 1.2a).

Une forét de polyominos est une collection de polyominos disjoints (figure 1.2b).

Chaque polyomino d’une forét de polyominos est une composante conneze de cette



Figure 1.1: Une cellule.

derniére. Deux cellules appartenant & une méme composante connexe sont dites

connectées.

(b) Une forét de deux polyominos ins-
a) Des polyominos. crite dans un rectangle de largeur 3 et
y
de hauteur 4.

Figure 1.2: Deux polyominos et une forét de polyominos.

Un pas ou un déplacement unitaire entre deux cellules connexes est le segment
(vertical ou horizontal) de longueur unité ayant pour extrémités les centres de
ces cellules. Son orientation dépend ainsi de la position de 'une des cellules par

rapport a l'autre (en tenant compte des quatre points cardinaux).

Un chemin dans un polyomino est une suite de pas connectés deux a deux aux

extrémités.

Le degré d’une cellule d’un polyomino est le nombre de cellules qui lui sont adja-

centes et chacune de ses cellules de degré 1 est appelée feuille.

Dans un polyomino, nous définissons le périmetre d'une cellule comme étant la

différence entre le nombre 4 et son degré.



Figure 1.3: Exemple de polyomino inscrit dans le rectangle 4 x 3.

L’aire d’un polyomino est le nombre de cellules qui le constituent et son périmetre

est la somme des périmétres de toutes les cellules qui le composent.

Exemple 1.1.1. Considérons le polyomino de la figure 1.3. A part la cellule de
droite de la ligne en bas et celle qui lui est adjacente (4 gauche) dont les périmétres
sont respectivement 3 et 1 , les sept autres cellules ont chacune 2 comme périmétre.
Le périmeétre total de ce polyomino est alors 2 x 7T+ 3+ 1 = 18. Son aire est 9 et

il a une feuille.

1.1.2 Quelques classes de polyominos

Un polyomino colonne est un polyomino dont les cellules sont empilées verticale-
ment 'une au-dessus de 'autre sur une seule colonne formant ainsi un ensemble

connexe.

Un polyomino ligne est un polyomino obtenu d'un polyomino colonne par une

rotation de 90°.

(a) Polyomino colonne (b) Polyomino ligne.

Figure 1.4: Exemples de polyominos colonne et ligne.

Un polyomino est dit wverticalement convezre si chacune de ses colonnes est un



ensemble connexe de cellules.

Il est dit horizontalement conveze si chacune de ses lignes est un ensemble connexe

de cellules.

Il est dit conveze s’il est & la fois horizontalement et verticalement convexe.

Figure 1.5: Ces polyominos de la gauche vers la droite sont verticalement convexe,
horizontalement convexe et convexe.

Exemple 1.1.2. Les polyominos de la figure 1.5 sont de la gauche vers la droite

verticalement convexe, horizontalement convexe et convexe.

Le polyomino parallélogramme est un polyomino convexe dont la suite des niveaux
des cellules les plus basses (respectivement les plus hautes) de ses colonnes croit

de la gauche vers la droite (figure 1.6).

Figure 1.6: Polyomino parallélogramme.



Un polyomino serpent est un polyomino qui a au moins deux cellules et dont deux

cellules sont de degré 1 et les autres de degré 2 (figure 1.7).

Figure 1.7: Polyomino serpent.

1.2 Polyomino inscrit dans un rectangle
Un polyomino est dit contenu dans un rectangle si aucune de ses cellules n’est en
dehors de ce dernier. Dans ce cas on dit que ce rectangle le contient.

Ainsi tout polyomino est dit inscrit dans le plus petit rectangle qui le contient

(figure 1.8a).

Une forét de polyominos est dite inscrite dans un rectangle B x H, ou B, H €

N — {0}, si ce dernier est le plus petit rectangle qui la contient (figure 1.9).

Le rectangle dans lequel est inscrit un polyomino ou une forét de polyominos est

dit rectangle circonscrit & ce polyomino ou a cette forét de polyominos.

(a) Polyominos inscrits dans le (b) Polyomino non inscrit dans
rectangle 3 x 3. le rectangle 3 x 3.

Figure 1.8: Exemples de deux polyominos inscrits et un polyomino non inscrit.
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Figure 1.9: Forét de polyominos inscrite dans le rectangle 4 x 5.

Exemple 1.2.1. Les polyominos de la figure 1.8a sont inscrits dans le rectangle
3% 3 (carré de coté 3) alors que le polyomino de la figure 1.8b est non inscrit dans

le carré 3 x 3 dans lequel il est contenu, car il ne touche pas le bord gauche.

La hauteur et la largeur d’un polyomino sont respectivement la hauteur et la

largeur du rectangle qui lui est circonscrit.

Un polyomino d’aire minimale, ou d’indice 0, est un polyomino inscrit dans un

rectangle B x H et d’aire B+ H — 1.

Un polyomino d’aire minimale plus r, ou d’indice r, est un polyomino inscrit dans

un rectangle B x H et d’aire B+ H +1r — 1.

Exemple 1.2.2. Le polyomino de la figure 1.10a et celui de la figure 1.10b sont

respectivemnt d’indice 0 et d’indice 1.

(a) Polyomino d’indice 0. (b) Polyomino d’indice 1.

Figure 1.10: Exemples de polyominos d’indice 0 et d’indice 1.

L’étude des polyominos d’indice » = 0,1,2 a fait I'objet de quelques articles de
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Goupil et al. Dans un premier temps, cette famille de ployominos, inscrits dans un
rectangle de taille donnée, a été introduite dans la publication Goupil et al. (2010)
ou plusieurs formules exactes ainsi que les fonctions génératrices ont été établies
puis utilisées pour énumeérer les polyominos arbres inscrits dans un rectangle d’aire
minimale plus un. On retrouve des résultats similaires en dimensions 3, cas des
polycubes, dans Goupil et Cloutier (2011). Ensuite, des formules préétablies dans
Goupil et al. (2010) sont déduites les fonctions génératrices et les formules exactes

des polyominos d’indice 1 et 2, faisant ainsi 'objet de I'article Goupil et al. (2013).

A partir des résultats sur la série génératrice du nombre de polyominos convexes
inscrits dans un rectangle de taille B x H, Chang et Lin (1988), Gessel (1999)

donnent une formule permettant de calculer ce nombre.

Tout comme dans les publications de Goupil précitées, I’énumération des poly-

ominos inscrits est détaillée par plusieurs auteurs dont Bousquet-Mélou (1993).

Dans la plupart des travaux portant sur les polyominos inscrits, l’'objectif principal
est le dénombrement des polyominos en fonction de certains paramétres tels que
le périmétre, ’aire et le nombre de feuilles. Dans ce mémoire, nous nous proposons
de dénombrer les polyominos inscrits dans un rectangle B x H, H variable, en
fonction de la hauteur du rectangle, de I'aire et du périmétre de chaque polyomino

et chaque forét de polyominos inscrits.

1.3 Théorie des langages, des automates et des transducteurs

La théorie des langages, des automates et des transducteurs est I'un des outils
fondamentaux dont nous avons besoins dans la suite de nos travaux. Les automates
nous facilitent particuliérement I’énumération de tous les polyominos inscrits, dans

un rectangle donné, sans omission.
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1.3.1 Monoide et semi-anneau

Définition 1.3.1. (1) Soit G un ensemble muni d’une loi interne, notée *,
associative et admettant un élément neutre e. Alors le couple (G, *) est un
monoide. Il est dit commutatif lorsque pour tout g,h € G, gxh = hxg.

(11) Soit (G,*, L) un triplet dont G un ensemble avec * et L des lois associa-
tives. On suppose qu’il existe deux éléments e et 1 de G tels que (G, *) soit
un monoide commutatif d’élément neutre e et (G, L) un monoide d’élément
neutre 1. Alors (G,x, L) est appelé semi-anneau. Plus généralement dans
un semi-anneau (G,, L), la loi x est l'addition (+) d’élément neutre O et

1 est la multiplication (x ) d’élément neutre 1.
1.3.2 Alphabet, mot, langage
Un alphabet 3 est un ensemble fini de symboles.
Un mot w sur un alphabet ¥ est une suite finie de symboles de .

La longueur d’un mot w, notée |w| est le nombre de symboles le constituant. Par
convention pour tout alphabet ¥, il existe un mot de longueur 0 noté € et appelé

mot vide.
L’ensemble de tous les mots sur I’alphabet ¥ est noté X*.
>* muni de la concaténation est un monoide libre.

Un langage sur un alphabet > est un ensemble fini ou infini de mots sur . C’est

un sous-ensemble de >*.

Exemple 1.3.1. X1 = {a,b,c}, Xy = {\, u,v,w} sont deux exemples d’alphabets.
wy = abbca et wy = pvAvv sont des mots respectivement sur Y , et sur y_, de

longueur 5.
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1.3.3 Automate

Un automate fini élémentaire est la donnée d’'un quintuplet

A=(Q,%,1,F R)

ou () est un ensemble fini non vide d’éléments appelés états de A, X est un alphabet
fini appelé alphabet de 'automate A, I et F' sont des sous-ensembles non vides
de @ dont les éléments sont respectivement les états initiauxr et les états finaux
de A, puis R est un sous-ensemble de Q X ¥ x () appelé ensemble des transitions.

Pour un tel automate, si (p,w,q) € R on a |w| = 1.

On désigne par d la relation sur ) dont le graphe est R c’est-a-dire pour p,q €
Q, pdq si et seulement s’il existe w € X tel que (p,w,q) € R. On note par
Ds l'ensemble {(p,w) € Q@ x ¥ :3q € Q, (p,w,q) € R}. On note que § définit une

relation qui n’est pas nécessairement une fonction entre Djs et (), car on peut avoir

(p)w7QI)7 (p7w7q2) € R avec q1 7é q2.

Remarque 1.3.1. On étend naturellement § a

D; ={(p,w) € Q@ x¥":3q€Q,(p,w,q) ERC QXL xQ}

en posant :

8(g,e) = q,

d(q,aw) = 6(0(q,a),w), aveca € X et w e X"

Ainsi on a la définition généralisée d’un automate fini en considérant R comme

étant un sous-ensemble de Q X > X Q. Les transitions dans ce cas sont des mots.
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Un tel automate n’est plus élémentaire lorsqu’au moins une de ses transitions est

de longueur supérieure ou égale a 2.
Exemple 1.3.2. L’illustration de la figure 1.11 représente un automate fini élé-

mentaire pour lequel I = {QO7Q2}7 Y = {CL, b}a Q = {QO7QIanaq3)Q47q57T17r2}7

F = {Qla%ﬂ“l} et

R = {(QOa a, q1)7 (q07 b7 Tl)a (q1a a, ql)v (CI17 b7 QQ)a (q27 a, q1)7 (q27 b7 Q2)7 (rlv b7 Tl)a
r,a, 7"2)7 (T27 b7 Tl)a (T27 a, T2)7 (q()a b) Q3)7 (q()a a, Q4)7 (CI47 a, q4)a (q47 bv Tl))

(
(q57 a, T2)7 (Q57 a, Q4)7 (Q37 b7 q2)7 <QQ7 b7 T2)}'

Figure 1.11: Exemple d’automate fini élémentaire non déterministe.

Définition 1.3.2. L’automate A est dit déterministe si I est réduit a un seul
élément (c’est-a-dire un seul état initial qo) et pour tous p,q,q € Q et a € X, si

(p,a,q),(p,a,q") € R, alors q = ¢’ ce qui signifie que § est une fonction.
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Ainsi, si A est un automate fini déterministe, il existe une fonction d : QXX — Q

telle que pour (p,a,q) € R,d(p,a) = q. On écrit alors A= (Q, %, qo, F, 0).

Exemple 1.3.3.
Dans l'automate de la figure 1.12, on a I = {qo}, X = {a,b}, Q@ = {q0, ¢1, 92,71, 72},

~(=)

b
a

S ONNO=1
(o)

Figure 1.12: Exemple d’automate fini élémentaire déterministe.

F=A{q,r} et
R = {(q07 a, QI)7 (QOJ b7 Tl)? (CI1> a, 91)7 (qla b7 q2)7 (QQJ a, QI)7 (QZ; b7 92)7 (Tla b7 Tl)

(Tla a, 712)7 <T27 b? Tl)a (7‘2, a, 7‘2>}.

C’est un automate déterministe.

Un mot w = wiws.. w,, w; € >, 1 <i<mn,neN, est dit reconnu ou accepté par
un automate fini A = (Q, %, I, F, R), s’il existe qo € 1,1 € N\{0}, my,ma,...,m; €

>, a1, q2, - q € Q tels que

(g0, m1,q1), (1, M2, q2), ..., (q—1, M4, @) € R, (1.1)

w = mims...my et q € F.

Le langage accepté par lautomate fini A est l’ensemble de tous les mots de >
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acceptés par A.

Particulierement, le langage accepté par un automate fini déterministe

A=(Q,%,q,F,0) est LILA) = {w e X" :0(q,w) € F}.

Lemme 1.3.1. Tout langage accepté par un automate fini non déterministe est
accepté par un automate fini non déterministe élémentaire défini sur le méme

alphabet 3.

La démonstration du lemme 1.3.1 peut étre consultée dans Rabin et Scott (1959).

Proposition 1.3.1. Tout langage accepté par un un automate fini non détermi-

niste est accepté par un automate fini déterministe.

On retrouve la preuve de cette proposition dans Hopcroft et al. (1979) et Rabin
et Scott (1959).

Les aspects abordés dans cette sous-section sont largement détaillés dans Hopcroft

et al. (1979), Sipser (1996) et Rabin et Scott (1959).

1.3.4 Transducteur

Pour mieux expliquer ’aspect calculatoire des transitions des automates que nous

utilisons, dans la suite, il est impératif d’introduire la théorie de transducteur.

Définition 1.3.3. Soit F, et Fy deux sous-ensembles de ¥ (ou de ¥*). Ey + Ey

est la réunion des deux ensembles (c’est-a-dire Ey + Ey = Ey U Es, en particulier

sia,be X", {a} +{b} = {a} U{b})

Le produit EyFEy est le produit cartésien des ensembles Fy et Fy (c’est-a-dire

E1E2 = {mlmg tmy € El,mg € EQ})
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Définition 1.3.4. Soit X un alphabet fini. Les expressions rationnelles sur ¥ sont
définies de maniere inductive par :
(1) 0 et e sont des expressions rationnelles ;
(ii) tout élément a de ¥ est une expression rationnelle ;
(i1) si Ey et Ey sont deux expressions rationnelles de ¥ alors Ey + Es, E1Es,
E} et E sont des expressions rationnelles de 3.
L’ensemble des expressions rationnelles de ¥ est un sous-ensemble de X*,

noté Rat>*.

Remarque 1.3.2. Soit E est une expression rationnelle sur X, alors K+ E + ... + E =

n termes
nkE est une expression rationnelle appelée expression rationnelle sur > a multipli-

cité n. En particulier X* et X + X" 4 ... + X = nX" sont des expression ration-

-
n termes

nelles.

L’ensemble des expressions rationnelles sur X a multiplicité dans N est noté

NRat>*.

NRat¥* muni respectivement des opérations d’union et de concaténation est un

semi-anneau.

M ={a"b":n >0}, N ={a"t’:n+#p}
sont des exemples d’expressions non rationnelles car si nous prenons par exemple
ai,as € M, avec aqp = a™b™ et ay = a™2b"2, alors

ajas = a™b™a"b"* ¢ M.

Définition 1.3.5. On désigne par transducteur fini T la donnée d’un 6-uplet
(Q,%1,%9,1,F,R), ou Q est 'ensemble fini des états du transducteur; 3y, Xy deux
alphabets appelés alphabets de T ; I et F' deux sous-ensembles de () respectivement



18

l’ensemble des états initiaux et [’ensemble des états finaux de T ; R sous-ensemble

de @ x (31 U{e}) x (3aU{e}) x Q est la table de transition, avec £ le mot vide.

Soit (q,a1,as,p) € R alors il existe une transition étiquetée (ay,as) de l’état q vers

l’état p.

Un transducteur fini peut étre considéré sous deux formes selon ses applications.
(i) Il peut étre vu comme un automate qui génére des paires de mots dans le
langage 37 x 25. Dans ce cas toute transition possible d'un état ¢ a un état

p est pondérée par un couple de la forme (ay, as) ot a; € 3y et az € Y.
(ii) Dans d’autres cas il est plutét vu comme un automate qui lit un mot de >}
et génere des mots appartenant au langage >3. Dans ce cas le poids d'une
transition possible d’un état ¢ & un état p est de la forme a;|as ot ay € ¥
et as € Y. Xy et Xy sont respectivement appelés I'alphabet d’entrée et

I’alphabet de sortie.

Définition 1.3.6. Un transducteur est dit séquentiel sl est déterministe par rap-

port a son alphabet d’entrée.

Définition 1.3.7. Un transducteur pondéré est défini par un 7—uplet

T: (Q7217227N7[7F7R)7

avec QQ l'ensemble fini des états de T ; 31 et Xy ses alphabets; I et F' sont des
sous-ensembles de N@ respectivement les ensembles des vecteurs initiauz et finauzs

de T et R un sous-ensemble de Q x (37 U{e}) x (B2 U{e}) x N x Q.

Comme tout transducteur fini non pondéré, les transducteurs pondérés peuvent
étre considérés aussi de deux fagons.

(i) Ils peuvent étre considérés comme des N-automates lisant leur entrée sur
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deux bandes et produisant une valeur dans N. Dans ce cas, si (¢, a1, as, k, p) €
R alors le poids de la transition de ¢ & p est noté (aq, az)|k.
(ii) D’autre part, un transducteur pondéré peut étre considéré comme un au-
tomate sur une bande produisant un poids dans le semi-anneau NRat>*.
Les notions sur les expressions rationnelles ainsi que sur les transducteurs sont

détaillées dans Eilenberg (1976).

1.4 Automates Ap des polynominos contenus dans un rectangle de largeur B

Dans cette section, nous proposons une famille d’automates spécifiques, notée
(Ap)p>1, décrivant tous les polyominos pouvant étre contenus dans un rectangle,
de largeur B donnée. L’étude de ces automates est détaillée dans les prochains
chapitres. Les rectangles considérés sont de dimensions B x H, dont B et H
représentent respectivement la largeur et la hauteur. Dans la suite, dés que 1'usage
de la hauteur n’est pas nécessaire, nous utilisons le terme rectangle de type B pour
désigner un rectangle de largeur B. Lorsqu’une case du rectangle est occupée par

une cellule, on la colorie en bleu.

Etant donnée une ligne vide (dont toutes les cases sont sans cellules) d'un rectangle
de type B, il y a 25 fagons d’occuper ses cases ou non (voir la figure 1.13 pour le cas
B = 2). On dit alors qu’un rectangle de type B a 2% —1 lignes possibles de longueur
B (sans compter la ligne vide). A partir des lignes possibles d’un tel rectangle,
nous construisons les états de 'automate Ag. L’alphabet et les transitions entre
les états de 'automate Ap contiennent les variables utilisées pour compter 'aire,
le périmétre, la hauteur et le nombre de feuilles d’un polyomino contenu dans un

rectangle de type B.

(L] m (= I

Figure 1.13: Les lignes possibles d’un rectangle de type 2.
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1.5 Partition non croisée

Nous rappelons, dans cette section, la définition d’une partition non croisée ainsi
qu’un résultat fondamental sur cette notion. Les partitions non croisées sont, par

la suite, utiles dans la construction et I’énumeération des états des automates Ap.

Définition 1.5.1. Soit E un ensemble non vide. Une partition de E est un en-

semble de parties non vides de E deux a deux disjointes et dont la réunion est

E.

Définition 1.5.2. Soit n,k deux entiers naturels et P = {Py, Py, ..., Py} une
partition de 'ensemble {1,2,...,n}. P est dite non croisée si étant données P;
et P; € P telles que i # j, pour a,b € P, et c,d € P; on ne peut pas avoir

a<c<b<d.

Exemple 1.5.1. Soit n =5,

{1,2,31,{4,5}},  {{1,4,5},{2,3}}

sont deux partitions non croisées de {1,2,3,4,5} par contre {{1,3,5},{2,4}} en

est une partition croisée.

Théoréme 1.5.1. Le nombre de partitions non croisées de {1,2,...,n} est égal

au nombre de Catalan

(2n)!
C, = FIEEEYE (1.2)

Les détails de la preuve de ce théoréme peuvent étre consultés dans (Kreweras,

1972).



CHAPITRE II

AUTOMATE DECRIVANT LES POLYOMINOS INSCRITS DANS UN
RECTANGLE

Dans ce chapitre nous allons mettre en place une structure permettant la généra-

tion et I’énumération de familles de polyominos inscrits dans un rectangle.

En considérant un polyomino inscrit dans un rectangle donné, ce dernier peut étre
décomposé comme une suite de lignes du haut vers le bas comme l'illustre la figure

2.1. Ainsi chaque ligne représente un état dans la construction dudit polyomino.

LI

(P)

Figure 2.1: Décomposition de (P) en une suite de lignes.

En se servant de la théorie des automates et des transducteurs, nous proposons de
construire I'automate générateur de quelques familles de polyominos inscrits dans
des rectangles d’une largeur B fixée, et d’une hauteur H variable. Les automates
que nous construisons peuvent étre plutot vus comme des transducteurs pondérés
dont les poids (coefficients de pondération ou multiplicités) sont pris dans N (des
N-automates) mais nous choisissons d’utiliser le terme automate puisque c’est

principalement le langage reconnu qui nous intéresse.
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Dans un premier temps, nous présentons quelques généralités sur ces automates.

Ensuite, nous focalisons sur les cas B =2 et B = 3.

2.1 Généralités

2.1.1 Etat

On considére une famille de rectangles de largeur B. Pour commencer, nous re-
présentons chaque ligne d’'un rectangle de B par un nombre binaire (figure 2.2).

Chaque case occupée par une cellule sera marquée 1 et 0 si les cellules sont vides.

CTHEES B N [ [TTTT]

10001 10100 11110

Figure 2.2: Représentation de trois lignes d’un rectangle de type 5 par des nombres
binaires .

Sur chaque ligne (non vide) il y a au moins une cellule et les cellules se répartissent
en sous-ensembles connexes, séparés I'un de 'autre par des cases vides. Pour une
ligne donnée, chacun de ses sous-ensembles connexes maximaux est appelé com-
posante connexe de cette derniére. Deux composantes connexes disjointes sur une
ligne peuvent étre connectées par le haut. Pour mieux distinguer ces composantes
connexes I'une de l'autre, on propose de les numéroter de la gauche vers la droite

en commencant par 0.

0 1 2

Figure 2.3: Les composantes connexes d’'une ligne.

Exemple 2.1.1. La ligne de la figure 2.3 a 3 composantes dont la premiére nu-
mérotée 0 a deux cellules, la deuxieme numérotée 1 a 3 cellules et la derniére

numérotée 2 a 2 cellules.



23

Définition 2.1.1. Une ligne d’un rectangle de type B est une liste de B éléments
de {0,1} différente de la B liste constituée uniquement de 0. C’est tout élément

B B _ s
de {0,1}” ({0,1}" = iO, 1} x {0,1} x ... x {0, 1];) sauf l’élément 00}.8..0.

B fa‘c,teurs
L’ensemble des lignes d’un rectangle de type B est alors [’ensemble des B listes

d’éléments de {0,1} privé de la B liste constituée uniquement de 0.

Dans la suite de ce travail on suppose que la position de chaque case est repérée
par un repére ligne d’origine 1 c’est-a-dire que la premiére case est a gauche de la

ligne tandis que la derniére est a la position B.

Bien que du point de vue de la forme certaines lignes de rectangle puissent se

ressembler, il peut arriver qu’elles ne traduisent pas les mémes réalités. Comme

Figure 2.4: Différence entre les lignes ayant les mémes composantes connexes.

par exemple le cas de la figure 2.4, la premiére et la troisiéme ligne ont la méme
distribution mais leurs composantes connexes ne sont pas liées par le haut de la
méme fagon. Puisqu’on a convenu que la génération des polyominos se fait du haut
vers le bas, si nous revenons sur la figure 2.4 on peut dire que les deux composantes
connexes de la ligne 1 n’ont aucune interaction entre elles par le haut. Par contre,

celles de la troisiéme ligne sont connectées par le haut via la ligne 2.

Ainsi pour distinguer ces cas, nous introduisons la notion de composante conneze

par le haut.

Définition 2.1.2. Soit L une ligne d’un rectangle de largeur B. On dit que deux
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de ses composantes connexes sont connectées ou connexes par le haut s’il existe
un chemin dans le polyomino permettant de passer d’une composante connezxe a

l'autre par le biais des cellules des lignes en haut de L.

Les composantes connexes de L qui sont connectées par le haut forment alors un
ensemble de composantes connexes que nous désignons par composante conneze

par le haut de L.

Notation 2.1.1. Soit L une ligne d’un rectangle de type B et ki, ks,..., ky,
ki,n € N, i1 = 1,2,...,n des composantes connexes de L. Si ki, ko,..., k, sont
connectées entre elles par le haut, la composante connexe par le haut résultante

est notée

{k1, ko, ..., kn}.

Définition 2.1.3. Une composante connexe par le haut d’une ligne L est dite de

cardinalité n si elle est formée de n composantes connexes de L.

Remarque 2.1.1. Avec la définition 2.1.3, une composante connexe non connec-
tée par le haut a aucune autre composante connexe est aussi considérée comme

une composante connexe par le haut de cardinalité 1.

Exemple 2.1.2. On considére la deuxiéme ligne de la figure 2.5 dont les com-
posantes connexes par le haut sont {0,1} de cardinalité 2 et {2} de cardinalité

1.

_mm “EUS

0 1 2

Figure 2.5: Exemples de composantes connexes par le haut.

Définition 2.1.4. Soit
En = {kh k27 ) kn}
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I’ensemble des composantes connexes d’une ligne L d’un rectangle de type B. On
note que lindice i de chaque élément k; de F,, est le rang qu’occupe la composante

connexe k; sur la ligne L (de la gauche vers la droite).

On désigne par E,,., l'ensemble composé de toutes les partitions non croisées de

E,. Tout élément de E,,. est appelé partition non croisée de composantes connexes

de L. C’est aussi une collection de composantes connexes par le haut de la ligne

L.

Figure 2.6: Forét de polyominos inscrite dans le rectangle 15 x 2.

Exemple 2.1.3. Les ensembles {{0},{1}} et {{0,1},{2,3,4}} sont respective-
ment des partitions non croisées de composantes connexes de la ligne du haut et

de celle du bas de la forét de polyominos de la figure 2.6.

Remarque 2.1.2. Les éléments de E,, sont ordonnés selon le rang qu’ils occupent
sur la ligne L. Il y a donc une bijection entre ces derniers et leur rang. Ainsi E,,
est isomorphe a {1,2,...,n}. Le nombre de fagcons de constituer des ensembles de
composantes connexes par le haut de E, est égal au nombre de partitions non

croisées de l’ensemble {1,2,...,n}.

Définition 2.1.5. On considére deux lignes L et L', d’un rectangle de type B,
de partitions non croisées de composantes connexes respectives cpy, et cpy,. On dit
que cpy, et cp), s’interceptent s’il existe au moins une composante connexe de cpy,
et une autre de cp, qui se connectent. Au cas contraire on dit que cpy, et cp, ont

une intersection vide.

Pour alléger ’écriture, une ligne L d’un rectangle de type B est notée sous la

forme L = aja...ap € {0,1}7. De méme le produit de deux binaires «;, o est
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aussi noté a;a;.

Avant d’aborder la définition suivante, nous introduisons une notation utile, deg
(appelée degré par le haut). deg est la correspondance entre la position de chaque
case de la ligne L = a;, @, 41...c;; o1, de longueur £, vue comme la ligne la plus
basse d'un rectangle de type B et un élément de Ialphabet {0,1,2,3}. Elle est
calculée comme suit :

— si a; = 0 alors la case correspondante n’a pas de cellule et deg(i) = 0;

— si a; = 1 alors deg(i) est le degré de la cellule située dans cette case,
oul <i; < Betl < L < B.D’une maniére plus explicite et calculatoire, si
nous désignons par L’ la ligne qui précéde L et par Lg = 5, Bi+1..-Bi,+2 ( avec
Biy = Biys1 = ... = Biyar—1 = 0 si L est la ligne d’un état initial) la partie de L'

qui coincide avec L alors

deg(ir) = i, (Bi, + iy 41),
deg(iy + L —1) = ajyrr-1(Biy+0-1 + Qiy12-2)

et pour iy <i <ip+ L —1, deg(i) = (i1 + Bi + aiy1).

Notons que dans la figure 2.7, on a iy = 3, £L =5, L = 10111, L' = 11111011 et

Figure 2.7: Polyomino inscrit dans le rectangle 8 x 2.

Lg = 11101.

Exemple 2.1.4. Considérons la deuzieme ligne a partir du haut de la figure 2.8.
deg(1) = (1)(040) =0, deg(2) =(0)(14+141) =0, deg(3) = (1)(0+1+4+0) =1,
deg(4) = (0)(1+0+1) =0 et deg(5) = (1)(0+0) = 0.
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“ §"

Figure 2.8: Calcul des valeurs deg a la ligne du bas.

Définition 2.1.6. Un état de longueur B de l'automate Ap (des polyominos
contenus dans un rectangle de type B) est une ligne L de ce rectangle, dont une
case au moins est occupée par une cellule, affectée d’une partition non croisée

de composantes connexes de L et d’un mot mimsy..mpg de longueur B, m; €

{0,1,2,3},i=1,2,.... B.

Notation 2.1.2. Soit L = ajas...ap une ligne d’un rectangle de type B, «; €
{O, 1}, P.q une partition non croisée de composantes connexes de L et mims...mp
le mot de lalphabet {0, 1,2,3} tel que deg(i) = m;. Nous notons l'état e de Ap de

longueur B, généré par L et Py, par

e = (aag...ag, myma...mp, Peq).

On note par Eg ’ensemble de tous les états de longueur B de l'automate Ap.

Exemple 2.1.5. Les triplets (100,000, {{0}}), (100, 100, {{0}}), (111,221, {{0}}),
(101,101,{{0,1}}) sont des états de longueur 3 de As. Les états dans cet exemple
correspondent respectivement du haut vers le bas aux lignes du rectangle de la

figure 2.9.

Figure 2.9: Polyomino inscrit dans le rectangle 3 x 4.
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Nous définissons dans £ une relation Rp. Etant donné e, ¢’ € &g,

eRpe’ si et seulement si e et €' ont la méme ligne (2.1)

et la méme partition non croisée de composantes connexes

Proposition 2.1.1. Rp est une relation d’équivalence.

Preuve. En effet,
— Rp est réflexive car tout état e = (ayas...ap, mimsy...mp, Peq) de Ep est
en relation avec lui méme.
. o r I, / o ’ /
— Soit e = (a1g...ap,mima..mp, Peq) et € = (aj0h...al5, miml..m'g, PL,)
tels que eRpe’. On a ayas...ap = a\dh...d’y et Peg = P., donc € Rge. Rp
est alors symétrique.
- / / / / / / / /
— Soit e = (a1ag...ag, MiMy...mp, Peq) et € = (afay...ay, mimby..m’5, PL,)
et e = (aaly...a, m{ml..m'L, P") tels que eRge’ et € Rpe’. On a alors
10O, MMy ..M B, g

Q... = ) 0...alg, Peg = PL, d’une part et o ofy...aly = ofaly...alp, Pl, =

n ) s - _ n_n " _ " PN
" d’autre part. On en déduit que ay0...ap = ofad...al, Peg = Pl,;, d'ot
eRpe”. Ce qui confirme la transitivité de Rp.

Le quotient é—i est noté Eg.

Définition 2.1.7. Un élément de Eg est appelé classe d’états ou état fondamental

de longueur B de Ag.

Remarque 2.1.3. Les mots de lalphabet {0,1,2,3}, utilisés dans la définition
des états de l'automate Ag, facilitent le calcul du nombre de feuilles des polyomi-
nos inscrits dans un rectangle de type B. Ainsi si [’on ne tenait compte que des
paramétres aire et périmétre, un état de Ap serait un couple de ligne et d’une
partition non croisée de composantes connexes. C’est ce qui justifie, d’ailleurs, le
terme état fondamental utilisé pour désigner une classe d’états de Ag. Dans ce

cas seul Ep et Ep serait pertinent.



29

Remarque 2.1.4. Soit L une ligne possible, de longueur B, d’un rectangle de type
B, pouvant étre la premiere ligne ou une ligne précédée par d’autres. L génére
autant d’états fondamentaux de longueur B que de partitions non croisées de

composantes CONNETES.

Figure 2.10: Ligne d’un rectangle de type 10.

Exemple 2.1.6. La ligne de la figure 2.10, 1101111101, génére 5 partitions non

croisées de composantes connexes notamment

{{03, {1}, {233, {{0, 1}, {2}}, {{0}, {1, 2}}, {{0, 2}, {1}} et {{0,1,2}}.

Pour obtenir ’état fondamental correspondant a chaque partition non croisée de
composantes connexes , il suffit de former le couple composé de la ligne et de cette

derniére comme par exemple (1101111101, {{0,2}, {1}}).

Remarque 2.1.5. Regle sur le choix de la longueur d'un état

Il peut arriver dans certains cas qu’un polyomino inscrit, a une étape donnée,
évolue uniquement suivant une bande de largeur B', B' < B, sans déborder jusqu’a

la base du rectangle (voir figure 2.11).

Figure 2.11: Polyominos inscrits dans le rectangle de type 7 de hauteur 6.

Dans ce cas, la partie du polyomino inscrite dans cette bande peut étre vue comme
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un polyomino inscrit dans un rectangle de largeur B'. Ainsi pour décrire cette par-
tie du polyomino, on impose ['utilisation d’un état de longueur égale a la longueur
d’une telle bande. De plus au fur et a mesure que la longueur de la bande diminue,

on réajuste la longueur d’état par rapport a la nouvelle bande.

Ainsi, les états de 'automate Ap: sont aussi des états de 'automate Ap.

Remarque 2.1.6. Les cases des lignes de tout état e de A sont toujours étique-
tées dans un repére universel, celui correspondant auz €tats de longueur B. Ainsi,
st nous avons un état de longueur B' < B, si sa premiére case est située a la

position i1, 11 > 1, alors la derniére sera donc a la position B’ + i, — 1.

Définition 2.1.8. Soit Eg l'ensemble de tous les états de Ag. Alors

EB = 513 U 53_1 U..u 81.

En notant par €g 'ensemble de tous les états fondamentaux de Ag, on a

QEB == ]EB UEB_l U... UEl
Exemple 2.1.7. Nous considérons le cas B = 3.

Les lignes possibles d’un rectangle de type 3 sont L; = 100, Ly = 010, L3 = 001,
L, = 110, Ly = 101, Lg = 011 et Ly = 111. Chacune des lignes précédentes a
une seule composante connexe sauf la ligne Ls qui en a deux. Les partitions non

croisées de composantes connezes de Ls sont donc {{0},{1}} et {{0,1}}.

On a

E3 = {(100, {{0}}), (010, {{0}}), (001, {{0}}), (110, {{0}}), (101, {{0}, {1}}),
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(101, {{0,1}}), (011, {{0}}), (111, {{0} })}-

De méme
Es = {(10,{{0}}), (01, {{0}}), (11, {{0}})} .
Et
E, = {(1,{{0}}H}.
On obtient

@3:E3UE2UE1.

Remarque 2.1.7. Pour éviter de refaire certains calculs, lorsqu’il n’y a pas d’am-
biguité, nous confondons les termes état et état fondamental. Lorsque nécessaire
nous préciserons s’il s’agit d’une classe d’états. Un état est donc souvent représenté
sous forme de sa classe a chaque fois que les opérations associées ne nécessitent

pas d’autres informations a part celles données par sa classe.

Par la définition d’un état de automate Ap, si 'on devait parler d’état initial
de cet automate cela reviendrait & parler d’un de ses états dont la ligne est 1'une
des premiéres lignes possibles d’un rectangle de type B. Or aucune composante
connexe dune premiére ligne d’un tel rectangle n’est connectée a une autre par le
haut. De plus si 'on prenait un état de longueur £ inférieure & B comme initial
alors tous les polyominos commencant par cet état ne seraient étendues que dans
la bande de largeur £ et non B. Dans ce cas, 'automate A, serait 'automate

idéal pour décrire ces polyominos. On a alors la définition suivante.

Définition 2.1.9. Soit e = (ayag...ap, myma...mp, Peq) un état de Ag de lon-

queur B.

SiB=1,a; =1 etm; =0 alors e est le seul état initial de A;.
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Si B > 2 e est dit état initial de Ag si et seulement s’il vérifie les deux conditions
sutvantes :
(i) toutes ses composantes connezes par le haut sont de cardinalité 1 (c’est-a-
dire qu’aucune composante connexe de la ligne de e n’est connectée a une
autre),

(1)) my = a1 , mp = ag_qjag et pour 2 <1< B—1, m; = a;(;_1 + aip1).

Pour définir les états finaux de 'automate Ap nous nous basons sur la connexité
des cellules des lignes précédentes jusqu’a la derniére ligne et aussi nous cher-
chons & garantir I'inscriptibilité de tous polyominos dont la derniére ligne est une
ligne d'un de ces états. Pour des raisons de connexité, la partition non croisée de

composantes connexes qui est associées a un état final doit étre de cardinalité 1.

Définition 2.1.10. Soit € = (v iy 41---Qrpiy—1, My My 11 Mpriy -1, Pea) un état

de longueur L de Ag.
Si L =1, e est un état final de Ag si o, =1 et m;, =1.

St L > 2, e est dit état final de Ap si et seulement s’il vérifie les conditions

ci-dessous :
(1) Peq est constituée d’une seule composante conneze par le haut (c’est-a-dire
que toutes les composantes connexes de la ligne de e forment un ensemble

connexe),

(7,7,) Oy = Oy —1 = 1.

Les définitions 2.1.9 et 2.1.10 peuvent étre vues aussi comme des propositions mais
nous choisissons d’utiliser le terme définition parce que c’est notre premiére fois

d’aborder, dans ce mémoire, les informations qui s’y trouvent.
) b

Lemme 2.1.1. Le nombre maximum de composantes connexes sur une ligne d’un
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rectangle de type B est
B+1
5 .
Preuve. Le nombre maximal de composantes connexes qu’on peut avoir sur une
ligne d’un rectangle de type B est le nombre mazximal de ses composantes connexes
a une seule cellule. Il s’agit dans ce cas d’une alternance de cases occupées et non
occupées comme le cas de la figure 2.12. Ce nombre correspond au nombre de
cases vides (2) si B est pair (c’est-a-dire la moitié des cases sur cette ligne) et
au nombre de cases vides plus 1 (%) si B est impair (car il y a des cellules aux

deux extrémités de la ligne). Dans les deux cas, ce nombre est exactement
B+1
5|

BN NNENNE NN N]

Figure 2.12: Foréts de polyominos lignes de longueurs 11 et 10 ayant respective-
ment 6 et 5 composantes connexes.

Exemple 2.1.8. Une ligne d’un rectangle de type 3 ou de type 4 posséde au
moins une composante connexe et au plus 2 composantes connexes. Une ligne
d’un rectangle de type 5 ou de type 6 posséde au moins une composante connexe

et au plus 3 composantes connexes.

Définition 2.1.11. Soit e un état de Ag de ligne L.

L’aire et le périmetre de e sont respectivement 'aire et le périmétre de la forét de

polyominos ligne décrite par la ligne L.

Toute case i de la ligne L de e telle que deg(i) = 1 est une feuille de e.

Proposition 2.1.2. Soit e un état d’aire a, de périmétre p et de ligne L.

Le nombre n. de composantes connexes sur la ligne L est



34

—9
ne = L 5 ? (2.2)

Preuve. La formule 2.2 s’explique d’une part par le fait qu’une cellule a pour aire
et périmétre respectivement 1 et 4. Ainsi, la ligne L n’a que a cellules. D’autre
part, le périmetre d’une composante connexe se calcule comme étant la somme des
cotés nord et sud de chaque cellule a laquelle s’ajoute le coté est de la premiére
cellule de la composante connexe et le coté ouest de sa derniere cellule. c’est-a-dire

que st une composante connexe cy posséde a., cellules alors son périmétre p., est
Pe, = 2(ag, +1).
Si la ligne posséde n composantes cy, Ca, ..., ¢, alors on a

P = Do t Pyt oo + D,
= 2(ae, +1)+2(ae, +1) + ... + 2(a, +1)
= 2(a¢ + e, + ... +a,) + 2n,

= 2a+ 2n,.

Et on a enfin

p—2a
5

n. =—

Exemple 2.1.9. L’état représenté par la deuxiéme ligne de la figure 2.6 posséde

9 cellules regroupées en 5 composantes connexes et de périmetre 28. Nous avons

- _ 10 _ 28-18
effectivement 5 = 3 = ==,

On a donc la proposition suivante.
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Proposition 2.1.3. Soit B un entier naturel non nul. Chaque rectangle de type
B a au total 28 — 1 lignes possibles de longueur B et chaque ligne L; de ce der-
nier ayant n; composantes conneves, 1 < i < 28 — 1, génére au total Cy, €tats

fondamentaux, ou
Cp, = ——2 (2.3)

De plus le nombre total, Ng, d’états fondamentauz de longueur B de Ap est

2B_1

i=1

En notant par N le nombre total d’états fondamentauzr de Ag, on a
Ng = Ng+Np_1+ ..+ Ny+ Njiee Ng =N+ Np_;. (2.5)

Preuve. Comme toute ligne de longueur B d’un rectangle de type B est un élé-
ment de {0,1}2, sauf la ligne dépourvue de cellule, on a effectivement au total

2B — 1 lignes.

Par ailleurs, le nombre d’états fondamentaux générés par L; est le nombre de par-
titions non croisées de composantes connexes générées par ladite ligne et, d’apres
le théoreme 1.5.1, et la définition d’une partition non croisée de composantes
connezes , ce nombre correspond donc au nombre de Catalan C,, relatif a l’en-

semble {1,2,...,n;} qui est égal a

nil(n; + 1)1

Ainsi, pour les 28 — 1 lignes possibles, le nombre Np d’états fondamentaux de
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longueur B est égal a

Etant donné que tous les états de longueurs inférieures & B sont aussi des états

de Ag, on a Ng = Ng+ Np_1 + ... + Ny + Ny.

Exemple 2.1.10. Nous calculons manuellement le nombre d’états fondamentaux
de Ag pour B = 2,3,4 et 5, une application des formules données dans les pro-
positions précédentes.
(1) Na = Ny + Ny. Ny vaut 1. Chaque ligne d’un rectangle de type 2 ne peut
qu’avoir qu’une seule composante. Ainsi, Ny = 22 —1 = 3. On conclut donc
que Ny = 4.
(i1) N3 = N3+ Ns. 6 lignes des rectangles de type 3, notamment

100, 010, 001, 110, 011, 111,

n‘ont qu’une seule composante. Par contre une seule ligne, 101, a deux

composantes connexes. On a pour cette ligne

4! 24

C ey —_— — =
2 2131 12

Ainsi, cette ligne génere deux états. On a donc N3 = 1+1+1+1+1+142 =
8. Ce qui nous donne Ny = 8 +4 = 12.

(iii) Ny = Ny + N3. D’apreés le Lemme 2.1.1 sur une ligne d’un rectangle
de type 4 on a une ou deur composantes connexes. Cing lignes ont deux

composantes connexes, notamment les lignes

1001, 0101, 1010, 1101 et 1011
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dont chacune génere deux états.
Ny = 14+1414+14+14+14+1+1+1+1+24+24+24242=20.
On a alors

Ny = 20+ 12 =32.

(iv) N5 = N5+ Ny. Le lemme 2.1.1 nous permet d’affirmer qu’une ligne d’un
rectangle de type 5 me peut qu’avoir qu’une, deux ou trois composantes
connezes. Nous avons quinze lignes a deuxr composantes connexes qui sont

les lignes

10001, 10100, 10010, 01010, 01001, 00101, 10111, 11101, 11001,

11010,01101, 10011, 10110,01011 et 11011

qui génere chacune deuz états. La seule ligne a trois composantes est la

ligne 10101 qui génére C5 états avec

6!

On déduit

Ny = 1x154+2x15+5=50

N; = 50+ 32 =282.

Sur la base des formules établies dans cette section, nous écrivons un programme

qui calcule le nombre d’états fondamentaux pour B quelconques. Nous listons
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ainsi la suite (Np) de nombres d’états fondamentaux pour 1 < B < 15 :

1, 4, 12, 32, 82, 208, 7, 530, 1364, 3551, 9348 24858, 66692, 179902, 484128,
1285405.

Les termes N, N, N3, Ny, N5, Ny de cette suite sont respectivement égaux aux
termes ay, as, ag, ar, as et ag de la suite, (ap), numéro A135248 de OFIS. C’est-
a-dire Np = ap,3 pour 1 < B < 6. Mais a partir de B = 7 nous n’avons plus

l’égallté NB = AaB+3.

2.1.2 L’alphabet et les transitions d’états

Dans cette sous-section, nous définissons I'alphabet associé a 'automate Apg puis
introduisons la notion de transition d’un état a I’autre. Pour un polyomino donné,
Pp i inscrit dans un rectangle de largeur B et de hauteur H, nous nous intéressons
a son aire, son périmeétre, sa hauteur et son nombre de feuilles. Les variables w, x,
y et z sont utilisées pour compter respectivement 1’aire, le périmétre, la hauteur

et le nombre de feuilles de Pp p.

Ainsi nous désignons par

Y =A{w,z,v, z,z_l}

I’alphabet de I'automate Ag. Nous associons a >* 'application suivante :

Fry, - NRat>* — My,
m: — AwaPy"z’ et si my, my € NRatY, (2.6)

Fr(my +mse) = Fr(my)+ Fr(ms) (2.7)

ou M, désigne I’ensemble des monémes de Laurent a quatre variables (w, z, vy, 2).
Dans l'expression A\w®zPy"z/, X est la multiplicité du mot qui a a symboles w, p

symboles x, h symboles y et f le nombre du symbole z moins celui du symbole
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2~ dans le mot m.

1 1

Exemple 2.1.11. Soit m = 2wrwyzwz ‘wz"" alors Fr(m) = 2wzyz~'.

Par la suite, tout mot m est représenté par son image par F7,.

Définition 2.1.12. Une transition élémentaire t;; d’un état e; a un état e; est

donnée par un mondme de Laurent
ti; = \waPyz’

ol a,p sont des entiers naturels et f est un entier relatif désignant respectivement
les contributions d’aire, du périmetre, de hauteur et du gain ou de la perte de

feuilles lors du passage de la ligne de e; a la ligne de e; et A € {0,1}.

Il peut y avoir plusieurs facons de connecter I'état e; a I’état e; (chacune d’elles est
appelée décalage de e; par rapport a e; et noté d; ;) comme le suggére 'exemple
2.1.12. Chaque décalage d; j correspond a une transition élémentaire ¢; ;. Lorsqu’un
décalage est possible (ou admissible) A = 1 et 0 sinon. Dans le cas ou A = 0 on

dit aussi que la transition élémentaire, ¢; ; associée a d; ; est impossible.

Soit m un entier naturel correspondant au nombre de décalages de e; par rapport

a e;. Les n transitions élémentaires de e; a e; correspondantes sont notées
1 2 n
tiJ, ti,ja ceey ti,j-

Exemple 2.1.12. Soient deux états fondamentaur e = (111,{{0}}) et ¢ =
(1,{{0}}) de A3 de lignes respectives L et L' (figure 2.13). Le passage de e a
e’ correspond a l'un des scénarios présentés dans la figure 2.14 et les transitions

élémentaires sont respectivement 't = way, *t = wrlyz et 3t = wa?y.
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L L

Figure 2.13: Lignes de deux états de Az de longueurs différentes.

(1) (2) (3)

Figure 2.14: Les trois décalages pour passer de e a €’

Définition 2.1.13. Une transition de e; a un e; est
Tj= l'tij+ Pti;j+..+ i

ot n désigne le nombre décalages selon lesquels e; peut étre connecté a e;.

Remarque 2.1.8.

Notons que le terme élémentaire wutilisé pour désigner les transitions ayant la
forme d’un mondme de Laurent n’a pas de rapport avec la notion d’automate
élémentaire. Ce terme est utilisé pour mettre en évidence la différence entre les
transitions qui sont sous forme de mondmes et celles qui sont des polynomes.
Pour tout B > 1, lautomate Ap est non élémentaire car au moins une de ses

transitions est un mondéme de Laurent non nul (donc de longueur supérieure a 1).

Nous rappelons qu’un polyndome de Laurent est une généralisation de la notion de
polynome ot [’on autorise les puissances de lindéterminée a étre négatives.
T; ; peut se mettre sous la forme
n,
Ty = Y pauteanysh 29

k=1

ot ny, (entier positif ou nul) est le nombre total d’expressions de la forme \w® zPryz/k |
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deuzr a deuz distinctes avec N\, = 1, et p, un entier positif correspondant auz

nombre de décalages dont la transition élémentaire est w xPryzf*.

Compte tenu de la définition d’un polyomino et des états de Ag, il y a des transi-
tions qui sont impossibles ou de poids zéro (aucun décalage n’est admissible). Dans
notre contexte, si une transition entre deux états n’est pas possible, on attribue la
valeur 0 a cette derniére (une conséquence directe de la définition de la transition

élémentaire entre états).

Proposition 2.1.4. (Perte de la connexité) Soit e et € deux états de Ap de
lignes associées L et L' respectivement. S’il existe une partition non croisée de
composantes connexes de e d’intersection vide avec L', alors la transition de e a

¢’ est impossible (voir la définition 2.1.5).

Preuve. Si cette transition était possible, cela mettrait en cause la connexité du
polyomino, une propriété nécessaire liée a la notion de polyomino. En effet si
vy .
on suppose qu’il existe une composante connexe par le haut cp, de la partition
non croisée de composantes connexes de la ligne L qui ne se connecte a aucune
composante connexe de la ligne courante, L', alors il n’existe pas de chemin partant
d’un point de cpp, a un autre point de la figure résultante de la superposition de la

ligne L' et des lignes précédentes.

Exemple 2.1.13. Soit

e = (1010111,{{0,1},{2}}) et ¢ = (0001111, {{0}})

deux états fondamentaur de A;. La transition de e a €' est impossible. Comme
c’est le cas dans la figure 2.15. L’état e est illustré par la ligne 2 et €' illustré par

la ligne 3.

Proposition 2.1.5. Soit e et ¢’ deux états de Ag. La transition de e a €' ne devrait
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Figure 2.15: Passage impossible de la deuxiéme ligne a la troisiéme ligne.

pas modifier la structure de la partition non croisée de composantes connexes

associée a €. Si tel était le cas, alors cette transition serait impossible.

Preuve. Cette proposition résulte de la définition d’une composante connexe par
le haut et du fait que la liaison entre les composantes connexes d’une composante

connexe par le haut d’une ligne dépend inévitablement de la ligne qui la précede.

Exemple 2.1.14. Soit

e = (1110000, {{0}}) et ¢’ = (1010001, {{0}, {1}, {2}})

deux états fondamentaux de A7. La transition de e a €' est impossible. Elle serait

possible si nous avions

¢’ = (1010001, {{0,1},{2}}) (voir figure 2.16).

w BRE"

Figure 2.16: Transition impossible de I’état du haut a celui du bas.

Proposition 2.1.6. Sie est un état de longueur inférieure a €', alors la transition

de e a €' est impossible.

Preuve. La proposition 2.1.6 s’explique par le fait que l'usage d’un état de lon-

gueur L < B n’est possible que si le reste du polyomino évolue dans une bande de
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largeur L sans la déborder jusqu’a la base du rectangle (voir la figure 2.11). Ainsi
lorsqu’on passe a un état de longueur L, on ne peut qu’utiliser seulement des états

de longueurs inférieures ou égales a L pour décrire le reste du polyomino.

Proposition 2.1.7. Soit e et € deux états de Ag. La transition de e a €' ne
devrait pas modifier le mot de Ualphabet {0,1,2,3} associé a €. Si tel est le cas,

cette transition est impossible.

Preuve. Cette proposition résulte de la définition du mot de ’alphabet {0,1,2, 3}
associé a un état e étant donné que ce mot dépend de la ligne qui précede la ligne

de e.

Exemple 2.1.15. On considére [’état e = (10,00, {{0}}) de Ay. La transition de

e a e est impossible. Elle serait possible si le mot associé a e était 10.

Proposition 2.1.8. Soit e et €' deux états non vides de Ag de longueurs respec-

tives L et L', avec L < L, et de lignes
— . . . ! / / /
L = v 04100y et L= Qg oy g Oy oy

telles que iy < iy <+ L —1<i+L—-1.
(i) Si i, = aj,op—1 =0, alors la transition de e a €' est impossible.
i) Siay, =1, o1 =0ceti) +L —1<iy+L—1 alors la transition de e
( ) 1 » S+ 1
a € est impossible.
i) Sioy, = 0, agop1 = 1 et iy < i) alors la transition de e a €' est
( ) 1 ’ 1+ 1

impossible.

Preuve. En effet, cette proposition est, en quelques sorte, une convention imposée
dans la construction de l'automate Ag afin de garantir linscriptibilité de tout
polyomino partant d’un état initial a un état final de ce dernier. Ainsi si on passe

d’un état de longueur plus grande vers un état de longueur plus petite, il faut
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s’assurer que le coté gauche ou droit du rectangle dans lequel évolue le polyomino
est atteint. Pour décrire un polyomino contenu dans un rectangle de type B, nous
sutvons son évolution ligne par ligne du haut vers le bas. Tout d’abord la ligne du
haut représente un état initial, donc de longueur B (dans ce casiy =1 et iy + L —
1 = B). Tant que les cellules des lignes suivantes peuvent s’étaler de la position
1 a la position B, les états que représentent ces lignes sont toujours considérés
de longueur B. Si a partir d’une ligne L' la partie inférieure du polyomino évolue
dans une bande de largeur L', L < B, s’étalant d’une position i} > 1 a la position
i+ L' —1 (c’est-a-dire que L' est la ligne a partir de laquelle les cellules inférieures
du polyomino sont comprises dans la bande délimitée par 1) > 1 et i} + L — 1),
alors la ligne L = aqan...ap qui précede L' doit vérifier certaines conditions pour
que cette transition soit possible.

— Siag = ag = 0 alors cela signifie que [’état e dont la ligne est L n’était pas
de longueur B car étant donné que la ligne L n’a pas de cellules aux deux
extrémités, c’est a partir d’elle que la partie inférieure du polyomino évolue
dans une bande de longueur strictement inférieure & B ( au plus B—2). Ce
qui est contradictoire. On conclut dans ce cas qu’une telle transition n’est
pas possible.

— stia; =1, ag =0 et que i, + L — 1 < B alors cela signifie qu’a partir de
la ligne L, la partie inférieure du polyomino évolue dans une bande limitée
par 1 et iy + L — 1. Dans ce cas ’état e n’est pas de longueur B. Ce qui
est contradictoire. On conclut alors qu’une telle transition est impossible
(elle reste possible a condition que la longueur de ’état e soit conforme a
la regle imposée dans la remarque 2.1.5).

— On a le méme scénario si oy =0, agp =1 et 1 < ).

On méne les mémes raisonnements dans le cas ot L < B.

Exemple 2.1.16. Considérons les états fondamentaux ey, ez, e3 et eq de lignes
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Ly, Lo, L3 et Ly respectivement représentées dans la figure 2.17 et de partitions

non croisées de composantes connexes respectives

{0,133, {03}, {{0}}, {{0,1}}.

Lo

Ly

-;D:I L _EEEn
L

Figure 2.17: Les lignes des états ey, es, e3 et ey.

— La transition de ey a ez est possible avec trois décalages. Cette transition

est ullistrée a la figure 2.18

Figure 2.18: Transition de e; a e3.

— La transition de ey a ey est possible d’une seule fagon (voir figure 2.19).

_u HHEs

Figure 2.19: Transition de e; a e4 .

— La transition de ey a es n’est possible qu’avec un seul décalage, celui de

droite, le seul qui satisfait la proposition 2.1.8.
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e i

Figure 2.20: Transition de ey a e3.

— La transition de e3 a ey est possible avec trois décalages comme le montre

la figure 2.21.

Figure 2.21: Transition de e3 a ey.

Pour les transitions possibles, nous mettons a présent en place certaines méthodes
de calcul d’aire, de périmeétre et du nombre de feuilles qui s’ajoutent lors d’une
transition. En ce qui concerne la hauteur elle est toujours augmentée de 1 d’une

transition d’un état a 'autre.

Proposition 2.1.9. Soit e un état dont la ligne L = cyas...ap avec o; € {0,1}

pour i =1,2,..., B. On désigne par a, p respectivement l’aire et le périmeéetre de e.

(i)

(i)

p = 2 (Z_(QO% - OéiOéi+1)> + 4ap. (2.10)

i=1
Preuve. Le point (i) de la proposition 2.1.9 s’explique par le fait que l'aire d’un

état est le nombre de cellules que contient la ligne de ce dernier.
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Pour le point (ii), nous rappelons que la longueur du coté d’une case occupée par
une cellule est la longueur unité. Le périmétre d’une case i est 4oy qui vaut 4 si
a; = 1 ou 0 sinon. Si deux cases i et v + 1 partagent un coté commun ce coté
devient interne au rectangle formé par ces deux derniéres si aucune d’elles n’est
vide. Cela correspond dans ce cas a une perte de deux cotés (un par case). Et le
périmétre du rectangle issu des deux cases est 6 = 4(1+1) — 2 = 4(a; + 1) — 2
si les deux sont occupées. Et pour généraliser tous les cas possibles, c¢’est-a-dire
a;, a1 € {0,1}, ce périmétre correspond a 4(cy; + 1) — 200541 0U le terme

;1 est nul dés qu’une des cases est vide (figure 2.22). De méme le périmétre

I N [ L]

p1 =06 p2 =4 p3 =4 ps=0

Figure 2.22: Périmeétre du rectangle résultant de deux cases consécutives.

correspondant a trois cases i, i + 1 et 1 + 2 consécutives est dans ce cas

Aa; + g1 + Qo) — 20630611 — 20441010 = 204 + 2[(0u + Q1) — o +
(i1 + Qig2) — Qip10i42] +

20642

En parcourant toute la ligne L, on a

p = 201 +2[(ag +az) — s + ... + (ap_1 + ag) — ag_1ap| + 2ap

= 2[(2041 — &1&2) + (20&2 — 062053) + ...+ (2@371 — OéBflOéB) + 2063]

B—1
= 2 [Z(zai - aiai+1)

=1

+4OCB.

Proposition 2.1.10. Soit e; et ey deux états de Ap de lignes respectives Ly =

aja...ap, et Ly = B Bi 41...fBotir—1, Bo < By < B.
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La transition de ey a es fait augmenter l'aire de

Bo+i1—1

a = Y B (2.11)

1=1%1

et le périmétre de

Bo+i1—2
p = 2 ( Z Bi(2 —a; — 5i+1)> + 2By 4i1-1(2 — apytin-1). (2.12)
i=i

Preuve. La formule 2.11 s’explique par le fait que la transition de [’état eq a [’état

es est un ajout des cellules de es aux cellules existantes. Ce nombres de cellules
Bo+tiy—1

correspond a l'aire de ey qui est a = g B;.

i=iy

La formule 2.12 se base sur le fait que lorsqu’une cellule de ey et une autre de ey se
connectent, les deux cotés horizontauz par lesquels elles se touchent ne dotwent pas
étre comptés dans le calcul de [’augmentation du périmeétre. Ainsi, la contribution
en périmetre pour cette transition est le périmetre de ey auquel on retranche la
somme des cotés horizontauzr par lesquels les cases non vides se touchent. On a

alors

B+i1—-2 B+i1—2
p = ( Z 2(26; — BiBit1) +4BB+2‘1—1) — <2 Z (Bici) + 28By+i1-10By+iy -1

=11 1=11

B+i1-2
= 2 ( Z (26; — BiBiy1) — 51'0@) +4BB+ii—1 — 2BBytis 1By iy -1

=11

Bo+i1—2
= 2 ( Z Bi(2 — o — 5¢+1)> + 28,1 -1(2 — aBy iy —1)-

1=11

Nous nous intéressons a présent au nombre de feuilles et surtout a la maniére dont

il augmente ou diminue lors d’une transition d’un état a un autre.

)
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Une feuille d’un polyomino est par définition une de ses cellules de degré 1. Comme
nous pouvons le constater, il peut arriver que lors d’une transition, le polyomino
gagne ou perde des feuilles comme le cas dans la figure 2.23. Dans cette figure

nous avons, du haut vers le bas, deux classes d’états

e = (1101101, {{0}, {1}, {2}}) et ¢ = (1111111, {{0}})

ol e a 4 feuilles et ¢’ n’a aucune feuille et le polyomino résultant a une seule feuille.

Ce qui signifie que le passage de e & €’ s’est fait avec une perte de 3 feuilles.

Figure 2.23: La feuille résultante de la transition de e & € est la cellule a droite
de la ligne du haut.

Ainsi, pour tenir compte des pertes et des gains de feuilles lors d’une transition,
I'exposant f de z, dans I'expression w®zPyzf est un entier relatif, c’est-a-dire qu’il
peut étre positif ou négatif. Le nombre total de feuilles du polyomino est égal
au nombre de feuilles de I’état initial auquel s’ajoute la somme algébrique des
exposants de z pour toutes les transitions. Cette somme est toujours positive ou

nulle puisqu’un polyomino peut ne pas avoir de feuilles ou a au moins une feuille.

Proposition 2.1.11. Soit e un état de Ap, de ligne L = ays...ap, o; € {0,1},
1=1,2,..., B de périmétre p, d’aire a et ayant n composantes connezxes. On sup-
pose que e n’a aucune composante connexe par le haut de cardinalité supérieure a
1. Nous désignons par n., le nombre de cellules de degré 0 de e. Alors si B =1

alors ne, =1 c’est-a-dire l'unique cellule de L, si B = 2

ne, = (ou(l—aias) +ag(l —ag1ap)),
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St B > 3 alors

B-1
Neg = ( (1 —aqa) + Zaz (1 — max{a; j;, ;a1}) + ag(l —apg_ 1OéB)> :
=2

Le nombre de feuilles ny de e estny =0 st B=1 et

ny = 2(” - nCO)
= p—2a—2ng,
B-1 B
= 2 <Z(204i - aiai+1)> +4dap —2 Z a; — 2ne, sinon.  (2.13)
i=1 i=1

Preuve. En effet, considérons une case i de L, 1 <1 < B. On sait que si o; = 1
par définition cette case contient une cellule.
— Si i est la premiére case et le terme x; = a;(1 — 1) = 1 alors la cellule

de la case 1 est une cellule de degré 0 de e car

O[Z(l — aiaH_l) =1 & a=1etl1- Q0] = 1
& o, =1et oGy = 0

=4 Oéizl etozl-H:O.

— Sii est la derniére case et le terme x; = a;(1 — a;_104) = 1 alors la cellule

de la case 1 est une cellule de degré 0 de e car

Oél<1 — Oéifl()éi) =1 & ogq=1letl—o_10;=1
& o, =1 et oo =0

&S a=1et a1 =0.
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— S1 B > 3 et i une case intermédiaire alors la cellule de la case i est de

degré 0 si et seulement si x; = a;(1 — max{a;_ 104, ;1 }) = 1 car

a;(1 —max{a; j0;, ;1)) =1 & ;=1 et 1 —max{o;_10;, a1} =1

(3

a; =1 et max{a;_10;, a1} =0

7

a; =1 et a0, =0 et ;a1 =0

7

a; = 1 et ;1 =0cet i1 = 0.

Ainsi x; = 1 seulement si la case i est occupée par une cellule de degré 0 et O
B

sinon alors in est le nombre total des cellules de degré O de L car les termes
nuls ne cha;zzlent rien dans la sommation. Notons que si B = 1 alors n,, = 1
c’est-a-dire l'unique cellule de L. D’une part, les n., cellules de degré 0 de L sont
ses composantes connexes a une seule cellule. D’autre part, les seules feuilles de e
sont les cellules extrémes de ses composantes connexes composées d’au moins deux
cellules. Les composantes connexes d’au moins deux cellules sont donc au nombre

de n—ne,. Bt comme chacune d’entre elles a deux extrémités alors e a 2(n —ng,)

feuilles.

Exemple 2.1.17. Soit e un état dont la ligne L est donnée par la figure 2.24

L’aire a de e est 7 et son périmetre est p = 24. e posséde 7’_72‘1 = % = % =95

_ BN N BN

Figure 2.24: Ligne d’un état de A;s.

composantes. Le nombre n., de cellules de degré O de e est
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L1 = (M1) + 1(1 = max{(1)(1), (1)(0)}) + 0 (1 — max{(1)(0), (0)(1)}) +
1 (1 = max{(0)(1), (1)(0)}) + 0 (1 = max{(1)(0), (0)(1)}) +

1(1 = max{(0)(1), (1)(1)}) + 1 (1 — max{(1)(1), (1)(0)}) +

0 (1 —max{(1)(0), (0)(1)}) + 1 (1 — max{(0)(1), (1)(0)}) +

0 (1 = max{(1)(0), (0)(0)}) + 0 (1 — max{(0)(0), (0)(1)}) + 1(1 — (0)(1))
0+0+0+1+0+04+04+0+1+0+0+1

3.

e a ainsi ny = 2(5 — 3) =4 feuilles.

Soit e un état de Ap de ligne L = ay, v, 41...00g, 14, -1, de ligne précédente L' =

i Bir o1...0p 4 —1 de longueur B, By < B} < Bet 1l < i < i et de mot
1P+ L) g 1 1 1

Mi, M, +1...MB, +4,—1. Pour calculer le nombre de feuilles de e, nous calculons tout

d’abord son nombre de feuilles ny comme si c’était un état initial puis nous

retranchons le nombre ny_,5 de cellules dont le nombre m; correspondant est passé

de 1 a 2, puis nous ajoutons le nombre ny_,; de cellules dont le m; est passé de 0

al.

Proposition 2.1.12.

Bi+i1—1

Ny = Z Oéiﬁimin{l,miau _mi|7|3_mi’}7 (2'14>

=11

Bi+i1—1
No—s1 = Z a; B miﬂ{la mg, |2 - mi|7 |3 - mz|} (2'15>

=11
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et le nombre de feuilles ny de e est

Ny =mng — N1 + Nop-1.

Preuve. Par définition, une feuille d’un état est une cellule de degré 1. Si e est un
état initial, son nombre de feuille s’obtient par la formule établie dans la proposi-
tion précédente. S’il est un état intermédiaire, la lettre m; de l’alphabet {0,1,2,3}
associée a la case i de sa ligne dépend des 3 cases qui 'entourent (gauche, droite
et celle de haut) ce qui n’est pas le cas dans la proposition 2.1.11 (seulement que
les cases de gauche et de droite). En tenant compte de la ligne précédente, nous
voyons que la valeur deg(i) peut augmenter de 1 ou non. Ainsi si deg(i) vaut 1
selon la proposition 2.1.11 alors qu’en réalité il y a une cellule au dessus de la
cellule de la case i, il est impératif donc de la retrancher de la liste des feuilles de

e. L’entier ny_.o désigne le nombre total de telles cellules.

De meéme, si deg(i) vaut 0 selon la proposition 2.1.11, alors qu’en réalité il y a
une cellule au dessus de la cellule de la case i, il est nécessaire de ['ajouter a la

liste des fewilles de e. L’entier ng_, désigne le nombre total de telles cellules.

Dans la formule 2.14, le terme o, 3; min{1, m;, |1 —my|, |3 —m;|} s’explique comme
suit. min{1,m;, |1 — my|, |3 — m;|} = 1 seulement que si m; = 2. Ainsi toutes
les cellules qui ne sont pas concernées ne seront pas prises en compte dans la
sommation 2.14. De plus, le coefficient o;3; permet d’une part avec a; d’éviter la
case i si cette derniére est en réalité dépourvue de cellule (a; = 0) et d’autre part,
avec B; (cas B; = 0) d’éviter de compter a nouveau la cellule de la case i dont
deg(i) vaut 2 selon la proposition 2.1.11 et dont la valeur ne change pas selon la

nouvelle considération de e (en tant qu’état intermédiaire).

La formule 2.15 s’explique de la méme maniere que la formule 2.14 a la seule

différence que m; passe éventuellement de 0 a 1 ou qu’il vaut constamment 1.
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Exemple 2.1.18. Considérons [’état
= (110101101001, 210102100001, {{0}, {1, 2}, {3}, {4}})

dont la ligne est la deuzieme ligne de la figure 2.25. L’aire de e est a = 7 et son

s \ —2 — . . . . L,
périmetre est p = 24 avec pTa = 242—14 =5 composantes. Si e était un état initial,

le nombre n., de ces composantes a une seule cellule serait

ne = 1(1—(1)(1)) + 1(1 — max(1,0)) + 0(1 — max(0, 0)) + 1(1 — max(0, 0))
+0(1 — max(0,0)) + 1(1 — max(0,1)) + 1(1 — max(1,0))
+0(1 — max(0,0)) + 1(1 — max(0,0)) + 0(1 — max(0, 0))
+0(1 — max(0,0)) + 1(1 — 0)
— 04+0+0+1404+04+0+0+1+0+0+1

= 3.

Le nombre de feuilles de e serait donc ng = 2(5 — 3) = 4. Le nombre nj_,

correspondant est

1)min{1,2,1,1} + (0) min{1, 1,0, 2} + (0) min{1,0, 1,3} +

moe = (1) (0) (0)
(1) min{1,1,0,2} + (0) min{1,0, 1,3} + (1) min{1,2,1,1} +
(0)min{1,1,0,2} + (0)min{1,0,1,3} + (0) min{1,0,1,3} +
(0) min{1,0,1,3} + (0) min{1,0, 1,3} + (1) min{1, 1,0, 2}
140+0+0+0+14+0+0+0+0+0+0

= 2
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1)min{1,2,0,1} + (0) min{1,1, 1,2} + (0) min{1,0, 2,3} +

(1) (0)

(1) min{1,1,1,2} + (0) min{1,0, 2,3} + (1) min{1,2,0,1} +
(0)min{1,1,1,2} 4+ (0) min{1,0,2,3} + (0) min{1,0,2,3} +
) )

(0)
(1)
(0)
(0) min{1,0,2,3} + (0) min{1,0,2,3} + (1) min{1, 1,1, 2}
0+0+0+14+0+0+0+04+0+0+0+1

2.

Finalement, le nombre de feuilles de e est

ng = N — N1y + N
= 4-2+42
= 4.

B e w R

Figure 2.25: La ligne de 1’état e et la ligne précédente.

Proposition 2.1.13. Soit e et € deux états de lignes respectives

/
L = aj,ai,41...ap, 141 €t L' = 5i’15i'1+1---531+z"1—1a

de longueurs respectives By et B telles que By < B} < Bet1l < <. On

suppose que la transition de €' a e est possible et que les mots correspondants sont

respectivement m;, My, +1...MpB, +i,—1 €t mg, m
1

!/ ! P
a1 On désigne par ny et
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ny les nombres de feuilles respectivement de e et €'. Alors la variations du nombre

de feuilles de cette transition est donnée par

f = Ny — (216)

Bi+i1—1
Z aifmin{l, m; + 35, [1 —mj — aiBy], [3 — mj — eu B, |4 — m; — i Bil}
i=i1

+

Bi+i1—1

Z aiBmin{l, m; + @ 3;, [2 — mj — iy, |3 — m; — Bl |4 — my — il }-

i=iy
Preuve. Cette proposition se justifie presque de la méme maniére que la précé-
dente. La seule différence est qu’ici on prend en considération les cellules de la
ligne précédente qui étaient des feuilles de [’état €' et qui ont vu leur degré passer
a 2 avec la transition de €' a e de méme que les cellules de degré 0 de € dont le
degré passe a 1. Il est donc capital de repérer de telles cellules afin de les ajouter a
la liste ou les enlever de la liste des feuilles issues de cette transition. On note que
f est un entier relatif puisque si e a moins de feuilles, si on y ajoute le nombre
de cellules de degré 0 de €' qui deviennent feuilles suite G cette transition et que le
nombre total obtenu est inférieur au nombre de feuilles de €' qui deviennent des

cellules de degré 2 la valeur de f serait dans ce cas négative.

Dans la sommation

Bi+i1—1

Z ;B min{1,m; + e 5;, |1 — mj — ai B3y, [3 — mj — auBil, [4 — m; — iy},
1=11
la valeur m) 4+ «,;8; représente le nouveau degré de la cellule de la case i de €.
a;B; = 1 que siles case i de € et celle de e contiennent simultanément des cellules.
Ainsi min{1, m} + o;5;, |1 — m} — a; 53|, |3 — m}; — a,; Bi], |4 — m} — ;. 5;|} = 1 que
st m; + o, ; = 2. Cela permet ainsi d’éviter les cellules non concernées. De méme

comme cela a €té dit dans la preuve précédente, le coefficient «;(; qui apparait
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dans cette formule est présent pour €viter les cases vides ainsi que les cellules de

degré 1 de €' inchangés apres la transition.

Il en est de méme pour l’expression

Bi+i1—1

Z a;Bmin{l, m; + @85, 12 — m} — qiBi, [3 — mi — iy, [4 — m; — B[}
=11
qui permet de compter les cellules de € qui sont devenues des feuilles apres la

transition.

On note qu’ici il se peut que m) + «; passe a 4 puisqu’une cellule de €' peut étre
entourée aux quatre cotés par des cellules surtout si € est précédé par un autre

état.

Figure 2.26: Polyomino inscrit dans le rectangle 7 x 5.

Exemple 2.1.19. Considérons les états e et €

(1101101, 1101201, {{0}, {1,2}}) et e = (0111000, 0222000, {{0}})

/
€

respectivement deuxiéme et troisiéme lignes de la figure 2.26. €' a ny = 4 feuilles

et e any =0 feuille. La variation f du nombre de feuilles de la transition de €' a
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e est donc

f = 0—((0)min{1,1,0,2,3} + (1) min{1,2,1,1,2} + (0) min{1,0,1,3,4} +
(1)min{1,2,1,2} + (0)min{1,2,1,1,2} + (0) min{1,0,1,3,4} +
(0)min{1,1,0,2,3}) + ((0)min{1,1,1,2,3} + (1) min{1,2,0,1,2} +

(0)min{1,0,2,3,4} + (1) min{1,2,0,1,2} + (0) min{1, 2,0, 1,2} +

)

(0)min{1,0,2,3,4} + (0)min{1,1,1,2,3})

l\D

= 00— —2.

Soit e; et ey deux états de Ap de longueur respectives By et By, By < B; < B.
Le passage de e a eq signifie que le reste du polyomino évolue dans un rectangle
de largeur inférieure ou égale & B,. L’état ey peut étre connecté a e; d’au plus
By — By + 1 fagons. Les seules connections possibles sont celles qui ne modifient
pas la structure de la partition non croisée de composantes connexes de e, et qui

rendent la transition possible.

Exemple 2.1.20. Dans la figure 2.27, nous avons les états

e = (1111, {{0}}) et es = (101, {{0,1}}).

Il y a 2 facons de connecter ey a ey sans modifier sa partition non croisée de

composantes connezxes . Par contre dans la figure 2.28, nous avons les états

Figure 2.27: Les deux transitions permises.

= (11101, {{0},{1}}) et e; = (101, {{0, 1}}).
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Il n’y a qu’une seule facon de connecter ey a ey sans changer sa partition non

croisée de composantes connexes .

Transition permise Transitions interdites

Figure 2.28: Transitions entre deux états de As;.

Une fois les transitions calculées, nous les insérons dans une matrice Mg appelée
matrice de transition de 'automate des polyominos inscrits dans le rectangle B.

Une composante a; ; de Mp correspond a la transition de I'état e; a I'état e;.

Dans la suite, lorsqu’il y a n—1 transitions successives, n € N—{0, 1} et qu’aucune
précision n’est donnée sur les états, on utilise généralement la notation e¢;, 1 <17 <
n, pour signifier que 1’état e; correspond a 1'état vers lequel s’est faite la (7 — 1)%2e
transition. Ainsi il peut exister 4,5 € {1,2,...,n} tels que i # j et ¢; = e;. Nous
utilisons aussi, dans le méme contexte, le terme n états eq,eo, ..., e, alors qu’en

réalité le nombre d’états mis en jeux peut ne pas atteindre n.

Dans d’autres cadres plus précis, nous utilisons aussi cette notation pour distinguer
un état d’un autre état (pour nommer par exemple les états). Dans ce cas sii # j
on a e; # e;.

Définition 2.1.14. Soit ey, eq,...,€,, n états de Ag, n > 2, non forcément dis-
tincts deux a deuw, tels que les transitions, T; 11, 1 <i <n —1, sotent possibles.
Une suite de transitions élémentaires, t12, ., est une succession de transitions
élémentaires t1 9,123, ..., t(n—1),n. C’est en quelque sorte un des chemins suiwis de

Uétat ey a e,.

On a de méme une suite de décalages correspondante, de e y1 par rapport a ey, |

décrivant {1,2,....,n — 1}, notée dy o .
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Remarque 2.1.9. Une suite de transitions élémentaires a le méme sens qu’un
mot généré par l'automate Ag. Nous utilisons plutét ce terme compte tenu de

l’aspect calculatoire des transitions.

Une suite de transitions élémentaires est caractérisée par un état de départ, un
état d’arrivée, sa longueur et l'ordre de succession des états qui la constituent.
La longueur d’une suite de transitions élémentaires est le nombre d’états qui la

constituent moins un.

Une transition élémentaire t; ; entre deux états e; et e; est une suite de transitions

de longueur 1.

Pourn états ey, e, ..., e, de A, n > 2, la suite de transitions élémentaires t15, .,

s’écrit sous la forme

tio..m = waPy" 25 avec X € {0,1}

ISy

On a la proposition suivante.

Proposition 2.1.14. Pour tout entier n > 3
t12,.0 = t12 X 123 X ... X En_1)n-

Preuve. On procede par récurrence sur n > 3.

Pour n =3, on pose
tio = whaPryzt et tog = w2zPyzP?,

Au passage de ey a ey se faisant avec une augmentation de ay cellules, une aug-
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mentation de hauteur de h = 1, un ajout de p; périmétres puis un échange de | fi|
feuilles s’ajoutent as cellules, py périmeétres, une hauteur h = 1 et un échange de
| fo| feuilles. La suite de transitions élémentaires correspondante est ty 23 obtenue

avec aj + ay cellules, une hauteur de 2, un périmétre py + ps puis un échange de

|f1 4+ fa] feuilles. D’ou

tios = wutaez xpl+p2y22f1+f2

= 112 X123

On considere a présent les transitions élémentaires t12,t23, ..., th—1n, tnnt1 tout

en supposant que t1 ., =112 X ta3 X ... X Ln_1)n- On pose
b2, = walxmyn*lzh et tynt1 = w“%vmyzf2

Au passage de ey a e, qui se fait avec une augmentation de ay cellules, une aug-
mentation de hauteur de h =n — 1, un ajout de p; périmétres puis un échange de
| f1| feuilles s’ajoutent as cellules, ps périmetres, une hauteur h = 1 et un échange
de | fa] feuilles. La suite de transitions élémentaires correspondante est ti _ pnt1
obtenue avec aj + as cellules, une hauteur qui vaut n, un périmetre p; + po puis

un échange de |f1 + fo| feuilles. Ainsi

tl,...,n,n—f—l — tazpite2 ynzf1+f2

— tl,‘..,n X tn,n—i—l
= <t172 X t273 X ..o X t(n—l),n) X tn,n+1

= t1,2 X t273 X ..o X t(nfl),n X tn,n—i—l

En conclusion on a ti  , =112 X ta3 X ... X t(n_1), pour tout n > 3.
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Définition 2.1.15. Pour n états ey, e, ...,e, de Ag, n > 2, non forcément dis-
tincts deux a deuz, tels que les transitions, T;,4+1, 1 <1 <n — 1, soient possibles.
Une suite de transitions de longueur n — 1, notée 11, ,, est une successions
des transitions 112, To3, ..., Th—1,. C’est la somme de toutes les suites de transi-
tions €lémentaires résultantes des transitions élémentaires de Ty 9, Th3, ..., 1015

respectivement.

Par définition et surtout grace a la proposition 2.1.14 on a

T12

ghigaany

n = TLQ X T2’3 X ... X T(n—l),n pour n > 3.

Remarque 2.1.10. Si Ti5. ., est une suite de transitions de longueur m de ey @
em alors le polyomino résultant est une succession du haut vers le bas des lignes

Ly, Lo, ..., L, de ey, es,..., €, respectivement.

Etant donnés deux états ey et ey, il est possible d’avoir plus d’un chemin (suite de

transitions) partant de ey a es.

Si Ty, Ty, ..., Ty, sont des suites de transitions de longueur n (n,k € N), de l’état

e1 a l’état eo alors on note par
T = Th'+Th+ ...+ Ty (2.17)

l’ensemble de toutes les suites de transitions de longueur n de ey a es.

Exemple 2.1.21. Dans le rectangle 3 X 3 (carré de coté 3) considérons la figure
2.29 ci-dessous. Le polyomino de cette figure résulte de la suite de transitions 5 3

ol

er = (100, {{0}}), ez = (110, {{0}}) et e5 = (111, {{0}}).
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Figure 2.29: Polyomino inscrit dans le rectangle 3 x 3.

Cette suite est bien définie, car les transitions Th; et Ty 3 sont possibles.

Proposition 2.1.15. Soit H un entier naturel non nul. Alors chaque entrée,
non nulle, a;; de la matrice M représente ’ensemble de toutes les suites de

transitions de longueur H de létat e; a l'état e;.

Preuve. Faisons un raisonnement par récurrence suivant les valeurs H > 1. On

considére la matrice de transition Mp = (my;)1<ij<n, supposée de taille n.

Pour H =1 chaque entrée m; ; de M} correspond a la transition T, ; qui est une
suite de transitions de longueur 1. De méme pour H = 2, chaque entrée a;; de

M3 est sous la forme

n

Qjj = § :mivkmk,j
=1
n

= E T i1k
=1

n
= E Tigj-
k=1

Elle représente donc l'ensemble des suites de transitions de longueur 2 de e; a e;.

On suppose que pour H quelconque chaque entrée a;; de M% est sous la forme
i
a;j = E Tilots,..0y; OU Ny est le nombre de suites de transitions de longueur H

=1
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de e; a e;. Chaque entrée ¢; ; de METY est donnée par
J 7.] B

n

Cij = E:ai,kmk,j

k=1
n ng

= E Eﬂ,lg,zg,...,zH,ka,j

k=1 I=1
n ng

= E ETz‘,lg,zg,...,zH,k,j-

k=1 I=1

cij est donc l'ensemble des suites de transitions de longueur H +1 de e; a e;.

Ainsi pour tout H > 1, chaque entrée a; ; de la matrice M% représente l’ensemble

de toutes les suites de transitions de longueur H de l’état e; a l'état e;.

Remarque 2.1.11. Si on note rg l'ensemble de toutes les transitions possibles
entre les états de Ap (dont la forme matricielle est Mp) alors le langage généré

par lautomate Ap est

L(Ag) =15

qut correspond a l’ensemble des entrées dans les puissances matricielles de Mp.

La proposition 2.1.15 nous donne donc les moyens d’énumérer tous les polyominos

pouvant étre inscrits dans un rectangle de type B de hauteur H.

Lemme 2.1.2. Tout polyomino résultant de H états de automate Ap est de

hauteur H.

Preuve. Cela s’explique par le fait que la ligne de chacun de ces états a au moins
une cellule et ausst par les regles de transitions garantissant la connexité de [’en-
semble, des cellules, résultant de la superposition des H lignes. Donc toutes les
H lignes de ce dernier contiennent chacune, du haut vers le bas, au moins une

cellule adjacente a au moins une cellule de la ligne précédente (si elle existe).
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Figure 2.30: Polyomino, de hauteur 4, inscrit dans le rectangle de largeur 3 et de
hauteur 4.

Par la suite, pour savoir si un polyomino est inscrit dans un rectangle de type B

ou non, nous tenons compte de la suite de transitions dont il résulte.

Proposition 2.1.16. Dans [’automate Ag, tout polyomino résultant d’une suite
de transitions a H états partant d’un état initial a un état final est inscrit dans

le rectangle B x H.

Preuve. Cette proposition résulte de la proposition 2.1.8 et du lemme 2.1.2. Ainsi
pour passer d’un état de longueur B a un état de longueur plus petite, on est
assuré d’apres la proposition 2.1.8 que les cotés est et ouest du rectangle B x H
sont atteints par le polyomino et le lemme nous assure que ce polyomino a une

hauteur H.

Proposition 2.1.17. Pour tout polyomino Pp g inscrit dans un rectangle B x H,
il existe une unique suite de transitions qui le génére. Réciproqguement, toute suite
de transitions de H états de Ag partant d’un état initial & un état final correspond

a un unique polyomino inscrit dans le rectangle B x H.

Preuve. Pp y résulte d’une suite de transitions entre états de Ap. On considere
deux états e et €' de Ap tels que la transition de e a €' fasse partie de la suite de
transitions qui génére Pp . Supposons qu’il existe un autre état €” différent de €
de telle sorte que si l’on remplace la transition de e a € par la transition de e a
e” le polyomino Pp y reste inchangé.

— Si e ete’ ont méme longueur alors ils ont forcement la méme ligne c’est-a-

dire que la ligne de €' et celle de €” ont la méme distribution de composantes
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connezxes, ce qui changerait la nature de Pp g st ce n’était pas le cas. De plus
le décalage de €” par rapport a e est le méme que celui de €' par rapport
a e puisque si ces décalages étaient différents, le polyomino résultant ne
serait pas le méme que Pp . Ainsi e’ et €’ ont pour ces raisons une méme
partition non croisée de composantes connexes et le méme mot de l’alphabet
{0,1,2,3} et ne sont pas donc différents.

— Si € et € ont des longueurs différentes, dans ce cas on suppose que la
longueur de € est strictement supérieure o celle de e”. Etant donné que
Pp g est un polyomino inscrit dans le rectangle B x H alors toutes les
transitions qui le générent sont conformes (voir la remarque 2.1.5). Or
si ¢’était possible de passer de l’état e a [’état €” le reste du polyomino
évoluerait dans un rectangle de largeur inférieure ou égale a celle de e”
donc strictement plus petite que celle de €'. Il ne serait pas alors conforme
de passer de l'état e a I'état €. Cela contredit la transition de e a €' et par
suite le fait que Pp g soit inscrit dans le rectangle B x H.

On conclut donc que la suite de transitions qui génére Py p est unique.

Réciproquement par définition, une suite de transition correspond a un unique

polyomino.

On propose de traiter ’exercice suivant en guise d’exemple illustrant la proposition

2.1.17.

Exemple 2.1.22. Considérons les polyominos suivant : Pour chacun d’entre eux
énumeérer les états et la suite de transitions correspondants.

— En tenant compte des regles de transitions, les états ayant contribué a la
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Pry

Pr 7

Figure 2.31: Deux polyominos inscrits générés par A-.

réalisation de Py 4 sont les suivants :

e; = (0111110,0122210, {{0}}) e, = (1111011, 1332021, {{0,1}})
e3 = (01,01, {{0}}), eqs = (11,12, {{0}}).

La transition de ey a ez est obtenue avec le décalage qui commence a la
position 11 = 3. Aucune autre suite de transitions avec les états différents
de ces quatre états n’est possible. En effet, si on imaginait es comme étant
un état de longueur plus grande alors sa transition avec ey serait impossible
d’apres la proposition 2.1.8.

Les états ayant permis la génération de P;7 sont les suivants :

es = (0111111,0122221, {{0}}), es = (011101,023201, {{0,1}}),
ez = (0001,0001, {{0}}), es=(0111,0121,{{0}}), ey et
eg = (1,1, {{0}}).

Le polyomino P;; est obtenu selon lordre esegeresesegey. C’est lunique
fagon d’obtenir P; 7. En effet, si on considérait un état de longueur 7 (res-
pectivement de longueur plus petite que 6) a la place de eg, alors on ne

pourrait plus passer aux états de longueurs plus petites que 7 d’apres la
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proposition 2.1.8 et ce ne serait donc pas la bonne fagon d’obtenir P;z,
car on n’aboutirait pas & un état final (respectivement P;; ne serait pas
inscrit dans le carré 7 x 7). Il en est de méme pour les autres transitions

en substituant les états énumérés par d’autres.

Nous donnons dés a présent quelques exemples d’automates Ap pour certaines

valeurs de B.

2.2 Automate A,

Les différents états de As sont

er = (10,00, {{0}}), e2 = (10,10,{{0}}), es = (01,00, {{0}}),
ex = (01,01, {{0}}), es = (11,11, {{0}}), e = (11,21, {{0}}),
er = (11,12,{{0}}), es=(11,22,{{0}}) eo = ((1,1,{{0}}),
e = (1,0,{{0}}).

dont les lignes sont illustrées dans la figure 2.32.

= ] [ 1] ]

Figure 2.32: Etats de l'automate générateur des polyominos inscrits dans un
rectangle de largeur 2.

Les états initiaux sont e, e3 et e5. Les états finaux sont eg, e7 , eg et eg. En tenant
compte des propositions 2.1.4, 2.1.6, 2.1.7 et 2.1.8, les transitions réalisables de
A, sont

T o = wr?yz? T\ = w?xtyz? Too = wz?y

Tye = wxly T34 = wayz? Ty 7 = wxtyz?



T4’4 = wxzy
T574 = way
To 2 = watyz
) 2
Th o9 = wxyz + wry
Trs = w?z?yz~1

Tss = wryz

Too = wz’y

Ty7 = w2x4y
Tss = wizryz 2
T6,4 = ’w:L'Qy
T79 = wz?y

Tr o = way + walyz

Ty s = wa?y

Thoo = wrlyz?

Tso = wr?y
Tso = 2wa’y
Tos = w2x?yz~
Ty 4 = wryz
Tso = wayz

Tso = 2wax?yz

1

Nous déduisons alors la matrice de transfert M, suivante

o O O O o o o o o o

L’automate As est donné par la figure 2.33

Les transitions impossibles et les raisons pour lesquelles elles le sont

Compte tenu de la proposition 2.1.4 (perte de la connexité)

€1 — €3, g —> €3, €3 — €1, €3 — €9, €] —> €4, €9 — €4, €4 — €1 et e4 — eo.

Compte tenu de la proposition 2.1.7

wzlyz? 0 0 0 wiztyz? 0 0 0
wr’y 0 0 0 w?zly 0 0 0
0 0 wa’yz? 0 0 w?xtyz? 0 0
0 0 wz?y 0 0 w2ty 0 0
wr’y 0 wzly 0 0 0 w3x?yz 2 2w’y
wrlyz 0 wa’y 0 0 0 wx?yz"t warlyz + wrly
wrly 0 wayz 0 0 0 wz?yz~t waly + watyz
wrlyz 0 wrlyz 0 0 0 w?z?y 2walyz
0 0 0 0 0 0 0 wz?y
0 0 0 0 0 0 0 wryz?

o O O O o o o o o o
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€y — €1, €3 — €1, €5 —» €1, €g — €1, €7 —» €1, €g —» €1, €3 — €3, €4 — €3, €5 — €3,
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Figure 2.33: Automate As.

€g — €3, €7 — €3, €g — €3, €1 — €5, €2 — €5, €3 —> €5, €4 —> €5, €5 —> €5, € —> €5,
€7 — €5, €g — €5, €3 — €g, €4 — €g, €5 — €g, € — €, €7 —> €g, €8 —> €g, €1 — €7,
€y — €7, €5 — €7, €g — €7, €7 — €7, €8 —» €7, €1 —» €8, €2 —» €3, €3 —> €3, €4 — €g,

eg — e1p et eg — eqp.

Compte tenu de la proposition 2.1.8

€1 — €g, €s — €9, €3 — €9 €t e4 — eg.
Compte tenu des propositions 2.1.8 et 2.1.7
€1 — €19, €2 — €19, €3 — €19 et e4 — e1g.
Compte tenu des propositions 2.1.6 et 2.1.7

€9 —7 €1, €9 = €2, €9 —» €3, €9 —» €4, €9 — €5, €9 — €, €9 — €7, €9 —7 €3, €10 —7 €1,

€10 —* €2, €19 — €3, €19 —* €4, €19 — €5, €19 —> €g, €19 — €7 et e19 — e3.



2.3 Automate As

Az a 12 classes d’états qui sont présentées ci-dessous.

cly = (100, {{0}}),
cly = (110,{{0}}),
cly = (011, {{0}}),
cho = (01,{{0}}),

On a donc les états suivants

cly = (010, {{0}}),
cls = (1017 {{07 1}})7
cls = (111, {{0}}),
clip = (11, {{0}}) et
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cls = (001, {{0}}),

clg = (101, {{0}, {1}}),
cly = (10, {{0}}),

clz = (1, {{0}}).

e1 = (100,000, {{0}})
eq = (010,010){{0}})
er = (110,110, {{0}})
e1p = (110,220, {{0})
e1s = (101,100, {{0},{1}})
e16 = (011,011, {{0}})
e1g = (011,022, {{0}})
eao = (111,122, {{0}})
egs = (111,231, {{0}})
eas = (10,00, {{0}})
es1 = (01,01, {{0}})
esq = (11,12, {{0}})
es7 = (1,1,{{0}})

eo = (100,100, {{0}})
es = (001,000, {{0}}
es = (110,210, {{0}})
enr = (101,000, {{0}, {1}})
e1q4 = (101,001, {{0},{1})
e1r = (011,021, {{0}})
ego = (111,121, {{0}})
= (111,222,{{0}})
egs = (111,132, {{0}})
ez9 = (10,10, {{0}})
es2 = (11,11, {{0}})
(11,22, {{0}})

€35 =

es = (010,000, {{0}})
e¢ = (001,001, {{0}})
eg = (110,120, {{0}})
e12 = (101,101, {{0}, {1}})
e1s = (101,101,{{0,1}})
eis = (011,012, {{0}})
eo1 = (111,221, {{0}})
eaq = (111,131, {{0}})
eor = (111,232, {{0}})
eso = (01,00, {{0}})
es3 = (11,21, {{0}})
es6 = (1,0,{{0}})

Tableau 2.2: Les états de As.

Les transitions possibles sont les suivantes :

T2 = yzQw:r

Th13 =

_ yz2w2x6

2

T s = yz*wix

Tio1 = yzQw T

2.4

3,.6




Tz = ywa?

Ty13 = yw?a®

T34 = yz2wr?

T317 = yz2w2x4

Tya = ywa:2

Tyia7 = yw?a!

T56 = yZQU}ZEQ

T5718 = yz2w2x4

T 6 = ywac2

To1s = yw?a?

T79 = ywa
T710 = yz*2w2x2
2.4
T717 = ywx

T 29 = ywa?

T3 = yzwa?

1810 = yz_1w2x2

Tsa7 = yw?a!

Tg 29 = ywz?

Ty = ywa?

Ty 10 = yz_1w2x2

To17 = yzw?a?

Ty o9 = yzwx2

Tio2 = yzwx2

2,2
Tr0,10 = yw=x

Tio,17 = yzw?z?

T10,29 = yzwa?

4, 2.4
Ti112 = yz w e

9.4
Ti2,12 = ywx

Ti312 = y22w?z?

Tog = yw2x4

Th o1 = yw3a"

T59 = y22w2x4

T304 = y23w3336

Tyg = yw2x4

Tyos = yzw3x6

T514 = y22w2x6

3,.6

T500 = yz2w T

Ts,14 = yw?a"

Ts,20 = yw3a"

T74 = ywx2
2
Tr 13 = yw?a"

T7 25 = yz_lu)?’:zr:4

T7 33 = yw?z!

Tg4 = ywx2

T313 = yzw2$6

Tg 25 = ywizt

Ty 33 = yw?a?

Tys = yzwa?

To13 = yw?a"

Tho5 = ywiz?

Ty 33 = yzw2x4

Tio4 = yzwz?

Ti0,13 = yzw?a®

Tio,25 = yzw3z?

Tio,33 = yzw?a?

Ti1,23 = yz*w3az*

Ti223 = yz 2w3a?

Ti393 = yzw3a?
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Ti412 = y22w?a?

Ti52 = ywa?

Tiss = yw?a!

2.4
T15,18 = yw e

2
T1529 = ywew

924
T1533 = ywx

T15.37 = 2ywa?

Ti66 = ywz?

2
Ti6,14 = yw?a®

Ti626 = yz ‘w3zt

2,4
T16,34 = yw=x

Ti76 = ywz?

.26
Ti714 = yw x

3.4
Ti726 = ywx

2,4
Ti734 = yzw-x

Tige = yzwx2

Tis 14 = yzw?a®

4
Tis26 = yw’x

9 4
T1g,34 = yw*x

Tigs = yzwa?

Tig,14 = yzw?a®

Tig,26 = yzw3z?

Tig 34 = yzwia?

Too 4 = yzwz?

1,2
Tr0,10 = yz  w*z

R
Tao,19 = Yz~ ww

T20729 = yzwx2 + ywx2

T20,35 = 2:1./271’(1]2.%'2

To12 = yzw$2

T20737 = 2yw23:2 +yz

_ 3.4
T1423 = yw’x

Ti56 = ywa?

9.4
Ti515 = ywx

Ti503 = yz2w3z?

2
T15,31 = ywx

9.4
T1534 = yw=x

Ti6.4 = ywa?

Tie9 = yw?x?

2,,2,.2

Ti6,10 = Yz~ “w*z

_ 2
Ti6,31 = yww

Ti74 = yzwa:z

Ti79 = yzw2:1;4

1,,2,.2

Ti719 = Yz~ ww

Ti731 = yzwa?

2
Tig4 = ywr

Tisg = yw?z?

Tis 19 = yz tw?a?

2
Tig31 = ywx

Tigs = yzwm2

Tig9 = yzw2$4

2,2
T19,19 = yw=x

Tig31 = yzwa?
Ta0,2 = ywa?
Tho6 = ywa?

To0,15 = yw?az*

Tho07 = yz2wa?

T20731 = yzwmQ + waE2

1

To14 = yzwm2
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To1 6 = ywa?

To1,15 = yzw?a?

To27 = Yz twa?

T1,29 = 2yzwa?

T21737 = 2yzwx2 + ywa:z

Tro4 = yzwa?

Tho 10 = Yz~ ‘w?a?

2,2
T2219 = ywx

T22729 = yzwx2 + ywx2
T22,35 = yw2x2 + yz_1w2x2
T30 = yzw:c2

Toz 6 = yzwa:2

Tos 15 = y2 w?a?

_ 3.2
Ta327 = yw’x
T23731 = 2yzwx2

T23737 = 3yzwx2

Ta = yzwa?

Tha10 = yz tw?a?

Tos 19 = yztw?a?

T24729 = yzwx2 + yw:z;2

T24735 = 2yz’1 w?az?

Tos 0 = yzwx2

Tos 6 = ywa?

Tos,15 = yzw?z?

Ths07 = yz twa?

To531 = yzwx2 + ywx2

T25737 = 2yzwx2 + ywx2

Tog s = yzwx2

The 10 = Yz~ ‘w?a?

9.2
151,10 = yw x

To1,19 = yz tw?a?

T21,31 = yzwxz + ywx2

T21735 = y’LUQIEZ + yz_1w2x2

Tho2 = ywa?

Troe = yzw:r2

Tho 15 = yzw?a?

Taz07 = yz twa?

Tho 31 = 2yzwa?

Too 37 = 2yzwz? 4 ywa?

To34 = yzwa:z

2.2
Ta3,10 = ywx

2.9
15319 = yw e

T5329 = 2yzwx2

T3 35 = 2yw?x?

Thy 2 = ywa?

Tos g = ywa?

2.4
To4,15 = yw x

Tou o7 = yz 2wa?
_ 2 2
To4 31 = yzwx* + yww

Tos 37 = yzwaz? + 2ywa?

Tos4 = yzwx2

9.2
15510 = yw e

Ths19 = yz tw?a?

T25729 = 2yzwx2

T25735 = y’LUQIEQ + yz_1w2x2

The2 = ywa?

T = yzw:):2

Toe 15 = yzw?a?
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126,19 = yw*x

TQ&QQ = yzwx2 + ywx2

Tog 35 = w?x? + yzwle
; Y Y

To79 = yzwa

Tor6 = yzwx2

Tor15 = y2*w?a*

3.2
To707 = yw°x

Tor 31 = 2yzwa?

T27737 = 3yzwx2

Ths 33 = yz w2z

2,4
12933 = yw=x

T30,34 = yz2w?a?

9.4
131,34 = yw*x

P

T32,31 = yww
2

T39,37 = 2ywx

_ 2
T3331 = yww

T33737 = yzwx2 + ywx2

Tsa31 = yzwa?

T3437 = yzwa:2 + ywazz

T35,31 = yzwa?

T35737 = 2yzwx2

_ 2
137,37 = yww

2

Toe o7 = yz twa?

T26731 = 2yzwx2

T26’37 = 2yZ’LUZL'2 + yw:cQ

Tor 4 = yzme

2,2
To710 = yw e

2.9
To719 = ywx

To729 = 2yzwx2

Tor 35 = 2yw?x?

2, .92
Trg20 = Yz wx

_ 2
To9,29 = ywew

2, .2
T30,31 = yz“wx

2
13131 = yww

_ 2
132,29 = ywzw

Tso35 = yz 2w?a?

T329 = yzwa?

Ts335 = yz ‘w?a?

2
T34.29 = ywzw

T3435 = yz tw?a?

Ts5,20 = yzwa?

2,2
13535 = yw e

2.2
T36,37 = yz-wx

Tableau 2.3: Les transitions possibles de Aj.

€21, €22, €23, €24, €25, €26, €27, €33, €34, €35, €37.
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Les états initiaux de As sont ey, es, es, €7, €11, €16, €20. Ses états finaux sont egs,
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2.4 Validation des valeurs dans les matrices de transfert My et M3

Dans cette section nous vérifions si les entrées des matrices My et M3 sont fiables,
c’est-a-dire si la somme des coefficients des entrées a; ; de la matrice M3 (ou M%),
oll n est un entier naturel supérieur ou égal a 0, correspond a la (n + 1)%™¢ valeur
de la suite du nombre de polyominos inscrits dans le rectangle de type 2 (ou de
type 3) sur The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (Friedman, b,a). Pour
cela, nous calculons la matrice M3 (respectivement MF') et comparons la somme
Sy, des coefficients des polynomes correspondants aux entrées a; ; de cette derniere.

On note que a; ; est une transition de 1'état initial e; a I'é¢tat final e;.

2.4.1 Validation des valeurs de la matrice M,

(i) Casn =0
Dans ce cas particulier, il s’agit de trouver I'unique polyomino inscrit dans
le rectangle de base B = 2 et de hauteur 1 (voir figure 2.34). La valeur de

Sy vaut particulierement 1 dans ce cas.

Figure 2.34: Polyomino inscrit dans le rectangle 2 x 1.

(ii) Casn =1
Il suffit, dans ce cas, de faire la somme S; des coeflicients des polynémes de
Laurent des entrées m; ; de la matrice My correspondantes aux transitions
des états initiaux aux états finaux. Dans le tableau ci-dessous, nous listons
les entrées non nulles correspondantes aux transitions d’états initiaux aux

états finaux.



Transition m; Somme coefficients
er — e | wrrtyz? 1
es — er | wlatyz? 1
es — eg | wiatyz? 1
e5 — €g 2wy 2

7

S1 =14+1+1+2 = 5. Ce qui signifie qu'on a au total 5 polyominos inscrits

dans le carré 2 x 2.

(iii) Casn =2

Nous faisons la somme Sy des coefficients des polynémes de Laurent des

entrées m; ; de la matrice M3 correspondantes aux transitions des états

initiaux aux états finaux.

Transition m; j Somme coefficients
1 — e waby? 2 1
e; — eg waby?z 1
e1 — €g w3z%y? 23 + wiaby? 22 2
€5 — € waSy? 2 1
e3 — eg wixby?z 1
e3 — eg | w3xby?23 + wixby?2? 2
es — €6 w30y? 1
es — ey w352, 1
es — eg wihrty?z2 1
es — eg | 2wdrty?z7t + 2wlaty? 4

So=1+14+24+1+1+2+14+1+1+4=15.

(iv) Casn =3

Nous listons les entrées m, ; non nulles, i € {1,3,5} et j € {6,7,8,9}. On

a
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mye = w4x8y322+w5x10y323, my gy = w5x10y3z2, myg = w5x8y3z+w6x8y3z,

mig = 2wrSyP2? + 2wiaby32® + 2wlaByP2?) mag = W'Y 22 may =

8,352 5,.10,,3 .3 6,.8,,3

Yzt + wirTy" 2%, mag :w5x8y3z+wxyz, ms,9 = 2wady32?

wiz Y°z° +

8,3,3 4,.8,3,2 5,.8,,3

2wtaby 2 + 20tatyP2?, mye = wiaty + WYz msr = waty? +

WSyt ms g = 20PaSyP 2T +wlabyP 272 my g = 2w3alyd +2wtabyB T+

2wiady? + 2wiaSyz + 2wlabyP2 L.
S3=2+14+246+1+24+24+6+2+2+3+10=39.
(v) Casn=14

mye = w7$12y422+2w6$12y4z3+w5x10y4z2, myg = w7x12y4z2+222w6x12y4,

6,.10,,4

myg = wat?ytz? + wal%tz + wirPytz + wix?ytz + wlaOytz, mygy =

222w7a:10y4+223w6x12y4+w6x12y4z2+422w6x10y4+3z2w5m10y4+w6x12y423+
3,w51,10y4237 mse = w7x12y422+2w6x12y4z2, msy = w7x12y422+223w6m12y4+

2,,5,.10, 4 712

2wt myg = wirPyt2? +w 61094

Ttz wlr Otz w22yt 2 + wla 0y,
Mg = 20T w0y 22 4 2 2423 4 wba12yt22 1 42208010yt 4 SuPrl0yt? 4
W12y 1 3P E0yA23 g 6 = Wb 2yt p Pz Oyt T Ot S 2yt
W0tz s = w2y S 0y T Oyt B 2y a0yt
mss = 20720422 1 20T 0y 2! 1 wbebyta + 20520t myy =
2028y 27+ 4wd 20y 2 - 2wt Syt 6wl 2 0yt 2w Syt - 4w Oyt

2ulaSytz! + 2ubz 0yt 1,

Si=4+3+54+16+3+4+5+16+5+5+7+24=097.
(vi) Casn=5

Pour ce cas, étant donné que les expressions des entrées m;; de la ma-
trice M3 sont de trés grandes tailles, pour chacune d’elles, nous donnons

la somme des coefficients de ses mondmes.
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ms5,6 ms5,7 ms5,8 ms5,9

m3,6 m3,7 m3,8 m3,9
17 58

12 40 12 12

™mi,8 mi,9
12 40 8 9

Entrées mi.6 mi,7

coef 9 8

S5 =9+8+4+124+40+84+9+ 12440+ 12+ 12+ 17 + 58 = 237.

Dans le tableau 2.4 nous listons, pour chaque valeur n, 1 < n < 15, le nombre
polyominos inscrits dans le rectangle de base 2 et de hauteur H = n + 1. Pour

chaque valeur n, sy, sy et s5 désigne respectivement les nombres de polyominos

obtenus a partir des états initiaux e;, es et e5 tandis-que S, est le nombre total

de polyominos inscrits dans le rectangle 2 x (n + 1).

n S1 53 S5 Sn
1 1 1 2 )
2 4 4 7 15
3 11 11 17 39
394 28 28 41 97
) 69 69 99 237
6 168 168 279 575
7 407 407 77 1391
8 984 984 1393 3361
9 2377 2377 3363 8117
10 5740 5740 8119 19599
11 13859 | 13859 | 19601 47319
12 33460 | 33460 | 47321 | 114241
13 80781 | 80781 | 114243 | 275805
14 | 195024 | 195024 | 275807 | 665855

15 | 470831 | 470831 | 665857 | 1607519

Tableau 2.4: Nombres de polyominos inscrits dans quelques rectangles de type 2.

A travers les quinze cas présentés ci-dessus, nous avons obtenu les quinze premiéres
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valeurs de la suite numéro A034182 des nombres de polyominos inscrits dans un
rectangle de base 2 du site OFEIS. Sur la base de ces résultats, nous conjecturons
que pour toute valeur de n > 5, la (n + 1) valeur de la suite des nombres de

polyominos inscrits dans un rectangle de largeur 2 est la méme que celle de OFIS.

2.4.2 Validation des valeurs de la matrice M3

Tout comme la section précédente, nous calculons, en utilisant les puissances de
la matrice M3, les sept premiéres valeurs de la suite des nombres de polyominos
inscrits dans un rectangle de type 3 tout en les comparant a celles de I’OFIS. On
rappelle que 'automate A3 a pour états initiaux les états ey, e3, e5, €7, €11, €16, €20

et pour états finaux les états eis, €21, €22, €23, €24, €25, €26, €27, €33, €34, €35, €37

Pour chaque état initial e; de A3, nous calculons la somme s; des coefficients de
toutes les entrées m, ; de la matrice MY, correspondantes aux suites de transitions
de e; ae;, j € {15,21,22,23,24,25,26,27,33,34,35,37}. On désigne par S, la

somme des s;, ¢ parcourant ’ensemble des indices des états initiaux de As.

(i) Cas n = 0 Dans ce cas particulier, il s’agit de trouver 1'unique polyomino
inscrit dans le rectangle de type B = 3 et de hauteur 1 (voir figure 2.35).

La valeur de Sy vaut particuliérement 1 dans ce cas.

Figure 2.35: Polyomino inscrit dans le rectangle 3 x 1.

(i) Cas n =1 (matrice M3)

1|1 3[5]7[11[16|20 |5
s (11112118115

(iii) Cas n = 2 (matrice M32)
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v | 135 | 7T |11]16 20| 9
s; | 11112112 |18 8 | 17 |33 | 111
(iv) Cas n = 3 (matrice M3)
20 | S5

v 135 7 |11] 16
41 | 111 | 166 | 749

s; | 70 | 77| 74 | 110

(v) Cas n =4 (matrice M3)

7|11 | 16 | 20 | S,

1|1 3 )
206 | 607 | 833 | 3495

387 | 468 | 387 | 607

Si

(vi) Cas n =5 (matrice M3)

) 7 11 16 20 Ss

v 1 3
1039 | 3177 | 4215 | 18189

2033 | 2515 | 2033 | 3177

Si

(vii) Cas n = 6 (matrice MS$)

11 16 20 Se

) 7
16324 | 21317 | 93231

1 1 3
13084 | 10464 | 16324

0254

s; | 10464
Dans le tableau 2.5 nous listons, pour chaque valeur n, 1 < n < 11, le nombre
polyominos inscrits dans le rectangle de base 3 et de hauteur H =n + 1.
n s1 s3 S5 s7 s11 $16 520 Sn
1 1 1 1 2 1 1 8 15
2 11 12 12 18 8 17 33 111
3 70 81 70 111 41 111 165 649
4 387 468 387 607 206 607 833 3495
5 2033 2515 2033 3177 1039 3177 4215 18189
6 10464 13084 10464 16324 5254 16324 21317 93231
7 53359 67049 53359 83174 26571 83174 10779 474479
8 270897 341190 270897 422104 134364 422104 545065 2406621
9 1372430 1730463 1372430 2138101 679429 2138101 2756183 12187137
10 6946143 8762848 6946143 10820447 3435612 10820447 13936969 61668609
11 35139171 44340711 35139171 54736325 17372581 54736325 70473949 311938233
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Tableau 2.5: Nombres de polyominos inscrits dans quelques rectangles de type 3.

Les valeurs obtenues a l'issue des calculs correspondent exactement aux onze pre-

miéres valeurs de la suite numéro A034184 de I’OFEIS.

2.5 Séries génératrices

L’énumération des polyominos ou foréts de polyominos inscrits dans rectangle de
type B, B > 2, est beaucoup plus aisée dés qu’on connait la série génératrice Fiz
lie a leur automate. Pour ce faire, nous allons considérer la matrice 9ig dont
chaque entrée correspond a la somme des coefficients des polynémes de Laurent
m;; de la matrice Mp. Nous calculons ensuite la matrice Mp = (I,, — 20ip) .
Nous sommons les entrées de Mp correspondantes aux passages des états initiaux
aux état finaux. Pour y arriver, nous écrivons des programmes C+—+ et python

consultables dans Yao (2023b).

2.5.1 Série génératrice des polyominos inscrits dans un rectangle de type 2
My(1,6) = - _;xf;: 5 Ma(1.7) = (_1+x)(_xf+2m+x2),

My(1,8) = ﬁaira:? M:(1,9) = (—1+ x)(if—i- 21 + x2)’

M(8,6) = —— 3;22 —5 Ma(3,7) = — gx_ﬁ;: et

Mo(3,8) = ﬁix? M(3.9) = 1= 3x2—f2x2 + a3

My (5,6) T Ms.7) -

T 1420+ a2 T 14 2c+ a2
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—x + 22 —2x

M(5’9):——1+2x+x2‘

Ms(5,8) = o b

1-3z+ 2 +2°=(—1+z)(z* + 2z — 1).

FQ(I‘) = MQ(l,G) + Mg(l, 7) + M2(1,8) + Mg(l,g) +
My(3,6) + My(3,7) + Ma(3,8) + My(3,9) +

My(5,6) + My(5,7) + Mo (5,8) + Ma(5,9)
z(5 — z?)
34+ ax2—3r+1

Le développement en série de Taylor au voisinage de 0 a 'ordre 20 de Fy(x) nous

donne

Fy(z) = b5x+ 152% + 3923 + 972" + 23725 + 5752° + 139127 +
33612° + 81172° + 1959920 4 473192 4 1142412"2 +
2758052 + 6658552 + 16075192 + 388089721 +
93693172'" + 226195352'® + 54608391z +

1318363212%° + O(2*").

Avec cette série, nous confirmons non seulement les 15 premiers termes de la suite
du tableau 2.4, mais aussi la concordance des 20 premiers termes de la suite (.5,,)

des nombres de polyominos inscrits dans un rectangle de type 2 avec celle de la

suite numéro A034182 de ’OFIS.
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2.5.2 Série génératrice des polyominos inscrits dans un rectangle de type 3

En notant par s;(z) la fonction génératrice des polyominos partant de I’état initial

e, 1 €{1,3,5,7,11,16,20}, & un état final de 'automate A3

r(—2% — 2t — 52?2 + 22 + 1)

1(0) = RT3 = 1420 ¢ 1507 — 2107 1 2427 — 95 £ 1)
(@) = r(—z" + 425 + 112* — 923 + 62° — 22 — 1)
ST 09 " 62° — 927 + 2925 — 1525 — 2120 1 452% — 3322 + 102 — 1)
(2) r(—2% — 2t — 522 + 22 + 1)
ss(z) =
’ (28 — 527 — 1425 + 1525 — 2123 + 2422 — 9z + 1)
(2) = x(a® — 22° — 22% — 322 + 2)
= (28 — 5™ — 1420 4 1525 — 2123 + 2422 — 9z + 1)
Su(z) = r(at — 2 + 422 — 2 — 1)
= (26 — Tad + 2t + 623 — 1122 + T — 1)
(z) = z(x® — 22° — 22% — 322 + 2)
1618 = (28 — ba” — 1425 + 152% — 2123 + 2422 — 9x + 1)
(=2 + 62 + 23 — 1122 + 162 — 7)
820(%) =

(26 — 7% 4+ 2t + 623 — 1122+ Tx — 1)

En sommant les s;(z), ¢ € {1,3,5,7,11, 16,20}, nous obtenons F3(x) définie par

z(—a® + 527 4+ 1025 — 272° + 242* + Ta® — 342% + 39z — 15)
(29 — 628 — 927 + 2926 — 1525 — 21x* + 4523 — 3322 + 10x — 1)

Fi(x) =

Le développement en série de Taylor a I'ordre 20 de F3(x) au voisinage de 0 nous
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donne

Fy(z) = 152 4 1112% + 6492° + 34952 + 181892° + 932312° +
47447927 + 24066212° + 121871372° 4 61668609x'° 4 311938233z +
157760284922 + 79779401872 + 403428609952 + 2040019936972
1031568839407z + 521627103525727 + 263767443988112™® +

1333772646943752 + 6744382906648612°° + O(2*!)

dont les coefficients sont exactement les termes de la suite numéro A034184 de

I’OFEIS.

Au terme de ce chapitre, nous avons mis en place 'automate Ap, générateur
des polyominos inscrits dans de rectangles de type B. Cela a été possible grace
aux diverses régles de transitions préétablies conformément a 1’aspect géométrique
que nous avons abordés dans le chapitre. Nous avons établi plusieurs formules &
partir desquelles nous avons établi les transitions entre les états de 'automate
Ap. L’automate ainsi construit a été représenté par la matrice de transition Mp
correspondante. Cette derniére élevée a la puissance H —1 nous permet d’énumérer
tous les les polyominos de hauteur H inscrits dans le rectangle B x H de base
B et de hauteur H et grace a la proposition 2.1.16 on retrouve I’énumération
des polyominos inscrits dans ce méme rectangle. Dans les deux derniéres sections,
nous avons validé les matrices de transfert My et M3 en montrant que les suites
des nombres de polyominos inscrits dans les rectangles B x H, B =2 ou B = 3,

selon les entrées de chacune de ces matrices, est celles fournies dans I’OFIS.



CHAPITRE III

AUTOMATE DECRIVANT LES FORETS DE POLYOMINOS INSCRITES
DANS UN RECTANGLE

Tout comme pour les polyominos, nous montrons dans ce chapitre que toute forét
de polyominos inscrite dans un rectangle du type B se génére par un automate
Arp. L’automate App est en quelque sorte une généralisation de I'automate Ap.
La différence entre les deux réside dans le nombre d’états et surtout au niveau
des transitions possibles. Ce chapitre hérite des notions abordées dans le chapitre

précédent.

Dans ce chapitre, en plus des statistiques abordées dans le chapitre précédent,

nous allons parler du nombre de composantes connexes.

Pour commencer, nous construisons ’automate Arp. Ensuite nous étudions ’au-

tomate Aps.

3.1 Généralités sur 'automate App

3.1.1 Etat

Pour commencer cette partie, nous évoquons quelques exemples de foréts de po-
lyominos inscrites dans un rectangle du type B. On peut remarquer a travers les

deux foréts de polyominos inscrites de la figure 3.1 que dans le cas de 'automate
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F

Figure 3.1: Deux exemples de foréts de polyominos inscrites dans un rectangle B.

App le passage d’une ligne donnée de longueur L a la ligne suivante (si elle existe)
de longueur £, L' < L, est possible méme si I'une d’entre elles est dépourvue de

cellules. Nous introduisons ainsi la notion d’état vide de 'automate Appg.

Définition 3.1.1. Un état de longueur £ de l'automate App , 1 < L < B, est

dit vide si et seulement si sa ligne est dépourvue de cellules. Il se note alors

(0.0 0.0 {{}).

L termes L termes

Nous définissons un état de App comme suit.

Définition 3.1.2. Tout état de longueur L de l'automate App , 1 < L < B, est

un €état de longueur L de Ag ainsi que ’état vide de longueur L.

Proposition 3.1.1. Tout état initial de Ag est un état initial de App et inver-

sement.

Preuve. Désignons par Ig et Irg les ensembles d’états initiaux respectifs de Ag

et -AFB-

La proposition 3.1.1 s’explique d’abord par le fait qu’un état vide de longueur B

ne peut pas étre un €état initial. Si tel était le cas, le coté haut du rectangle de type
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B qui contient la forét de polyominos résultante ne serait pas atteint et donc cette
derniére ne serait pas inscrite dans ce rectangle. La figure 3.2 est une illustration
de ce contre-exemple. De plus tout état initial de l'automate Arp ou de Ap fait
allusion a la premiére ligne d’un rectangle du type B. Or aucune des composantes
connexes d’une premiére ligne d’un tel rectangle n’est connectée a une autre par
le haut. Donc les états initiaur de Arpp ont exactement les mémes propriétés que

ceuxr de Ag. On a alors Irg C Ig.

Inversement, comme Arp généralise Ap alors Ag me peut pas avoir plus d’état
7

initiauxr que Apg, ce qui nous donne Ig C Ipp.

D’ou IB = IFB'

Figure 3.2: Exemple de forét de polyominos non inscrite contenue dans un rec-
tangle du type 8 x 7 dont la premiére ligne est dépourvue de cellules.

Proposition 3.1.2. Tout état non vide de App est final si et seulement s’il

contient des cellules & ses deux extrémités.

Preuve. En effet si un état vide était un état final de 'automate Arp toute forét
de polyominos dont la derniére ligne est la ligne d’un tel état ne toucherait pas
la base du rectangle dans lequel est contenue cette forét de polyominos. De plus
comme la connexité n’est pas exigée dans le cadre d’une forét de polyominos, n’im-
porte quel état dont la ligne contient les cellules aux extrémités est un état final. Le

fait d’exiger la présence de cellules aux deux extrémités d’une ligne d’un état final
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résulte de la remarque 2.1.5. Cette remarque exige que la suite du polyomino ou
de la forét de polyminos évoluant dans une bande rectangulaire de largeur L soit
décrite par un état de longueur L. Ainsi si l'une des extrémités d’un état final de
longueur L est une case sans cellule alors cet état devrait étre plutot de longueur

au plus £ — 1.

Apreés avoir pris connaissance des états de App, il s’avére indispensable de savoir

comment se font les transitions entre ces derniers.

3.1.2 Transition entre les états

Nous avons les propositions suivantes.

Proposition 3.1.3. Soit e et € deux états de Arp de longueurs respectives L et

L', avec L' < L, et de lignes
_ AN AN /
L = o 0,410,401 et L' = Qjr Qyr 41Ot 1y

respectivement telles que iy < i) <i{+ L —1<iy+L—1.
(i) St oy, = avp—1 = 0 alors la transition de e a €' est impossible.
(i) Siciy, =1, ajyp1 =0et sity +L —1 <i3+L—1 alors la transition de
e a € est impossible.
(i) Si oy, = 0, jy4e1 = 1 et iy < i} alors la transition de e a € est

impossible.

Preuve. (voir la preuve de la proposition 2.1.8)
La proposition 3.1.3 est similaire a la proposition 2.1.8. La seule différence entre
les deux est que les décalages autorisés ict ne tiennent pas compte de la connexité

(voir 2.1.4). Les deuz propositions ont ainsi la méme démonstration.
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Proposition 3.1.4. Soit e et € deux états de App tels que les hypothéses de la
proposition 3.1.3, entrainant ['impossibilité de la transition de e a €', ne soient
pas satisfaites. La transition de e a € n’est possible que si la longueur de e est
supérieure ou égale a la longueur de €' et si la connexion entre e et €' ne modifie ni
la partition non croisée de composantes connexes ni le mot de l’alphabet {0, 1,2, 3}

associés a e’

Preuve. Cette proposition est une conséquence de la construction des états de
lautomate App et du fait que la connezité n’est pas exigée dans le cadre d’une
forét de polyominos. Donc a part les conditions des propositions 2.1.7, 3.1.3, 2.1.6
et 2.1.5, les hypothéses de la proposition 2.1.4 n’empéchent pas la possibilité de la

transition entre les états de l'automate App.

Exemple 3.1.1. (Cas d’impossibilité de transition due & la non conformité du

mot de l’alphabet {0,1,2,3} associé a un des états)

On considere trois états e, € et €” de longueur 7 de Apr, avec

e = (1001111,0002231, {{0}, {1}}), ¢ = (0110010,0110010, {{0}, {1}}) et

¢" = (1001111,0001231, {{0}, {1}}).

La transition de e a €' est possible mais celle de €' a e est impossible car si cette
derniére €tait possible, il y aurait une contradiction au niveau du mot de [’alphabet
{0,1,2,3} associé a e (qui serait 0001231 au lieu de 0002231). Par contre, la

transition de €' a e” est possible.

En s’appuyant sur la proposition 3.1.4 et sur I’exemple 3.1.1, on peut dire que pour
deux classes d’états cl et cl’ de longueurs respectives L et L avec 1 < L' < L < B,
il existe des états e et € de ¢l et cl’ respectivement tels que la transition de e & €

soit possible. Ce qui n’était pas le cas au niveau des états de 'automate Ap car
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la connexité est impérative.

Définition 3.1.3. Une transition élémentaire d’'un état e; a un état e; dans le

cadre de l'automate Arp est donnée par
tij = )\w“xpyzf(’c,

ou A € {0,1}, a, p, et f représentent toujours les mémes parametres que dans
le cas de l'automate Ap et ¢ le nombre de composantes connexes de la forét de

polyominos. Les variables w,x,y,z et ( sont des variables formelles.

Remarque 3.1.1. Les notions de transitions, suites de transitions et tout autre
résultat obtenu dans le cadre de l'automate Ap restent valables pour I’automate

Arp. La seule nouveauté ici est le calcul du nombre de composantes connezes.

Le nombre ¢ de composantes connexes, l'exposant de (, est tout comme f une
valeur algébrique et représente a chaque transition, la perte ou le gain de compo-

santes connexes.

La valeur de ¢ ne dépend que des classes d’états auxquelles appartiennent les états
mis en jeu dans la transition. Cela s’explique d’une part par le fait que la notion
de mot de l'alphabet {0, 1,2,3} a été introduite, uniquement, pour le calcul de
la variation du nombre de feuilles et d’autre part par le fait qu'une composante
connexe d'une forét de polyomino n’est rien d’autre que 'agencement de quelques
composantes connexes de cellules, des lignes du haut jusqu’a la base du rectangle
contenant cette forét de polyominos. On n’a donc pas besoin des mots de ’alphabet

{0,1,2,3} pour expliquer la valeur de c.

Les composantes connexes par le haut de la partition non croisée de composantes
connexes associée a un état de Aprp représentent les composantes connexes de la

ligne de cet état vue comme forét de polyominos ligne.
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Soit e et ¢’ deux états de App tels que la transition de e & ¢’ soit possible. On sup-

pose que €’ est non vide et a n composantes connexes par le haut, ¢py, ¢pa, ..., ¢pn.

Chaque multicomposante connexe cp; de €', contribue dans le calcul de ¢ a raison
d’une valeur ¢;, entier relatif, définie comme suit :
(i) si cp; n'est liée & aucune composante connexe de e alors ¢; = 1,
(ii) Si cp; est lite & k composantes connexes par le haut de e, k € N alors
C; = —k‘ + 1.
Et on a

Si €’ est un état vide, alors ¢ est nul.

Exemple 3.1.2. Considérons la forét de polyomino de la figure 3.3, inscrite dans

le rectangle de Rys de hauteur 8. Les états qui décrivent cette figure sont les sui-

SEEREEE

Figure 3.3: Forét de polyominos inscrite dans un rectangle du type R;; de hauteur
8.

vants :

(111010110110010, 121000110110000, {{0}, {1}, {2}, {3}, {4}})

€1

(010000000100010, 010000000100010, {{0}, {1}, {2}})

€2
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es = (111101001101111,132100001201231, {{0}, {1}, {2}, {3}})

es = (010111010011001,010222000012001, {{0,1},{2},{3,4}})

es = (000100001110001,000100001220001, {{0},{1,2}})

000000000000000, 000000000000000, {{0}})

(

(

(
es = (000100000111011,000100000231012, {{0}, {1,2}})

er = (

(

110000010011100, 110000000012100, {{0}, {1}, {2}})

eg =

— ey est ’état initial et a cing composantes connexes par le haut alors la valeur
de ¢ correspondante est ¢ = 5, le nombre de ses composantes connexes.

— ey a trois composantes connexes par le haut {0}, {1} et {2}. Chacune d’elles
sont connectées a une unique composante connexe de ey. La valeur de c
résultante est ¢ = 0.

— ey a quatre composantes connexes par le haut {0}, {1}, {2} et {3}. A part
{1} qui n'est connectée & aucune composante connexe de ey, toutes les
autres sont connectées a une Seule composante connexe parmi ses com-
posantes connexes. On en déduit donc que ¢ = 1 pour la transition de ey a
es.

— ey4 a trois composantes connexes par le haut, {{0,1},{2} et {3,4}} . {2}
n'est connectée a aucune composante connexe par le haut de ez, {0,1} est
connectée o deux composantes connexes par le haut de ez et {3,4} est
connectée a une composante connexe par le haut de e3. Dans ce cas on
ac=-14+14+0=0.

— e5 a deuz composantes connexes par le haut {0} et {1,2} chacune connec-
tée a une unique composante connexe par le haut de ey. La valeur de ¢
résultante de la transition ey a es5 est ¢ = 0.

— eg a deur composantes connexes par le haut dont chacune est liée a une

seule composante connexe par le haut de es et donc ¢ = 0.
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— ey est vide alors la valeur de ¢ correspondante est ¢ = 0.
— la valeur de ¢ correspondante a la transition e; a eg est le nombre de com-
posantes connexes par le haut de eg qui est ici 3.
Le nombre n. de composantes connexes de cette forét de polyominos est la somme

des valeurs de c issues de toutes les transitions. Icin, = 5+0+1+0+0+0+3 = 9.

D’apres les régles de calcul de ¢ évoquées plus haut, il est donc fondamental de
A . /

connaitre pour une composante connexe par le haut donnée de €', le nombre de

composantes connexes par le haut de e avec lesquelles elle est en contact. Pour ce

faire, nous allons considérer chaque composante connexe par le haut de e et de ¢

comme étant un état de méme longueur que e et €' respectivement. Pour savoir

si une composante connexe par le haut cp, de ligne L., = o, @, 41...a244,, de e et

/
-/

/ . o
cp', deligne Loy = Wy Oy 4y

0y, i de €’ se touchent il faut et il suffit que

Z ;> 0,

i <i<Li)

avec i; < iy < L L' < B.

3.2 Automate Aps

3.2.1 Etats

Nous présentons dans cette section 'automate Apz en guise d’exemple des auto-
mates App. Le cas B = 2 n’a pas été abordé parce qu'une forét de polyominos
inscrite dans un rectangle de largeur 2 n’est pas si pertinente comme exemple de

forét de polyominos.

A part les états vides, les états de Aps sont les mémes que ceux de A; de méme



que ses états initiaux. On a donc

(

(010,000, {{0}}),
(001,000, {{0}}),
( )
( )

110, 110, {{0}}),

110,120, {{0}}),

100,000,0), eg =

(100,100, {{0}}),

eqs = (010,010, {{0}}),
e = (001,001, {{0}}),
es = (110,210, {{0}}),
e10 = (110,220, {{0}}),

e1; = (101,000, {{0},{1}}), e12 = (101,101, {{0},{1}},

€13 = 1017 1007 {{0}7 {1}})7 €14 = (1017 0017 {{0}7 {1}})7
e1s = (101,101, {{0,1}}),

(

(

(

er7 = (011,021, {{0}}),
= (011,022,{{0}}),

ear = (111,221, {{0}}),

eos = (111,222, {{0}}),
= (111,231,{{0}}),

eor = (111,232, {{0}}),

eso = (10,10, {{0}}),

ess = (11,21, {{0}}),

(

(

(

ez = (10,00, {{0}}),
es3 = (11 117{{0}})7

e = (011,011, {{0}}),
ers = (011,012, {{0}}),

(
(111,121,{{0}}),
exn = (111,122, {{0}}),
= (111,131, {{0}}),
(111,132,{{0}}),
(

€26 =

eas = (000, 000, {{}})7

es2 = (01,01, {{0}}),
ess = (11,12, {{0}}),
esr = (00,00, {{}}), ez = (1,1,{{0}}),
es1 = (01,00, {{0}}),
ess = (1,0, {{0}}).

€36 = (117227{{0}})7
€40 = <0>0v {{}})7

95

avec les états initiaux ey, e3, e5, €7, €11, €16, €29. Tous les états non vides ayant des

cellules a leurs extrémités sont finaux.
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3.2.2 Matrice de transitions

La matrice de transition Mgz de Aps est plus dense que la matrice Mjs. Cela
s’explique par le fait que plusieurs transitions entre états auparavant impossibles

dans le cas des polyominos sont possibles au niveau des foréts de polyominos.

Nous avons utilisé un programme C++ pour calculer la matrice Mpg3 et l'inté-
gralité de la matrice M3 dont les résultats sont présentés en annexe (voir Yao
(2023a)). Toujours dans la méme annexe, nous avons présenté quelques résultats
sur les polyominos inscrits dans le rectangle 23 4 en nous servant de la bibliothéque

Ginac.

3.3 Calcul du nombre de foréts de polyominos inscrites dans un rectangle de
base 3 et de hauteur h = n + 1 pour quelques valeurs de n.

Pour chaque état initial e; de A3, nous calculons le nombre s; de toutes les foréts
de polyominos partant de cet état vers un état final. Nous désignons par 5, le
nombre total de foréts de polyominos inscrites dans le rectangle 3 x (n + 1). Pour

n = 0 nous avons les foréts de polyominos de la figure 3.4.

Figure 3.4: Foréts de polyominos inscrites dans le rectangle 3 x 1.

Nous présentons le reste des résultats dans le tableau 3.1.

n S1 s3 S5 s7 S11 s16 $20 Sn

1 4 2 4 4 7 4 7 32

2 42 34 42 42 52 42 52 306

3 372 340 372 372 408 372 408 2644

4 3112 2984 3112 3112 3248 3112 3248 21928

5 25424 24912 25424 25424 25952 25424 25952 178512

6 205472 203424 205472 205472 207552 205472 207552 1.44042e+06

Tableau 3.1: Nombres de foréts de polyominos inscrites dans quelques rectangles
de type 3.

Pour le cas n = 1, nous représentons, ci-dessous, les 32 figures correspondantes.
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La représentation de ces figures nous permet de valider le terme S; de la suite
(S,) des nombres de foréts de polyominos inscrites dans un rectangle de largeur

3 et de hauteur n + 1.

e B B

Figure 3.5: Foréts de polyominos inscrites dans le rectangle 3 x 2 partant de I'état
(100,000, {{0}}).

SEE "

Figure 3.6: Foréts de polyominos inscrites dans le rectangle 3 x 2 partant de I’état
(010,000, {{0}}).

D el mt  wE

Figure 3.7: Foréts de polyominos inscrites dans le rectangle 3 x 2 partant de I’état
(001,000, {{0}}).

= S A

Figure 3.8: Foréts de polyominos inscrites dans le rectangle 3 x 2 partant de I’état

(110,110, {{0}}).

H & B R
B SR B

Figure 3.9: Foréts de polyominos inscrites dans le rectangle 3 x 2 partant de I'état

(101,000, {{0},{1}}).
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Figure 3.10: Foréts de polyominos inscrites dans le rectangle 3 x 2 partant de

Petat (011,011, {{0}}).

1
.

Figure 3.11: Foréts de polyominos inscrites dans le rectangle 3 x 2 partant de
létat (111,121,{{0},{1}}).

Les éléments de la figure 3.4 d’une part et ceux de 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 et 3.11
d’autre part confirment que les termes Sy et S de la suite (.S,,) sont respectivement
2 et 32. Pour l'instant il n’y a aucune suite de 'OFIS commencant par les termes
2, 32, 2644, pour confirmer l'intégralité de la suite (S,) néanmoins la section

suivante nous donne les moyens de valider la matrice M 3.

3.4 Séries génératrices de 'automate Aps

Tout comme dans la derniére section du chapitre précédent nous validons la ma-
trice Mgz en déterminant sa fonction rationnelle. Le développement de cette
derniére en série de Taylor nous permet de découvrir beaucoup de termes de la

suite (Sy,).

En notant par s;(z) la fonction génératrice des foréts de polyominos partant de

I'état initial e;, ¢ € {1,3,5,7,11,16,20}, & un état final de 'automate Apz nous
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avons

2z(—4x? 4+ Tz — 2)

18) = G15 Z 5622 1 14z — 1)
(2) 2z(122% — 3z — 1)
S3|\ T =
’ (6423 — 5622 + 14z — 1)
(2) 2z(—4x? 4+ Tz — 2)
S5(T =
° (6423 — 5622 + 14z — 1)
() 2z (—4a* + Tz — 2)
S7\T =
! (6423 — 5622 + 14z — 1)
(22 =3z +1)
1) = e Zior 1)
() 2z (—4a* + Tz — 2)
S xr =
16 (6423 — 5622 + 14z — 1)
222 — 3z +1
sw(z) = ( )

(1622 — 10z + 1)

En sommant les s;(x), i € {1,3,5,7,11, 16,20}, nous obtenons la fonction ration-
nelle Fr3(z) de Aps définie par

2(—122% + 1522 — 2z — 1)

F
Fs () (6423 — 5622 4 142 — 1)
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dont la série de Taylor a I'ordre 20 au voisinage de 0 est

2 4 322 + 3062% + 26442° + 21928z* + 1785122° +

14404162° + 1157254427 4 92777088x° + 7430033922° +
594717337620 4 475899709442 + 3807701012482 +
30463621406722 4 243717024399362 4 1949768407613442'° +
1559827611025408x6 + 124786724278763522'7 +
998295855815720962'% + 7986375092865597442:1% +

63891033728278855682%° + O(x).

Grace a 'exactitude de la matrice M g3, la fonction rationnelle Fr3 ainsi que la
série de Taylor associée et surtout grace a plusieurs outils de calculs implémentés
au cours de ce travail, nous garantissons l'exactitude de la suite (S,,). De plus nous
prévoyons une soumission de cette suite a I’OFIS pour une étude minutieuse afin

qu’elle soit rendue publique.

L’automate App tout comme 'automate Ag présentent un intérét particulier dans
I’énumération des polyominos et foréts de polyominos inscrits dans les rectangles
du type B. En considérant le sous-ensemble des foréts de polyominos inscrites
a une seule composante connexe, nous retrouvons les résultats dans le cas de
I’'automate Apg. Nous concluons en disant que Arp généralise Ag. Comme cela
a été le cas dans le chapitre précédent, la proposition 2.1.16 joue un role capital
sur I'inscriptibilité de toute forét de polyminos partant d’un état initial & un état

final et dont les transitions satisfont aux régles associées a cette proposition.

Le volet abordé dans ce chapitre est une généralisation du chapitre précédent.
Nous avons donné les régles de construction de 'automate App nécessaire pour

I’énumération de toutes les foréts de polyominos inscrites dans tous les rectangles
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de largeur B et de hauteur quelconque en fonction de leur aire, leur périmétre,
leur hauteur, leur nombre de feuilles et leur nombre de composantes connexes.
Nous avons calculé la fonction génératrice associée a l'automate des foréts de

polyominos inscrites dans un rectangle de largeur 3 et de hauteur quelconque.



CHAPITRE IV

ASPECTS ALOGORITHMIQUES DES FORMULES PORTANT SUR LES
AUTOMATES Ap ET App

Dans ce chapitre nous allons proposer les algorithmes permettant d’implémenter

quelques formules-clés établies dans les chapitres II et III.

4.1 Calcul du périmeétre d’un état

Pour un état e donné, nous décrivons l’algorithme nommé PERIMETREETAT per-
mettant de calculer son périmétre. Le paramétre P désigne le périmétre en ques-
tion. La ligne de e est un tableau d’entiers (binaires). Sin = e.longueur c’est-a-dire
la longueur de ’état e, alors cet algorithme a une complexité temporelle de O(n).
La stratégie pour calculer P est la suivante :

— Si e est un état de longueur 1, elle est donc soit une cellule ou bien un état
vide de longueur 1. Dans ce cas, P = 4 x e.ligne(0). Cette valeur vaut 4 si
e est une cellule et 0 s’il est un état vide.

— Si la ligne de e est de longueur 2 alors P = 4 x e.ligne(0) — 2 x (e.ligne(0) *
e.ligne(1)) + 4 % e.ligne(1) ce qui équivaut a la somme des périmétres des
deux cases (dont chacun peut valoir 0 ou 4), tout en retranchant d’éventuels
cOtés qui se touchent. Si les deux cases sont toutes deux des cellules alors le

terme 2 * (e.ligne(0) x e.ligne(1)) vaut donc 2 correspondant ainsi au coté



103

vertical gauche de la cellule de gauche et au coté vertical droit de la cellule
de droite qui sont internes au polyominos.

— Si e est de longueur supérieure ou égale a 3, on applique le processus expli-
qué dans le cas précédent : e.longueur—1 précédentes cases tout en ajoutant

le périmétre de la derniére case qui vaut 4 x e.ligne(e.longueur — 1).

1: fonction PERIMETREETAT(e : etat) : naturel

2: P < 0 mmaturel

3 si (e.longueur = 1) alors

4: P =4 xe.ligne(0)

5: sinon

6: si e.longueur = 2 alors

7 P =4xe.ligne(0) — 2 = (e.ligne(0) x e.ligne(1)) + 4 x e.ligne(1)
8: sinon

9: pour ¢ allant de 0 & e.longueur — 2 faire

10: P =P +4xeligne(i) — 2 x (e.ligne(i) x e.ligne(i + 1))
11: fin pour

12: P = P+ 4 xe.ligne(e.longueur — 1)

13: fin si

14: fin si

15: retourner P

16: fin fonction

4.2 Nombre de périmeétre échangé lors d’'une transition d’un état & un autre

La variation du périmeétre lors de la transition d’un état e a un état €', comme
le stipule la formule de la proposition 2.1.10, correspond au périmeétre de I'état €’

auquel on retranche d’éventuel cotés horizontaux qui se touchent.
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On considére deux états e et ¢ de tels que la transition de e & €’ soit possible.
On sait que e.longueur > €'.longueur. Soit n la longueur de e et n’ celle de ¢’
Nous posons e.ligne et €'.ligne comme étant tous deux des tableaux de longueur
n. Soit 4; un entier naturel tel que la ligne de €’ soit réellement étendue de i; a
i1 +n' — 1 en la repérant a la ligne de e (qui s’étend de 1 & n). On désigne par
PERIMETRETRANSIT la fonction nous permettant le calcul du périmétre échangé
au cours de la transition de e a ¢ qui prend argument deux états et retourne

Pentier P.

1: fonction PERIMETRETRANSIT (e : état, €’ : état) :naturel

2: P : naturel

3: P < PERIMETREETAT(¢’)

4: pour i allant de iy a i1 +n' — 1 faire
5: P« P —2x (eligne(i) x € ligne(i))

6: fin pour
T retourner P

8: fin fonction

Le terme e.ligne(i) * €'.ligne(i) qu’on retranche s’explique de la méme maniére
que dans le cas de PERIMETREETAT a la différence qu’ici, les cotés concernés sont

horizontaux. Cet algorithme s’exécute en O(n) au pire cas.

4.3 Nombre de feuilles d’un état

4.3.1 Nombre de feuilles d’un état initial

Le nombre de feuilles d’un état dépend du fait qu’il est un état initial ou un état
intermédiaire. Si un état e est initial, cela signifie qu’aucune de ses composantes
connexes n’est connectée par le haut. Ce qui permet de conclure que le nombre de

ses feuilles n’est rien d’autre que le nombre de ses composantes connexes ayant au
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moins 2 cellules multiplié par deux puisque chacune de ces types de composantes
connexes a deux cellules de degré 1, qui sont a ses extrémités. Pour calculer ce
nombre, il suffit de dénombrer les composantes connexes a une seule cellule de
I’état e concerné. Ce calcul est décrit dans la fonction COMPOUNITCEL. Nous
utiliserons le parameétre ncy pour désigner le nombre de composantes connexes a
une seule cellule. Soit n tel que n = e.longueur et Bin le tableau d’entiers binaires

mis pour e.ligne i.e. Bin = e.ligne.

1: fonction COMPOUNITCEL(e : état) : entier

2: ncy : entier

3: si n =1 alors

4: ney <— Bin(0)

5: fin si

6: si n = 2 alors

7 nco <— Bin(0) % (1 — Bin(0) x Bin(1)) 4+ Bin(1) x (1 — Bin(0) * Bin(1))
8: fin si

9: si e.longueur > 2 alors

10: neg <— Bin(0) * (1 — Bin(0) x e.Bin(1)) +

11: Bin(n — 1) % (1 — Bin(n — 2) * Bin(n — 1))

12: pour ¢ allant de 1 & n — 1 faire

13: ney < neo+ Bin(i) * (1 —max(Bin(i—1) % Bin(i), Bin(i)« B(i+1)))
14: fin pour

15: fin si

16: retourner ncy

17: fin fonction

La régle de calcul de ncy est la suivante :
— Sin =1, alors il a soit une cellule (qui est alors de degré 0) soit il est

un état nul et dans ce cas la valeur de ncy correspond a I'unique valeur,
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Bin(0), du tableau Bin (voir ligne 4).

— Sin = 2 alors on a la formule de la ligne 7 qui est constituée de deux
termes. Le terme Bin(0) * (1 — Bin(0) x Bin(1)) par exemple s’explique
comme suit : Bin(0) nous permet de savoir si la case 0 contient de cellules
ou non. Ainsi, si cette case ne contient pas de cellule Bin(0) = 0 et donc
le terme Bin(0) * (1 — Bin(0) * Bin(1)) n’influe pas le résultat final. Dans
le cas ot cette case contient de cellule (Bin(0) = 1) alors on s’intéresse au
facteur (1 — Bin(0) * Bin(1)) qui nous dit, si a droite de la cellule de la case
B(0), il y a une cellule ou pas. Dans le cas affirmatif, Bin(0) = Bin(1) =1
et donc (1 — Bin(0) * Bin(1)) = 0 de méme que le second terme de ncy
( 1 — Bin(0) * Bin(1) ) est un facteur commun au deux termes) ce qui
revient a dire que 'unique composante connexe de e est constituée de deux
cellules dont chacune a pour degré 1. Dans le cas contraire c’est-a-dire
1 — Bin(0) * Bin(1) = 1, ce qui signifie qu’une seule des deux cases de Bin
contient une cellule et ncy vaut automatiquement 1. Pour le cas Bin(0) =
Bin(1) =0 (e est un état vide de longueur 2), ncy est nul.

— Sin > 2, les lignes 10 et 11 nous donnent les informations aux deux
extrémités de la ligne de e. A la ligne 13, Bin(i) * (1 — max(Bin(i —
1) * Bin(i), Bin(i) * B(i + 1))) est une généralisation des termes expli-
qués dans le volet précédent; c’est le cas ou la case 1 < 7 < n — 1.

¢ case de

Bin(i) nous dit toujours si une cellule se trouve dans la ™
Bin ou non. Dans le cas contraire, cette expression est nulle et n’in-
tervient pas dans la somme finale. Dans le cas affirmatif, si ’expression
max(Bin(i — 1) x Bin(i), Bin(i) * B(i+ 1)) = 0, alors la cellule en question
n’a ni cellule a sa gauche ni a sa droite et ainsi Bin(i) * (1 — max(Bin(i —
1) Bin(i), Bin(i) * B(i +1))) = 1, sinon elle a au moins une cellule a 'un
de ses cotés et Bin(i)* (1 —max(Bin(i—1)* Bin(i), Bin(i)*B(i+1))) = 0.

Les opérations dans cet algorithme se font aussi en O(n).
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Si n. est le nombre de composantes connexes, dont la formule est démontrée dans
la proposition 2.1.2, le calcul du nombre, ny, de feuilles de I’état initial e se déduit
facilement dés qu’on a la valeur de ncy qui n’est rien d’autre que 2 * (n. — ng, ).
Nous désignons par NBFEUILLEETATUNIT la fonction qui permet d’obtenir le

nombre de feuilles d’un état pouvant étre initial.

4.3.2 Nombre de feuilles d’un état interne

La formule du nombre de feuilles d’un état non initial est établie dans la propo-
sition 2.1.12 du chapitre 2. La procédure consiste a considérer au départ 1’état e
comme étant initial. Dans ce cas, nous utilisons dans un premier temps la fonc-
tion NBFEUILLEETATUNIT pour calculer le nombre ny, de feuilles qu’il aurait pu
avoir. Ensuite, nous définissons deux variables ng_,; et n;_s qui désignent res-
pectivement le nombre de cellules de e (vu initialement comme étant état initial)
dont les degrés sont passés chacun de 0 a 1 et le nombre de celles dont les degrés
sont passés chacun de 1 a 2 suite a sa transition avec I'état qui le précéde. Cette
fonction nommée NBFEUILLEETAT, prend en argument un état e et retourne 1’en-
tier naturel ny qui est le nombre de feuille de cet état. Dans cette fonction, e est
matérialisé par les tableaux Bin et Mot qui désignent respectivement sa ligne et
le tableau dont les cases sont des symboles du mot de de 'alphabet {0, 1,2, 3} qui
lui est associé. On suppose que 1'état qui précéde e est ’état ¢ dont la ligne est
donnée par le tableau Bin'. Tous les tableaux dans cet algorithme sont supposés
de taille €’.longueur et on désigne par iy, le numéro (repéré par rapport a la nu-
mérotation de la ligne de €’) a partir duquel commence normalement la ligne de
e. On pose n = e.longueur.

1: fonction NBFEUILLEETAT(e : état) : naturel

2: 10, M fy, f, N1, N1—2 : Naturel

3: ng < NBFEUILLEETATUNIT(e)

4: Nos1 < 0, N0 <0
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5: pour ¢ allant de iy & n + ig — 1 faire
6: N1 = No_1+Bin(i)*Bin'(i)*min(1, Mot(i), |2— Mot (i)|, |3—Mot(i)|)
7: ni_o = Ng_1+Bin(i)xBin/(i)*min(1, Mot(i), |1—Mot(i)|,|3—Mot(7)|)

8: fin pour
9: N <= Ngp —Nise + Mot
10: retourner ny

11: fin fonction

Dans le calcul de ng_,; et celui de ny_s, si le produit Bin(i) * Bin/(i) = 0 cela
signifie que la case Bin(i) ou bien la case Bin’(i) ne contient aucune cellule ce
qui signifie que rien ne change sur le degré de Bin(i). Si Bin(i) * Bin'(i) = 1, cela
signifie que la cellule de la case Bin(i) a au-dessus d’elle une cellule ( c’est-a-dire
que la case Bin/(i) contient de cellule). Donc son degré n’est pas en fait celui qui
lui était attribué en supposant que e est initial. Ainsi

— si son degré était supposé 0 il vaut en réalité 1 il faut donc compter cette
cellule parmi les feuilles de e. Comme Mot(i) = 1 alors min(1, Mot (i), |2 —
Mot(i)],]3 — Mot(i)|) = 1 ce qui augmente la valeur de ng_,; de 1.

— De méme, si son degré était supposé 1 il vaut en réalité 2 il faut donc
retrancher cette cellule parmi les feuilles de e puisqu’elle n’est pas en réalité
une feuille de e. Comme Mot (i) = 2 alors min(1, Mot (i), |1 — Mot(i)|, |3 —
Mot(i)]) = 1 ce qui augmente la valeur de ny_,5 de 1.

Ainsi, ni_o est d’aprés tout ce qui précéde le nombre de cellules comptées par
erreur comme ¢étant les feuilles de e parmi les ny, feuilles si e était initial. ng_;

est par contre les feuilles de e qui n’ont pas été comptées en supposant e initial.

La complexité de NBFEUILLEETAT est aussi O(n).
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4.4 Nombre de feuilles échangées lors d’une transition

Considérons deux états e et ¢’ d’un automate Ap (respectivement App) tels que
la transition de e a € soit possible. La variation du nombre de feuilles de cette
transition est une valeur algébrique donnée dans la proposition 2.1.13. Cette va-
riation du nombre de feuilles dépend de la position i de départ de la ligne de
I’état de e’ par rapport a la ligne de e. Et pour les deux états e et ¢ on peut
avoir plusieurs possibilités ¢g. La proposition 2.1.13 tient donc compte d'une seule
de ces possibilités c’est-a-dire pour une valeur de iy fixée. Nous expliquons ici
le fonctionnement de 'algorithme qui a permis ’établissement de cette formule.
Pour ne pas alourdir les notations, les lignes de e et ¢’ sont respectivement « et
o’ et les mots de l'alphabet {0,1,2,3} associés seront respectivement m et m/
tous considérés comme étant des tableaux de taille e.longueur. Comme précéde-
ment en notant n = €'.longueur, les valeurs «; et m; sont nulles 0 < i < i et
n+ig < i < e.longueur — 1. Si ny est le nombre de feuilles de e/, donnée par
I'une des fonctions de la section précédente, la variation f du nombre de feuilles

est donnée par

[ =np—

n+ig—1
> i min{1,m; + asef, |1 —m; — ai0f], |3 = mi — e, |4 — m; — au0l|}
=10

+

n+ig—1
Z o min{1, m; + g, [2 — my — iyl [3 — my — i), |4 — my — oy}

=10

Les termes ;o ont la méme signification que Bin(7)* Bin/(i) dans la sous-section
précédente. La variation du nombre de feuilles lors de cette transition correspond

en fait & un ajout du nombre de feuilles de ¢’ conditionné par le fait que certaines
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feuilles de €’ voient leur degré augmenter de 1 (donc ne sont plus des feuilles)
alors que certaines de ses cellules de degré 0 verront leur degré augmenter de 1 (
feuilles ). Ces trois situations sont respectivement matérialisées par ny et les deux

sommations dans 'ordre.

Dans les deux derniéres sommations, si a;o = 1 alors il y a un changement de
degré de la cellule «; de e.

— Sim; = 1 avant la transition alors

min{l, m; + o, |1 — m; — ], |3 — m; — agal|, |4 — m; — |} =1

alors que

min{l, m; + q;, |2 — m; — ], |3 — my — agal|, |4 — my — |} =0

donc une perte feuille.

— Sim; = 0 avant la transition alors

min{1l, m; + q;a, |1 —m; — ], |3 — my — aal|, |4 —m; — |} =0

alors que

min{1, m; + 042'0427 12 —m; — Oéi@% |3 —m; — Oéz‘a“a |4 —m; — Oéi@;‘} =1

donc un gain de feuille.

— pour d’autres valeur de m; i.e. 2,3,

min{1, m; + q;, |1 — m; — i}, |3 — m; — ], |4 — my — aal|} =0
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et

min{1, m; + 042'04;7 12 —m; — 061'04§|7 |3 —m; — Oéz‘OéH; |4 —m; — 04@'05”} =0

D’ou la formule de f. Cet algorithme s’implémente presque de la méme fagon que

NBFEUILLEETAT.

4.5 Décomposition en composantes connexes

Etant donné un état e de longueur B, 1 < B de Appg, nous proposons un al-
gorithme expliquant la dislocation de ce dernier en ses différentes composantes
connexes. La ligne de I'état est considérée comme un tableau de taille B. On
suppose que e a n, composantes connexes et n. son nombre de composantes
connexes par le haut. Dans un premier temps nous allons proposer une fonction
COMPOSANTESETAT en O(B?) qui prend en argument un état et renvoie une
matrice 2D dont les lignes représentent les composantes connexes de ’état passé
en argument. Dans cette fonction, on va utiliser un tableau double Composante
de taille n, x B dont les lignes représentent les composante connexes de e dans
I'ordre de numérotation. Ensuite la fonction COMPOSANTESCONNECTHAUT qui
prend en argument un état et renvoie la matrice 2D , Composanteh de taille n., ,
dont les lignes représentent les composantes connexes par le haut dudit état. Dans

la fonction COMPOSANTESCONNECTHAUT on fera appel & COMPOSANTESETAT.

1. fonction COMPOSANTESETAT (e : etat) : matrice 2D de binaires

2: Ligne : tableau de binaire (ligne de e)
3: 1,7 : naturel
4: Composante : matrice 2D de taille n, x B

5: 140,740
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6: On initialise Composante & 0

7 tant que i < n. faire

8: tant que (j < B —2 )A (Ligne(j) # 0V Ligne(j + 1) # 1) faire
9: si Ligne(j) # 0 alors

10: Composante(i, j) < Ligne(j)

11: fin si

12: j—g+1

13: fin tant que

14: 11+ 1

15: fin tant que

16: si Ligne(B — 1) =1 alors

17: Composante(n. — 1, B — 1) = Ligne(B — 1)
18: fin si
19: retourner Composante

20: fin fonction

D’apreés les parties précédentes, une composante connexe par le haut cp; a n; com-
posantes connexes d’'un état e est notée sous la forme {ky,, ko,, ..., k,, } ot chaque
entier k;, 1 < j < n; est un entier naturel représentant une des composantes
connexes qui la constituent et ki, < ko, < ... < k,,. Nous supposons que l'indice
i, 0 <1 <mn, — 1, suit I'ordre selon lequel sont listées les composantes connexes
par le haut de e. Pour écrire la fonction COMPOSANTESCONNECTHAUT nous
considérerons chaque composante connexe cp; de I’état e comme étant une struc-
ture dont les instances sont son nom et la liste de ses composantes connexes avec
cpi.nom = i et cp;liste = {ky,, ka,, ..., kn,}. Cet algorithme retourne le tableau
CompHaut de taille n., x B dont chacune des lignes représente une composante
connexe par le haut de e. L’idée dans cette fonction est d’enregistrer sur chaque

ligne de CompH aut toutes les cellules des composantes connexes de chaque com-
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posante connexe par le haut cp; de ’état e tout en respectant leur position c’est-
a~dire pour une position j donnée, CompHaut(i,j) = 1 s’il y a de cellule en cette

position et CompHaut(i, j) = 0 sinon. Si cp;.liste = {ky,, ko, ..., kn, }

CompHaut(i, j) = Comp(ky,, j) + Comp(ks,, j) + ... + Comp(k,, j)

qui ne dépasse pas 1 car les composantes connexes sont disjointes deux a deux.
1: fonction COMPOSANTESCONNECTHAUT(e : etat) : tableau double de bi-
naires
2: Comp <~ COMPOSANTESETAT(e)

3: CompHaut : tableau de taille n., x B nul au départ

4: pour : allant de 0 a n., — 1 faire

5: pour j allant de 0 & B — 1 faire

6: pour s allant de 0 & cp;.liste.longueur — 1 faire

7 CompHaut(i,j) = CompHaut(i, j) + Comp(cp;.liste(s), j)
8: fin pour

9: fin pour

10: fin pour
11: retourner CompH aut

12: fin fonction

Cet algorithme est en O(B?) car tout d’abord les lignes 2 et 3 sont en O(B?)

chacune. Les lignes 5 a 9 sont en O(cp;.liste.longueur x B) or

Z (ep;.liste.longueur) = n. < B.
0<i<ne, —1

Ainsi les lignes allant de 4 & 10 sont en O(B?) au pire cas. On déduit que alors

que COMPOSANTESCONNECTHAUT est en O(B?) au pire cas.
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4.6 Composante connexe

Dans la définition 3.1.3 une transition élémentaire d’'un état e; & un état e; dans

le cadre de 'automate Arp est donnée par
lij = waPy" 2

ol a, p, h et f représentent toujours les mémes parameétres que dans le cas de

lautomate Ap et ¢ le nombre de composantes connexes de la forét de polyominos.

Nous donnons dans cette section la fonction COMPCONNEXE permettant le calcul
de c. Cette fonction prend en argument deux états e et € et retourne c¢. Nous
allons tout d’abord écrire la fonction ENCONNEXION qui étant données deux
composantes connexes par le haut ¢p et ¢p’ appartenant respectivement a e et ¢
nous dit si les deux se touchent. ¢p et ¢p’ sont vues comme étant des tableaux de
binaires de tailles respectives e.longueur = n et €' .longueur = n’. On va repérer

cp’ par rapport a cp avec i; le numéro de la premiére case de ¢p’ i.e.
cp = aray...ap, et cp’ = al, al al
D= nay...Qy P = QG Qg - Qg1 -

1. fonction ENCONNEXION(cp, ¢p’ : tableau de binaires) : booléeen

2: valeur <= 0 : naturel

3: EstVrai < (valeur > 0) : booléen

4: pour ¢ allant de ig a n’ + iy — 1 faire
5: valeur < valeur + «; * o

6: fin pour
7: retourner EstVrai

8: fin fonction
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ENCONNEXION est en O(B) au pire cas.

Dans la fonction COMPCONNEXE, nous fixons chaque composante connexe par
le haut ¢p’ de €’ et parcourons l’ensemble de composantes connexes par le haut
de e en faisant appel & ENCONNEXION pour vérifier si ¢p’ touche certaines parmi
elles. Nous notons respectivement par e.cph et €’.cph les tableaux de composantes

connexes par le haut de e et €' et de tailles respectives n,, et ne, -

1: fonction COMPCONNEXE(e : etat, ¢’ : etat) : entier

2: c,tempo : entier

3: c+ 0

4: pour i allant de 0 a (n,, — 1) faire

5: tempo < 1

6: pour j allant de 0 a (n., — 1) faire
7 si ENCONNEXION(¢€’.cph(i), e.cph(j)) alors
8: tempo < tempo — 1

9: fin si

10: fin pour

11: ¢ < ¢+ tempo

12: fin pour

13: retourner c

14: fin fonction

L’algorithme COMPCONNEXE est en O(B?) au pire cas.

Nous avons a travers ce chapitre non seulement donné des méthodes simples
permettant d’appliquer certaines formules fondamentales établies dans les deux
chapitres précédents mais aussi donné leur démonstration d’une maniére plus

concréte. Plusieurs de ces algorithmes ont été implémentés dans les langages C++
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et python, dont quelques exemples d’exécutions peuvent étre consultés dans ’an-

nexe associé¢ a ce document (voir Yao (2023b,a)).



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

A travers ce travail, nous avons mis en place des notions fondamentales suffisantes
pour énumérer les polyominos inscrits dans un rectangle de base B et de hauteur
H quelconques. Au cours de nos travaux nous avons non seulement porté nos
investigations au-dela de ce qui a été déja fait dans la littérature en ce qui concerne
I’énumération des polyominos inscrits, notamment I’énumération des polyominos
sur la base de l'aire, le périmétre, le nombre de feuilles, la hauteur et de nombre
de composantes connexes (le cas de foréts de polyominos inscrites), nous n’avons
pas tenu compte d’une classe particuliére de polyominos comme cela s’est fait
jusqu’a présent en littérature. L’objectif ainsi visé par nos recherches est donc

plus général.

En nous inspirant de la notion de la théorie de langages et automates, nous avons
construit les automates Ap et App qui permettent respectivement d’énumérer les
polyominos et les foréts de polyominos inscrits dans un rectangle du type B en
tenant compte des paramétres énumérés ci-dessus. Pour y arriver, étant donné un
polyomino inscrit, nous avons su remarquer que la succession des lignes constituant
ce polyomino, du haut vers le bas, se présente comme étant des éléments dont
I’agencement dans cet ordre de succession nous donne ledit polyomino. Cette
conception nous a donc permis de concevoir les états de nos deux automates.
C’est ainsi que nous avons défini un état comme étant une suite de cellules ou de
cases non occupées couplée d’un mot de I'alphabet {0, 1,2, 3} le tout affecté d’une
partition non croisée de composantes connexes, une notion qui a été beaucoup
développée surtout dans le second chapitre. Pour des raisons de compatibilité

entre les états, relevant de la fagcon dont les lignes d’un polyomino ou forét sont



118

agencées entre elles et particuliérement pour des raisons de connexité dans un
polyomino, nous avons défini des régles de transition entre états. Que ce soit un
polyomino ou une forét de polyominos, dans la stratégie utilisée dans ce travail,
I'un ou l'autre est caractérisé par les états le constituant et 'ordre de succession
de ces derniers. Aussi, une transition entre deux états est vue comme un ensemble
constitué d’un gain d’aire, de périmétre et de hauteur et un gain ou une perte
de nombre de feuilles et de nombre de composantes connexes (cas des foréts de
polyominos). Cet ensemble est ici représenté par un polynéme de Laurent dont le
terme général est fonction des parameétres que nous avons considérés. Des formules
exactes, permettant le calcul des variations de chacun de ces paramétres ont été
établies, notamment les variations d’aires, de périmétres, de nombre de feuilles et

de composantes connexes.

Grace aux transitions entre états, nous avons établi les matrices de transitions
relativement aux automates ainsi construits dont les entrées représentent chacune
la transition d’un état a 'autre. Cette représentation matricielle des automates
nous fournit assez d’informations pour la suite de nos travaux de recherches. No-
tamment des suites de transitions, on a pu déduire que lorsqu’on éléve la matrice
de transitions & une puissance H — 1, H quelconque, nous obtenons une matrice
dont chaque entrée a;; représente tous les chemins de 'état e; a I’état e; et fournit
le nombre de polyominos de hauteur H ayant un certain nombre d’aire, de pé-
rimétre, de feuilles et de composantes connexes. Grace aux propositions 2.1.8 et
2.1.16 nous distinguons parmi tous les polyominos générés ceux qui sont inscrits

dans le rectangle Rp p.

Toutes les formules établies dans le cadre de ce mémoire ont été programmeées
et implémentées dans les langages C' + + et python. A partir de ces formules
ainsi implémentées, nous avons construit les matrices de transitions Mgz et M3

respectivement de 'automate des foréts de polyominos et celui des polyominos
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contenus dans les rectangles du type B, dont on peut retrouver les résultats dans
I’annexe attaché a ce document. Toujours dans ’annexe, nous avons présenté

quelques résultats sur les polyominos inscrits dans le rectangle Rs 4.

Nous avons validé les matrices My, M3 et Mgz en déterminant leur séries géné-
ratrice. Les coefficients des séries génératrices de My et M3 sont les termes des

suites respectivement numéros A034182 et A034184 de I’OFIS.

Nous comptons dans la suite de nos travaux

— établir des méthodes de récurrence permettant, pour tout entier naturel
strictement positif B donné, de générer tous les états des automates Ap et
Arp;

— établir & partir de la matrice de tansitions Ag ou App une formule qui
qui tenant compte de l'aire, du périmétre, de nombre de feuilles et de
composantes connexes, nous donne le nombre de polyominos inscrits dans
un rectangle Rp y caractérisés par ces données;

— et étudier les cas particulier de polyominos notamment les polyominos

arbres et serpents.
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