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RÉSUMÉ

La combinatoire est un domaine des mathématiques qui se spécialise dans le comptage et l’arrangementd’ensembles finis, utilisant souvent des outils tels que les séries génératrices pour comprendre desmodèlescomplexes. Elle est essentielle pour comprendre les structures en théorie des graphes, en probabilité, etpour aider à optimiser les algorithmes en informatique. En combinatoire, les opérades sont utiles pourdécouvrir des caractéristiques de structures combinatoires et favoriser de nouvelles découvertes. Ce sontdes structures algébriques qui définissent des opérations avec plusieurs entrées et une sortie, permettantla création d’opérations complexes et combinées. Les opérades se présentent sous différentes formes, parexemple, les opérades colorées et les opérades non-symétriques. Ce travail se concentre principalementsur l’opérade dupliciale, une opérade non-symétrique définie par l’insertion d’un nouvel arbre binaire dansun nœud d’un arbre existant. L’opérade dupliciale est engendrée par deux arbres binaires spécifiques et unensemble de relations. Nous approfondissons cette étude en examinantDupG, la sous-opérade engendréepar un ensembleG. Plus spécifiquement, notre attention se porte sur des singletonsG contenant un arbre à
n nœuds, où la racine doit avoir un enfant gauche et un enfant droit, en utilisant les outils présentés dans leschapitres précédents pour explorer cette structure au sein du cadre dupliciale. Dans ce cadre, notre analyserévèle un aspect intéressant de DupG : le nombre DupG(i), défini comme le nombre d’arbres binairesayant i nœuds dansDupG, correspond au nombre d’arbres n-aires possédant exactement i feuilles, qui estcompté en utilisant les suites de Fuss-Catalan. Ce résultat fournit une compréhension plus approfondie despropriétés énumératives deDupG et de sa relation avec la structure des arbres binaires.
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INTRODUCTION

En combinatoire, l’accent est mis sur l’étude de groupes spécifiques d’objets, tels que les permutations, les
mots, les arbres et les graphes, et sur la détermination de leur nombre en fonction de leur taille. Cela
implique des stratégies concrètes telles que l’utilisation de séries génératrices, qui sont des outils pour
calculer ces nombres, les bijections et la décomposition d’objets complexes en partie plus simples et plus
petits. Le travail de Stanley (Stanley, 1999a) est une ressource complète sur la combinatoire énumérative.
Les séries génératrices sont essentielles en combinatoire pour transformer des problèmes complexes de
dénombrement en expressions algébriques. En représentant des suites sous forme de sommes dans des
séries, ces séries permettent de résoudre des problèmes difficiles, tels que le dénombrement des
différentes manières d’arranger des objets ou les issues possibles d’une série (Wilf, 2005). Par exemple,
les séries génératrices peuvent résoudre efficacement des problèmes comme déterminer le nombre de
chemins différents dans un graphe ou le nombre de façons de partitionner un nombre. De plus, pour
comprendre un graphe complexe, Bóna (Bóna, 2011) offre une introduction accessible à la fois à
l’énumération et à la théorie des graphes. La combinatoire pourrait impliquer de diviser un graphe en
sous-graphes plus simples, puis d’appliquer ces techniques pour compter et analyser chaque pièce
séparément, rendant ainsi le problème global plus gérable.

La combinatoire algébrique est une discipline fascinante qui se situe à l’intersection des problèmes
combinatoires et des outils algébriques. Ce domaine emploie des méthodes algébriques pour simplifier et
résoudre des problèmes combinatoires, comme illustré dans les travaux de Bergeron sur les espaces
co-invariants et les fonctions symétriques dans (Bergeron, 2009). Par exemple, les polynômes de Schur
ont une interprétation combinatoire en termes de tableaux de Young. Les coefficients dans le
développement des polynômes de Schur peuvent être interprétés en termes du nombre de certains types
de tableaux de Young, ce qui en fait un outil utile dans l’énumération combinatoire. La combinatoire
algébrique crée des ponts entre des concepts mathématiques abstraits et concrets, en codant les résultats
multiples d’une opération sous la forme d’une somme, conduisant à des avancées significatives dans le
domaine.

Les opérades, en tant que concept en mathématiques, offrent un cadre polyvalent pour comprendre et
structurer une large gamme de phénomènes algébriques. Originaires de la topologie algébrique dans les
années 1970 pour l’étude des espaces de lacets (Boardman et Vogt, 1973) (May, 1972), les opérades ont
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depuis connu une évolution significative. Ce sont des instruments puissants pour décrire les structures
algébriques au sein des catégories monoidales symétriques. Au-delà de leur rôle fondamental dans la
description des structures algébriques, les opérades peuvent être conceptualisées comme des
mécanismes sophistiqués pour des opérations d’insertion. Au cœur de celles-ci, les opérades permettent
l’insertion d’une opération dans une autre. Chaque opération ou élément est vu comme un nœud avec
une certaine arité, indiquant le nombre d’entrées qu’il peut accueillir. Les applications de composition,
centrales à la structure de l’opérade, permettent l’insertion de ces opérations les unes dans les autres.
Cela est semblable à greffer un arbre dans un autre à une feuille spécifié, un processus qui reflète la
composition fonctionnelle en programmation ou les opérations algébriques en mathématiques, capturant
l’essence de la façon dont des opérations complexes peuvent être construites à partir d’éléments plus
simples. Les opérades existent sous différentes formes. Par exemple, les opérades cycliques, les opérades
colorées et les opérades non-symétriques. Les opérades cycliques, par exemple, jouent un rôle essentiel
dans l’étude des structures où les entrées et les sorties sont traitées de manière cyclique, ce qui permet
de mieux comprendre des domaines tels que la topologie (Jean-Louis Loday, 2012). Les opérades colorées,
quant à elles, étendent le concept en permettant des opérations de différents "types" ou "couleurs",
élargissant leur applicabilité dans des domaines tels que la théorie des catégories et l’algèbre à plus haute
dimension (Yau, 2016). Dans ce mémoire, nous parlerons principalement des opérades non-symétriques.
Elles sont importantes en combinatoire, car elles traitent des opérations où l’ordre des éléments est
important. Cela nous aide à mieux comprendre et résoudre les problèmes où la manière dont les choses
sont arrangées est essentielle.

Un élément pivot de notre exploration dans ce mémoire est l’opérade dupliciale (également appelé
l’opérade overunder) liée aux algèbres dupliciales. Une algèbre dupliciale, comme référencée dans (Loday
et Ronco, 2002) et (Brouder et Frabetti, 2001), est un espace vectoriel doté de deux opérations bilinéaires
et associatives, notées par ≪ et ≫. Ces opérations sont définies de sorte que l’équation
(x ≫ y) ≪ z = x ≫ (y ≪ z) soit vraie. Il est établi que l’algèbre dupliciale libre D, engendrée par un
seul élément, a sa base représentée par des arbres binaires. Dans ce contexte, les opérations ≪ et ≫
correspondent respectivement aux opérations binaires \ (under) et / (over), comme détaillé dans (Loday
et Ronco, 2002). Par conséquent, les tailles des composants homogènes dans cette structure algébrique
suivent la série des nombres de Catalan, qui commence par 1, 2, 5, 14.

L’opérade dupliciale se définit à partir d’une opération de greffe particulière sur les arbres binaires. Elle se
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concentre spécifiquement sur le processus d’insertion d’un nouvel arbre binaire dans un nœud d’un arbre
existant. Le sous-arbre gauche du nœud remplacé doit être attaché à la feuille la plus à gauche du nouvel
arbre greffé, et le sous-arbre droit être attaché à la feuille la plus à droite. Dans des contextes
combinatoires, l’opérade dupliciale offre une perspective unique sur l’énumération et la catégorisation des
structures arborescentes, améliorant notre compréhension de leurs propriétés intrinsèques et
interrelations.

Dans ce mémoire, nous plongeons dans les subtilités des sous-opérades dupliciales, un domaine qui reste
relativement inexploré. En appliquant itérativement la procédure de greffe avec des arbres binaires
spécifiques comme éléments de base, nous pouvons engendrer n’importe quel arbre binaire. Cependant,
la sélection de différents ensembles d’arbres binaires initiaux, nos générateurs, nous conduit à des
sous-ensembles spécifiques d’arbres binaires, chacun avec des caractéristiques uniques. Ces
sous-ensembles, connus sous le nom de sous-opérades dupliciales, forment le cœur de notre exploration.

Notre recherche vise à démêler les complexités de ces sous-opérades dupliciales, cherchant à comprendre
les propriétés et l’énumération des arbres binaires qu’ils produisent, en fonction du choix des générateurs.
Étant donné l’escalade rapide en complexité et en nombre de ces arbres, l’analyse manuelle devient
impraticable. Pour résoudre ce défi, nous avons développé un algorithme, détaillé dans l’annexe A, qui
aide à calculer la série génératrice pour divers ensembles de générateurs. Notre recherche utilise
l’ordinateur de manière intensive et une implantation de cet algorithme en Python. Nos principales
découvertes, présentées au chapitre 4, reposent fortement sur les suites de Fuss-Catalan. Nous avons
réussi à déterminer le nombre et la structure des arbres engendrés à partir d’un singleton, où la racine a à
la fois des enfants gauches et droits. De manière intéressante, des séries de Fuss-Catalan sont également
apparues dans l’étude d’autres ensembles de générateurs, bien qu’une caractérisation précise des arbres
correspondants reste insaisissable. De plus, nous avons rencontré des séries divergeant du type
Fuss-Catalan, que nous discutons vers la fin de notre mémoire.

Cette exploration des sous-opérades dupliciales a non seulement éclairé nos questions initiales concernant
la description et l’énumération des éléments au sein de ces opérades, mais a également dévoilé la vaste
portée de notre investigation.

Ces questions marquent le début d’une recherche plus approfondie dans le domaine des sous-opérades
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dupliciales, promettant d’enrichir notre compréhension de ce paysage mathématique fascinant.

Le mémoire se compose de quatre chapitres, chacun se basant sur le matériel du précédent. La structure
du mémoire est la suivante :

1. Le chapitre 1 introduit les notions fondamentales telles que les séries génératrices, les arbres
enracinés, les arbres binaires et les collections graduées,

2. le chapitre 2 utilise les notions du chapitre 1 de collections graduées pour créer un espace vectoriel
et introduire l’espace polynomial gradué, un outil utilisé en combinatoire algébrique,

3. le chapitre 3 introduit le lecteur à la théorie des opérades, principalement les opérades
non-symétriques,

4. le chapitre 4 donne un aperçu de l’opérade dupliciale, une opérade définie sur les arbres binaires.
Ensuite, celui-ci portera sur les sous-opérades de l’opérade dupliciale. À ma connaissance, les
méthodes développées et les résultats obtenus dans les sections suivant la définition 4.2 de ce
chapitre sont originaux.
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CHAPITRE 1

COMBINATOIRE

Ce chapitre initial présente des concepts fondamentaux de la combinatoire qui sont essentiels pour les
parties suivantes de notre travail. Nous commençons par parler des séries génératrices, puis nous
présentons le concept de collection combinatoire avec différents exemples basés sur des structures
arborescentes.

1.1 Séries génératrices
Les séries génératrices sont un concept mathématique utile pour aborder des problèmes complexes
d’énumération. En substances, elles représentent des séries de nombres, où chaque terme de la série
correspond au nombre d’objets de taille n dans un problème d’énumération spécifique. Cette approche
transforme des séries, comme les permutations ou les séries binaires, en expressions algébriques,
encapsulant des problèmes de comptage complexes sous des formes plus simples. En transformant un
problème de comptage en une équation algébrique, les fonctions génératrices dévoilent des relations
dans des séries qui sont autrement cachées dans les méthodes de comptage différentes. Plus
d’informations à ce sujet peuvent être trouvées dans (Flajolet et Sedgewick, 2009).

Exemple. Pour illustrer, considérons le dénombrement des façons d’allouer des objets identiques dans des
boîtes distinctes. Avec k objets identiques et n boîtes distinctes, la série génératrice correspondante est

G(x) = (1 + x+ x2 + x3 + . . .)n =

(︃
1

1− x

)︃n

,

où le coefficient de xk dans la forme développée de G(x) indique le nombre de distributions de k objets
dans n boîtes. Cet exemple démontre l’utilité des séries génératrices pour encapsuler et calculer
efficacement des solutions à des problèmes combinatoires.

1.1.1 Séries génératrices ordinaires
La série génératrice ordinaire d’une suite {an}∞n=0 est la série entière formelle définie par

A(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · · =
∞∑︂
n=0

anx
n,

où an est le ne terme de la série, et x est une indéterminée.
5



1.1.2 Séries génératrices exponentielles
La série génératrice exponentielle d’une suite {an}∞n=0 est la série définie par

A(x) = a0 + a1x+
a2x

2

2!
+
a3x

3

3!
+ · · · =

∞∑︂
n=0

anx
n

n!
.

Les séries génératrices exponentielles sont particulièrement utiles pour dénombrer des objets étiquetés.

1.2 Espèces de structures
Bien que nous n’allons pas travailler de manière approfondie avec les espèces de structures, nous
introduirons brièvement les notions de ce concept telles que présentées dans (Bergeron et al., 1998). Il est
essentiel de comprendre que les espèces occupent une place importante en combinatoire et peuvent
s’avérer utiles pour notre sujet principal.

Définition 1.1 (Espèce) Une espèce de structure P consiste en ce qui suit.

• Pour chaque ensemble fini I , un ensemble P [I].

• Pour chaque bijection σ : I → J , une application P [σ] : P [I] → P [J ] telle que

P [σ ◦ τ ] = P [σ] ◦ P [τ ] et P [id] = id

où id est la fonction d’identité.

Un élément x ∈ P [I] est appelé une P -structure sur I . L’application P [σ] est le transport de P -structures le

long de σ ou simplement une application de réétiquetage sur P . Notons que les P [σ] sont nécessairement

des bijections. Nous écrivons simplement "espèce" au lieu "d’espèce de structure".

Par exemple, considérons l’espèce des partitions Par. Pour un ensemble fini A, la collection Par[A]
consiste en toutes les manières de partitionner A en sous-ensembles non vides.

Soit A = {1, 2, 3}. Les Par-structures de Par[A] sont

• {{1}, {2}, {3}}
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• {{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {2}}, {{2, 3}, {1}}
• {{1, 2, 3}}

La fonction de transport pour une bijection σ : A → B est définie par Par[σ](π) = {σ(S) : S ∈ π}

pour chaque partition π ∈ Par[A]. Ainsi, si σ : {1, 2, 3} → {a, b, c} est une bijection telle que σ(1) = a,
σ(2) = b et σ(3) = c. Alors σ transforme la partition {{1, 2}, {3}} en {{a, b}, {c}}.

Définition 1.2 L’espèce caractéristique des singletonsX est définie par

X(I) =

⎧⎪⎨⎪⎩
{I} si |I| = 1,

∅ sinon.

Définition 1.3 L’espèce 1 est définie par

1(I) =

⎧⎪⎨⎪⎩
{∗} si I = ∅,

∅ sinon,

où ∗ est un objet quelconque.

La fonction de transport pour une bijection σ : I → J est définie par

1[σ] =

⎧⎪⎨⎪⎩
{id} si I = ∅,

∅ sinon.

Définition 1.4 (Espèce positive) : une espèce P est dite positive si elle n’attribue aucune structure à

l’ensemble vide. Autrement dit, P (∅) = ∅.

1.2.1 Des espèces aux séries
Les espèces en combinatoire servent à structurer des ensembles finis de manière systématique. Leur série
génératrice est définie par

P (x) =
∑︂
n≥0

Pn
xn

n!

où Pn est le nombre de structures P sur un ensemble de n éléments, soit Pn := |P [{1, 2, ..., n}]|. Cette
série encapsule les caractéristiques combinatoires de l’espèce P de manière élégante et concise.
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Exemple : considérons l’espèce des permutations. Une permutation sur un ensemble fini E est une bijection
de E dans E. La série génératrice des permutations est donnée par

P (x) =
∑︂
n≥0

n!
xn

n!
=
∑︂
n≥0

xn =
1

1− x
.

Cette expression résulte du fait que les éléments d’un ensemble à n éléments peuvent être ordonnés de n!
façons différentes.

1.2.2 Morphismes d’espèces
Les morphismes d’espèces offrent un moyen de relier et de transformer des espèces, enrichissant ainsi
notre compréhension des structures combinatoires. Un morphisme d’espèces α : P → Q est constitué de
fonctions αI : P [I] → Q[I] qui préservent la structure des bijections entre les ensembles :

Q[σ] ◦ αI = αJ ◦ P [σ].

Cela assure la cohérence des structures à travers les bijections comme illustrée dans le diagramme
commutatif

P [I] P [J ]

Q[I] Q[J ]

P [σ]

αI αJ

Q[σ]

Exemple : un morphisme entre une espèce P de graphes et l’espèce Par, peut être défini de manière telle

que l’image d’un graphe est partitionnée en deux blocs, la première composante étant les sommets qui sont

connectés à d’autres sommets, la seconde composante étant les sommets qui ne sont connectés à rien.

Si toutes les fonctionsαI sont bijectives, α est alors un isomorphisme, indiquant une correspondance entre
les structures des espèces P etQ. Nous disons alors que P etQ sont isomorphes en tant qu’espèces.

1.2.3 Opérations sur les espèces
Nous avons déjà exploré comment les espèces constituent un outil essentiel en combinatoire, permettant
la création de structures spécifiques sur des ensembles finis. Dans la continuité de cette exploration, nous
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nous pencherons sur la manière dont différentes espèces peuvent interagir et être manipulées
conjointement. Cette section vise à introduire et à détailler des opérations sur les espèces qui, par leur
nature, se traduisent en des opérations classiques sur les séries génératrices. Cela inclut des opérations
telles que la somme, le produit de Cauchy et la substitution, chacune jouant un rôle clé dans leurs
applications potentielles en combinatoire.

• Somme : soit P etQ deux espèces. La somme de ces espèces, notée P +Q, est définie par
(P +Q)[I] := P [I]

⨆︂
Q[I]

où⨆︁ est l’union disjointe.
Une P + Q-structure sur I est soit une P -structure sur I , soit une Q-structure sur I . De plus, si
x ∈ (P +Q)[I], alors (P +Q)[σ](x) ∈ (P +Q)[J ] et

(P +Q)[σ](x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
P [σ](x) si x ∈ P [I]

Q[σ](x) si x ∈ Q[I].

Soient P (x) etQ(x) les séries génératrices associées de P etQ. Il est clair que
(P +Q)(x) = P (x) +Q(x).

• Produit de Cauchy : soitP etQ deux espèces. Le produit de Cauchy deP etQ, notéP.Q est défini par
(P.Q)[I] =

⨆︂
S⊆I

P [S]×Q[I\S]

=
⨆︂

I=S⊔T
P [S]×Q[T ],

où× est le produit cartésien de deux ensembles.
Ainsi, une P.Q-structure sur I est un couple (p, q) où :

– p est une P -structure sur S ⊆ I

– q est uneQ-structure sur T ⊆ I

– I = S ⊔ T (c’est-à-dire que (S, T ) est une décomposition de I)
De plus, l’application de réétiquetage d’une P.Q-structure, étant donné une bijection σ : I → J , est
définie comme suit :

(P.Q)[σ] : (P.Q)[I] −→ (P.Q)[J ]

(p, q) −→ (P.Q)[σ](p, q) = (P [σ|S ](p), Q[σ|T ](q))
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où la notation π|H signifie la restriction de la fonction π surH .
De plus, si P (x) est la série génératrice de P etQ(x) la série génératrice deQ, alors

(P.Q)(x) = P (x).Q(x).

• Substitution : soit P et Q deux espèces, où Q est une espèce positive. L’espèce substitution, notée
P ◦Q, est définie par

(P ◦Q)[I] =
⨆︂
π⊢I

P [π]×
∏︂
A∈π

Q[A].

Ainsi, une P ◦Q-structure sur I est un triplet (π, p, q), où :
– π ⊢ I signifie que π est une partition de I ,
– p est une P -structure sur π,
– q = (qA)A∈π et qA est uneQ-structure sur A.

De plus, l’application de réétiquetage de P ◦ Q, étant donné une bijection σ : I → J , est définie
comme suit :

(P ◦Q)[σ](π, p, q) = (π′, p′, q′),

où (π′, p′, q′) est définie de la manière suivante :
– π′ = {σ(A) : A ∈ π} ⊢ J ,
– p′ = P [σ∗](p) où σ∗ = Par[σ](π),
– q′ = (q′B)B∈π′ oùB = σ(A) et q′B = Q[σ|A](qA).

Si P (x) est la série génératrice de P etQ(x) est la série génératrice deQ, alors
(P ◦Q)(x) = P (Q(x)).

1.2.4 Structures monoidales sur les espèces
Définition 1.5 Une espèceMonoïdale est une espèceM accompagnée de morphismes d’espèces

µ :M.M −→M

et

i : 1 −→M,
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tel que le diagramme ci-dessous commute

1.M M.M M.1

M

i×id

µ

id×i

Le morphisme µ consiste en des applications :
(M.M)[I] =

⨆︂
I=S⊔T

M [S]×M [T ] −→M [I].

C’est-à-dire,
µS,T :M [S]×M [T ] −→M [I]

(x, y) −→ µS,T (x, y)

pour tous S, T et I = S ⊔ T , telle que, en notant µS,T (x, y) par x.y,

• pour tous ensembles finis I , décompositions I = S ⊔ T , etM -structures x ∈M [S] et y ∈M [T ] :
M [σ](µS,T (x, y)) = µσ(S),σ(T )(M [σ|S ](x),M [σ|T ](y)). (Naturalité)

• Pour tous ensembles finis I , décompositions I = S ⊔ T ⊔R, etM -structures x ∈M [S], y ∈M [T ]

et z ∈M [R] :
(x.y).z = x.(y.z) (Associativité)

• Pour tous ensembles finis I , etM -structures x ∈M [I] :
1.x = x = x.1 (Unitarité)

Exemple : si I est un ensemble tel que I = S ⊔ T , π ⊢ S et π′ ⊢ T , Par est un monoïde avec l’opération

µS,T (π, π
′) = π ∪ π′.

1.3 Collections structurées
Cette section, ainsi que la suite du chapitre 1, le chapitre 2 et le chapitre 3 de cemémoire, s’appuie largement
sur l’ouvrageNonsymmetric Operads in Combinatorics de Giraudo Samuele (Giraudo, 2018) et sur (Giraudo,
2017). La représentation des arbres et leur langage nous ont permis de coder ces structures dans notre
algorithme et de faciliter la présentation et les démonstrations des théorèmes.
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1.3.1 Collections générales
Considérons un ensemble I appelé index I . Avec cet index, nous pouvons construire ce qu’on appelle une I-
collection, symbolisée parC. Pensez àC comme une union de sous-ensembles, où chaque sous-ensemble
est associé de manière unique à un élément de I :

C =
⨆︂
i∈I

C(i).

Chaque sous-ensemble C(i) contient des objets associés à l’index i. Lorsque nous choisissons un objet
x de C qui appartient à C(i), nous disons que x est un i-objet. L’index de cet objet, noté ind(x), est
naturellement i.

Si chaque sous-ensemble C(i) est fini, alors notre collection C est combinatoire. Si C lui-même a un
nombre fini d’objets, c’est simplement une collection finie. La collection la plus minimale, celle sans objet,
est l’ensemble vide, ∅. Si notre ensemble d’indices I est un singleton, alors C est une collection simple.
Cela signifie que chaque ensemble habituel peut être vue comme une collection simple et l’inverse est
également vrai.

Par exemple, nous proposons une méthode pour classifier l’ensemble des permutations de n éléments,
fondée sur la longueur du cycle le plus long dans leur décomposition cyclique. Cette classification est
organisée comme suit : pour chaque i ∈ [n], le sous-ensemble C(i) regroupe toutes les permutations
dont le cycle le plus long est de i éléments. Pour n = 4, nous classons les permutations de l’ensemble
I = {1, 2, 3, 4} dans les sous-ensembles tels que :

• C(1) = {(1)(2)(3)(4)} .
• C(2) = {(12)(3)(4), (13)(2)(4), (14)(2)(3), (23)(1)(4), (24)(1)(3), (34)(1)(2), (12)(34),

(13)(24), (14)(23)} .
• C(3) = {(123)(4), (132)(4), (124)(3), (142)(3), (134)(2), (143)(2), (234)(1), (243)(1)}.
• C(4) = {(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)}.

Une relation binaire R sur C assure que pour tous deux objets x et y dans C tels que xRy, ind(x)=ind(y).
Si C1 et C2 sont deux I-collections, une fonction ϕ : C1 → C2 est unmorphisme de I-collections si l’index
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de chaque élément dansC1 correspond à l’index de son image par ϕ dansC2. La notationC1
∼= C2 indique

l’existence d’un isomorphisme entre C1 et C2. De plus, si pour chaque i ∈ I , C1(i) ⊆ C2(i), alors C1 est
une sous-collection de C2. Pour tout i ∈ I , chaque C(i) peut être considéré comme une sous-collection
de C qui se compose de tous ses i-objets.

1.3.2 Collections graduées
Une collection graduée est une N-collection. Dans une telle collection, étant donné un objet x de la
collection C, sa taille, notée |x|, correspond à l’entier ind(x). Cette relation entre un objet et sa taille est
capturée par la fonction | − | : C → N. Considérons C comme une collection combinatoire graduée. La
série génératrice de C est GC(t) =

∑︁
n∈N |C(n)|tn, où la notation |S| signifie la cardinalité d’un

ensemble S. Cette série représente la suite d’entiers liée à C, spécifiquement la série (#C(n))n∈N.

Considérons la classification des permutations de n = 4 selon la longueur du plus long cycle dans leur
décomposition cyclique que nous l’avons fait avant, d’où les ensembles C(1), C(2), C(3) et C(4)

contiennent respectivement les permutations dont le plus long cycle est de longueur 1, 2, 3 et 4. Soit x la
permutation (12)(3)(4). Puisque le plus long cycle de x est 2, alors x ∈ C(2), et ind(x)= |x|= 2.

La série génératriceGC(t) pour cette collection est définie comme suit :
GC(t) =

∑︂
n∈N

|C(n)|tn.

Pour cet exemple, la série génératrice s’exprime par :
GC(t) = |C(1)|t1 + |C(2)|t2 + |C(3)|t3 + |C(4)|t4,

et en substituant les cardinalités, on obtient
GC(t) = t+ 9t2 + 8t3 + 6t4.

Une observation intéressante est que deux collections combinatoires graduées C1 et C2 sont équivalentes
(c’est-à-dire,C1 ≡ C2) si et seulement si leurs séries génératrices sont égales. Voici quelques autres notions
autour des collections graduées

• une collection C est dite connexe si son élément de taille zéro est unique.
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• C est augmentée si elle ne contient pas d’élément de taille zéro.
• La collection représentée par {ϵ}, où ϵ est un objet de taille zéro, est connue sous le nom de
collection unité. Il est à noter que cette collection est intrinsèquement connexe, et toute collection
C est connexe s’il existe un unique morphisme ϕ : ϵ −→ C de collections graduées.

1.3.3 Opérations sur les collections graduées
Les collections graduées, comme nous l’avons discuté, sont un concept fondamental en combinatoire.
Cependant, pour vraiment exploiter leur puissance, nous devons les considérer de paire avec les
opérations qui peuvent être effectuées sur elles.

• Somme : soient C1 et C2 deux collections graduées. La somme C1 + C2 est définie par
(C1 + C2)(n) := C1(n) ⊔ C2(n).

Ainsi, un objet de taille n de C1 + C2 est soit un objet de taille n de C1, soit un objet de taille n
de C2.

• Produit : soient C1 et C2 deux collections graduées. Le produit C1 × C2 est défini par :
(C1 × C2)(n) := {(x1, x2) : x1 ∈ C1, x2 ∈ C2, et |x1|+ |x2| = n}.

• Suspension : soit C une collection graduée. Étant donné un entier k, la suspension par k d’une
collection C est la collection graduée, notée Susk(C), définie pour tout n ∈ N par

(Susk(C))(n) =

⎧⎪⎨⎪⎩
C(n− k) si n− k ≥ 0,

∅ sinon.
• Augmentation : soit C une collection graduée. L’augmentation de C, notée Aug(C) est définie par
Sus1(Sus−1(C)). Cela représente la sous-collection de C sans son objet de taille 0. En d’autres termes,
Aug(C) = C\C(0).

• Composition : pour tout entier non négatif k et collections graduées C1, . . . , Ck, la composition
homogène de C avec C1, . . . , Ck est notée C ◦ [C1, . . . , Ck]. Pour chaque n ∈ N, cette
composition est définie comme suit :
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(C ◦ [C1, . . . , Ck])(n) =
⨆︂

x∈C(k)

{︄
(x, (y1, . . . , yk)) : yi ∈ Ci, 1 ≤ i ≤ k, et k∑︂

i=1

|yi| = n

}︄
.

Cette définition implique que chaque objet de taille n dans C ◦ [C1, . . . , Ck] est une paire ordonnée
(x, (y1, . . . , yk)), où x est un objet dans C de taille k, et (y1, . . . , yk) est un tuple tel que chaque yi
appartient à Ci et que la taille combinée de ces objets yi est n.
De plus, la composition de deux collections C1 et C2 est notée C1 ◦ C2. Pour chaque n ∈ N, cette
composition est exprimée par

(C1 ◦ C2)(n) =
⨆︂
k∈N

C1(k) ◦ [C2, . . . , C2]

où dans le membre droit de l’égalité, il y a k occurrence de termes C2.
• Liste : soit C une collection graduée. L’opération de k-liste, notée Tk(C), est définie par

(Tk(C))(n) := {(x1, . . . , xk) : x1, . . . , xk ∈ C, et |x1|+ . . .+ |x2| = n}.

Cela signifie que tout objet de taille n dans Tk(C) est représenté par un tuple (x1, . . . , xk) où∑︁
i∈[k] |xi| = n. L’opération de liste sur C est définie par

T (C) :=
⨆︂
k∈N

Tk(C).

1.3.4 Séries génératrices sur les collections graduées
Les collections graduées, comme nous l’avons discuté, sont fondamentales en combinatoire. Comprendre
les opérations réalisées sur elles se trouvent à être bénéfique, car ces opérations conduisent à de nouvelles
collections graduées, qui à leur tour donnent lieu à de nouvelles séries génératrices.

• Somme : siC1 etC2 sont combinatoires, la sommeC1+C2 est une collection combinatoire. Sa série
génératrice est donnée par

GC1+C2 = GC1 +GC2 .

• Produit : pour deux collections combinatoires C1 et C2, le produit C1 × C2 reste combinatoire. Sa
série génératrice est donnée par

GC1×C2 = GC1 ×GC2 .
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• Composition : si C1 et C2 sont combinatoires, et C2 est augmentée, la composition C1 ◦ C2 reste
combinatoire. La série génératrice pour cette composition est

GC1◦C2(t) = GC1(GC2(t)).

• Opérations de liste : si C est combinatoire, Tk(C) reste combinatoire, et sa série génératrice vérifie
GTk(C)(t) = GC(t)

k.

De plus, si C est combinatoire et augmentée, T(C) est combinatoire et sa série génératrice vérifie
GT(C)(t) =

1

1−GC(t)
.

1.4 Arbres et structures similaires
L’arbre est un concept fondamental en combinatoire, dont la définition formelle peut varier
considérablement selon le contexte et les propriétés recherchées. Voici quelques formulations variées
pour définir un arbre, adaptées à diverses applications en combinatoire.

1.4.1 Arbres enracinés
Cette définition, telle qu’elle est donnée dans le livre de (Even, 2011), se présente comme suit :
Considérons T = (V,E), un graphe. T est qualifié d’arbre si et seulement si T est à la fois acyclique et
connecté. Notre étude se portera principalement sur les arbres enracinés. Un arbre enraciné est défini par
l’existence d’un sommet particulier, nommé racine. Un arbre enraciné est un arbre avec un point de
départ spécifique (la racine) qui peut être tracé sur une surface plane sans que ses branches ne se
superposent, excepté aux points de connexion. L’ordre des branches émanant d’un nœud donné est
crucial et dépend de leur position dans le dessin.
Dans l’étude des graphes, en particulier des arbres, certains théorèmes fondamentaux mettent en lumière
des propriétés uniques et définissantes de ces structures. Ces théorèmes offrent une perspective plus
profonde sur la nature et les caractéristiques des arbres en combinatoire et en théorie des graphes. Voici
deux théorèmes clés qui illustrent ces propriétés :

Théorème 1.6 Les trois affirmations suivantes sont équivalentes pour un grapheG :

1. G est un arbre.
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2. G est acyclique ; cependant, l’ajout d’une arête supplémentaire àG crée un cycle.

3. G est connexe ; cependant, la suppression d’une arête deG le rend déconnecté.

Ce théorème met en évidence l’équilibre délicat entre acyclicité et connectivité qui définit un arbre.

Théorème 1.7 Pour un graphe finiG(V,E) avec n = |V |, les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. G est un arbre.

2. G est acyclique et possède n− 1 arêtes.

3. G est connexe et possède n− 1 arêtes.

Ce théorème relie directement la structure d’un arbre à son nombre d’arêtes, soulignant une propriété
fondamentale des arbres en tant que graphes acycliques connectés.

Définition récursive des arbres

Après avoir exploré la première définition et ces propriétés fondamentales des arbres, nous nous
penchons maintenant sur une approche plus spécifique et détaillée : la définition récursive des arbres.
Cette perspective offre une compréhension approfondie de leur structure interne et de la manière dont
chaque composant individuel contribue à l’intégrité globale de l’arbre. Cette définition est plus détaillée
dans (Knuth, 2011).

Définition 1.8 Un arbre est caractérisé comme une collection finie T de nœuds ayant les propriétés

suivantes :

1. un nœud unique, désigné comme la racine, noté racine(T ), est distinctement identifié au sein de T .

2. À l’exception de la racine, les autres nœuds de T peuvent être partitionnés en m (où m ≥ 0) sous-

ensembles disjoints T1, . . . , Tm, chacun constituant un arbre. Ces arbres T1, . . . , Tm sont appelés les

sous-arbres de la racine.
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Cette approche récursive permet une compréhension profonde de la structure et des propriétés des arbres,
essentielle dans des domaines tels que les structures de données et la conception d’algorithmes. Un arbre
constitué d’un seul nœud est considéré comme étant uniquement sa racine. Ainsi, chaque nœud dans un
arbre fonctionne comme la racine d’un sous-arbre spécifique, formant une structure cohérente. Le nombre
de sous-arbres que chaque nœud porte est connu sous le nomd’arité ou degré du nœud (lemêmemot peut
avoir des significations différentes dans d’autres contextes), un indicateur clé de sa complexité structurelle.

1.4.2 Arbres ordonnés
Un arbre, lorsqu’il est ordonné, constitue une structure fondamentale en combinatoire. Considérons un
arbre ordonné noté t. Les nœuds peuvent être catégorisés en deux types :

• Nœuds internes : Nœuds ayant un ou plusieurs enfants. Chaque nœud interne peut également être
associé à un élément d’un ensemble prédéfini, lui attribuant ainsi une étiquette.

• Feuilles : Nœuds sans enfants.

Pour un nœud interne, disons x, dans l’arbre t, ses enfants sont ordonnés de gauche à droite. Si l’arité de
x est ℓ, alors les enfants sont indexés de 1 à ℓ. Le ie sous-arbre de t prend racine chez le ie enfant de x. De
même, les feuilles de l’arbre sont également ordonnées de gauche à droite, indexées de 1 jusqu’au nombre
total de feuilles.

Dans les représentations graphiques, l’arbre est dessiné de sorte que la racine est le nœud le plus haut.

1.4.3 Collection des arbres enracinés
Un arbre enraciné (AE) est une collection structurée qui peut être décrite en utilisant une approche
récursive. La base de cette structure est l’objet atomique, noté •, qui représente un nœud. Un arbre
enraciné peut être décrit comme un appariement ordonné d’un nœud avec un tuple d’autres arbres
enracinés. Formellement, la collection des arbres enracinés, représentée par AE, suit la relation :

AE = {•} × T(AE)
où T(AE) désigne la collection des listes d’arbres enracinés.
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Selon cette définition, un arbre enraciné t peut s’exprimer comme
t = (•, (t1, . . . , tk))

où chaque ti est lui-même un arbre enraciné. Le cas spécial où t = (•, ()) est appelé la feuille, notée⊥. La
feuille est unique en ce qu’elle a une taille de 1.

La représentation visuelle d’un arbre enraciné implique de dessiner chaque feuille comme un nœud unique
et les autres arbres comme des nœuds reliés à leurs sous-arbres respectifs. L’ordre de connexion suit la
séquence dans leur tuple, de gauche à droite.

La taille d’un arbre enraciné, donnée par |t|, est déterminée par le nombre d’occurrences de nœuds qu’il
contient. Cela peut s’exprimer comme

|t| = 1 +
∑︂
i∈[k]

|ti|

où k est l’arité de la racine de t.

Par exemple :

t =

on a

|t| = 11.

La série génératrice de AE, notéeGAE(t), peut être déduite de sa définition et est donnée par
GAE(t) = G•(t)×GT (AE)(t).

Cela conduit à l’équation quadratique :
t−GAE(t) +GAE(t)2 = 0.
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1.4.4 Arbres syntaxiques
Étant donnéunensemble graduéG, notéG = ⊔n≥1G(n), l’arité d’un élémentxdansG estn six appartient
àG(n). Un arbre syntaxique surG, ou un arbreG-syntaxique, est un arbre où chaque nœud interne d’arité
n est étiqueté avec un élément de G ayant la même arité. Le degré d’un tel arbre est déterminé par le
nombre de ses nœuds internes, tandis que son arité est déterminée par le nombre de ses feuilles.
Par exemple, si G est défini comme l’union de G(2) = {a, c} et G(3) = {b} , un arbre syntaxique t peut
être:

b

a

c b

où le degré de t est 4 et son arité est 7.

Nous désignons par AEG la collection graduée de tous les arbres syntaxiques G, où la taille d’un arbre G-
syntaxique t est la taille de son arbre enraciné dans AE en enlevant l’étiquette de tous les nœuds. Demême,
nous désignons par AEG⊥ la collection graduée de tous les arbres syntaxiques G, où la taille d’un arbre G-
syntaxique t est la taille de son arité.

Un arbre syntaxique s peut être considéré comme un sous-arbre d’un autre arbre syntaxique t si s peut être
superposé sur t à une position spécifique, chevauchant potentiellement les feuilles de s avec les nœuds
internes de t. Si c’est le cas, on dit que t a une occurrence de s. Inversement, si t n’a aucune occurrence de
s, on dit qu’il évite s.

1.4.5 Arbres binaires
Un arbre binaire est une structure d’arbre courante. Dans un tel arbre, chaque nœud peut posséder
jusqu’à deux sous-arbres. Si un nœud a un sous-arbre, il est catégorisé comme sous-arbre gauche ou droit.
Pour le définir plus précisément, un arbre binaire peut être vu comme une collection finie de nœuds qui
est soit vide, soit composée d’une racine accompagnée de deux arbres binaires distincts, appelés
sous-arbres gauches et droits de cette racine. Il convient de noter que bien qu’un arbre binaire partage
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des similitudes avec les arbres généraux, il représente une structure distincte en soi.

Soit AB la collection combinatoire graduée vérifiant la relation
AB = ⊥+ [{•}, [AB,AB]].

Si t est un arbre binaire qui n’est pas une feuille, alors t = (•, (t1, t2)) où t1 et t2 sont deux arbres binaires.
Dans ce cas, t1 est un sous-arbre gauche de t, et t2 est un sous-arbre droit de t.

Cette définition est intrinsèquement récursive. Par exemple, les structures :
⊥, (•, (⊥,⊥)), (•, ((•, (⊥,⊥)),⊥)), . . .

sont toutes des arbres binaires valides. La taille d’un arbre binaire, notée |t|, est définie récursivement de
la manière suivante.

• Si t = ⊥, alors |t| = 1.
• Si t = (•, (t1, t2)), alors |t| = |t1|+ |t2|.

Ainsi, par sa définition, nous pouvons déduire que sa série génératrice est la suivante :
GAB(t) = G(⊥)(t) +G2

AB(t),

GAB(t) = t+G2
AB(t).

Ce qui conduit à l’équation quadratique
t−GAB(t) +G2

AB(t) = 0.

La solution de l’équation ci-dessus est
GAB(t) =

1−
√
1− 4t

2t
=
∑︂
n∈N

1

n+ 1

(︃
2n

n

)︃
tn

dont les premiers termes sont
1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430.
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Ces nombres célèbres en combinatoire sont appelés les nombres de Catalan. Ils portent le nom d’Eugène
Charles Catalan, un mathématicien du 19e siècle. Cependant, Euler et Segner les avaient déjà mentionnés
dans leurs travaux au 18e siècle. Dans le livre (Stanley, 1999b), Stanley énumère plusieurs différentes
applications de ces nombres en combinatoire, démontrant leur importance dans ce domaine.

1.4.6 Arbres comme arbres binaires
Nous passons maintenant de l’étude des arbres binaires aux arbres généraux. Il est essentiel de souligner
les distinctions fondamentales entre ces deux structures :

1. un arbre est toujours enraciné, ce qui implique qu’il n’est jamais vide. Chaque nœud dans un arbre
peut posséder un nombre arbitraire d’enfants non négatifs.

2. En revanche, un arbre binaire peut être vide. Les nœuds dans un arbre binaire peuvent avoir 0, 1
ou 2 enfants. De plus, comme expliqué précédemment, lorsque deux enfants sont présents, l’un est
désigné comme l’enfant de gauche et l’autre comme l’enfant de droite.

La série génératrice des arbres enracinés (AE) suit la même relation algébrique que celle de la collection
graduée d’arbres binaires, où la taille d’un arbre binaire est déterminée par son nombre de feuilles. Cela
implique que AE et AB, lorsqu’ils sont considérés comme des collections graduées, sont isomorphes.
Il existe un isomorphisme explicite entre AE et AB, appelée correspondance de rotation, et attribué à
Knuth (Knuth, 2011).

Pour illustrer cette relation dans nos notations, considérons l’application ϕ : AE → AB définie de manière
récursive pour tout arbre enraciné planaire t comme suit :

ϕ(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
⊥∈ AB si t =⊥,

(•, (ϕ(t1), ϕ((•, (t2, . . . , tk))))) sinon, pour t = (•, (t1, t2, . . . , tk)) avec k ≥ 1.

Les collections graduées AE et AB sont isomorphes. L’application ϕ, telle que définie ci-dessus, établit un
isomorphisme entre ces deux collections.
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Par exemple,

ϕ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

1.4.7 Partition des arbres binaires
Dans le contexte des arbres binaires, il est essentiel d’introduire des sous-ensembles spécifiques qui,
ensemble, partitionnent l’ensemble AB. Cette partition est formulée comme suit :

AB =
/
B ⊔

ˆ
B ⊔

\
B

où chaque sous-ensemble est caractérisé par la configuration des enfants de la racine comme suit :

•
ˆ
B représente l’ensemble des arbres binaires dont la racine possède à la fois un enfant gauche et un
enfant droit.

•
/
B désigne l’ensemble des arbres binaires où la racine a seulement un enfant gauche.

•
\
B concerne l’ensemble des arbres binaires où la racine a seulement un enfant droit.

L’ensemble
/
B,

ˆ
B,

\
B est une partition de AB. En outre, il existe un isomorphisme ϕ :

/
B →

\
B, qui établit un

isomorphisme en envoyant chaque arbre d’un ensemble sur son image miroir dans l’autre. Cette relation
bijective souligne la symétrie inhérente dans la structure des arbres binaires.
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ϕ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

La plupart de nos discussions se feront sur
/
B, ce qui veut dire qu’elles sont les mêmes sur

\
B.

1.4.8 Arbres k-aires
Étant donné un nombre naturel k ≥ 1, un arbre k-aires est défini comme un arbre enraciné où chaque
nœud interne possède une arité de k. Par exemple, pour k = 3, on a

arbre 3-aire

La collection des arbres k-aires, notée Ary(k), peut être exprimée de manière récursive comme suit :
Ary(k) = {⊥}+ {•} × Ary(k)k

où⊥ et • sont des entités atomiques.
Les collections graduées Ary(k)⊥ et Ary(k)• de tous les arbres k-aires, où la taille d’un arbre dans Ary(k)⊥

correspond à son arité et la taille d’un arbre dans Ary(k)• à son degré, sont combinatoires.
De plus, la série génératrice de Ary(k)• suit l’équation algébrique

1−GAry(k)•
(t) + tGAry(k)•

(t)k = 0.

Un résultat connu indique que le nombre d’éléments dans Ary(k)• de taille n est donné par
#Ary(k)• (n) =

1

(k − 1)n+ 1

(︃
kn

n

)︃
.
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Ces nombres sont connus sous le nom de nombre de Fuss-Catalan.
Dans le contexte des arbres binaires, un arbre binaire est un arbre 2-aire.
De plus, comme l’arité est déterminée par le nombre de nœuds internes, nous pouvons voir que

#Ary(k)⊥ (i) =

⎧⎪⎨⎪⎩
#Ary(k)• ( i−1

k−1) si i = k + s(k − 1) où s ∈ N,

0 sinon
pour tout k ≥ 2.
Ce sont également des nombres de Fuss-Catalan mais avec des zéros dans la série. Par exemple, la série de
nombres associée à Ary(k)⊥ commence par :

1, 0, 1, 0, 3, 0, 12, 0, 55, 0, 273 pour k = 3,

1, 0, 0, 1, 0, 0, 4, 0, 0, 22, 0, 0, 140, 0, 0, 969, 0, 0, 7084 pour k = 4.

1.5 Langage des arbres
Dans l’étude des arbres enracinés, nous introduisons un langage spécialisé basé sur l’alphabet N≥1. Ce
langage sert à identifier précisément les nœuds au sein de ces arbres (Giraudo, 2017). Nous définissons à
présent une action à droite partielle de monoïde sur AE×N∗

≥1. Cette action, également notée ·, est définie
de manière récursive comme suit :

(•, (t1, . . . , tk)) · u =

⎧⎪⎨⎪⎩
(•, (t1, . . . , tk)) si u = ϵ,

ti · v sinon (où u = iv et i ∈ N≥1),

(1.1)

pour tout (•, (t1, . . . , tk)) ∈ AE et u ∈ N∗
≥1. Il est important de noter que cette action est partielle, car

chaque ti n’est défini que si i ne dépasse pas l’arité de la racine de t. Le langage de l’arbreN(t) d’un arbre t
est alors défini comme l’ensemble fini de tous les mots u dans N≥1 tels que l’action t · u aboutit à un arbre
enraciné planaire bien défini. Par exemple:

t =
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On a

t.1 = , t.212 = , t.21 = , t.22 =

Soit t un arbre enraciné. Nous définissons les termes associés comme suit :

• Nœuds : Chaque mot de N(t) représente un nœud de t. Nous l’appellerons adresse du nœud ainsi
représenté

• Nœuds internes : Un nœud u de t est un nœud interne s’il vérifie la condition qu’il existe un i ∈ N≥1

tel que ui est également un nœud de t. L’ensemble de tous les nœuds internes est notéN•(t).
• Feuilles : Un nœud u de t est une feuille s’il n’est pas un nœud interne. L’ensemble de toutes les
feuilles est notéN⊥(t).

• Racine : La racine de t a ε pour adresse, qui peut être soit un nœud interne, soit une feuille.
• Degré et arité : Le degré de t, notédeg(t), est le nombre total de nœuds internes, c’est-à-dire#N•(t).
L’arité de t, notée ari(t), est le nombre total de feuilles, c’est-à-dire#N⊥(t).

• Ancêtres et enfants : Un nœud u est un ancêtre d’un nœud v si u ̸= v et u ⪯pref v. Un nœud v est
le ie enfant de u si v = ui pour i ∈ N≥1, faisant de u le père unique de v. L’arité d’un nœud est le
nombre d’enfants qu’il a.

• Nœuds Frères : Deux nœuds v et v′ sont frères s’ils partagent un parent communu et sont des enfants
distincts, c’est-à-dire v est le ie enfant et v′ est le i′e enfant de u pour i ̸= i′.

• Ordre et Chemin : Les nœuds sont ordonnés en utilisant l’ordre lexicographique de leurs adresses.
Un chemin dans t est une suite de nœuds (u1, . . . , uk) telle que chaque nœud uj est le père de uj+1.
Un chemin est maximal s’il commence par la racine et se termine par une feuille.

• Hauteur : La hauteur de t, ht(t), est définie comme la longueur maximale de ses chemins maximaux
moins 1. Cela correspond également à la longueur du mot le plus long deN(t).
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CHAPITRE 2

COMBINATOIRE ALGÉBRIQUE

La combinatoire algébrique est aujourd’hui un domaine essentiel desmathématiques qui combine l’algèbre
et la combinatoire. Ce domaine nous donne accès à des outils algébriques puissants, qui améliorent notre
compréhension de divers sujets. Elle nous permet par exemple d’exprimer les nombreux résultats d’une
opération par une somme. Par exemple, le produit pré-Lie sur les arbres ou produit de mélange sur les
mots donne une somme formelle d’objets. Ce chapitre traite des espaces vectoriels obtenus à partir de
collections graduées.

2.1 Espaces polynomiaux gradués
Lorsque nous parlons d’une série (resp. d’un polynôme) associée à une collection C, nous faisons référence
à une sommation formelle (ou dans le cas des polynômes, une sommation formelle finie) d’objets au sein
de C, chacun étant pondéré par des coefficients d’un corpsK. Pour le contexte de notre discussion, le corps
K est supposé de caractéristique 0.

2.1.1 Séries et polynômes sur collections
Définition 2.1 Soit C une I-collection.

1. Une série sur C, où C-série, est une application f : C → K.

2. Le coefficient d’un élément x dans la série f est noté ⟨x, f⟩.

3. Le support d’une série f est défini comme Supp(f) = {x ∈ C : ⟨x, f⟩ ≠ 0}, où 0 est le zero deK.

4. Un polynôme sur C, ou C-polynôme, est une C-série qui a un support fini.

5. Une C-série f estmonômiale si son support est un singleton.

6. Une C-série f est homogène s’il existe un indice i ∈ I tel que tous les éléments de son support

appartiennent à C(i).
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7. Pour tout sous-ensemble X de C, la série caractéristique de X est la C-série vérifiant, pour tout

x ∈ C,

⟨x, ch(X)⟩ =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 si x ∈ X,

0 sinon.

2.1.2 Espaces polynomiaux
Soit K⟨C⟩ l’ensemble des C-polynômes, appelé espace des C-polynômes. L’espace K⟨C⟩ est équipé de
deux opérations principales :

1. Addition + : K⟨C⟩ × K⟨C⟩ → K⟨C⟩. Pour deux éléments f1, f2 ∈ K⟨C⟩ et un élément x ∈ C,
l’addition est définie par

⟨x, f1 + f2⟩ = ⟨x, f1⟩+ ⟨x, f2⟩.

2. Multiplication Scalaire · : K ×K⟨C⟩ → K⟨C⟩. Pour tout élément f ∈ K⟨C⟩, scalaire λ ∈ K, et
x ∈ C, la multiplication de f par le scalaire λ est définie par

⟨x, λf⟩ = λ⟨x, f⟩.

Avec ces opérations,K⟨C⟩ forme un espace vectoriel surK. De plus,K⟨C⟩ peut être exprimé comme une
somme directe

K⟨C⟩ =
⨁︂
i∈I

K⟨C(i)⟩.

Chaque sous-espaceK⟨C(i)⟩ représente la ie composante homogène deK⟨C(i)⟩.

2.1.2.1 Morphisme d’espace polynomial
Considérons deux espaces polynomiaux,K⟨C1⟩ etK⟨C2⟩, oùC1 etC2 sont des I-collections . Une fonction

φ : K⟨C1⟩ → K⟨C2⟩

est dite être unmorphisme d’espace polynomial lorsqu’elle vérifie la condition que pour chaque i dans I et
chaque x de C1(i), nous avons φ(x) appartenant àK⟨C2(i)⟩. Il est important de noter qu’un morphisme
de collections combinatoires, noté

ψ : C1 → C2
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peut être étendu linéairement pour produire un morphisme d’espace polynomial
φ : K⟨C1⟩ → K⟨C2⟩.

Notons également queK⟨C2⟩ est un sous-espace deK⟨C1⟩ s’il existe un morphisme d’espace polynomial
injectif deK⟨C2⟩ àK⟨C1⟩.

2.1.2.2 Espaces polynomiaux combinatoires gradués
Lorsque nous avons une collection combinatoire graduée C, l’espace polynomialK⟨C⟩ peut être exprimé
comme une somme directe sur les nombres naturels

K⟨C⟩ =
⨁︂
n∈N

K⟨C⟩(n). (2.1)
Cette décomposition signifie que l’espace polynomial est construit à partir des composantes graduées de
la collection C.

2.1.3 Série de Hilbert
lorsque C est combinatoire, chaque composanteK⟨C(n)⟩ pour n ∈ N a une dimension finie. La série de
Hilbert pourK⟨C⟩ est alors définie par

HK⟨C⟩(t) =
∑︂
n∈N

dimK⟨C⟩(n)tn. (2.2)
Il convient de noter que la série de HilbertHK⟨C⟩(t) et la série génératrice GC(t) pour C représentent la
même série de puissance.
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CHAPITRE 3

OPÉRADES

Ce chapitre est dédié à comprendre les opérades, des structures algébriques qui jouent un rôle crucial
dans l’articulation des opérations et de leurs compositions. Les opérades permettent de modéliser des
structures complexes à partir d’éléments plus simples et de comprendre comment ces éléments
interagissent entre eux. Nous explorerons divers aspects de cette théorie. Ce chapitre s’appuiera sur des
travaux fondamentaux dans ce domaine, tel que ceux présentés dans les références (Chapoton, 2008),
(Foissy, 2017b), (Jean-Louis Loday, 2012). L’objectif est de fournir une compréhension des opérades et de
leur puissance en tant qu’outil mathématique, tout en préparant le terrain pour l’application spécifique
dans le chapitre suivant.

3.1 Opérades non-symétriques
Définition 3.1 Une opérade non-symétriqueO est une structure mathématique définie comme suit :

1. elle est composée d’une collection O d’ensembles (ou d’espaces vectoriels, ou d’autres objets dans

une autre catégorie appropriée) indexée surN (ouN\{0}). On noteO(n) l’ensemble d’indice n deO.

2. Il existe une application

γ : O(n)×O(k1)× · · · × O(kn) → O(k1 + · · ·+ kn)

(o, o1, . . . , ok) ↦→ o γ(o1, . . . , ok).

3. Il existe un élément distingué 1 ∈ O(1), appelé unité.

Les axiomes d’une opérade non-symétrique sont les suivants :

1. Associativité : pour tous éléments o ∈ O(n), oi ∈ O(ki) (pour 1 ≤ i ≤ n) et pij ∈ O(lij) (pour

1 ≤ j ≤ ki), l’équation suivante est vérifiée :

o γ(o1 γ(p11, . . . , p1k1), . . . , on γ(pn1, . . . , pnkn))

= (o γ(o1, . . . , on)) γ(p11, . . . , p1k1 , . . . , pn1, . . . , pnkn)
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2. Unitalité : pour tout o ∈ O(n), la composition avec l’élément identité donne :

γ(o, 1, . . . , 1) = o

où l’identité est utilisée n fois, et

1 γ(o) = o.

Cette définition fournit un cadre pour comprendre la façon dont les opérades non-symétriques structurent

les opérations et les compositions dans divers domaines mathématiques.

3.1.1 Opérades dans la catégorie des espaces vectoriels
Bien que de nombreuses opérades conventionnelles soient initialement définies dans la catégorie des
ensembles, elles peuvent être étendues à la catégorie des espaces vectoriels tout en préservant leurs
propriétés essentielles. Les considérations clés pour cette extension sont les suivantes :

• remplacer les ensemblesO(n) par des espaces vectorielsK⟨O(n)⟩.
• Remplacer le produit cartésien par le produit tensoriel des espaces vectoriels.
• Remplacer l’union disjointe par la somme directe des espaces vectoriels.
• Étendre par linéarité les applications ensemblistes.

Pour décrire cette transition d’une opérade non-symétrique dans la catégorie des ensembles en une
opérade dans la catégorie espace vectoriel, un outil utile est le foncteur espace vectoriel libre sur un
ensemble. Cette approche nous permet de maintenir la nature combinatoire de l’opérade, à condition que
chaque espace vectoriel O(n) soit équipé d’une base, et que les applications de composition au sein de
ces bases soient rigoureusement définies et décrites.

3.1.2 Composition partielle
Nous introduisons une perspective alternative sur les opérades non-symétriques, s’éloignant de l’utilisation
conventionnelle des applications γ. Dans cette approche, les applications ◦i sont centrales pour définir la
composition. L ’application ◦i vérifie
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◦i : O(n)×O(m) → O(n+m− 1)

(x, y) ↦→ x ◦i y.

Les compositions γ sont généralement associées à la composition de plusieurs éléments à la fois. En
revanche, les compositions partielles ◦i se concentrent sur une composition plus directe, en mettant
l’accent sur l’insertion d’un seul objet dans un autre. Cette approche remplace les compositions γ par une
suite de compositions ◦i pour toutes les valeurs possibles de m,n. Ces compositions doivent adhérer à
des axiomes spécifiques :

Soient x, y, z dansO(m),O(n),O(p) respectivement.

1. D’abord, pour tout x dansO(m), i ≥ m+ 1, et y dansO :
x ◦i y = 0

2. Règle de composition disjointe : Pour tous x, y, z et i < j dans [m], la composition vérifie (x ◦i
y) ◦j+n−1 z = (x ◦j z) ◦i y.

3. Règle de composition imbriquée : La composition vérifie (x ◦i y) ◦j+i−1 z = x ◦i (y ◦j z) pour tout
x, y, z, et i ∈ [m], et j ∈ [n].

4. Principe d’unité : L’unité vérifie 1 ◦1 x = x = x ◦i 1 pour toutes les valeurs possibles de x et i.

Les compositions ◦i peuvent être exprimées en termes de compositions γ et vice versa, offrant un pont
entre les deux perspectives. La connexion entre la présentation traditionnelle et la présentation alternative
est établie en utilisant l’unité par

x ◦i y = x γ(1, . . . , 1⏞ ⏟⏟ ⏞
i−1

, y, 1, . . . , 1⏞ ⏟⏟ ⏞
|x|−i

).

Une opérade non-symétrique, comme nous l’avons dit précédemment, peut être considérée comme un
espace polynomial gradué augmenté, notéK⟨C⟩. L’application ◦i sera présentée par

◦i : K⟨C⟩(n)⊗K⟨C⟩(m) → K⟨C⟩(n+m− 1).
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Pour offrir une compréhension plus intuitive, considérons chaque élément f deK⟨C⟩(n) commeunproduit
d’arité n. Les opérations ◦i fonctionnent en fusionnant ces produits. Plus précisément, pour tout f dans
K⟨C⟩(n), g dansK⟨C⟩(m), et i dans [n], le résultat f ◦i g est obtenu en connectant la sortie de g à la ime

entrée de f .

Cette structure joue un rôle crucial dans divers contextes mathématiques et informatiques, nous
permettant de modéliser et de manipuler des opérations de manière non-symétrique. Les opérades
non-symétriques trouvent des applications en topologie algébrique, en algèbre homologique et en
combinatoire, entre autres. Elles fournissent un cadre polyvalent pour décrire des opérations où l’ordre
des opérandes importe et sont un concept fondamental dans l’étude des structures algébriques. Illustrons
le concept de composition partielle sous une forme visuelle.

Tout élément f ∈K⟨C⟩(n) est représenté comme une opération à n entrées et une sortie :

f

1 · · · n .

La composition partielle peut être visualisée par

f

1 · · · i · · · n

◦i g

1 · · · m

=
f

1 · · · g

i · · · i+m− 1

· · · n+m− 1

.

Une composition complète peut être visualisée comme suit :

f

1 · · · n

γ

(︄
g1

1 · · · m1

, . . . , gn

1 · · · mn

)︄
=

f

g1

1 · · · m1

· · · gn

· · · m1 + ...+mn

.

Sous-opérades SoitK⟨C⟩ une opérade. Une sous-opéradeK⟨C ′⟩ deK⟨C⟩ est un sous-espace polynomial
gradué augmenté. Elle contient l’unité deK⟨C⟩ et est stable sous l’opération γ.
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3.1.3 Opérades en tant qu’espèces de structures
Une espèce opéradique P , telle que définie dans (Foissy, 2017a), est une espèce avec des compositions
◦a : P (A) × P (B) −→ P (A ⊔ B \ {a}) définies pour tout ensembles finis non vides A et B tels que
a ∈ A.

Les compositions d’une espèce opéradique sont associatives dans le sens que :

• pour tous ensembles A,B,C finis, a, b ∈ A distincts, p ∈ P (A), q ∈ P (B) et r ∈ P (C)

(p ◦a q) ◦b r = (p ◦b r) ◦a q.

• Pour tous ensembles A,B,C finis, a ∈ A, b ∈ B, p ∈ P (A), q ∈ P (B) et r ∈ P (C)

(p ◦a q) ◦b r = p ◦a (q ◦b r).

De plus, pour chaque singleton {a} il existe un élément identité Ia ∈ P ({a}) tel que pour tout p ∈ P (A),
p ◦a Ia = p et Ia ◦a p = p.

Par exemple, soit As l”espèce telle que pour tout ensemble fini non videA, As(A) est l’ensemble des mots
possibles formés à partir des lettres de A, où chaque lettre apparaît exactement une fois. L’espèce
opéradique sur As est telle que ◦a est définie comme suit : pour a1 · · · an ∈ As(A) et a ∈ A tel que ai = a

pour un certain i ∈ [n] et pour un autre mot w ∈ As,
a1 · · · an ◦a w = a1 · · · ai−1wai+1 · · · an.

L’identité Ia est simplement le mot a de longueur 1.

À partir d’une espèce opéradique P , on peut déduire une opérade, également notée par P , structurée de
la façon suivante :

• pour tout n ≥ 1, l’ensemble P (n) est défini comme étant l’ensemble P ([n]).
• La composition partielle des éléments p ∈ P (n) et q ∈ P (m) pour i ∈ [n] est

p ◦i q = P (σ(i)n,m)(p ◦i q),
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où σ(i)n,m : ([n]\{i}) ⊔ [m] −→ [n+m− 1] est la bijection définie par
– σ

(i)
n,m(k) = k si k ∈ [n] et k ≤ i− 1,

– σ
(i)
n,m(k̇) = k + i− 1 si k̇ ∈ [m],

– σ
(i)
n,m(k) = k +m− 1 si k ∈ [n] et k ≥ i

où les éléments de [n] sont notés par 1, ..., n et les éléments de [m] sont notés par 1̇, ..., ṁ.
• L’unité de P est I1 ∈ P ({1}).

De plus, une opérade peut être vue comme un monoïde d’espèces positives avec l’opération associative de
substitution et ayant l’espèce X comme identité. La structure fondamentale des opérades symétriques, sur
lesquelles nous ne travaillerons pas dans ce mémoire, est basée sur les espèces. Les opérades symétriques
présentent une structure quelque peu plus complexe par rapport aux opérades non-symétriques. Pour
une exploration approfondie des opérades en tant que monoïdes, y compris des exemples illustratifs sur
lesquels se basent nos exemples, le lecteur est invité à consulter l’ouvrage complet de Méndez (Méndez,
2015), (Loday et Vallette, 2012) ou bien (Giraudo, 2015) pour une approche différente.

3.2 Exemples d’opérades
Les opérades apparaissent dans divers contextes algébriques et combinatoires, chacune capturant
différentes structures de composition. Nous explorons ici quelques exemples classiques pour mieux
comprendre leur diversité et leurs applications.

3.2.1 Opérade des endomorphismes
Soit A un ensemble. L’opérade d’endomorphisme sur A, notée EndA, est définie comme suit :

• EndA(n) = {An → A}

• La composition partielle de f ∈ EndA(n) et de g ∈ EndA(m) à la position i vérifie
(f ◦i g)(a1, . . . , an+m−1) = f(a1, . . . , g(ai, . . . , ai+n−1), . . . , an+m−1)

pour tous a1, . . . , an+m−1 ∈ A.
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• L’unité est la fonction d’identité dans EndA(1).

Cette opérade joue un rôle important en algèbre et en topologie, notamment dans l’étude des structures
algébriques. Elle illustre comment les concepts de composition et de fonctionnalité peuvent être encadrés
dans le langage des opérades, offrant un moyen puissant de décomposer et d’analyser des opérations
complexes.

3.2.2 Opérades libres
SoitG une collection graduée d’ensembles. L’opérade libre surG, notée FreeG, est définie comme suit :

• FreeG(n) est l’ensemble des arbresG-syntaxiques d’arité n.
• La composition partielle s ◦i t consiste à greffer la racine de t sur la ie feuille de s.
• L’unité⊥ est l’arbre constitué d’une seule feuille.

Cette construction met en évidence la nature algébrique des arbres syntaxiques et leur utilisation dans
l’élaboration d’opérades. L’opérade libre fournit un cadre pour étudier la composition et la structure des
arbres dans divers domaines mathématiques, y compris la théorie des catégories, l’algèbre homologique
et la combinatoire. Elle illustre également comment des opérations complexes peuvent être construites de
manière itérative à partir de composants de base.

3.2.3 Opérade NAP
L’opérade NAP ( abréviation de non-associative permutative) a été introduite dans (Livernet, 2006) et se
base sur l’espèce des arbres enracinés, notéeNAE. Cette espèceNAE estmunie d’un produitµ(π, t, a) =
tV , où tV représente un arbre formé en reliant les racines des arbres au sein d’un assemblage a = {tB}B∈π.
Cette liaison se produit lorsque les blocs correspondants dans π sont interconnectés au sein d’un arbre
externe. La racine de l’arbre nouvellement formé tV est déterminée pour être la racine de tB0 ,B0 étant le
bloc racine de l’arbre externe (π, t).

L’opérade NAP capture l’essence de la composition non-associative et permutative des arbres enracinés,
offrant une approche pour étudier les propriétés combinatoires et structurelles de ces arbres. Elle joue un
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rôle significatif dans la compréhension des opérations algébriques et topologiques dans diverses structures
arborescentes, notamment dans l’établissement de certaines propriétés de l’opérade pre-Lie.

Le diagramme ci-dessus illustre la manière dont l’opérade NAP fonctionne. Il démontre la fusion des racines
des arbres individuels pour former un nouvel arbre composite, en respectant la structure et l’ordre imposé
par l’opérade.

3.3 Présentation par générateurs et relations
Considérons une opérade non-symétriqueK⟨C⟩. Une présentation de cette opérade peut être décrite par
un couple (G,R), où G est une collection graduée augmentée et R est un sous-espace de FreeG. Cela
conduit à l’isomorphisme

K⟨C⟩ ∼=
FreeG
⟨R⟩

. (3.1)
Ici, ⟨R⟩ désigne l’idéal opéradique non-symétrique engendré par R dans FreeG. Dans ce contexte, G
représente l’ensemble des générateurs, etR, l’espace des relations deK⟨C⟩.

Une présentation (G,R) est dite quadratique si R est un sous-espace homogène de FreeG, composé
uniquement d’arbres syntaxiques de degré 2. De plus, (G,R) est binaire si tous les éléments de G sont
d’arité 2. Par conséquent, K⟨C⟩ est également classifiée comme quadratique ou binaire en fonction de
son type de présentation.

Le premier exemple à considérer est celui de l’opérade associative (Ass) en tant qu’opérade non-symétrique.
Cette opérade est définie comme suit. L’ensemble Ass(n) est le singleton {Mn} et l’unitéM1. La composition
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est définie par
Mm ◦i Mn =Mm+n−1.

L’opérade Ass est caractérisée par un générateur et une relation, étant engendrée parM2 avec une relation
singulière exprimée comme

M2 ◦1 M2 =M2 ◦2 M2.

3.4 Algèbres sur opérades
Étant donnée une opérade non-symétrique K⟨C⟩, elle peut décrire une classe d’algèbres polynomiales
graduées, notées comme algèbres surK⟨C⟩ ou brièvement,K⟨C⟩-algèbres. UneK⟨C⟩-algèbre peut être
définie comme un espace polynomial graduéK⟨D⟩, équipé d’une action linéaire à gauche :

∗ : K⟨C⟩(n)⊗K⟨D⟩⊗n → K⟨D⟩.

Pour tout élément f dansK⟨C⟩ avec une arité n, il sert de fonction linéaire :
f : K⟨D⟩⊗n → K⟨D⟩.

Cette action respecte les relations imposées par la structure d’opérade non-symétrique de K⟨C⟩. Cette
relation s’exprime comme
(f ◦i g) ∗ (a1 ⊗ · · · ⊗ an+m−1) = f ∗ (a1 ⊗ · · · ⊗ ai−1 ⊗ g ∗ (ai ⊗ · · · ⊗ ai+m−1)⊗ ai+m ⊗ · · · ⊗ an+m−1)

pour tout f ∈ K⟨C⟩(n), g ∈ K⟨C⟩(m), i ∈ [n] et a1 ⊗ · · · ⊗ an+m−1 ∈ K⟨D⊗n+m−1⟩.

Il résulte de cette relation que siG est un ensemble générateur deK⟨C⟩, alors spécifier l’action de chaque
x dansG surK⟨D⟩⊗|x| est suffisant pour déterminer ∗.

3.5 Morphismes d’opérades
Les morphismes d’opérades relient différentes structures opéradiques, permettant le transfert et la
comparaison de propriétés entre elles. SoitO etO′ deux opérades. Une application

ϕ : O −→ O′

est un morphisme d’opérades si
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• ϕ(1O) = 1O′

• Pour tout x dansO, |ϕ(x)| = |x|

• Pour tout x, y dansO, ϕ(x ◦i y) = ϕ(x) ◦i ϕ(y)

Dans ce chapitre, nous avons introduit plusieurs concepts de la théorie des opérades. Ces principes
constituent la base des méthodes utilisées dans le chapitre 4, où nous explorons un exemple spécifique de
ces opérades, l’opérade dupliciale. Comprendre la définition des opérades présentée dans la section 3.1,
ainsi que les compositions partielles dans la section 3.1.2 et la présentation par générateurs et relations
dans la section 3.3, est crucial pour saisir le contenu du chapitre 4. De plus, une compréhension
approfondie l’opérade libre dans la section 3.2.2 peut aider le lecteur à mieux apprécier les preuves des
résultats présentés dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE 4

OPÉRADE DUPLICIALE ET SOUS-OPÉRADES

L’opérade dupliciale est une structure algébrique qui joue un rôle dans la compréhension des opérations
binaires et de leurs propriétés associatives. L’opérade dupliciale, définie sur les arbres binaires, se base sur
une opération particulière de greffe. Ce processus consiste à insérer un nouvel arbre binaire dans un nœud
d’un arbre déjà existant, ce qui permet de construire des structures d’arbres plus complexes.

Alessandra Frabetti a utilisé le concept d’opérade dupliciale dans ses recherches sur la renormalisation
(Frabetti, 2008), spécifiquement dans le contexte des arbres binaires. En physique mathématique, la
renormalisation est un ensemble de techniques utilisées pour traiter des quantités infinies qui
apparaissent dans la formulation de théories physiques, en particulier dans la théorie quantique des
champs.

Dans ce mémoire, nous explorons l’opérade dupliciale à travers ses sous-opérades et cherchons à
comprendre les propriétés uniques des arbres binaires qu’elle contient. Notre objectif est de comprendre
la riche structure algébrique ainsi développée sur les arbres binaires.

4.1 Opérade dupliciale
Définition 4.1 L’opérade dupliciale, également appelée opérade OverUnder et notéeDup, est définie par

Dup = K⟨Aug(AB)⟩.

Où

• l’ensembleDup(n) est l’ensemble des arbres binaires planaires avec n nœuds internes.

• Pour tous s ∈ Dup(n), t ∈ Dup(m) et i ∈ [n], la composition partielle w = s ◦i t est definie de la

manière suivante. L’arbre binairew est l’arbre binaire planaire résultant du remplacement du ie nœud

de s par l’arbre t. Le sous-arbre gauche du ie nœud de s sera greffé sur la feuille la plus à gauche de

t dans le nouvel arbre, tandis que le sous-arbre droit du ie nœud de s sera greffé sur la feuille la plus
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à droite de t. Exemple :

5

3 10

1

2

4 11

12
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◦8

3

1 5

2 4

=
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3 14

1

2

4 15

16

10

8

9

12

116

7

13

• L’unité est l’arbre binaire constitué d’un seul nœud.

L’opéradeDup est une opérade ensembliste et combinatoire. Sa série de Hilbert est donnée par :
HDup(t) = 1−

√
1− 4t

2t
=
∑︂

n∈N≥1

(︃
2n

n

)︃
1

n+ 1
tn (4.1)

Elle admet la présentation (G,R) oùG est l’ensemble de générateurs

G =

⎛⎜⎜⎝ ,
⎞⎟⎟⎠

etR est un espace de relations :

•
c(≪) ◦1 c(≪)− c(≪) ◦2 c(≪)

•
c(≫) ◦1 c(≪)− c(≪) ◦2 c(≫)

•
c(≫) ◦1 c(≫)− c(≫) ◦2 c(≫)

où ≪ (resp. ≫) désigne le premier (resp. le second) arbre de G, et Pour tout x ∈ G, c(x) est l’arbre
G-syntaxique étiquetée par x ayant exactement un nœud interne avec |x| feuilles comme enfants.
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Les générateurs et les relations sont définis de manière à capturer la structure dupliciale, avec des
opérations binaires spécifiques et des conditions d’associativité. En particulier, le 1re (resp. la 3e) relation
dit que≪ (resp. ≫) est associative, et la 2e est une associativité relative entre≪ et≫.

Les algèbres sur Dup, connues sous le nom d’algèbres dupliciales, sont des espaces dotés de deux
produits binaires qui satisfont certaines conditions d’associativité dérivées des relations dans R. Ces
algèbres peuvent être exprimées comme :

(x≪ y) ≫ z = x≪ (y ≫ z) pour tout x, y, z ∈ D (4.2)
où≪ et≫ sont les opérations binaires et associative de l’algèbre.

4.1.1 Indexation des nœuds : ordre infixe
Il existe de nombreusesmanières d’indexer les nœuds d’un arbre binaire. Toutes peuvent être utilisées dans
ce chapitre. La méthode que nous utiliserons est appelée l’ordre infixe.

Définition 4.2 L’ordre infixe induit par un arbre t est un ordre total sur l’ensemble de ses nœuds internes.

Cet ordre est défini de manière récursive. Il suppose que tous les nœuds internes du sous-arbre t.1 (le

sous-arbre gauche) sont considérés comme inférieurs à la racine de t. En même temps, la racine de t est

considérée comme inférieure à tous les nœuds internes du sous-arbre t.2 (le sous-arbre droit). La

convention est d’indexer ainsi les nœuds de 1 à n où n est le nombre de nœuds de t. Par exemple, voici un

arbre binaire et ses nœuds ainsi indexés selon l’ordre infixe

Demanière récurrente, les nœuds du rectangle rouge sont plus grands que les nœuds du rectangle bleu. Les

nœuds du rectangle vert sont plus grands que les nœuds des rectangles bleu et rouge.
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4.1.2 Langage des arbres binaires et opérade dupliciale
Notons que dans Dup, l’indexation se fait sur les nœuds et non sur les feuilles. Cela pourrait créer une
certaine confusion par rapport à ce que nous avons vu jusqu’à présent, car nous représentons
habituellement les entrées d’un élément par les feuilles d’un arbre. Par conséquent, dans cette section,
nous allons redéfinir le langage utilisé pour éviter toute confusion.

Considérons t ∈ AB. Comme défini précédemment, le langage de l’arbre t, noté N(t), est constitué de
mots d’entiers positifs appelés adresses. Dans les arbres binaires, les adresses dans N(t) sont composées
exclusivement de 1 et de 2. De plus, le nombre et la disposition des feuilles dans un arbre binaire sont
fixes. Par conséquent, pour tout N•(t) donné, il existe un unique N⊥(t) correspondant qui ferait de t un
arbre binaire. Ainsi, un arbre binaire peut être défini de manière unique par l’ensembleN•(t). Dans notre
contexte des arbres binaires, nous noterons simplementN(t) au lieu deN•(t).
Nous utiliserons également la notation nn(t) pour désigner le nombre de nœuds (qui ne sont pas des
feuilles) dans un arbre t, et nl(t) pour désigner le nombre de feuilles dans t.

4.1.2.1 Branches dans les arbres binaires
Définition 4.3 La branche gauche d’un arbre binaire t est la sous-arborescence de t dont les adresses sont

composées de toutes les adresses de t constituées uniquement de 1, y compris la racine de t. De manière

similaire, la branche droite est définie par des adresses composées uniquement de 2.

4.1.2.2 Premier et dernier nœud
Le premier nœud de t est identifié par l’adresse avec la plus longue suite de 1. Si k représente le nombre de
1 dans cette adresse, nous désignons cette adresse par 1k. Le dernier nœud de t est le nœud avec la plus
longue suite de 2.

4.1.2.3 Langage des arbres et opérade dupliciale
Soit t un arbre et soit x une adresse. Nous définissons x.N(t) par

x.N(t) = {x.i : i ∈ N(t)}.
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Soit t1, t′, t des arbres binaires dansDup, tels que t◦i t1 = t′. Soit x l’adresse du nœud i dans t, 1k l’adresse
du premier nœud et 2j celle du dernier nœud dans t1. L’ensembleN(t′) contient exactement

• tous les adresses deN(t) qui ne commencent pas par x.
• Toutes les adresses dans x.N(t1), ce qui inclut également l’adresse x.
• Tous les adresses deN(t) qui commencent par x, avec la modification suivante :

– toute adresse de la forme x.q sera changée en x.1k.q si q commence par 1,
– toute adresse de la forme x.q sera changée en x.2j .q si q commence par 2.

Exemple : soit t l’arbre binaire tel que

N(t) = {ϵ, 1, 11, 112, 121, 1212, 122, 1221, 2, 21, 212, 22}.

Soit t1 l’arbre binaire tel que

N(t1) = {ϵ, 1, 12, 2}

Soit t′ = t ◦6 t1 (Les arbres binaires de t, t1 et t′ sont illustrés ci-dessous). Il est évident d’après N(t1) que

l’adresse du premier nœud est 1, tandis que celle du dernier nœud est 2. L’adresse du nœud d’indice 6 par

l’ordre infixe est 12. Ainsi,N(t′) sera formé de

• toutes les adresses dansN(t) qui ne commencent pas par 12, qui sont ϵ, 1, 11, 112, 122, 2, 21, 22, 212.

• Toutes les adresses dans 12.N(t1) qui sont 12.ϵ, 12.1, 12.2, 12.12 équivalent à 12, 121, 122, 1212.

• Les adresses 121, 1212 deviennent maintenant 12.1.1, 12.1.12 respectivement.

• Les adresses 122, 1221 deviennent maintenant 12.2.2, 12.2.21 respectivement.

Ainsi, N(t′) = {ϵ, 1, 11, 112, 12, 121, 1211, 12112, 1212, 122, 1222, 12221, 2, 21, 212, 22} qui sont
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exactement les adresses des arbres représentés par le graphique suivant :
9

3 12

6

8

1

2 4

5

10 13

11

7

◦6

3

1 4

2
=

12

3 15

8

9

1

2 6

7

13 16

14

4

5

11

10

Pour un arbre binaire t, et toute adresse x ∈ N(t), le nombre de nœuds nn(t · x) est le nombre d’adresses
dansN(t) qui commencent par x. Cela fournit un moyen de quantifier la structure de l’arbre par rapport à
un nœud donné.

Considérons un autre arbre binaire t′. Si t et t′ sont identiques, alors pour chaque adresse x ∈ N(t), le
nombre de nœuds dans la sous-arborescence de la racine x dans les deux arbres est égal. Formellement,
cela peut être exprimé comme suit :

t = t′ =⇒ nn(t · x) = nn(t
′ · x) pour tout x ∈ N(t).

Cette propriété souligne la cohérence du décompte des nœuds basé sur les adresses à travers des arbres
binaires identiques. Cette propriété est bien sûr évidente mais sa contraposée est un outil puissant qui sera
utilisé à de nombreuses reprises pour démontrer que deux arbres ne sont pas identiques.

4.1.3 Proposition sur les opérades dupliciales
Dans cette section, nous introduisons une proposition fondamentale qui est essentielle pour les
développements qui suivront.

Proposition 4.4 Considérons des arbres binaires t, t1, t2 dansDup tels que t1, t2 ∈
ˆ
B et nn(t) = n. Soient

i, j des entiers avec 1 ≤ i, j ≤ n. Alors,

t ◦i t1 = t ◦j t2 =⇒ i = j et t1 = t2.

Démonstration. Il est immédiatement évident que pour que t ◦i t1 = t ◦j t2 soit vrai, t1 et t2 doivent avoir
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le même nombre de nœuds. Par conséquent, dans notre démonstration, nous supposons que t1 et t2 ont le

même nombre de nœuds.

La démonstration est divisée en cas démontrant que pour tout arbre binaire t avec une sous-arborescence

gauche ou droite non vide, des nœuds différents i et j aboutiront à des arbres distincts. Nous noterons par

(i) l’adresse de i, et par (j), l’adresse de j. D’abord, considérons que le nœud i est la racine de t. Comme

les branches gauche et droite de t contiennent au moins un nœud (puisque t ∈
ˆ
B), alors nn((t ◦i t1).1) >

nn(t.1) et nn((t ◦i t1).2) > nn(t.2). Si j < i (selon l’ordre infixe), alors nn((t ◦j t2).1) > nn(t.1) mais

nn((t ◦j t2).2) = nn(t.2), ce qui indique que les arbres ne peuvent pas être les mêmes, impliquant j ̸= i.

De même, j ne peut pas être plus grand que i, menant à j = i.

Deuxièmement, supposons que les nœuds i et j sont dans des sous-arbres différents de t. Supposons aussi,

sans perte de généralité, que i est dans le sous-arbre gauche, et que j est dans le sous-arbre droit de t. Cela

entraînenn((t ◦i t1).1) > nn(t.1). De plus, nn((t ◦j t2).1) = nn(t.1) puisque j est dans le sous-arbre droit

de t et n’affectera pas le nombre de nœuds de (t ◦j t2).1, i et j ne peuvent pas être dans des sous-arbres

différents.

Ensuite, supposons que i et j sont dans le même sous-arbre de t mais qu’aucun de ces deux nœuds n’est

descendant de l’autre. Supposant que i et j sont dans le sous-arbre gauche de t, ils doivent être descendants

d’un troisième nœud x dont l’adresse sera notée (x). Si i est dans le sous-arbre gauche de x, et j est dans

le droit, alors nn((t ◦i t1).(x).1) > nn((t ◦j t1).(x).1), ce qui implique que t ◦i t1 ̸= t ◦j t2.

Enfin, supposons que i est un descendant de j. Si i appartient au sous-arbre gauche de j, alors nn((t ◦i
t1).(j).2) = nn(t.(j).2)mais nn((t ◦j t2).(j).2) > nn(t.(j).2) (car t1, t2 ∈

ˆ
B), impliquant que les arbres

sont différents.

Ayant établi que i = j, ceci mène au fait que t1 doit être identique à t2 puisque greffer deux arbres différents

à la même position sur le même arbre donne toujours des résultats différents. □

4.2 Une sous-opérade dupliciale
L’exploration des sous-opérades d’une opérade donnée permet d’affirmer la compréhension de la
structure et en particulier d’identifier les sous-opérades qu’elle contient. Un exemple notable est l’étude
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des sous-opérades dupliciales. Rappelons que l’opérade dupliciale, notée Dup, est engendrée par deux
arbres binaires, sous certaines relations. Une question naturelle se pose alors : quelles sont les structures
qui émergent lorsque nous modifions l’ensemble des générateurs ?

Définition 4.5 SoitG une collection d’arbres binaires. Nous définissonsDupG comme l’opérade engendrée

par les éléments de G ainsi que par les relations inhérentes àDup. Il est évident queDupG constitue une

sous-opérade deDup, puisqueDup contient tous les arbres binaires.

En utilisant un algorithme, nous avons pu compter le nombre d’arbres distincts dansDupG pour différents
ensembles G de générateurs. Les résultats dans le tableau ci-dessous ont été notre première inspiration
pour notre travail suivant. Nous ne partagerons que ceux que nous avons pu expliquer, mais il y aura plus
d’exemples dans la dernière section.
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Tableau 4.1 Dimensions de sous-opéradesDupG oùG est un singleton. Ici 0n est équivalent à la sous-suite
0, 0, . . . , 0 avec 0 utilisé n fois. Les références OEIS concernent uniquement les sous-suites des nombresstrictement positifs.

G Suite de dimensions OEIS référence et formule
1, 0, 0, 1, 0, 0, 4, 0, 0, 22, 0, 0, 140, 0, 0, 969...

(4nn )
3n+1 : A002293

1, 03, 1, 03, 5, 03, 35, 03, 285, 03, 2530...
(5nn )
4n+1 : A002294

1, 0, 0, 1, 0, 0, 4, 0, 0, 22, 0, 0, 140, 0, 0, 969...
(4nn )
3n+1 : A002293

1, 03, 1, 03, 5, 03, 35, 03, 285, 03, 2530...
(5nn )
4n+1 : A002294

1, 05, 1, 05, 7, 05, 70, 05, 819, 05, 10472, 05...
(7nn )
6n+1 : A002296

1, 05, 1, 05, 7, 05, 70, 05, 819, 05, 10472, 05...
(7nn )
6n+1 : A002296

Cette section se penche sur l’investigation des sous-opérades engendrées par un seul arbre binaire. Notre
objectif principal est de présenter les propriétés structurelles de ces sous-opérades.

4.2.1 Sous-opérades engendrées par un peigne
Théorème 4.6 Soit G le singleton contenant t de degré n, où t est un peigne gauche ou peigne droit. Alors,

HDupG(t) =
∑︂
m∈N

i× tm
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où

i =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 sim = n+ k(n− 1) pour k ∈ N,

0 sinon.

La démonstration est facilement vuedu fait que si t est unpeigne gauche, t◦it = t◦jtpour tout 1 ≤ i, j ≤ n.
Il y a donc soit un unique arbre d’un certain degré qui est le peigne gauche, soit aucun arbre du tout. Ceci
peut être vu comme une série de k-Fuss-Catalan de k = 1 avec des zéros à l’intérieur.

4.2.2 Sous-opérades engendrées par un singleton
Théorème 4.7 SoitG le singleton contenant t de degré n, où t ∈

ˆ
B. Alors,

|DupG(i)| = #Ary(n)⊥ (i).

Pour démontrer ce théorème, nous introduirons un morphisme d’opérades
ϕ : FreeG −→ DupG.

L’existence de ce morphisme découle du fait que l’opérade libre satisfait la propriété universelle des
opérades. C’est-à-dire, dans ce cas précis, qu’il existe un unique morphisme d’opérade ϕ tel que le
diagramme

G DupG

FreeG
commute.

PuisqueG ne contient qu’un élément de degré n, FreeG consistera en des arbres n-aires. Comme FreeG(i)
consiste en des arbresG-syntaxiques d’arité i et comme ils sont tous des arbres n-aires, on peut facilement
voir par sa définition que FreeG(i) = #Ary(n)⊥ (i). L’arbre avec 1 nœud et n feuilles sera le générateur de
FreeG, que nous appellerons g.
Soit t l’unique élément deG et ϕ une fonction telle que

ϕ : FreeG −→ DupG (4.3)
g ↦→ ϕ(g) = t. (4.4)
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Une autre façon de voir ϕ(x), est que si x = (. . . ((g ◦i1 g) ◦i2 g) . . . ◦im g) alors ϕ(x) = (. . . ((t ◦i1 t) ◦i2
t) . . . ◦im t).
Visualisons cette fonction pour mieux la comprendre avant de démontrer qu’il s’agit d’une bijection.

Prenons un exemple simple. Soit

t =

3

1 4

2

Puisque |t| = 4, cela signifie que FreeG consisterait en des arbres 4-aires. Nous appellerons g l’arbre avec
1 racine et 4 feuilles, car il est le générateur de FreeG.
Considérons l’arbre x dans FreeG tel que x = (((g ◦3 g) ◦1 g) ◦7 g). Voici les étapes de ϕ(x) :

g

1 2 3 4
ϕ(g)−−→

3

1 4

2

1 2

3 4 5 6

7
ϕ(g◦3g)−−−−−→

5

3 6

41

2

7

1 2 3 4

5

6 7 8 9

10
ϕ((g◦3g)◦1g)−−−−−−−−→

8

6 9

73

4

10

1

2 5
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1 2 3 4

5

6

7 8 9 10

11 12

13
ϕ(((g◦3g)◦1g)◦7g)=ϕ(x)−−−−−−−−−−−−−−−→

11

6 12

9

7 10

8

3

4

13

1

2 5

Il est facile de voir que la fonction est surjective.
Soit t1 un arbre dansDupG, cela signifie que t1 a été construit par de multiples compositions partielles du
générateur t, puisqu’il n’y a qu’un seul générateur. Supposons que nn(t) = n. Soit t1 = (. . . ((t ◦i1 t) ◦i2
t) . . . ◦im t). Puisque à chaque composition, la taille augmente de n− 1, en partant de n, cela signifie que
x = (. . . ((g ◦i1 g) ◦i2 g) . . . ◦im g) existe dans FreeG et ϕ(x) = t1 par définition.

4.2.2.1 Lemme préliminaire
Avant de commencer la démonstration de l’injectivité, nous établissons d’abord un lemme préliminaire.

Lemme 4.8 Soit G le singleton contenant t de degré n, où t ∈
ˆ
B. Considérons deux arbres x et y dans

DupG tels que x = tγ[t1, . . . , tn] et y = tγ[t′1, . . . , t
′
n], et supposons x = y. Cette condition implique que

ti = t′i pour tout i ∈ [n].

La démonstration sera faite par induction sur le nombre k d’arbres différents de l’unité (de l’opérade
dupliciale) dans x. (Le nombre de i tels que ti n’est pas l’unité).

Démonstration. Cas de base . Pour k = 1 :

supposons que pour x = tγ[t1, . . . , tn], ti n’est pas une unité. Si la composition de y se compose d’un seul

arbre sur le nœud je, alors, on peut écrire x = t ◦i ti et y = t ◦j t′j , et puisque x = y, par la proposition 4.4,

i = j et ti = t′j ce qui implique que ti = t′i pour tout i ∈ [n].

Nous allons maintenant démontrer par contradiction que y ne peut pas être composé de plus d’un arbre.

• Premièrement, supposons que t′js n’est pas une unité dans la composition de y pour tous les s ∈ S.
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Comme x = y, alors nn(x) = nn(y), nn(x.1) = nn(y.1) et nn(x.2) = nn(y.2). Si i est un nœud

gauche de t, afin de garder le même nombre de nœuds dans le même arbre, js sera un nœud gauche

pour tous les s ∈ S. (Idem pour le nœud droit).

• De plus, tout nœud js pour s ∈ S est un descendant de i ou est égal à i car, s’il y a un js tel que ni i est

un descendant de js ni vice versa, alors ils sont les descendants d’un troisième nœudh. Supposons i est

sur la gauche de h. Ainsi, nn(t.(h).1) va augmenter denn(ti)−1 dans x, tandis que dans y, comme js

n’est pas une unité, alors sa greffe sur le côté droit de h assurera que y.(h).1 est strictement inférieur

à x.(h).1 (Idem si i est sur la droite). De plus, si i est un descendant de l’un des js, supposons de son

côté droit, alors nn(t.(js).2) augmentera de nn(ti)− 1 dans x tandis que nn(t.(js).1) n’augmentera

pas. Mais, dans y, comme t′js ∈
ˆ
B, alors nn(t.(js).1) et nn(t.(js).2) augmenteront tous les deux

d’une quantité strictement inférieure à nn(ti)− 1, ce qui conduira à une contradiction.

• Commenous travaillons dans
ˆ
B, la greffe de ti sur i dansx créera de nouveaux nœuds sur ses branches

gauche et droite, donc la seule façon de compenser est de choisir un s et un s′ tels que js et j′s soient

tous les deux descendants de i (ou l’un est égal) et soient sur la branche gauche et droite de t.(i).

Ici, nous pouvons toujours choisir le nœud le plus haut sur la branche, et utiliser les axiomes des

opérades pour ne travailler qu’avec lui car le reste peut être greffé dessus en créant un nouvel arbre.

Donc maintenant, nous considérons seulement le cas de deux nœuds, l’un sur la gauche et l’autre sur

la droite de i (ou l’un d’eux est égal à i).

• Supposons que l’un des deux nœuds dans y est égal à i et l’autre non, soit nn(t′i.1) < nn(ti.1) ou

nn(t
′
i.2) < nn(ti.2). Notons par 1ti l’adresse du premier nœud de ti. Supposons que nn(t′i.1) <

nn(ti.1). Cela impliquerait qu’il existe une adresse dans x.i.1 qui a été créée en greffant ti dans x qui

n’a pas été créée en greffant t′i dans y. Ainsi, il doit exister un s
′ ∈ S pour que cette adresse soit créée.

Comme elle est dans x.i.1, alors j′s doit être un descendant gauche de i. Supposons (j′s) = (i).1s
′ .

En greffant t′j′s sur t dans y, nous pouvons voir que nn(y.(j
′
s)) = nn(y.(i).1

s′) = nn(t
′
j′s
)maintenant

greffer t′i n’affecte pas les nœuds créés par la greffe de t′j′s mais changera leurs adresses, et ainsi

la racine de y.(j′s) deviendra la racine de y.i.1t′i .1s′ et donc en les greffant, nous pouvons toujours

conclure que nn(y.i.1t
′
i .1s

′
) = nn(t

′
j′s
). Maintenant greffer ti sur t dans x, x.i.1t

′
i .1s

′ est un sous-

arbre qui doit être compensé par t′j′s , car il ne peut pas être dans t′i. Mais t′j′s ∈
ˆ
B, donc sa greffe

crée un nœud gauche et un nœud droit. Comme x.i.1t′i .1s′ est dans le sous-arbre gauche de t′j′s alors

nn(x.i.1
t′i .1s

′
) < nn(t

′
j′s
). Ceci est une contradiction car x = y.

Donc, nn(t′i.2) < nn(ti.2), mais avec le même raisonnement, nous pouvons démontrer que c’est
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impossible. Donc js et j′s ne peuvent pas être i. Avec le même raisonnement, il ne devrait pas y avoir

de nœuds entre js et i ou entre j′s et i car il y aurait une incompatibilité dans le nombre de nœuds sur

l’adresse de la greffe de js ou de j′s et donc i doit être le père de js et de j′s.

• Supposons que js soit à sa gauche. Maintenant, nous savons que nn(ti.1) + 1 = nn(t
′
js
), et puisque

i doit être le père de js et de j′s, nous pouvons voir que la structure de t′js avec l’arbre t.(js).1 greffé

à sa gauche et t.(js).2 greffé à sa droite devrait être la même que ti.1 avec t.(js) greffé à sa gauche

pour. C’est impossible, car la seule façon d’augmenter le nombre de nœuds sur une branche pour qu’ils

deviennent similaires est de greffer le générateur sur un nœud de la branche (ou la racine, mais cela

a été traité) mais cela créera à son tour une adresse à l’intérieur car le générateur des deux arbres

appartient à
ˆ
B, et comme une adresse qui n’est pas sur la branche ne peut pas être compensée, les

arbres ne seront pas les mêmes. Ainsi, nous ne pouvons pas avoir plus d’un t′js et il doit être le même

que ti avec js = i.

Étape inductive : supposons que la propriété est vraie pour k arbres.

Supposons que k + 1 est le nombre d’arbres différents de l’unité dans x.

• Supposons maintenant que l soit la racine de t. S’il y a un i > l tel que ti n’est pas une unité, alors

il doit y avoir un i′ > l tel que t′i′ n’est pas une unité pour avoir le même nombre de nœuds de x.2

et y.2. Donc, si nous avons des arbres non unitaires greffés avant et après l sur t dans x, alors nous

devons aussi avoir des arbres non unitaires greffés avant et après l sur t dans y. Cependant, la greffe

d’arbres sur le côté droit de la racine n’affecte pas le côté gauche d’un arbre. Ainsi, nous voyons que

si x′ = tγ[t1x , . . . , tnx ] où tix = ti si i < l et tix = unité si i ≥ l, et y′ = tγ[t′1y , . . . , t
′
ny
] où t′iy = t′i

si i < l et t′iy = unité si i ≥ l, alors x′ = y′. Par l’hypothèse d’induction, ti = t′i pour tous les i < l.

Nous pouvons faire de même pour prouver que ti = t′i pour tous les i > l. Et par la proposition 4.4

maintenant, puisque x = tl ◦l t′′ et y = t′l ◦l t′′ pour un certain arbre t′′, alors tl = t′l.

• Si l’arbre a k + 1 arbres dans x qui ne sont pas des unités et sont tous du même côté de la racine,

alors y doit avoir tous les arbres qui ne sont pas des racines du même côté, et doivent être les mêmes

arbres que ceux de x. Maintenant, si nous choisissons un o ∈ [n] tel que to n’est pas une unité et pour

tout j ∈ [n], tel que tj n’est pas une unité, le nœud j n’est pas un descendant de o, alors en utilisant

les mêmes arguments dans l’induction pour n = 1, nous pouvons prouver que t′o = to. Maintenant,

soit x′ = tγ[t1, .., unité, . . . , tn] où unité remplace to. Soit y′ = tγ[t′1, .., unité, . . . , t′n] où unité
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remplace t′o. Comme t′o = to, alors x′ = y′ et le nombre d’arbres dans x′ qui ne sont pas des unités

est maintenant k, donc par l’hypothèse d’induction, en plus du fait que to = t′o, nous pouvons dire

que ti = t′i pour tous les i ∈ [n].

□

4.2.2.2 Démonstration de l’injectivité
Nous procédons maintenant à la démonstration de l’injectivité du morphisme d’opérades

ϕ : FreeG −→ DupG.

du théorème 4.7 .
Démonstration. Soient x et y deux arbres dans FreeG tels que ϕ(x) = ϕ(y).

Cas de base : Pour deg(x) = 1 = deg(y), l’assertion est vraie en raison de la nature du morphisme.

Étape inductive : Supposons que l’affirmation est vraie pour deg(x) = n. Considérons x et y tels que

deg(x) > n et ϕ(x) = ϕ(y). Si ϕ(x) = tγ[ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)] et ϕ(y) = tγ[ϕ(y1), . . . , ϕ(yn)], alors selon le

lemme 4.8, ϕ(xi) = ϕ(yi) pour tout i ∈ [n]. En appliquant l’hypothèse d’induction à chaque couple (xi, yi),

nous trouvons que xi = yi pour tout i ∈ [n]. Par conséquent, x = y. □
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PERSPECTIVES ET CONCLUSION

Pour conclure, les opérades sont des structures algébriques qui interagissent avec la combinatoire. Dans ce
mémoire, les opérades sont vues comme des triplets (O, ◦i, 1), où O est une collection indexée par N, ◦i
est une application vérifiant les axiomesmentionnés dans la section 3.1.2, et 1 est l’unité. Intuitivement, une
opérade peut être considérée comme un ensemble contenant des opérateurs abstraits ayant de multiples
entrées et d’une unique sortie qui peuvent être combinés de plusieurs façons. Pour préciser, considérons
f comme un opérateur avec n entrées et g comme un opérateur avecm entrées, alors, f ◦i g représente
l’opérateur qui possède n+m− 1 entrées, formé en connectant la sortie de g à la ie entrée de f . Ceci est
illustré dans la section 3.1.2.

Dans l’opérade duplicialeDup, un élément f ∈ Dup(n) est un arbre binaire avecnnœuds. Les entrées de f
sont les nœuds de son arbre binaire. Si g ∈ Dup(m), alors f ◦ig est un arbre binaire résultant de l’insertion
de g dans le ie nœud de f , comme vu dans la section 4.1. Dans notre étude de l’opérade dupliciale, l’une de
nos découvertes principales est formulée dans la proposition 4.4. Cette proposition affirme que pour tout
arbre binaire t dansDup(n), et pour tous t1 et t2 dans B̂, si les compositions t ◦i t1 et t ◦j t2 sont égales,
il s’ensuit nécessairement que les indices i et j sont identiques et que les arbres t1 et t2 sont les mêmes.
La preuve de ce théorème et les résultats utilisent le langage des arbres binaires introduit dans la section
4.1.2.

La section 4.1 présente également Dup via sa présentation (G,R) par générateurs. Pensé de cette façon,
tout élément deDup peut être écrit par des compositions partielles des éléments deG. Autrement dit, les
deux arbres binaires de G, que nous appelons générateurs, avec la composition partielle deDup, peuvent
engendrer n’importe quel arbre binaire. Puisque G peut engendrer tous les arbres binaires, changer les
générateurs résultera en un autre ensemble d’arbres, donc une sous-opérade deDup que nous appellerons
DupG. En utilisant l’algorithme de l’annexe A, nous avons pu compter le nombre d’arbres dansDupG pour
certainsG. Le tableau 4.1 fournit une partie des résultats, où la première colonne indique les éléments de
G, la deuxième colonne indique le nombre d’arbres de DupG, classés par le nombre de nœuds. Dans le
théorème 4.7, nous avons pu prouver que le nombre d’arbres deDupG, siG est un singleton contenant un
arbre binaire de

ˆ
B, correspond aux nombres de Fuss-Catalan.

Dans cette section, nous listons certaines de nos découvertes qui n’ont pas été complétées. Cela constitue
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une base pour des travaux futurs. Notons que cette section est principalement conjecturale.

Tout d’abord, le tableau ci-dessous répertorie quelques séries qui ont été trouvées en utilisant l’algorithme.
Tableau 4.2 Dimensions de sous-opérades DupG. Ici 0n est équivalent à la sous-suite 0, 0, . . . , 0 avec 0utilisé n fois. Les références OEIS concernent uniquement les sous-suites des nombres strictement positifs.

G Suite de dimensions OEIS référence et formule

1, 02, 1, 02, 3, 02, 12, 02, 55, 02, 273, 02, 1428...
(3nn )
2n+1 : A001764

1, 03, 1, 03, 4, 03, 22, 03, 140, 03, 969, 03, 7084...
(4nn )
3n+1 : A002293

1, 03, 1, 03, 3, 03, 12, 03, 55, 03, 273, 03, 1428...
(3nn )
2n+1 : A001764

, 1, 1, 1, 2, 7, 22, 57, 128, 268, 573, ... A212384

, 1, 03, 2, 03, 20, 03, 280, 034560... 2n
(5nn )
4n+1 : A217364

, 1, 03, 2, 03, 19, 03, 250, 03, 3803 nulle

Ce tableau donne des résultats fascinants. Nous pouvons clairement voir que certains générateurs agissent
bien, tandis que d’autres non. Par exemple, les générateurs de la ligne 5 du tableau peuvent suggérer que
si G contient deux éléments t, t′ tel que t, t′ ∈

ˆ
B et |t| = |t′| = n, alors |DupG(i)| = #Ary(n)⊥ (i) × 2n.

Cependant, la ligne 6 a les mêmes propriétés mais ne les suit pas. Les lignes 1 et 2 suggèrent initialement
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que si G est un singleton contenant t, et que t appartient à
/
B, alors |DupG(i)| = #Ary(n−1)

⊥ (i) . Mais ce
n’est pas vrai pour la ligne 3. Ce n’est pas vrai non plus dans notre expérimentation pour d’autres arbres.
De nouvelles questions ont émergé, ouvrant la voie à des recherches plus approfondies :

• quelles sont les descriptions complètes des arbres binaires en tant que générateurs de sous-opérades
dupliciales donnant des résultats significatifs ?

• Unpartitionnement différent des arbres binaires en tant que générateurs peut-il offrir une description
plus raffinée de nos opérades ?

• Quelles sont les caractéristiques des générateurs qui aboutissent à des séries de Fuss-Catalan ?
• Comment évoluent les opérades lorsque nous mélangeons des générateurs avec un nombre égal ou
différent de nœuds ?

Une proposition en cours de rédaction, qui n’a pas été mentionnée dans ce mémoire mais qui peut être
utile pour les travaux futurs relatifs aux sous-opérades dupliciales, est la suivante.

Proposition 4.9 Considérons des arbres binaires t, t1 dansDup tels que t, t1 ∈
/
B et nn(t) = n. Soient i, j

des entiers avec 1 ≤ i, j ≤ n. Alors,

i = 1 et j = n =⇒ t ◦i t1 = t ◦j t1.
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ANNEXE A

ALGORITHME

Dans notre étude des sous-opérades dupliciales, nous avons utilisé un algorithme pour trouver le
nombre d’arbres distincts correspondant à des générateurs différents. Voici le pseudo-code de l’algorithme

Pseudo-code :

Fonction over(A, B):

Si B est vide,
Renvoyer A

Sinon,
Renvoyer (over(A, premier élément de B), reste de B)

Fonction under(B, A):

Si B est vide,
Renvoyer A

Sinon,
Renvoyer (premier élément de B, under(reste de B, A))

Fonction nodesnbr(t):

Si t est vide,
Renvoyer 0

Sinon,
Renvoyer 1 + nodesnbr(premier enfant de t) + nodesnbr(second enfant de t)

Fonction insroot(A, B):

Renvoyer under(over(premier enfant de A, B), second enfant de A)
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Fonction dup(A, B, n):

k = nodesnbr(premier enfant de A)
Si k est égal à n - 1,

Renvoyer insroot(A, B)
Si k est supérieur ou égal à n,

Renvoyer (dup(premier enfant de A, B, n), second enfant de A)
Sinon,

j = n - k - 1
Renvoyer (premier enfant de A, dup(second enfant de A, B, j))

Fonction createdup(G, d):

res = [((),())]
Si d est égal à 0,

Renvoyer res
Sinon,

Y = createdup(G, d - 1)
Pour chaque y dans Y,

Pour chaque g dans G,
Pour i allant de 1 à nodesnbr(y),

x = dup(y, g, i)
Ajouter x à res

Renvoyer liste des éléments uniques de res

Description :

Cet algorithme construit des arbres en se basant sur les principes de l’opérade dupliciale. Il implique des
opérations telles que l’insertion d’un arbre dans un autre à une position spécifiée (fonctions over et
under), le comptage des nœuds dans un arbre, et la construction récursive des arbres en appliquant les
opérations de l’opérade dupliciale. Un arbre dans cet algorithme sera représenté par un tuple. Par
exemple : les générateurs de l’opérade dupliciale seront représentés par ( ( (),() ),() ) et ( (),( (),() ) )
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Utilisation :

Voici un exemple de la manière dont nous pouvons obtenir la suite d’entier de la ligne 4 du tableau 4.1.
Tout d’abord, nous devons implémenter le pseudo-code en langage Python. Ensuite, pour obtenir le
résultat souhaité en Python, nous ajouterons également ce qui suit :

from collections import Counter

tree = ((((),()),()),((),((),())))

def count-nodes-summary(G, d):

generated-trees = createdup(G, d)

nodes-count = [nodesnbr(tree) for tree in generated-trees]

count-summary = Counter(nodes-count)

return count-summary

print(node-count-summary(tree,5)).

Après l’exécution de ce code, nous obtiendrons le résultat
Counter({21: 2530, 17: 285, 13: 35, 9: 5, 1: 1, 5: 1}).
Ce résultat signifie que nous avons engendré 1 arbre avec 5 nœuds, 1 arbre avec 1 nœud, 5 arbres avec 9
nœuds, 35 arbres avec 13 nœuds, 285 arbres avec 17 nœuds et 2530 arbres avec 21 nœuds.
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