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RESUME

La combinatoire est un domaine des mathématiques qui se spécialise dans le comptage et I'arrangement
d’ensembles finis, utilisant souvent des outils tels que les séries génératrices pour comprendre des modéles
complexes. Elle est essentielle pour comprendre les structures en théorie des graphes, en probabilité, et
pour aider a optimiser les algorithmes en informatique. En combinatoire, les opérades sont utiles pour
découvrir des caractéristiques de structures combinatoires et favoriser de nouvelles découvertes. Ce sont
des structures algébriques qui définissent des opérations avec plusieurs entrées et une sortie, permettant
la création d’opérations complexes et combinées. Les opérades se présentent sous différentes formes, par
exemple, les opérades colorées et les opérades non-symétriques. Ce travail se concentre principalement
sur I'opérade dupliciale, une opérade non-symétrique définie par l'insertion d’un nouvel arbre binaire dans
un noeud d’un arbre existant. L'opérade dupliciale est engendrée par deux arbres binaires spécifiques et un
ensemble de relations. Nous approfondissons cette étude en examinant Dupg, la sous-opérade engendrée
par un ensemble G. Plus spécifiqguement, notre attention se porte sur des singletons G contenant un arbre a
n neceuds, ou la racine doit avoir un enfant gauche et un enfant droit, en utilisant les outils présentés dans les
chapitres précédents pour explorer cette structure au sein du cadre dupliciale. Dans ce cadre, notre analyse
révéle un aspect intéressant de Dupg : le nombre Dupg (i), défini comme le nombre d’arbres binaires
ayant ¢ nceuds dans Dupg, correspond au nombre d’arbres n-aires possédant exactement ¢ feuilles, qui est
compté en utilisant les suites de Fuss-Catalan. Ce résultat fournit une compréhension plus approfondie des
propriétés énumératives de Dup¢ et de sa relation avec la structure des arbres binaires.

Vi



INTRODUCTION

En combinatoire, I'accent est mis sur I'étude de groupes spécifiques d'objets, tels que les permutations, les
mots, les arbres et les graphes, et sur la détermination de leur nombre en fonction de leur taille. Cela
implique des stratégies concretes telles que I'utilisation de séries génératrices, qui sont des outils pour
calculer ces nombres, les bijections et la décomposition d’objets complexes en partie plus simples et plus
petits. Le travail de Stanley (Stanley, 1999a) est une ressource compléte sur la combinatoire énumérative.
Les séries génératrices sont essentielles en combinatoire pour transformer des problémes complexes de
dénombrement en expressions algébriques. En représentant des suites sous forme de sommes dans des
séries, ces séries permettent de résoudre des problémes difficiles, tels que le dénombrement des
différentes maniéres d’arranger des objets ou les issues possibles d’une série (Wilf, 2005). Par exemple,
les séries génératrices peuvent résoudre efficacement des problémes comme déterminer le nombre de
chemins différents dans un graphe ou le nombre de facons de partitionner un nombre. De plus, pour
comprendre un graphe complexe, Béna (Bona, 2011) offre une introduction accessible a la fois a
I'’énumération et a la théorie des graphes. La combinatoire pourrait impliquer de diviser un graphe en
sous-graphes plus simples, puis d’appliquer ces techniques pour compter et analyser chaque piéce

séparément, rendant ainsi le probléme global plus gérable.

La combinatoire algébrique est une discipline fascinante qui se situe a l'intersection des problémes
combinatoires et des outils algébriques. Ce domaine emploie des méthodes algébriques pour simplifier et
résoudre des problemes combinatoires, comme illustré dans les travaux de Bergeron sur les espaces
co-invariants et les fonctions symétriques dans (Bergeron, 2009). Par exemple, les polynémes de Schur
ont une interprétation combinatoire en termes de tableaux de Young. Les coefficients dans le
développement des polynémes de Schur peuvent étre interprétés en termes du nombre de certains types
de tableaux de Young, ce qui en fait un outil utile dans I'’énumération combinatoire. La combinatoire
algébrique crée des ponts entre des concepts mathématiques abstraits et concrets, en codant les résultats
multiples d’'une opération sous la forme d'une somme, conduisant a des avancées significatives dans le

domaine.

Les opérades, en tant que concept en mathématiques, offrent un cadre polyvalent pour comprendre et
structurer une large gamme de phénomeénes algébriques. Originaires de la topologie algébrique dans les

années 1970 pour I'étude des espaces de lacets (Boardman et Vogt, 1973) (May, 1972), les opérades ont



depuis connu une évolution significative. Ce sont des instruments puissants pour décrire les structures
algébriques au sein des catégories monoidales symétriques. Au-dela de leur réle fondamental dans la
description des structures algébriques, les opérades peuvent étre conceptualisées comme des
mécanismes sophistiqués pour des opérations d’insertion. Au coeur de celles-ci, les opérades permettent
I'insertion d'une opération dans une autre. Chaque opération ou élément est vu comme un noeud avec
une certaine arité, indiquant le nombre d’entrées qu’il peut accueillir. Les applications de composition,
centrales a la structure de 'opérade, permettent I'insertion de ces opérations les unes dans les autres.
Cela est semblable a greffer un arbre dans un autre a une feuille spécifié, un processus qui refléte la
composition fonctionnelle en programmation ou les opérations algébriques en mathématiques, capturant
I'essence de la facon dont des opérations complexes peuvent étre construites a partir d'éléments plus
simples. Les opérades existent sous différentes formes. Par exemple, les opérades cycliques, les opérades
colorées et les opérades non-symétriques. Les opérades cycliques, par exemple, jouent un role essentiel
dans I'étude des structures ou les entrées et les sorties sont traitées de maniére cyclique, ce qui permet
de mieux comprendre des domaines tels que la topologie (Jean-Louis Loday, 2012). Les opérades colorées,
quant a elles, étendent le concept en permettant des opérations de différents "types" ou "couleurs",
élargissant leur applicabilité dans des domaines tels que la théorie des catégories et 'algébre a plus haute
dimension (Yau, 2016). Dans ce mémoire, nous parlerons principalement des opérades non-symétriques.
Elles sont importantes en combinatoire, car elles traitent des opérations ou l'ordre des éléments est
important. Cela nous aide & mieux comprendre et résoudre les probléemes ol la maniére dont les choses

sont arrangées est essentielle.

Un élément pivot de notre exploration dans ce mémoire est I'opérade dupliciale (également appelé
I'opérade overunder) liée aux algébres dupliciales. Une algébre dupliciale, comme référencée dans (Loday
et Ronco, 2002) et (Brouder et Frabetti, 2001), est un espace vectoriel doté de deux opérations bilinéaires
et associatives, notées par <« et >. Ces opérations sont définies de sorte que I'équation
(x> y) < z=1x> (y < z) soit vraie. Il est établi que I'algebre dupliciale libre D, engendrée par un
seul élément, a sa base représentée par des arbres binaires. Dans ce contexte, les opérations < et >
correspondent respectivement aux opérations binaires \ (under) et / (over), comme détaillé dans (Loday
et Ronco, 2002). Par conséquent, les tailles des composants homogeénes dans cette structure algébrique

suivent la série des nombres de Catalan, qui commence par 1, 2, 5, 14.

L'opérade dupliciale se définit a partir d'une opération de greffe particuliere sur les arbres binaires. Elle se



concentre spécifiquement sur le processus d’insertion d’un nouvel arbre binaire dans un noeud d’un arbre
existant. Le sous-arbre gauche du noeud remplacé doit étre attaché a la feuille la plus a gauche du nouvel
arbre greffé, et le sous-arbre droit étre attaché a la feuille la plus a droite. Dans des contextes
combinatoires, I'opérade dupliciale offre une perspective unique sur I'énumération et la catégorisation des
structures arborescentes, améliorant notre compréhension de leurs propriétés intrinséques et

interrelations.

Dans ce mémoire, nous plongeons dans les subtilités des sous-opérades dupliciales, un domaine qui reste
relativement inexploré. En appliquant itérativement la procédure de greffe avec des arbres binaires
spécifiques comme éléments de base, nous pouvons engendrer n'importe quel arbre binaire. Cependant,
la sélection de différents ensembles d’arbres binaires initiaux, nos générateurs, nous conduit a des
sous-ensembles spécifiques d’arbres binaires, chacun avec des caractéristiques uniques. Ces

sous-ensembles, connus sous le nom de sous-opérades dupliciales, forment le cceur de notre exploration.

Notre recherche vise a déméler les complexités de ces sous-opérades dupliciales, cherchant a comprendre
les propriétés et I'énumération des arbres binaires qu'ils produisent, en fonction du choix des générateurs.
Etant donné I’escalade rapide en complexité et en nombre de ces arbres, I'analyse manuelle devient
impraticable. Pour résoudre ce défi, nous avons développé un algorithme, détaillé dans I'annexe A, qui
aide a calculer la série génératrice pour divers ensembles de générateurs. Notre recherche utilise
I'ordinateur de maniére intensive et une implantation de cet algorithme en Python. Nos principales
découvertes, présentées au chapitre 4, reposent fortement sur les suites de Fuss-Catalan. Nous avons
réussi a déterminer le nombre et la structure des arbres engendrés a partir d'un singleton, ou la racine a a
la fois des enfants gauches et droits. De maniére intéressante, des séries de Fuss-Catalan sont également
apparues dans I'étude d’autres ensembles de générateurs, bien qu’une caractérisation précise des arbres
correspondants reste insaisissable. De plus, nous avons rencontré des séries divergeant du type

Fuss-Catalan, que nous discutons vers la fin de notre mémoire.

Cette exploration des sous-opérades dupliciales a non seulement éclairé nos questions initiales concernant
la description et I'’énumération des éléments au sein de ces opérades, mais a également dévoilé la vaste

portée de notre investigation.

Ces questions marquent le début d’une recherche plus approfondie dans le domaine des sous-opérades



dupliciales, promettant d’enrichir notre compréhension de ce paysage mathématique fascinant.

Le mémoire se compose de quatre chapitres, chacun se basant sur le matériel du précédent. La structure

du mémoire est la suivante :

1. Le chapitre 1 introduit les notions fondamentales telles que les séries génératrices, les arbres

enracinés, les arbres binaires et les collections graduées,

2. le chapitre 2 utilise les notions du chapitre 1 de collections graduées pour créer un espace vectoriel

et introduire I'espace polynomial gradué, un outil utilisé en combinatoire algébrique,

3. le chapitre 3 introduit le lecteur a la théorie des opérades, principalement les opérades

non-symétriques,

4. le chapitre 4 donne un apercu de l'opérade dupliciale, une opérade définie sur les arbres binaires.
Ensuite, celui-ci portera sur les sous-opérades de l'opérade dupliciale. A ma connaissance, les
méthodes développées et les résultats obtenus dans les sections suivant la définition 4.2 de ce

chapitre sont originaux.



CHAPITRE 1
COMBINATOIRE

Ce chapitre initial présente des concepts fondamentaux de la combinatoire qui sont essentiels pour les
parties suivantes de notre travail. Nous commencons par parler des séries génératrices, puis nous
présentons le concept de collection combinatoire avec différents exemples basés sur des structures

arborescentes.

11 Séries génératrices

Les séries génératrices sont un concept mathématique utile pour aborder des problemes complexes
d'énumération. En substances, elles représentent des séries de nombres, ou chaque terme de la série
correspond au nombre d’'objets de taille n dans un probléeme d’énumération spécifique. Cette approche
transforme des séries, comme les permutations ou les séries binaires, en expressions algébriques,
encapsulant des problemes de comptage complexes sous des formes plus simples. En transformant un
probléme de comptage en une équation algébrique, les fonctions génératrices dévoilent des relations
dans des séries qui sont autrement cachées dans les méthodes de comptage différentes. Plus

d’'informations a ce sujet peuvent étre trouvées dans (Flajolet et Sedgewick, 2009).

Exemple. Pour illustrer, considérons le dénombrement des facons d’allouer des objets identiques dans des

boites distinctes. Avec k objets identiques et n boites distinctes, la série génératrice correspondante est

G(a:):(1+x+x2+x3+...)":( ! )n

1—=x
ou le coefficient de z* dans la forme développée de G(x) indique le nombre de distributions de k objets
dans n boites. Cet exemple démontre I'utilité des séries génératrices pour encapsuler et calculer

efficacement des solutions a des problémes combinatoires.

111 Séries génératrices ordinaires
La série génératrice ordinaire d’'une suite {a,, }22, est |a série entiére formelle définie par
oo
2
A(x) = ag + a1z + aga® + aza® +--- = E anx"”,
n=0

ou a,, est le n° terme de la série, et x est une indéterminée.



1.1.2 Séries génératrices exponentielles

La série génératrice exponentielle d’une suite {a,, }°°, est la série définie par

2 3

o n
o agsx azxr . and
A@%4m+mx+fm—k3!+~-—§on!.
n=

Les séries génératrices exponentielles sont particulierement utiles pour dénombrer des objets étiquetés.

1.2 Especes de structures

Bien que nous n'allons pas travailler de maniére approfondie avec les espéces de structures, nous
introduirons briévement les notions de ce concept telles que présentées dans (Bergeron et al., 1998). Il est
essentiel de comprendre que les especes occupent une place importante en combinatoire et peuvent

s'avérer utiles pour notre sujet principal.

Définition 1.1 (Espéce) Une espéce de structure P consiste en ce qui suit.

e Pour chaque ensemble fini I, un ensemble P|[I].
e Pour chaque bijection o : I — J, une application P[o] : P[I]| — P[J] telle que
Plo o 7] = Plo] o P|r] et Plid] = id

ou id est la fonction d’identité.

Un élément = € P[I] est appelé une P-structure sur I. L'application P[o] est le transport de P-structures le
long de o ou simplement une application de réétiquetage sur P. Notons que les P[o]| sont nécessairement

des bijections. Nous écrivons simplement "espéce" au lieu "d’espéce de structure".

Par exemple, considérons l'espece des partitions Par. Pour un ensemble fini A, la collection Par[A]

consiste en toutes les maniéres de partitionner A en sous-ensembles non vides.

Soit A = {1,2,3}. Les Par-structures de Par[A] sont

o {11 {2}, {31}



o ({12}, {3}) ({1, 3}, {23} {{2,3},{1}}
o {{1,2,3}}

La fonction de transport pour une bijection o : A — B est définie par Par[o](7) = {o(S) : S € 7}
pour chaque partition 7 € Par[A]. Ainsi,sio : {1,2,3} — {a,b, c} est une bijection telle que (1) = a,
0(2) = beto(3) = c. Alors o transforme la partition {{1, 2}, {3}} en {{a, b}, {c}}.

Définition 1.2 L'espece caractéristique des singletons X est définie par

{I} sill] =1,
X(I)=
0 sinon.
Définition 1.3 L'espece 1 est définie par
{x} sil=0,
1(I) =
1] sinon,

ou * est un objet quelconque.
La fonction de transport pour une bijection o : I — J est définie par

Vo] {id} sil=1,

0 sinon.

Définition 1.4 (Espéce positive) : une espece P est dite positive si elle n'attribue aucune structure a

I'ensemble vide. Autrement dit, P(0)) = 0.

1.2.1 Des espéces aux séries

Les especes en combinatoire servent a structurer des ensembles finis de maniére systématique. Leur série

génératrice est définie par
n

X
P(z)=)_ Py
n>0
ou P, est le nombre de structures P sur un ensemble de n éléments, soit P,, := |P[{1,2,...,n}]|. Cette

série encapsule les caractéristiques combinatoires de I'espéce P de maniére élégante et concise.



Exemple : considérons I'espéce des permutations. Une permutation sur un ensemble fini E est une bijection

de E dans E. La série génératrice des permutations est donnée par

" 1
P(z) = Zn'% :Zx” =12

n>0 ’ n>0

Cette expression résulte du fait que les éléments d’'un ensemble a n éléments peuvent étre ordonnés de n!

facons différentes.

1.2.2 Morphismes d’espéces

Les morphismes d'espéces offrent un moyen de relier et de transformer des espéces, enrichissant ainsi
notre compréhension des structures combinatoires. Un morphisme d’espéces o : P — () est constitué de

fonctions « : P[I] — QI[I] qui préservent la structure des bijections entre les ensembles :
Qlo]oar = ayo Plo].

Cela assure la cohérence des structures a travers les bijections comme illustrée dans le diagramme

commutatif

Exemple : un morphisme entre une espéce P de graphes et I'espéce Par, peut étre défini de maniére telle
que I'image d’un graphe est partitionnée en deux blocs, la premiére composante étant les sommets qui sont

connectés a d’autres sommets, la seconde composante étant les sommets qui ne sont connectés a rien.

Si toutes les fonctions oy sont bijectives, « est alors un isomorphisme, indiquant une correspondance entre
les structures des espéces P et (). Nous disons alors que P et () sont isomorphes en tant qu’espéces.
1.2.3 Opérations sur les espéces

Nous avons déja exploré comment les espéces constituent un outil essentiel en combinatoire, permettant

la création de structures spécifiques sur des ensembles finis. Dans la continuité de cette exploration, nous



nous pencherons sur la maniére dont différentes espéces peuvent interagir et étre manipulées
conjointement. Cette section vise a introduire et a détailler des opérations sur les espéces qui, par leur
nature, se traduisent en des opérations classiques sur les séries génératrices. Cela inclut des opérations
telles que la somme, le produit de Cauchy et la substitution, chacune jouant un réle clé dans leurs

applications potentielles en combinatoire.

e Somme : soit P et () deux espéces. La somme de ces espéces, notée P + (), est définie par

(P+Q)1]:= P[1]|_|el
ou | | est I'union disjointe.
Une P + @-structure sur I est soit une P-structure sur I, soit une @-structure sur I. De plus, si
x € (P+ Q)[],alors (P + Q)[o](x) € (P+ Q)[J]] et
Plol(x) siz e P[I]
Qlol(z) siz e Q).

Soient P(x) et Q(z) les séries génératrices associées de P et Q. Il est clair que

(P +Q)o](z) =

(P+Q)(z) = P(z) + Q).
e Produit de Cauchy : soit P et () deux espéces. Le produit de Cauchy de P et (), noté P.(Q) est défini par

(PQ)U = | ] PIS] x QU\S]

SCI

— | PIs)x Q.

I=SuT
ol x est le produit cartésien de deux ensembles.

Ainsi, une P.Q)-structure sur I est un couple (p, q) ou :
- pestune P-structuresur S C I
- gestune Q-structuresurT C [

- I = SUT (c'est-a-dire que (S, T") est une décomposition de I)

De plus, I'application de réétiquetage d’'une P.Q)-structure, étant donné une bijectiono : I — J, est

définie comme suit :

(P.Q)[o] : (P.Q)I] — (P.Q)[J]
(p,q) — (P.Q)[o](p,q) = (Plols](p), Qlolr](q))



ou la notation 7| signifie la restriction de la fonction 7 sur H.

De plus, si P(x) est la série génératrice de P et Q(x) la série génératrice de @, alors
(P.Q)(z) = P(z).Q(z).

e Substitution : soit P et () deux espéces, ou () est une espece positive. L'espéce substitution, notée
P o @, est définie par
(Po@)I) = | | Plx] x [] @Al

w1 Aer

Ainsi, une P o Q-structure sur I est un triplet (7, p, ¢), ou :

- 7k I signifie que 7 est une partition de I,
- pestune P-structure sur m,

- ¢ = (qa)Aer €t ga est une Q-structure sur A.

De plus, I'application de réétiquetage de P o (), étant donné une bijection o : I — J, est définie

comme suit :

(PoQ)ol(m,p,q) = ("0, d),

ou (7', p', ¢') est définie de la maniére suivante :

- ={0(A):Aern}tJ,
- p/ = Plox](p) ot 0% = Par|c|(n),
- ¢ = (dp)Ber 00 B = 0(A) et g5 = Q[o] 1] (qa)-

Si P(z) est la série génératrice de P et Q(z) est la série génératrice de @, alors

(PoQ)(x) = P(Q(x)).

1.2.4 Structures monoidales sur les espéces
Définition 1.5 Une espéce Monoidale est une espece M accompaghée de morphismes d’espéeces

w:MM— M

et
11— M,
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tel que le diagramme ci-dessous commute

LM 2 ar o S g
\ ly{/
M

Le morphisme p consiste en des applications :

(MM)[I) = | | M[S]x M[T] — MII].

I=SuT
C’est-a-dire,

ps.r s M[S] x M[T) —s M|I]
(z,y) — usr(z,y)

pour tous S, T'et I = S U T, telle que, en notant pus 7 (z,y) par z.y,

e pour tous ensembles finis I, décompositions I = S LI T, et M-structures z € M[S]ety € M[T]:

Mo|(usr(z,9)) = to(s).or)(Molsl(z), M[a|p](y)).

(Naturalité)

e Pour tous ensembles finis I, décompositions I = S LT U R, et M-structures z € M[S], y € M [T

etz e M[R]:

(x.y).z =z.(y.2) (Associativité)
e Pour tous ensembles finis I, et M-structures z € M|[I]:

lz=x==x.1 (Unitarité)

Exemple : si I est unensembletelque I = SUT, 7+ Setw’ =T, Par est un monoide avec 'opération

psr(m, ) =nUn'

1.3 Collections structurées

Cette section, ainsi que la suite du chapitre 1, le chapitre 2 et le chapitre 3 de ce mémoire, s’appuie largement

sur I'ouvrage Nonsymmetric Operads in Combinatorics de Giraudo Samuele (Giraudo, 2018) et sur (Giraudo,

2017). La représentation des arbres et leur langage nous ont permis de coder ces structures dans notre

algorithme et de faciliter la présentation et les démonstrations des théoremes.

1)



1.3.1 Collections générales

Considérons un ensemble I appelé index I. Avec cet index, nous pouvons construire ce qu'on appelle une I-
collection, symbolisée par C'. Pensez a C' comme une union de sous-ensembles, ol chaque sous-ensemble
est associé de maniére unique a un élément de I :
c=||cw.
iel
Chaque sous-ensemble C(i) contient des objets associés a I'index i. Lorsque nous choisissons un objet
x de C' qui appartient a C(7), nous disons que x est un i-objet. L'index de cet objet, noté ind(x), est

naturellement 3.

Si chaque sous-ensemble C'(i) est fini, alors notre collection C' est combinatoire. Si C' lui-méme a un
nombre fini d’objets, c'est simplement une collection finie. La collection la plus minimale, celle sans objet,
est I'ensemble vide, (). Si notre ensemble d’indices I est un singleton, alors C' est une collection simple.
Cela signifie que chaque ensemble habituel peut étre vue comme une collection simple et I'inverse est

également vrai.

Par exemple, nous proposons une méthode pour classifier I'ensemble des permutations de n éléments,
fondée sur la longueur du cycle le plus long dans leur décomposition cyclique. Cette classification est
organisée comme suit : pour chaque i € [n], le sous-ensemble C(i) regroupe toutes les permutations
dont le cycle le plus long est de i éléments. Pour n = 4, nous classons les permutations de I'ensemble

I ={1,2,3,4} dans les sous-ensembles tels que :

C(2) = {(12)(3)(4), (13)(2)(4), (14)(2)(3), (23)(1)(4), (24)(1)(3), (34)(1)(2), (12)(34),
(13)(24), (14)(23)} .

e C(3) ={(123)(4), (132)(4), (124)(3), (142)(3), (134)(2), (143)(2), (234)(1), (243)(1) }.

o C(4) = {(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)}.

Une relation binaire R sur C assure que pour tous deux objets x et y dans C' tels que x Ry, ind(x)=ind(y).

Si C'1 et (5 sont deux I-collections, une fonction ¢ : C; — C5 est un morphisme de I-collections si I'index
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de chaque élément dans C'; correspond a I'index de son image par ¢ dans Cs. La notation C; = C5 indique
I'existence d’un isomorphisme entre C et C. De plus, si pour chaque i € I, C1(i) C Cy(i), alors C est
une sous-collection de Cs. Pour tout i € I, chaque C(i) peut étre considéré comme une sous-collection

de C qui se compose de tous ses i-objets.

1.3.2 Collections graduées

Une collection graduée est une N-collection. Dans une telle collection, étant donné un objet = de la
collection C, sa taille, notée |z|, correspond a I'entier ind(z). Cette relation entre un objet et sa taille est
capturée par la fonction | — | : C' — N. Considérons C' comme une collection combinatoire graduée. La
série génératrice de C est G¢(t) = > ,cn|C(n)[t", ou la notation |S| signifie la cardinalité d’un

ensemble S. Cette série représente la suite d’entiers liée a C, spécifiquement la série (#C(n))pen-

Considérons la classification des permutations de n = 4 selon la longueur du plus long cycle dans leur
décomposition cyclique que nous l'avons fait avant, d'ou les ensembles C(1), C'(2), C(3) et C(4)
contiennent respectivement les permutations dont le plus long cycle est de longueur 1, 2, 3 et 4. Soit x la

permutation (12)(3)(4). Puisque le plus long cycle de x est 2, alors x € C(2), et ind(x)= |z| = 2.

La série génératrice G¢ () pour cette collection est définie comme suit :

Golt) = 3 10"

neN
Pour cet exemple, la série génératrice s'exprime par :
Go(t) = [C)JE" + [C@)[E +[C3)|t* + [C(4)]t,

et en substituant les cardinalités, on obtient

Ge(t) =t + 9t* + 83 4 64

Une observation intéressante est que deux collections combinatoires graduées C'; et C5 sont équivalentes
(c'est-a-dire, C7; = () si et seulement si leurs séries génératrices sont égales. Voici quelques autres notions

autour des collections graduées

¢ une collection C est dite connexe si son élément de taille zéro est unique.
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o ( est augmentée si elle ne contient pas d'élément de taille zéro.

e La collection représentée par {e}, ou € est un objet de taille zéro, est connue sous le nom de
collection unité. Il est a noter que cette collection est intrinsequement connexe, et toute collection

C est connexe s'il existe un unique morphisme ¢ : ¢ — C' de collections graduées.

1.3.3 Opérations sur les collections graduées

Les collections graduées, comme nous l'avons discuté, sont un concept fondamental en combinatoire.
Cependant, pour vraiment exploiter leur puissance, nous devons les considérer de paire avec les

opérations qui peuvent étre effectuées sur elles.

e Somme : soient C et Cy deux collections graduées. La somme C; + C5 est définie par
(C1 + C2)(n) := C1(n) U Ca(n).

Ainsi, un objet de taille n de C; + C est soit un objet de taille n de (', soit un objet de taille n

de CQ.

e Produit : soient C et Cy deux collections graduées. Le produit C7 x C5 est défini par :

(C1 x C2)(n) := {(x1,72) : 11 € C1, 22 € Oy, et |z1| + |22] = n}.

e Suspension : soit C' une collection graduée. Etant donné un entier k, la suspension par k d’une
collection C est la collection graduée, notée Susy (C'), définie pour tout n € N par
Cn—k) sin—Fk>0,

(Susg(C))(n) =
0 sinon.

e Augmentation : soit C une collection graduée. L'augmentation de C, notée Aug(C') est définie par

Sus; (Sus_1(C')). Celareprésente la sous-collection de C sans son objet de taille O. En d’autres termes,

Aug(C) = C\C(0).

e Composition : pour tout entier non négatif k£ et collections graduées (1, ..., C), la composition
homogéne de C avec C,...,C} est notée C o [Cy,...,Ck]. Pour chaque n € N, cette

composition est définie comme suit :
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k
(Col[Ch,...,Ckl)(n) = |_| {(x,(y1,...,yk)) cy; €01 <i<k, et z|yz|:n}
k)

zeC( i=1
Cette définition implique que chaque objet de taille n dans C o [C1, . . ., C] est une paire ordonnée

(z, (y1,.--,Yk)), ol x est un objet dans C de taille k, et (y1, . .., yx) est un tuple tel que chaque y;

appartient a C; et que la taille combinée de ces objets y; est n.

De plus, la composition de deux collections C et Cy est notée C; o Cy. Pour chaque n € N, cette

composition est exprimée par

(CroCo)(n)=| | Ci(k)o[Cy,...,Cy]
keN

ou dans le membre droit de I'égalité, il y a k occurrence de termes Cs.
e Liste : soit C' une collection graduée. L'opération de k-liste, notée Ty (C), est définie par
(Te(C))(n) :={(x1,...,2k) : x1,..., 2k € C,et|z1| + ...+ |x2| = n}.

Cela signifie que tout objet de taille n dans T (C) est représenté par un tuple (x1,...,zx) ou

>_ick [zil = n. Lopération de liste sur C' est définie par

T(C) = | | T(C).

keN

1.3.4 Séries génératrices sur les collections graduées

Les collections graduées, comme nous 'avons discuté, sont fondamentales en combinatoire. Comprendre
les opérations réalisées sur elles se trouvent a étre bénéfique, car ces opérations conduisent a de nouvelles

collections graduées, qui a leur tour donnent lieu a de nouvelles séries génératrices.

e Somme: si C; et (5 sont combinatoires, la somme C + C5 est une collection combinatoire. Sa série

génératrice est donnée par

GC1+C2 = GC1 + GC2'

¢ Produit : pour deux collections combinatoires C; et Cy, le produit C7 x Cy reste combinatoire. Sa

série génératrice est donnée par

Geyxey, = Goy, X G,

15



e Composition : si C et C5 sont combinatoires, et C5 est augmentée, la composition C o (5 reste

combinatoire. La série génératrice pour cette composition est
Goyocy (1) = Gay (Gey (1))
e Opérations de liste : si C' est combinatoire, T;(C) reste combinatoire, et sa série génératrice vérifie

Gr,(c)(t) = Go(t)*.

De plus, si C' est combinatoire et augmentée, T(C') est combinatoire et sa série génératrice vérifie

1

Gr(oy(t) = T-Golt)

1.4 Arbres et structures similaires

L'arbre est un concept fondamental en combinatoire, dont la définition formelle peut varier
considérablement selon le contexte et les propriétés recherchées. Voici quelques formulations variées

pour définir un arbre, adaptées a diverses applications en combinatoire.

1.4.1 Arbres enracinés

Cette définition, telle qu’elle est donnée dans le livre de (Even, 2011), se présente comme suit :
Considérons T' = (V, E), un graphe. T est qualifié d’arbre si et seulement si T est a la fois acyclique et
connecté. Notre étude se portera principalement sur les arbres enracinés. Un arbre enraciné est défini par
I’existence d’'un sommet particulier, nommé racine. Un arbre enraciné est un arbre avec un point de
départ spécifique (la racine) qui peut étre tracé sur une surface plane sans que ses branches ne se
superposent, excepté aux points de connexion. L'ordre des branches émanant d’un nceud donné est
crucial et dépend de leur position dans le dessin.

Dans I'étude des graphes, en particulier des arbres, certains théorémes fondamentaux mettent en lumiére
des propriétés uniques et définissantes de ces structures. Ces théoremes offrent une perspective plus
profonde sur la nature et les caractéristiques des arbres en combinatoire et en théorie des graphes. Voici

deux théorémes clés qui illustrent ces propriétés :

Théoréme 1.6 Les trois affirmations suivantes sont équivalentes pour un graphe G :

1. GG est un arbre.
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2. (F est acyclique ; cependant, I'ajout d’une aréte supplémentaire a GG crée un cycle.

3. (G est connexe ; cependant, la suppression d’une aréte de GG le rend déconnecté.

Ce théoréme met en évidence I'équilibre délicat entre acyclicité et connectivité qui définit un arbre.

Théoréme 1.7 Pour un graphe fini G(V, E) avecn = |V

, les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. G est un arbre.
2. (G est acyclique et posséde n — 1 arétes.

3. ( est connexe et possede n — 1 arétes.

Ce théoreme relie directement la structure d’'un arbre a son nombre d’arétes, soulignant une propriété

fondamentale des arbres en tant que graphes acycliques connectés.

Définition récursive des arbres

Apres avoir exploré la premiere définition et ces propriétés fondamentales des arbres, nous nous
penchons maintenant sur une approche plus spécifique et détaillée : la définition récursive des arbres.
Cette perspective offre une compréhension approfondie de leur structure interne et de la maniére dont
chaque composant individuel contribue a l'intégrité globale de I'arbre. Cette définition est plus détaillée

dans (Knuth, 2011).

Définition 1.8 Un arbre est caractérisé comme une collection finie T' de nceuds ayant les propriétés

suivantes :

1. un nceud unique, désigné comme la racine, noté racine(T), est distinctement identifié au sein de T'.

2. A I'exception de la racine, les autres noeuds de T peuvent étre partitionnés en m (ot m > 0) sous-
ensembles disjoints 17, . . . , T,,, chacun constituant un arbre. Ces arbres 11, . .., T}, sont appelés les

sous-arbres de la racine.
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Cette approche récursive permet une compréhension profonde de la structure et des propriétés des arbres,
essentielle dans des domaines tels que les structures de données et la conception d’algorithmes. Un arbre
constitué d’'un seul nceud est considéré comme étant uniquement sa racine. Ainsi, chaque nceud dans un
arbre fonctionne comme la racine d’'un sous-arbre spécifique, formant une structure cohérente. Le nombre
de sous-arbres que chaque noeud porte est connu sous le nom d’arité ou degré du nceud (le méme mot peut

avoir des significations différentes dans d’autres contextes), un indicateur clé de sa complexité structurelle.

1.4.2 Arbres ordonnés

Un arbre, lorsqu’il est ordonné, constitue une structure fondamentale en combinatoire. Considérons un

arbre ordonné noté ¢. Les noeuds peuvent étre catégorisés en deux types :

¢ Noeuds internes : Noeuds ayant un ou plusieurs enfants. Chaque noeud interne peut également étre

associé a un élément d’'un ensemble prédéfini, lui attribuant ainsi une étiquette.

e Feuilles : Noeuds sans enfants.

Pour un neceud interne, disons x, dans l'arbre ¢, ses enfants sont ordonnés de gauche a droite. Si l'arité de
x est £, alors les enfants sont indexés de 13 /. Le i€ sous-arbre de t prend racine chez le i€ enfant de x. De
méme, les feuilles de I'arbre sont également ordonnées de gauche a droite, indexées de 1 jusqu’au nombre

total de feuilles.

Dans les représentations graphiques, I'arbre est dessiné de sorte que la racine est le nceud le plus haut.

1.4.3 Collection des arbres enracinés

Un arbre enraciné (AE) est une collection structurée qui peut étre décrite en utilisant une approche
récursive. La base de cette structure est I'objet atomique, noté e, qui représente un nceud. Un arbre
enraciné peut étre décrit comme un appariement ordonné d'un noeud avec un tuple d'autres arbres

enracinés. Formellement, la collection des arbres enracinés, représentée par AE, suit la relation :
AE = {e} x T(AE)
ou T(AE) désigne la collection des listes d’arbres enracinés.
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Selon cette définition, un arbre enraciné t peut s’exprimer comme

t = (o, (t1,...,tk))

ou chaque ¢; est lui-méme un arbre enraciné. Le cas spécial ou t = (e, ()) est appelé la feuille, notée L. La

feuille est unique en ce qu'elle a une taille de 1.

La représentation visuelle d’'un arbre enraciné implique de dessiner chaque feuille comme un noeud unique
et les autres arbres comme des noeuds reliés a leurs sous-arbres respectifs. L'ordre de connexion suit la

séquence dans leur tuple, de gauche a droite.

La taille d'un arbre enraciné, donnée par |t|, est déterminée par le nombre d'occurrences de nceuds qu'il

contient. Cela peut s’exprimer comme

=1+ [t

1€[k]
ou k est l'arité de la racine de ¢.
Par exemple :
t —
ona
|t| = 11.

La série génératrice de AE, notée Gag(t), peut étre déduite de sa définition et est donnée par

Gae(t) = Ga(t) x Grag)(t)-
Cela conduit a I'’équation quadratique :

t— GAE(t) + GAE(t)2 = 0.
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1.4.4 Arbres syntaxiques

Etant donné un ensemble gradué G, noté G' = Li,,>1G(n), larité d’'un élément = dans G est n si z appartient
a G(n). Un arbre syntaxique sur G, ou un arbre G-syntaxique, est un arbre ol chaque nceud interne d’arité
n est étiqueté avec un élément de GG ayant la méme arité. Le degré d’un tel arbre est déterminé par le
nombre de ses noeuds internes, tandis que son arité est déterminée par le nombre de ses feuilles.

Par exemple, si G est défini comme I'union de G(2) = {a,c} et G(3) = {b}, un arbre syntaxique t peut
Z’)
? as
AN

étre:

ou le degré de t est 4 et son arité est 7.

Nous désignons par AEC la collection graduée de tous les arbres syntaxiques G, ot la taille d'un arbre G-
syntaxique t est la taille de son arbre enraciné dans AE en enlevant I'étiquette de tous les nceuds. De méme,
nous désignons par AEf la collection graduée de tous les arbres syntaxiques G, ou la taille d’un arbre G-

syntaxique t est la taille de son arité.

Un arbre syntaxique s peut étre considéré comme un sous-arbre d’un autre arbre syntaxique ¢ si s peut étre
superposé sur t a une position spécifique, chevauchant potentiellement les feuilles de s avec les nceuds
internes de ¢. Si c’est le cas, on dit que ¢t a une occurrence de s. Inversement, si ¢ n'a aucune occurrence de

s, on dit qu’il évite s.

1.4.5 Arbres binaires

Un arbre binaire est une structure d’arbre courante. Dans un tel arbre, chaque noeud peut posséder
jusgu’a deux sous-arbres. Si un nceud a un sous-arbre, il est catégorisé comme sous-arbre gauche ou droit.
Pour le définir plus précisément, un arbre binaire peut étre vu comme une collection finie de noeuds qui
est soit vide, soit composée d’une racine accompagnée de deux arbres binaires distincts, appelés

sous-arbres gauches et droits de cette racine. Il convient de noter que bien qu’un arbre binaire partage

20



des similitudes avec les arbres générauy, il représente une structure distincte en soi.

Soit AB la collection combinatoire graduée vérifiant la relation
AB = 1 + [{e},[AB, AB]|.

Si t est un arbre binaire qui n’est pas une feuille, alors t = (e, (¢1,t2)) ou ¢; et t5 sont deux arbres binaires.

Dans ce cas, t1 est un sous-arbre gauche de t, et t5 est un sous-arbre droit de t.

Cette définition est intrinséquement récursive. Par exemple, les structures :
L, (e (L L)), (e ((e (L, 1)), L)),

sont toutes des arbres binaires valides. La taille d’'un arbre binaire, notée |¢|, est définie récursivement de

la maniére suivante.

e Sit=1,alors|t| =1.

o Sit = (e, (t1,t2)),alors |t| = |t1] + |t2].

Ainsi, par sa définition, nous pouvons déduire que sa série génératrice est la suivante :

Gan(t) = G(t) + Gp(t),

Gap(t) =t + GLp(1).

Ce qui conduit a I'équation quadratique

t —Gap(t) + G4 5(t) = 0.

La solution de I"équation ci-dessus est

G ) =—n—— =
ap(t) 2t neNn—i—l n

1—+1—4t 2{: 1 <2n>tn

dont les premiers termes sont

1,1,2, 5,14, 42, 132, 429, 1430.
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Ces nombres célebres en combinatoire sont appelés les nombres de Catalan. lls portent le nom d’Eugéne
Charles Catalan, un mathématicien du 19¢ siécle. Cependant, Euler et Segner les avaient déja mentionnés
dans leurs travaux au 18¢ siécle. Dans le livre (Stanley, 1999b), Stanley énumeére plusieurs différentes

applications de ces nombres en combinatoire, démontrant leur importance dans ce domaine.

1.4.6 Arbres comme arbres binaires

Nous passons maintenant de I'étude des arbres binaires aux arbres généraux. Il est essentiel de souligner

les distinctions fondamentales entre ces deux structures :

1. un arbre est toujours enraciné, ce qui implique qu'il n'est jamais vide. Chaque nceud dans un arbre

peut posséder un nombre arbitraire d’enfants non négatifs.

2. En revanche, un arbre binaire peut étre vide. Les nceuds dans un arbre binaire peuvent avoir 0, 1
ou 2 enfants. De plus, comme expliqué précédemment, lorsque deux enfants sont présents, I'un est

désigné comme I'enfant de gauche et I'autre comme I'enfant de droite.

La série génératrice des arbres enracinés (AE) suit la méme relation algébrique que celle de la collection
graduée d’arbres binaires, ou la taille d’'un arbre binaire est déterminée par son nombre de feuilles. Cela
implique que AE et AB, lorsqu’ils sont considérés comme des collections graduées, sont isomorphes.

Il existe un isomorphisme explicite entre AE et AB, appelée correspondance de rotation, et attribué a

Knuth (Knuth, 2011).

Pour illustrer cette relation dans nos notations, considérons I'application ¢ : AE — A B définie de maniére

récursive pour tout arbre enraciné planaire ¢ comme suit :

o) = le AB sit =1,
(o, (p(t1), d((e, (t2,-.-,tx))))) sinon, pourt = (e, (t1,ta,..., 1)) avec k > 1.

Les collections graduées AE et AB sont isomorphes. L'application ¢, telle que définie ci-dessus, établit un

isomorphisme entre ces deux collections.

22



Par exemple,

1.4.7 Partition des arbres binaires

Dans le contexte des arbres binaires, il est essentiel d'introduire des sous-ensembles spécifiques qui,

ensemble, partitionnent I'ensemble A B. Cette partition est formulée comme suit :

N
Sy

I
~&8
C
=
C
-&

ou chaque sous-ensemble est caractérisé par la configuration des enfants de la racine comme suit :
e BB représente I'ensemble des arbres binaires dont la racine posséde a la fois un enfant gauche et un
enfant droit.

° IEB désigne I'ensemble des arbres binaires ou la racine a seulement un enfant gauche.

) IEB concerne I'ensemble des arbres binaires ou la racine a seulement un enfant droit.

Lensemble IEB, Iﬂ%,]]\% est une partition de AB. En outre, il existe un isomorphisme ¢ : IEB — I{B qui établit un
isomorphisme en envoyant chaque arbre d’'un ensemble sur son image miroir dans l'autre. Cette relation

bijective souligne la symétrie inhérente dans la structure des arbres binaires.

23



La plupart de nos discussions se feront sur ]}?B ce qui veut dire qu’elles sont les mémes sur I{B

1.4.8 Arbres k-aires

Etant donné un nombre naturel & > 1, un arbre k-aires est défini comme un arbre enraciné ol chaque

nceud interne posséde une arité de k. Par exemple, pour £ = 3, on a

arbre 3-aire

k)

La collection des arbres k-aires, notée Ary( , peut étre exprimée de maniere récursive comme suit :

Ary®) = {1} + {o} x Ary(k)k

ou | et e sont des entités atomiques.

Les collections graduées Aryf) et Ary(.k) de tous les arbres k-aires, ou la taille d’un arbre dans Aryf)

correspond a son arité et la taille d'un arbre dans Arys ) a son degré, sont combinatoires.

De plus, la série génératrice de Aryﬁk) suit I'équation algébrique

L= G, (1) +1G, 0 ()" =0.

Un résultat connu indique que le nombre d’éléments dans Arysk) de taille n est donné par

#Ary (n) = (l<:—11)n+1 (?)
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Ces nombres sont connus sous le nom de nombre de Fuss-Catalan.
Dans le contexte des arbres binaires, un arbre binaire est un arbre 2-aire.

De plus, comme l'arité est déterminée par le nombre de noeuds internes, nous pouvons voir que

#ary® =Ly sii= k4 s(k—1)otis €N,

k), .
#Ary (i) =
0 sinon
pour tout k > 2.
Ce sont également des nombres de Fuss-Catalan mais avec des zéros dans la série. Par exemple, la série de

cs o a k
nombres associée a Ary(L) commence par :

1,0,1,0,3,0,12,0,55,0,273 pour k = 3,

1,0,0,1,0,0,4,0,0,22,0,0,140,0,0,969, 0,0, 7084 pour k = 4.

1.5 Langage des arbres

Dans I'étude des arbres enracinés, nous introduisons un langage spécialisé basé sur I'alphabet N>;. Ce
langage sert a identifier précisément les nceuds au sein de ces arbres (Giraudo, 2017). Nous définissons a
présent une action a droite partielle de monoide sur AExN*Zl. Cette action, également notée -, est définie
de maniére récursive comme suit :

(o, (t1,...,tg)) - u= (& (-0 t) siu =, (1.1)

ti-v sinon (ol u = iv eti € N>p),
pour tout (e, (t1,...,tx)) € AEetu € N;l. Il est important de noter que cette action est partielle, car
chaque ¢; n’est défini que si i ne dépasse pas I'arité de la racine de ¢. Le langage de I'arbre N (¢) d’un arbre ¢
est alors défini comme I'ensemble fini de tous les mots « dans N> tels que I'action ¢ - w aboutit a un arbre

enraciné planaire bien défini. Par exemple:
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Ona

t1=0, t212 =1, t2l= | , .22 = ﬂ\

Soit ¢ un arbre enraciné. Nous définissons les termes associés comme suit :

e Noeuds : Chaque mot de N(t) représente un nceud de ¢. Nous I'appellerons adresse du nceud ainsi

représenté

e Noeuds internes : Un nceud u de t est un nceud interne s’il vérifie la condition qu’il existe un¢ € N>

tel que wi est également un nceud de t. Lensemble de tous les noeuds internes est noté N,(¢).

e Feuilles : Un noeud u de ¢ est une feuille s'il n’est pas un noeud interne. L'ensemble de toutes les

feuilles est noté N, (¢).
e Racine: La racine de t a € pour adresse, qui peut étre soit un noeud interne, soit une feuille.

e Degréetarité: Le degré de ¢, noté deg(t), est le nombre total de nceuds internes, c'est-a-dire # N, (t).

Larité de ¢, notée ari(t), est le nombre total de feuilles, c'est-a-dire # N (¢).

e Ancétres et enfants : Un noeud u est un ancétre d'un nceud v si v # v et u <prer v. Un noeud v est
le i¢ enfant de u si v = ui pour ¢ € N>, faisant de u le pére unique de v. Larité d’un noeud est le

nombre d’enfants qu’il a.

e Noeuds Fréres : Deux nceuds v et v’ sont fréres s'ils partagent un parent commun u et sont des enfants

distincts, c’est-a-dire v est le i¢ enfant et v’ est le i'“ enfant de u pour i # 4.

e Ordre et Chemin : Les nceuds sont ordonnés en utilisant I'ordre lexicographique de leurs adresses.
Un chemin dans ¢ est une suite de noeuds (u1, . . ., uy) telle que chaque nceud u; est le pére de w ;.

Un chemin est maximal s’il commence par la racine et se termine par une feuille.

e Hauteur : La hauteur de t, ht(t), est définie comme la longueur maximale de ses chemins maximaux

moins 1. Cela correspond également a la longueur du mot le plus long de N (t).
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CHAPITRE 2
COMBINATOIRE ALGEBRIQUE

La combinatoire algébrique est aujourd’hui un domaine essentiel des mathématiques qui combine l'algébre
et la combinatoire. Ce domaine nous donne acces a des outils algébriques puissants, qui améliorent notre
compréhension de divers sujets. Elle nous permet par exemple d'exprimer les nombreux résultats d'une
opération par une somme. Par exemple, le produit pré-Lie sur les arbres ou produit de mélange sur les
mots donne une somme formelle d’'objets. Ce chapitre traite des espaces vectoriels obtenus a partir de

collections graduées.

2.1 Espaces polynomiaux gradués

Lorsque nous parlons d’une série (resp. d’'un polyndme) associée a une collection C, nous faisons référence
a une sommation formelle (ou dans le cas des polynémes, une sommation formelle finie) d’objets au sein
de C, chacun étant pondéré par des coefficients d’un corps K. Pour le contexte de notre discussion, le corps

K est supposé de caractéristique O.

211 Séries et polynémes sur collections

Définition 2.1 Soit C une I-collection.

1. Une série sur C, ou C-série, est une application f : C — K.

2. Le coefficient d'un élément x dans la série f est noté (x, f).

3. Le support d’une série f est définicomme Supp(f) = {x € C : (z, f) # 0}, ou 0 est le zero de K.
4. Un polynéme sur C, ou C-polynébme, est une C-série qui a un support fini.

5. Une C-série f est monémiale si son support est un singleton.

6. Une C-série f est homogéne s'il existe un indice i € I tel que tous les éléments de son support

appartiennent a C'(3).
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7. Pour tout sous-ensemble X de C, la série caractéristique de X est la C-série vérifiant, pour tout
x e C,

1 size X,
{z,ch(X)) =

0 sinon.

212 Espaces polynomiaux

Soit K(C') 'ensemble des C-polyndmes, appelé espace des C-polynémes. Lespace K(C) est équipé de

deux opérations principales :

1. Addition + : K(C) x K(C) — K(C). Pour deux éléments f1, fo € K(C) etun élémentz € C,

I'addition est définie par

<1I,f1 +f2> = <£U,f1> + <$’f2>'

2. Multiplication Scalaire - : K x K(C) — K(C). Pour tout élément f € K(C), scalaire A € K, et

x € C, lamultiplication de f par le scalaire \ est définie par

(@, Af) = M, f).

Avec ces opérations, K (C') forme un espace vectoriel sur K. De plus, K (C') peut étre exprimé comme une

somme directe

K(C) = P E(C().
i€l
Chaque sous-espace K (C/(i)) représente la i® composante homogeéne de K (C(3)).

2.1.2.1 Morphisme d’espace polynomial

Considérons deux espaces polynomiaux, K (C1) et K (C2), ou C; et Cy sont des I-collections . Une fonction
@ : K<01> — K<02>

est dite étre un morphisme d’espace polynomial lorsqu’elle vérifie la condition que pour chaque ¢ dans I et
chaque z de C (i), nous avons ¢(x) appartenant a K (Cs(4)). Il est important de noter qu’un morphisme
de collect