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RESUME

Mes travaux se trouvent a I’intersection entre la théorie des représentations des algebres, et notamment les
carquois, et la combinatoire algébrique. Dans des travaux récents, Alexander Garver, Rebecca Patrias et Hugh
Thomas ont introduit la notion de retrouvabilité de Jordan, et un raffinement de cette notion appelé canonique
retrouvabilité de Jordan, pour des sous-catégories de représentations d’un carquois (Garver et al., 2023).
Cette notion vient d’une traduction algébrique de travaux de Emden Gansner (Gansner, 1981a), et trouve
de nombreux liens avec la combinatoire algébrique, comme notamment la correspondance de Robinson—
Schensted—Knuth.

Ma these par articles est dédiée a I’étude de cette notion, afin d’étendre un résultat précis (Garver et al., 2023,
Théoréme 1.3) de deux facons différentes. Dans le premier article, nous étudions les sous-catégories engen-
drées additivement par les représentations indécomposables a support sur un sommet fixé d’un carquois a
relations aimables. Nous donnons une caractérisation combinatoire de celles parmi elles qui sont retrouvables
de Jordan, ainsi qu’une autre permettant de caractériser celles parmi elles qui sont canoniquement retrou-
vables de Jordan. Dans le deuxiéme article, nous exhibons une caractérisation combinatoire de toutes les
catégories canoniquement retrouvables de Jordan parmi les sous-catégories de représentations de n’importe
quel carquois de type A. Nous verrons également que cette caractérisation se traduit en une caractérisation
algébrique.
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INTRODUCTION

La théorie des représentations est une branche des mathématiques se basant sur I’étude de structures algé-
briques abstraites en représentant ses éléments comme des transformations linéaires entre des espaces vec-
toriels. Dans cette these, nous allons nous pencher plus précisément sur une sous-branche de cette théorie,

celle des représentations d’algebres.

Les outils de cette sous-branche nous permettent de voir les algebres associatives comme des quotients
appropriés d’algebres de chemins d’un graphe orienté, appelé généralement carquois. Dans ce carquois,
remplacer chaque sommet par un espace vectoriel, et chaque fleche par une application linéaire, revient
exactement a considérer un module sur cette algebre; cela définit une représentation du carquois. Nous
pouvons également définir des morphismes entre ces représentations, ce qui les munit d’une structure de

catégorie.

La combinatoire est une autre branche des mathématiques se basant sur I’étude des configurations d’en-
sembles finis, leurs dénombrements et leurs interactions. Une de ses sous-branches qui nous intéressera dans
cette theése est la combinatoire algébrique, qui se spécialise dans I’étude des structures algébriques qui sont

soit finies, soit engendrées par un ensemble fini d’éléments.

Mon travail se focalise sur une interaction entre la théorie des représentations d’algebres et la combinatoire
algébrique. Cette these est consacrée a 1’étude d’une notion récemment introduite dans (Garver et al., 2023),

appelée la retrouvabilité de Jordan.

Le principe est le suivant. Etant donné un carquois et une représentation, c’est-a-dire une collection d’es-
paces vectoriels et d’applications linéaires respectant éventuellement des relations, nous étudions le com-
portement des endomorphismes nilpotents de la représentation, via leur forme de Jordan. Nous entendons
ici que nous étudions le comportement des collections d’applications linéaires nilpotentes, une pour chaque
espace vectoriel de la représentation, respectant une certaine structure, via la forme de Jordan de chacune
de ces applications nilpotentes. Dans un cadre général, il existe un comportement générique parmi ces en-
domorphismes nilpotents et nous définissons la donnée générique de Jordan de la représentation comme la
donnée des tailles des blocs de Jordan d’un endomorphisme nilpotent générique. Précisément, cette donnée

générique de Jordan s’écrit comme un uplet de partages d’entiers ol chaque partage mémorise la taille des



blocs de Jordan de la forme de Jordan de chaque application linéaire nilpotente.

Maintenant, si nous nous restreignons a 1’étude des représentations parmi celles d’une sous-catégorie, la
question est de savoir si, connaissant cette donnée, nous sommes capables de retrouver la représentation a
isomorphisme pres. Si tel est le cas, la sous-catégorie en question est dite retrouvable de Jordan. Il y a aussi
un procédé qui peut permettre de passer de la donnée des tailles des blocs de Jordan a la représentation. Si
ce procédé aboutit a la reconstitution de la représentation, dans une certaine sous-catégorie fixée, a partir de

sa donnée générique de Jordan, alors cette sous-catégorie est dite canoniquement retrouvable de Jordan.

Le premier chapitre de cette these sera consacré a des rappels élémentaires sur la théorie des représentations

de carquois, et la réintroduction des outils essentiels pour comprendre le contenu de la these.

Le deuxieéme chapitre se focalisera sur la notion titre de cette thése, en mettant en avant ses aspects et intéréts

a la fois combinatoires et algébriques.

Le troisiéme chapitre se consacrera au contenu de mon premier article (Dequéne, 2023). D’abord, 1’intro-
duction en francais se concentre sur les carquois a relations cordes et a relations aimables. Ensuite, I’ar-
ticle expose des résultats de caractérisation combinatoire de la retrouvabilité de Jordan et de la canonique
retrouvabilité de Jordan dans le cadre des algeébres aimables. Cette caractérisation s’exprime parmi les sous-

catégories additivement engendrées par les représentations indécomposables a support sur un sommet fixé.

Le quatrieme et dernier chapitre se consacrera au contenu de mon deuxieme article. Apres une courte intro-
duction en frangais sur les représentations d’un carquois de type Dynkin A, 1’article montre une caractéri-
sation combinatoire de toutes les sous-catégories canoniquement retrouvables de Jordan de n’importe quel

carquois de type Dynkin A.



CHAPITRE 1
PREMIERS PAS DANS LA THEORIE DES REPRESENTATIONS DE
CARQUOIS

Le but de ce chapitre est de motiver 1’étude de la théorie des représentations de carquois. Nous allons donner

les définitions de base, donner les résultats importants afin de mettre en lumiere I’intérét de cette théorie.

1.1 Algebre de chemins d’un carquois

1.1.1 Vocabulaire combinatoire

Dans cette sous-section, nous donnons toute la terminologie combinatoire nécessaire pour la suite.

Définition 1.1. Un carquois est la donnée d’un quadruplet Q = (Qo, @1, s,t) ou :

e () est un ensemble, dit ensemble des sommets de Q) ;

e ()1 estun ensemble, dit ensemble des fleches de Q) ;

o 5:()o — (7 est une fonction appelée fonction source;

e t: (o —> (1 est une fonction appelée fonction but.
Un carquois @ est dit fini si (g et ()1 sont des ensembles finis.
Remarque 1.2. Notons que la donnée d’un carquois fini correspond a la donnée d’un graphe orienté : un
ensemble de sommets reliés entre eux par un ensemble de fleches. Nous admettons ici la possibilité d’avoir
des fleches ayant une source et un but identique, ou des fleches distinctes ayant une méme source et un méme
but. Ainsi, nous présenterons souvent le carquois en terme de graphe.
Exemples 1.3.
(Q1) Dans ce qui suit, le carquois @ = ({1,2},{«a}, s,t) tel que s(«) = 1 et t(a) = 2 se présentera comme

suit.

] ———> 9

(Q2) Le carquois @ = ({1,2,3},{c, 8}, s,t) tel que s(a) = 1, t(a) =2 = s(B) et t(S) = 3 comme suit.




(Q3) Etlecarquois Q = ({1},{~},s,t) tel que s(vy) =t(7y) = 1 comme suit.
2
1

-

Définition 1.4. Soit () un carquois. Un chemin paresseux (ou trivial) dans () est un élément formel e, indicé

par q € Qo. Un chemin dans Q) est :

e soit un chemin paresseux e, pour un g € Qo ;

e soit une suite finie de fleches, éléments de Q1, (., - .., 1) telle que s(a41) = t(a;).
Un chemin (o, . .., a1) se dénote aussi plus simplement o, v;,—1---1. Notons Ch(Q) ’ensemble des che-
mins de .

Notons que le chemin paresseux e4, pour tout ¢ € (o, peut étre vu comme le chemin oll nous restons au
sommet q.

Exemples 1.5. Pour les Exemples 1.3, nous donnons les listes de chemins suivantes.

(Q1) Les chemins possibles sont ey, e et a.

(Q2) Les chemins possibles sont e1, €3, €3, v, 3 et Sa.

(Q3) Les chemins possibles sont e1, 7,72, 7>, ..., 7%, .. .. _|

Remarque 1.6. Soulignons que les fleches d’un chemin apparaissent de droite a gauche, comme cela est

habituel pour les compositions de fonctions.

Nous étendons les notions de source et but aux chemins de (), en posant :
o sil'=e4 s(eq) =q=1t(eq);
o sil'=qy,ai, s(T) =s(ay) et t(T") =t(an).
Définition 1.7. La longueur d’un chemin I, noté /(T"), se définit de la maniére suivante :
o ((I') =0siI' = e, pour un certain g € Qo ;
e /(T)=nsiT=qa,...a1.

Définition 1.8. Soit () un carquois. Pour I'; et 'y deux chemins de @ tels que s(I'y) = ¢(I'1), nous définis-

sons la concaténation de I'; suivi de I'y comme étant le chemin I'sI';.



Définition 1.9. Soit () un carquois. Pour toute fleche o € 1, nous désignons par a~! Pinverse formelle de

« dans le carquois. Nous posons alors s(a™1) = t(a) et t(a™) = s().

Ainsi I'inverse formelle d’une fleche peut €tre considéré comme la lecture inversée d’une fleche o — de son
but vers sa source.
Définition 1.10. Une marche dans Q) est :

e soit un chemin paresseux e, pour g € Qo ;
e soit une suite finie de fleches ou d’inverses de fleche (8, ..., (1) telle que s(B;11) = t(5;) pour tout
ie{l,...,n—1}.

Si une suite (B, ..., 1) forme une marche dans ), nous noterons cette marche plus simplement 3, . .. 1.

Nous étendons naturellement les fonctions source et but, ainsi que la notion de concaténation, aux marches

d’un carquois de maniere similaire aux chemins.

Définition 1.11. Un carquois Q est dit connexe si pour toute paire de sommets (g, 7) € (Qo)? il existe une

marche u dans Q telle que s(u) = gett(p) =7.

Définition 1.12. Un cycle dans () est une marche ¢ non-paresseuse ¢ = Ozi’“---a?, avec ke N*, aq,...,qp €

Q1 etey,. .., e € {£1}, satisfaisant aux conditions suivantes :
e s(c)=t(c);
e pour 1 <i<k,sieg; =—€;1,alors a; # i1
e Siey = —¢y, alors ag # ay.

Un tel cycle est dit orienté sicy = ... = g.

Nous disons qu’un carquois () est acyclique si () n’admet pas de cycle orienté.

1.1.2 Définition et quelques premieres propriétés

Nous introduisons ici la notion de 1’algebre de chemin d’un carquois, et nous donnons quelques premieres

propriétés importantes sur sa structure.

Définition 1.13. Pour un carquois @ et un corps K, la K-algébre des chemins de (), notée (KQ,+, *,-),

est le K-espace vectoriel engendré formellement en tant que base par tous les chemins sur (), muni de la



multiplication induite de maniere bilinéaire par la concaténation des chemins en posant, pour I'; et I's deux
chemins dans (@),

FgFl si S(Fg) = t(Fl)
FQ * Fl =

0 sinon.

Dans les exemples a suivre, pour C' ¢ Ch(Q), nous notons Vectk (C') le sous-K-espace vectoriel de KQ

engendré par les chemins dans C'.

Exemples 1.14. Pour les Exemples 1.3, nous obtenons ce qui suit.

(Q1) Pour ce premier carquois, nous avons K = Vectg (e, e2, ) avec la table de multiplication suivante :

* €1 €9 «

e1 e O

ea | 0 ey «

a| a 0

(Q2) Pour ce deuxieme carquois, nous avons K@ = Vectk(e1, e2, €3, a, 5, Ba) avec la table de multiplica-

tion suivante :

x | e1 e e3 a [ pPa
e1r | es 0 O 0 O
) 0 e O a 0 0
es 0 0 e3 68 pa
a 0 0 0 0 O
B 0 Ba 0 0
Ba| Ba 0O 0 0 0 O
(Q3) Pour le troisieme carquois, nous avons KQ = Vectg (e1,v,7%,...,7",...) avec les régles de multipli-
cation suivantes :
* er ~raveck>1
€1 €1 ’Yk
yM™aveem 21 | 4™ Aftm



Nous pouvons remarquer deux choses :

o [’algebre K() est de dimension infinie car le nombre de chemins dans () est infini;

e Nous avons un isomorphisme d’algebres entre K@) et I’algebre des polyndmes K[ X | défini en

posant e; —> 1 ety +— X. _

Proposition 1.15. Pour Q un carquois fini, et K un corps, nous avons que (KQ, +, *, ) est une K-algebre.

Dans la suite, pour C' ¢ Ch(Q), nous notons (C') 1’idéal bilateére engendré de K() engendré par les chemins
dans C. Nous pourrons généraliser la notation pour tout ensemble R de combinaisons K-linéaires formelles

de chemins de Q).

Avant de donner quelques résultats structurels élémentaires sur ces algebres, rappelons les définitions sui-

vantes.

Pour A une algebre, un élement c € A est dit central si c commute avec tous les éléments de A. Un élément

e € A est dit idempotent si €* = e.

Proposition 1.16. Soit Q) un carquois fini et K un corps.

1) KQ est commutative si, et seulement si, les composantes connexes de () sont des points isolés, ou des
boucles.
2) KQ est de dimension finie si, et seulement si, () est acyclique.

3) Q est un carquois connexe si, et seulement si, les seuls éléments centraux idempotents de KQ sont 0

et 1.

La définition suivante s’ensuit de la Proposition 1.16 3).

Définition 1.17. Une algebre A est dite connexe si, et seulement si, ses seuls éléments centraux idempotents

sontOetl.

1.2 Représentations d’un carquois

Dans cette section, nous allons discuter des représentations d’un carquois () et de la notion de représentations

indécomposables. Nous verrons plus tard (Section 1.3) le lien fondamental entre ces objets et les modules



(a gauche) sur I’algebre K(@). Ce résultat sera énoncé dans le cadre des carquois a relations et de certaines

algebres quotients de KQ.

1.2.1 Définitions et premieres structures

Commencons par une premiere définition.

Définition 1.18. Soit ) un carquois et K un corps. Une représentation de () sur K est la donnée d’un couple
de uplets M = ((Mg)geQo: (Ma)acg, ) Ol :
e Pour tout g € Qp, M, est un K-espace vectoriel ;

e Pour tout o € Q1, My, : M) —> M, est une application linéaire.

Nous disons qu’une représentation M est de dimension finie si :

(DF1) I’ensemble {q € Qo | M, # 0} est fini

(DF2) pour tout g € Q, dim M, < co.

Si @ est fini, pour qu’une représentation soit de dimension finie, il suffit qu’elle satisfasse (DF2). Dans ce
cas, si M est de dimension finie, nous posons dim(M) = (dim Mj)4eq,. C’est le vecteur dimension de M.
Nous noterons Repg (@), ou plus simplement Rep((Q)) I’ensemble des représentations de (), et repg (@),

ou plus simplement rep(Q), I’ensemble des représentations de ) de dimension finie.

Remarque 1.19. 1l est tres pratique de considérer une représentation d’un carquois comme le remplacement
de chaque sommet de () par un espace vectoriel et de chaque fleche de () par une application linéaire. Nous
décrivons, par la suite, les applications linéaires entre les espaces vectoriels de dimension finie en terme de

leur matrice sur les bases standards des espaces vectoriels en jeu.

Exemples 1.20. Dans le tableau ci-aprés nous retrouvons : en premiere colonne, des exemples de carquois ;
en deuxieme colonne, la forme générale d’une représentation quelconque du carquois considéré ; en troisieme

colonne, un exemple précis de représentation du carquois considéré.



Carquois Q) Forme des représentations de ) | Un exemple de représentation
« f Id
] —>2 EFE—>F K—>K
3 f g 0 [1 1]
] —> 2 >3 | E > F >G¢ | K > K2 > K
) C ¥ < 2X
1 E K[X]
; f Lol
—_— > E F K> — 3K
= 5 o 1]

_I

Définition 1.21. Soit () un carquois, K un corps, et M, N deux représentations de ) sur K. Un morphisme
de représentations ¢ : M| — N est la donnée d’une famille de transformations linéaires ¢ = (¢4 : My, —
Ny)qeq, telle que pour toute fleche a € 1, nous avons No®s(a) = Pi(a)Ma; autrement dit, pour toute fleche

« € (1, le carré suivant est commutatif :

M,
Moy =—> My(a)

%(@l l¢t(a)
N,

Ns(a) g Nt(a)

Pour U, V, W trois représentations de @ sur K, ¢ = (¢¢)qeq, : U — V et ¢ = (¢g)geq, : V — W deux
morphismes de représentations, nous définissons la composition 1o ¢ : U — W par ¢ o ¢ = (¢4 0 ¢q) gey -
Un morphisme ¢ : M — N est un isomorphisme si ¢ est inversible : s’il existe un morphisme ¢ : N — M
tel que p oy = Idy ety o ¢ = Idy, . Notons que ¢ est un isomorphisme de M vers N, si, et seulement si,
pour tout g € Qo, ¢4 : My —> N, est un isomorphisme (au sens des applications linéaires).

Si un tel isomorphisme existe, nous dirons que M et N sont isomorphes, et nous notons cela M = N.

Nous noterons Hom (M, N) le K-espace vectoriel des (homo)morphismes de représentations de M vers N.

Nous noterons End(M ) le K-espace vectoriel des (endo)morphismes de la représentation M.

Exemple 1.22. Posons K = C. Considérons le carquois () et les représentations X et Y suivantes.



0
Q= 1——> 2 X=C—>C Y=C—>0

Soit ¢ = (¢1,¢2) € Hom(X,Y'). Tout d’abord, nous avons forcément ¢ = 0. Comme ¢; : C — C est une
application C-linéaire, nous avons ¢o = Aldc. Reste a vérifier le carré commutatif donné par la fleche « :
0o ¢1 = ¢2 01 =0. Nous concluons alors que Hom(X,Y") = {\(Id,0) | A e C} 2 C. Notons que X 2 Y :il
n’y a pas d’isomorphismes de X vers Y.

Par un raisonnement similaire, nous pouvons conclure qu’il n’y a pas de morphisme 7 : ¥ — X non nul.
Donc Hom(Y, X) = 0. Ci-dessous sont représentés le carré commutatif que doit respecter tout morphisme

¢ : X — Y et a droite celui que doit respecté tout morphisme ¢ : ¥ — X.

1 0
X=C—>C Y=C——>0
)\l J/O Ol l()

0 1
Y=C—>0 X=C—>C

_I

Proposition 1.23. Soit QQ un carquois et K un corps. L’ensemble Rep(Q) des représentations de @), mu-
nies de I’ensemble des morphismes de représentations, forment une catégorie; et rep(Q) en est une sous-

catégorie pleine.

Nous allons voir dans ce qui suit que cette catégorie admet notamment une structure abélienne.

1.2.2 Les représentations indécomposables

Définition 1.24. Soit ) un carquois fini et X,Y € Rep(Q). La somme directe de X et Y, notée X @Y est
la représentation E = ((Ey)qeQq> (Fa)aeq, ) définie par :

e Pour tout sommet g € Qo, B, = X, @ Y,;

e Pour toute fleche a € 1, nous avons Vx € X ),y € Yy(a), Ea(z +y) = Xo(x) + Ya(y). En terme

matriciel, nous pouvons écrire :

Xo O
B, = =X,0Y,

0 Y,

Exemple 1.25. Posons K = C. Reprenons le carquois () suivant.
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Q= ] ——>2

Soit les représentations X et Y ci-dessous.

1 1
-1 1
11 2 0
X=C2——>CcC Y=(C2—> 3
Alors, nous obtenons,
1 1 0 0
00 1 1
0 0 -1 1
00 2 0
XeY =t > 4

_l

Définition 1.26. Soit () un carquois fini. Une représentation F est dite non nulle s’il existe q € (g telle que
E, # 0. Une représentation non nulle £ de () est dite indécomposable si, et seulement si, chaque fois que
nous avons X,Y € Rep(Q) telsque E~ X @Y, alors X =0ouY =0.

Notons Indg (@), ou plus simplement Ind (@), I’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations
dans rep(Q) qui sont indécomposables.

Un carquois @ est dit de type de représentation finie si # Ind(Q) < oo.

Exemple 1.27. Posons K = C. Considérons notre carquois favori.

Les représentations indécomposables sont isomorphes a I’une des trois représentations ci-dessous.

1
X=C—>0 Y= 0—>C Z=C——>C

11



Il n’est pas difficile de vérifier que X, Y et Z sont des représentations indécomposables deux a deux non-

isomorphes.

Pour montrer que ce sont bien les seules, nous allons utiliser la décomposition usuelle de toute application

linéaire.

Pour toute application linéaire f : £ — F, nous définissons la coimage de f, notée Coim( f), comme
étant I’espace vectoriel quotient E/ Ker(f), et le conoyau de f, noté Coker( f) comme étant F'/ Im( f). Par
construction, £ = Ker(f) ® Coim( f) et F' = Im(f) & Coker( f). En décomposant I’action de f par rapport

aux différentes composantes, nous obtenons

E—>F

112

(Ker(f)—)O)@(Coim(f)_j;lm(f)) ) ( 0—>Coker(f))

112

Xdim(Ker(f)) D Zdim(Im(f)) ® Ydim(Coker(f))

Rappelons que, pour deux K-espaces vectoriels E et I, deux applications K-linéaires f,g : £ — F sont
dites équivalentes s’il existe ¢ : E — FE ety : FF — F des applications K-linéaires bijectives telles
que ¥ f = g¢. Notons que dans la derniere égalité exprimée ci-dessus, nous avons utilisé le fait que tout
isomorphisme entre espaces vectoriels est équivalent au morphisme identité : ceci explique particulierement

I’isomorphisme de représentations déduit pour le terme du milieu. _

Remarque 1.28. Dans I’exemple précédent, le choix du corps n’a que peu d’importance. En effet, deux
représentations X et Y sont isomorphes si X1 2 Y7, Xo ¢ Yo, et, X, et Y, sont équivalents. Or, les classes

d’équivalence des matrices n x m a coefficients dans K sont décrites par les matrices de la forme suivante

I, 0
0 0

Cela suffit a permettre la décomposition donnée plus haut. Nous verrons plus loin (Remarque 1.32) que le
choix du corps peut avoir une certaine importance pour déterminer si une représentation est indécomposable

ou non.

Exemple 1.29. Considérons le carquois suivant.

Q= 1

v
[\
N
w

12



Ci-dessous sont données les représentations indécomposables deux a deux non isomorphes qui représentent

les éléments de Ind(Q).

C—>0<€«—0 0—>C<«<—0 0—>0<«—C

1 1 1 1
C—>C<«<—0 0—> C<«<—C C—>C<«—C

-
Exemple 1.30. Soit le carquois suivant.
3
f
o
Q= 1—>2
x
4
Les classes d’isomorphisme des représentations indécomposables sur C de () sont les suivantes.
0 0 C 0
v 4 v v
C—>0 0—>C 0—>0 0—>0
N N N N
0 0 0 C
0 L C 0 LC
4 4 4 4
cC—>cC 0—>C 0—>C cC—>C
N N N N
0 0 C 0
)<
1 y
|, Y
C——> ?
0 C C
. ¥ P4 4 AN
c—>cC 0—>C c—>cC 1l ¢
b b b |
C C C !
-

Une question naturelle qui s’ensuit est de déterminer les carquois ) de type de représentation fini. Il se
trouve que ce n’est pas une question évidente. Nous allons voir a travers deux exemples que la forme des

carquois de type de représentation fini est tres restreinte.
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Exemple 1.31. Soit () le carquois suivant.

Posons K = C et considérons A, i € C. Soit les représentations suivantes.

1 1
A 1

Nous pouvons montrer facilement que X et Y sont indécomposables. Montrons que X et Y sont isomorphes
si, et seulement si, A = p.

Soit ¢ : X — Y un morphisme.

Etant donné que ¢ et o sont des applications linéaires entre des C-espaces vectoriels de dimension 1, alors
il existe a,b € C tels que 1 = ald et o = bld. Comme ¢ est un morphisme de représentations, il doit
respecter les carrés commutatifs donnés par les fleches « et 5. En suivant a, nous obtenons que a = b. et en
suivant 3, nous avons b\ = pa. Alors deux possibilités :

e soit a = b = 0 et alors la deuxieme égalité est respectée trivialement. Cela nous donne ¢ = 0;

e soit a = b # 0, et la deuxieme égalité implique que A = p. Mais alors X =Y. Dans ce cas,
Hom(X,Y) =End(X) ={aldx |a e C} = C.

En conclusion :
e si\#u, Hom(X,Y) =0;
e sinon, X =Y et Hom(X,Y) =End(X) ={aldx |aeC} 2 C.
Ceci permet de conclure que X et Y sont isomorphes si, et seulement si, A = p.

Ainsi, il n’y a pas de morphisme non nul (et donc pas d’isomorphismes) entre X et Y si, et seulement si,

A # 1. En conséquence, la famille de représentations



paramétrée par A € C donne une famille infinie de représentations indécomposables deux a deux non iso-

morphes. Cela implique que # Ind(Q) = oo. _

De cet exemple, nous pouvons montrer, de fagon similaire, que si () admet un cycle (orienté ou non), alors
#Ind(Q) = oo.

Remarque 1.32. Considérons les représentations suivantes.

In In
—_— —_—
E=K" K" F=K" K"
—_—
A B

Nous avons que F 2 F'si, et seulement si, A et B sont des matrices semblables. Or la description des classes
de similitudes des matrices dépend du corps sur lequel nous travaillons, et donc certaines représentations

peuvent étre indécomposables pour un corps et pas pour un autre. Pour illustrer ce propos, la représentation

I
K2 3 K?

0 -1
1 0
est indécomposable sur R, mais ne I’est pas sur C.

Exemple 1.33. Posons K = C. Soit A\, u € C ~ {0}. Considérons () le carquois, X et Y les représentations

de @) ci-dessous.

&
<
(71
—_—
(=N
—_
&
<
—
= =
—_

O
Il
—
v
ot
A
w
o
Il
(@)
v
@)

[\
A
(@)
>-<

1l

(@)
v
Q
A
@

iy
S
rd
-2
—
> =
W1
S
rd
—
= o
—_

Pour montrer que X et Y sont indécomposables, nous pouvons nous inspirer de 1’'unique représentation in-
décomposable du carquois de I’Exemple 1.30 qui admet au sommet central un espace vectoriel de dimension

2. Montrons que X et Y sont isomorphes si, et seulement si, A = u.

15



Soit ¢ : X — Y un morphisme de représentation.

®1

C
Y3
e
Tout d’abord, nous pouvons écrire que 1 = ald, o =bld, p3 =cld, ps=dId et p5 = , avec toutes
g h
les indéterminées étant des nombres complexes. Faisons le tour des carrés commutatifs a respecter :
1 e fll1
o flecchea: a = =—=e=qaetg=0
0 g hl|O
0 a f|l0
e fleche v: ¢ = = f=0eth=c
1 0 Al
1 a 0]|1
o fleche §: d = = a=c=ddou s =alde
1 0 c||1
1 a Off1
e fleche 5: b = == b=aetbA=au
A 0 allu

Nous voyons que nous retombons dans la méme configuration que pour I’Exemple 1.31. Par un raisonnement
similaire, soit A # p et donc Hom(X,Y) =0,ou A =petalorsa=b=c=d=e=het f = g=0etdonc

Hom(X, X) = {aldx | a € C} 2 C. Ce qui permet de conclure le résultat voulu.

Comme pour I’Exemple 1.31, nous concluons que nous avons une famille infinie, paramétrée par A € C, de

représentations indécomposables deux a deux non isomorphes. Donc # Ind(Q) = . _

De maniére analogue, nous pouvons montrer que si un carquois ) sans cycle (orienté ou non) et connexe
admet, soit un sommet avec au moins 4 fleches incidentes, soit au moins deux sommets ayant chacun 3

fleches incidentes, alors # Ind(Q) = oo.
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A travers ces exemples, nous avons pu nous rendre compte que les conditions pour qu’un carquois Q soit
tel que # Ind(Q) < oo sont tres strictes. Le théoréme de Gabriel exhibe les formes de carquois exactes qui
admettent un nombre fini de classes d’isomorphisme de représentations indécomposables de (). Avant de

donner son énoncé, nous avons besoin d’une petite définition.

Définition 1.34. Un carquois () est dit de type Dynkin ADFE si son graphe sous-jacent est de 1’'une des

formes suivantes :

* 1 2 n (type Ap,n 2 1)

. \3_..._n (type Dy, 1 > 4)
/

1

4

' |
1 2 3 5 6 (type Eg)

4

- |
1 2 3 5 6 7 (type E7)

4

- |
1 2 3 5 6 7 8 (type Eg)

Voila son énoncé.

Théoréme 1.35 ((Gabriel, 1972)). Soit Q un carquois fini connexe. Alors # Ind(Q) < oo si, et seulement si,

Q est de type Dynkin ADE.

Nous avons déja effectué les premiers pas de la démonstration de ce théoreme. L’idée de la preuve de Gabriel
passe par les racines positives du systeme de Coxeter associé au carquois, qui sont en correspondance avec

les représentations indécomposables de (). S’ensuit alors une forme quadratique, dite de Tits, qui caractérise
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la finitude du nombre de racines positives via sa définie positivité suivant le carquois () en jeu. Puis, via

quelques calculs, on en extrait les formes listées en Définition 1.34.

Nous ne détaillerons pas la preuve de ce résultat ici, mais nous invitons le lecteur a se reporter aux références

suivantes : (Gabriel, 1972), (Gabriel, 1974), ou plus récemment (Hale, 2021)

1.3 Algebres quotients et carquois a relations

Pour motiver cette partie, nous pouvons nous demander si I’algeébre K[ X, Y| des polyndmes a deux variables
a coefficients sur un corps K peut se décrire a I’aide d’un carquois. En s’inspirant de I’Exemples 1.3 (Q3),
dont I’algebre de chemins correspond a K[ X | comme étudié en Exemple 1.14 (Q3), nous pouvons avoir en

tete le carquois suivant.

C2°
Q=_1
@)
Malheureusement, K@) n’est pas commutatif : a8 # Sa. Qu’importe ! Nous allons imposer la commutati-
vité. Comment ? En quotientant par le bon idéal. Ici, nous pouvons considérer I’idéal (bilatere) engendré par
af - pa: I ={af - fa). Ainsi, par les propriétés de quotient KQ/I, nous avons K[ X, Y] 2 KQ/I.
En introduisant les algébres quotients, nous pourrons espérer décrire davantage d’algebres a 1’aide des car-
quois.

Remarque 1.36. L algebre K@) correspond en fait a I’algébre des polyndmes non commutatifs K(X,Y").

1.3.1 Définitions

Définition 1.37. Soit () un carquois fini. Pour tout n € N, nous définissons K@), ’idéal engendré par tout
les chemins de ) de longueur plus grande ou égale a n. Notons également K(@)_,, le K-espace vectoriel

engendré par les chemins de () de longueur exactement 7.

Remarquons que KQ = @ KQ-,, est une algebre graduée : en effet Vi, j € N, KQ_,KQ-; ¢ KQ_;;.

n20

Définition 1.38. Soit () un carquois fini. Un idéal I ¢ K(Q) est dit admissible si, et seulement si,

ElN} 2, KQ;N g]QKQ;Q
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Exemples 1.39.

(QI1) Considérons @ le carquois suivant.

Q=1 > 2 > 3

Alors I'idéal I = () est admissible pour KQ.

(QI2) Considérons le carquois () suivant.

Alors I = (Sa— ed) est un idéal admissible K@), mais pas J = (Sa — ) car Sa — v ¢ KQso.

(QI3) Considérons le carquois () suivant.

/\
N /’

Alors I = (Sa — €dy) est un ideal admissible.

(Ql4) Considérons le carquois () suivant.

Oa
BU

Alors I = (aff — fa) n’est pas admissible. En effet, bien que I ¢ KQs2, nous avons, pour tout n € N,

a™ ¢ 1, etdonc I ¢ KQsp,.



(QI5) Considérons le carquois () suivant.

Alors I = {a? — o?) est admissible.

Proposition 1.40. Soit () un carquois fini acyclique. Tout idéal I € KQso est admissible.

Apres ces différents exemples, nous pouvons nous demander les raisons qui nous amenent a considérer cette
notion. Premierement, elle permet de garder un certain contrdle sur I’algebre — notamment, nous verrons que
I’algébre quotient KQ/I est de dimension finie si I est admissible — mais aussi de préserver la structure du

carquois correspondant a I’algebre de chemins que nous considérons.

Par exemple, pour un carquois (), et un sommet ¢ de @, si nous considérons I = (e, ), alors toutes les fleches
a telles que s(«) = ¢4 ou t(a) = e, sont nulles dans le quotient KQ)/I. Pour le carquois @), cela reviendrait
a effacer le sommet ¢ ainsi que toutes les fleches qui lui sont incidentes.

Un autre exemple : si [ = («) avec «v une fleche de @, alors le quotient KQ/I annulera «. Sur ), cela revient

tout bonnement a supprimer la fleche a.

Définition 1.41. Soit () un carquois fini et K un corps. Une relation sur () est une combinaison K-linéaire

de la forme
m
> Aiw;
i=1
avec, pour tout ¢ € {1,...,m}, w; € Ch(Q) tel que £(w;) > 2 et, pour tout ¢, j € {1,...,m}, w; et w; ont la

méme source et le méme but.

Si m = 1, une telle relation est dite monomiale. Pour w1, ws € Ch(Q) tels que £(w1),l(w2) > 2, s(wy) =
s(we) et t(wy) = t(wy), 'expression wy — we est une relation dite de commutativité.

Un carquois a relations est une paire (Q, R) ou () est un carquois, et R est un ensemble de relations sur Q).
Exemples 1.42.

o Tous les exemples d’idéaux admissibles donnés en Exemples 1.39 sont des idéaux engendrés par une

relation de ().
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e Dans (QI2), Sa —y n’est pas une relation, mais dans (QI4), af — Sa en est une de commutativité.

e Dans (QI3), Ba — €d~y est une relation (de commutativité). Par contre, ni Sa — €6 ni S — d7y ne le sont

car pour le premier s(fSa) # s(£d), et pour le second ¢(Sa) # t(d7). _

1.3.2 Propriétés

Rappelons que dans cette section, ce qui nous motive est de tenter d’élargir 1’éventail des algebres que nous
pourrons réaliser a I’aide d’un carquois via un idéal admissible. L’avantage d’avoir considéré des idéaux
admissibles, et non des idéaux quelconques, est de pouvoir garder un contrdle sur ce qui se produit sur le

carquois.

Le résultat suivant montre que nous arrivons a conserver une certaine structure en quotientant une algebre de

chemins par un idéal admissible.

Proposition 1.43. Soit QQ un carquois fini et I un idéal admissible de KQ. Alors KQ/I est connexe si, et

seulement si, () est connexe.

Le résultat suivant implique que le fait de travailler avec des quotients d’algebres de chemin par des idéaux
admissibles nous ameéne a nous pencher sur les algebres de dimension finie, ce qui était, d’une certaine

maniere, le but de la définition d’idéal admissible.

Proposition 1.44. Soit QQ un carquois fini et I un idéal admissible de KQ. Alors I’algébre KQ/I est de

dimension finie.

Bien que nous avons laissé de coté les algebres de dimension infinie, nous allons étre gagnants 2 la fin de
I’histoire. Avant d’énoncer un résultat fondamental qui peut €tre une motivation principale a I’étude de la

théorie des représentations de carquois, mettons en avant un fait remarquable par la proposition suivante.

Proposition 1.45. Soit QQ un carquois fini. Alors pour tout idéal admissible I de KQ), il existe un ensemble

fini de relations R tel que I = (R).

Définition 1.46. Soit A une algebre. Deux éléments idempotents e, f € A sont dits orthogonaux si ef =
fe=0.Un élement e € A est dit primitif si nous ne pouvons pas écrire que e = e + ey avec e, eo € A deux

éléments non nuls idempotents orthogonaux. Un ensemble {ey, ..., e, } d’éléments idempotents primitifs de
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Aestditcomplet si A= A®esAd...de,A.
Une algebre A est dite basique si elle admet un ensemble {eq, ..., e,} complet d’éléments primitifs ortho-

gonaux tel que e; A ¢ e; A pour tout ¢ # j.

Exemple 1.47. Considérons A = T3(C), I’algebre des matrices 3 x 3 triangulaires supérieures a valeurs dans
C. En notant F; ; la matrice dont le seul coefficient non nulle est en i-¢me ligne et j-¢me colonne, et vaut 1,
posons ey = 1, ea = Fo o et ez = E3 3. Alors {e1, 2, e3} forme un ensemble complet d’éléments primitifs

orthogonaux de A. En effet :

(0 b ]

e ciA={lo o of|a,bceCy;
[0 0 0]
[0 0 0]

e eoA={lo d e||d,ecCy;
[0 0 0]
[0 0 0]

e esA={lo o of|feCy;
0 0 7]

Ainsi, nous avons bien que A = e1 A ® ea A @ e3 A. Nous concluons que A est basique. _

Supposer qu’une algebre est basique n’est pas une grande perte. En effet, toute algebre A qui admet un
ensemble fini complet d’idempotents primitifs orthogonaux est Morita équivalente a son « algeébre basique
associée » A’. Autrement dit, il existe une équivalence de catégorie entre la catégorie des A-modules et
la catégorie des A’-modules. Pour un énoncé complet, nous invitons le lecteur i se reporter a la référence

suivante : (Assem et al., 2006, Section 1.6).

Proposition 1.48. Soir (Q, R) un carquois fini a relations. Posons I = (R). L’algebre KQ/I est basique.

Enoncons un résultat des plus importants.

Théoreme 1.49. Soit A une K-algébre basique connexe de dimension finie. Alors il existe un carquois a

relations (Q, R) fini tel que A 2 KQ/I avec I = (R).

Exemple 1.50. Un carquois a relations (@, R) tel que KQ/I = T3(K), avec I = (R), est donné par le

carquois

Q= 1 > 2

A
w

et I’ensemble R = @. Nous pourrons effectuer la correspondance suivante :
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e ¢;=FE;;pourtoutie{l,23};

0 0 0 0 1 0
ea=|0 0o 1|letB=]0o o of.
0 0 0 0 0 0

Via cette correspondance, nous pourrons noter que
0 0 1
Ba=]o o of,
0 0 0
qui donne bien le dernier élément qui engendre, en tant qu’espace vectoriel, T5(K). _

Remarque 1.51. En général, étant donnée une algebre basique connexe de dimension finie A, il est difficile

de déterminer si nous pouvons construire un carquois a relations (@, R) tel que KQ/I = A, avec I = (R).

1.33 Représentations

Dans cette partie, nous allons étendre la définition de représentations de carquois aux carquois a relations, et

nous allons mettre en avant le lien avec les modules (a gauche) de 1’algébre quotient associée.

Définition 1.52. Soit (Q, R) un carquois fini a relations. Pour X € rep(Q), k > letc = a...a1 €
Ch(Q), posons X. = X,, o...0 X,, Une représentation de (Q, R) X = ((Xy)qeqo> (Xa)aeq,) est une
représentation de () telle que,

Vp = i /\Zwl € R, i )‘lez =0.

=1 i=1
Exemple 1.53.

e Considérons le carquois a relations (@, R) suivant.

Q=1 > 2 > 3 R ={pa}

Soit X € rep(Q) la représentation suivante.
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Alors X est bien une représentation de (Q), R), car

1
XpX, =[0 0 1] 0|=1[0].
0

-

Proposition 1.54. Soit (Q, R) un carquois a relations et K un corps. L’ensemble Rep(Q, R) des représen-
tations de (Q, R) sur K munies de I’ensemble des morphismes entre elles, forment une catégorie. C’est une

sous-catégorie pleine de Rep(Q). De méme, rep(Q, R) est une sous-catégorie pleine de rep(Q).

La catégorie Rep(Q, R) est, de plus, en lien étroit avec celle des modules sur I’algébre quotient KQ)/I avec

I = (R). Le résultat suivant donne précisément ce lien.

Pour A une K-algebre, nous notons A — Mod la catégorie des A-modules (2 gauche) et A — mod la sous-

catégorie pleine de A — Mod engendrée par les A-modules de dimension finie sur K.

Théoreme 1.55. Soit () un carquois fini et I un idéal admissible de K(Q). Posons R un ensemble fini de rela-

tions tel que I = (R) (possible via Proposition 1.45). Alors nous avons I’équivalence de catégorie suivante.
(KQ/T) ~Mod — Rep(Q. R)

qui se restreint a I’équivalence de catégorie (KQ/I) — mod = rep(Q, R)

Voici un exemple explicite illustrant cette équivalence de catégorie sur les objets.

Exemple 1.56. Considérons le carquois a relations (@, R) suivant.

Q=1 > 2 > 3 R ={pa}
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Via une décomposition de X, nous pouvons extraire des bases ordonnées (), (y1,y2,y3) et (z) respective-

ment de X7, X7 et X3 tel que :

o Xo(z)=y1;
o Xp(y1)=Xp(y2) =0;
o Xp(y3) = 2.

Posons I = (R). Le KQ/I-module My correspondant 2 X s’obtient comme le K-espace vectoriel formelle-
ment engendré par x, y1, Y2, y3 et z muni de la structure de K(@-modules suivante :

eci-r=x, «- =y,

e eo-y; =y;pourie{l,2, 3},

e Brys=2, e3-z=2,

e cy-x=e3-x=0-x=P0a-x=0,

e a-yi=e -y =es-y;=Pa-y;=0pourie{l,2 3}

e Bry1=0-y2=0,

e ci-z=€ey-z=-z2=0-z2=Pa-z=0. J

14 Le carquois d’Auslander-Reiten

Dans cette partie, nous allons introduire bri¢vement des outils qui permettent de comprendre la structure de
la catégorie des représentations d’un carquois a relations (@, R), en étudiant les classes d’isomorphisme de
ses représentations indécomposables, ainsi que les morphismes entre eux. C’est ce qui forme le carquois

d’Auslander—Reiten.

Le carquois d’ Auslander—Reiten est beaucoup utilisé dans la suite de cette these.

14.1 Familles de représentations particulieres

Définition 1.57. Soit A une K-algebre. Un A-module (a gauche) P est dit projectif si pour tout morphisme
surjectif 0 : M - N de A-modules, et pour tout morphisme f : P — N, il existe un morphisme f, : P —
M tel que f = o f,. Dualement, un A-module [ est dit injectif si pour tout morphisme injectif + : L. - M, et
pour tout morphisme g : L — 1, il existe un morphisme ¢° : M — I tel que ¢°¢ = g. Voila deux dessins

qui récapitulent visuellement ces définitions.
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P L—— M
]Lo o" 0"
'0' f g 'o' 5
L:' . ‘:o g
M —>> N I

Si A =KQ/I avec (Q, R) un carquois fini a relations et I = (R), alors un module projectif indécomposable
se traduit en une représentation projective indécomposable dépendant d’un sommet g € o, dénotée F,,
définie par :
e (P,)i = K99 ot ¢(q,4) correspond au nombre de chemins ~y distincts allant de ¢ vers 4, modulo les
relations R.
e Les morphismes (F,), sont induits par les chemins allant de ¢ vers s(«) et les chemins allant de ¢
vers t(«), modulo les relations R.
Dualement, un module injectif indécomposable se traduit en une représentation injective indécomposable
dépendant d’un sommet ¢ € (g, que nous noterons I, définie par :
o (Iy)i = Ke(:9) on ¢(iq) correspond au nombre de chemins ~ distincts allant de i vers ¢, modulo les
relations R.
e Les morphismes (), sont induits par les chemins allant de s(«) vers ¢ et les chemins allant de ()

vers ¢, modulo les relations R.

Exemples 1.58.

e Considérons le carquois () sans relations suivant.

Alors nous avons P; et I comme ci-dessous.
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Notons que les morphismes de P, se déduisent de la maniere suivante : nous ordonnons tous les che-
mins allant de g vers s(«) et ceux allant de g vers t(«). Ces chemins forment une base de chacun des
espaces vectoriels en s(«) et t(a). Le morphisme (F;), se définit via une base comme la concaté-
nation (a gauche) du chemin par a. Pour (1), il s’agira d’une « simplification » du chemin par a a

gauche : siI" est un chemin allant de s(«) vers g tel que I' = oA\, alors (1) (I') = A, sinon 1,(I") = 0.

D’autre part, pour le méme carquois, si nous avons R = {0« — eya}, alors nous obtenons les repré-

sentations P, et I5 suivantes.

K K
71 ‘ gL O]/v X
1 1
P= K——>K K Ir= K—>K? K
K K
e Considérons le carquois a relations (@, R) suivant.
o p
1 —> 2 ——> 3

.....

Les pointillés indiquent que R = {fSa}. Désormais, toute relation monomiale qui s’écrit w = S« sera
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représenté directement sur le graphe par un arc en pointillés reliant « avec 5. Les représentations P;

et I3 sont les suivantes.

Notons que P; = I3 et que I3 = Ps. _|

Remarque 1.59. Pour les algebres de dimension finie (autrement dit avec un carquois a relations (Q, R) tel
que I = (R) est un idéal admissible de K@), les représentations indécomposables projectives et injectives
sont de dimension finie. Notons qu’il est possible de considérer des représentations projectives et injectives

hors du cadre des représentations de dimension finie, mais nous 1’éviterons.

Définition 1.60. Soit A une K-algebre. Un A-module S est dit simple si S est non nul et si les seuls sous-
modules de .S sont 0 ou S. Si A est de dimension finie, ces modules se traduisent également trés bien dans le
cadre des représentations, et dépendent également d’un sommet q. Notons S, la représentation simple définie

par (Sy)i =0sii # qget (S5;), = K. Il est simple de noter que (.S;)n = 0 pour toute fleche « € Q1.

Remarque 1.61. Notons que les représentations indécomposables projectives, injectives et simples ne per-
mettent pas de décrire toutes les représentations d’un carquois a relations (Q, R).
14.2 Définition théorique

Pour décrire le carquois d’ Auslander—Reiten, nous avons besoin de la notion de morphisme irréductible.

Définition 1.62. Soit (@), R) un carquois fini & relations et X, Y e rep(Q, R).

(1) Un morphisme ¢ : X — Y est une section si ¢ admet une inverse a gauche :
J:Y — X | =1dx.

(2) Un morphisme ¢ : X — Y est une rétraction si ¢ admet une inverse a droite :
Y — X | o =1dy .

(3) Un morphisme ¢ : X — Y estirréductible si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

e ¢ n’est ni une section, ni une rétraction ;
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e S’ilexiste Z erep(Q, R), ¢1: Z — Y et o : X —> Z telle que ¢ = ¢1¢4 alors soit ¢ est une

rétraction, soit ¢ est une section.
¢
X —mm>Y
N,
Z

Malheureusement, I’ensemble des fonctions irréductibles entre deux représentations d’un carquois a relations
ne forment pas un espace vectoriel. Pour pallier cette difficulté, nous allons introduire la notion de radical
de la catégorie rep((Q, R) du « premier » et du « deuxieéme » ordre qui permettront de prendre la mesure du

nombre de morphismes irréductibles entre deux représentations indécomposables.

Définition 1.63. Soit (@, ) un carquois a relations. Nous définissons rad,.p (o, r) = rad(g, ) le radical (de

Jacobson) du premier ordre de la catégorie rep((Q, R) comme étant I’idéal bilatere défini par
rad g gy (X,Y) = {f e Hom(X,Y) | Idx —g f est inversible pour tout g € Hom(Y, X)}.

Nous définissons rad%Q R) le radical du deuxiéme ordre de rep(Q, R), en prenant, pour tout X,Y ¢
rep(Q, R), rad%Q r)(X,Y") comme étant le sous-espace vectoriel de rad g, r) (X, Y") donné par des sommes

finies de morphismes de la forme gf avec g € radg g)(X,Z) et f € rad(Z,Y’), pour un certain Z €
rep(Q, R).

Le lemme suivant met en avant que la notion de radical est bien celle a considérer pour décrire les mor-

phismes irréductibles entre des représentations indécomposables.

Lemme 1.64. Soit (Q, R) un carquois a relations. Soit X,Y € Ind(Q, R). Un morphisme f : X — Y est
irréductible si, et seulement si, f € rad(g ry(X,Y) N rad%QyR)(X, Y).

Ce résultat permet de définir, pour tout X, Y € Ind(Q, R), I"espace vectoriel des morphismes irréductibles

de X vers Y comme étant I’espace quotient suivant.
Ity (X, Y) = rad(g,p) (X, Y)/radg gy (X, Y)
Cette espace permet de « mesurer » le nombre de morphismes irréductibles de X vers Y.
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Nous pouvons maintenant donner la définition centrale de cette section.

Définition 1.65. Soit (@, R) un carquois fini a relation. Le carquois d’Auslander-Reiten de (), R), noté
I'(Q, R), est le carquois (I'g,I'1) tel que :
e L’ensemble I'y des sommets de I' correspond aux éléments de Ind(Q, R) : ce sont les classes d’iso-
morphisme des représentations indécomposables de (Q, R).
e [’ensemble I'; des fleches de I' correspond aux morphismes irréductibles qui existent entre les repré-
sentations indécomposables : plus précisément, si X et Y sont deux représentations indécomposables,
alors le nombre de fleches entre la classe d’isomorphisme de X et celle de Y correspond aux éléments

qui engendrent, en tant que base, le K-espace vectoriel Irr (g g) (X,Y).

Nous illustrons comment construire le carquois d’ Auslander—Reiten par des exemples.

14.3 Quelques exemples

Exemple 1.66. Considérons le carquois suivant.

l]—>2

Nous avons décrit les représentations indécomposables de () précédemment en Exemple 1.27. En étudiant
les morphismes que nous avons entre les représentations indécomposables, et en notant facilement que ces

morphismes sont irréductibles, nous en arrivons au carquois d’ Auslander—Reiten suivant.

[ k2> ]

[ 0—> K EEEEEEEEEN Kéo]

Les fleches bleues désignent les morphismes irréductibles entre représentations indécomposables. Plus pré-
cisément, rappelons qu’une fleche X — Y désigne un morphisme f formant une base de I’espace vectoriel

Hom(X,Y). La fleche en pointillés désigne I’action de la translation d’Auslander—Reiten ! sur les repré-

1. voir (Assem et al., 2006) pour plus de détails sur cette notion.
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sentations indécomposables, et les crochets désignent les orbites, ol la représentation au crochet de gauche

correspond 2 une représentation projective, et celle de droite correspond 2 une représentation injective. _|

Exemple 1.67. Considérons le carquois a relations (@, R) suivant.

Q=1 > 2 > 3 R ={Ba}
@ B
Les représentations indécomposables de ((), R) sont les suivantes.
0—>0—>K 0—>K—>K 0—>K—>0 K—>K—>0 K—>0—>0

Cet exemple se démarque car, parmi tous les morphismes que nous pouvons décrire, seul un type de mor-

phismes n’est pas irréductible, a savoir celui ci-dessous.

o
\ 4

K K

v

~
v
~
v
]

Ainsi le morphisme rougeatre se décompose en ceux dessinés en bleu si A = A; Ay. Nous pouvons vérifier que
le premier (avec A1) n’est pas une section (il n’admet pas d’inverse a gauche) et le second (avec A2) n’est pas

une rétraction (il n’admet pas d’inverse a droite). Nous en déduisons le carquois d’ Auslander—Reiten suivant.

0—>]K—>]K

/ N\

[ 0—>0—>K €ronnn 0—>K—>0 €ronnn K—>0—>0 |

N/

[ K—)K—)O
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Encore une fois, le carquois a été décoré pour mettre en avant les orbites données par 1’action de la translation

d’ Auslander—Reiten et par les représentations projectives et injectives. _

Exemple 1.68. Considérons le carquois a relations (@, R) suivant.

e=C 2 R={7")

Les représentations indécomposables de (@, R), & isomorphisme pres, sont les suivantes.

A la suite de I’étude des morphismes entre les représentations indécomposables, nous trouvons six types

de morphismes non-nuls distincts. Toutefois, deux d’entre eux ne sont pas irréductibles. Ils sont représentés

ci-dessous.
01 0
C )0 0 0 1 ( 3)
K A1 0 0 0] K 0 M 0
0 0 0 X\
A
0 K? 0 1 [0 0 /\] K* 0 1
0 0 0 0 0
v A2 O] v [0 A2]
o 1 o] K3 0 Az K
0 0 1 ( 5 0 0 ( )O
0 0 0

Dans les deux cas, le morphisme rougeétre correspond a la composition des deux morphismes en bleu si

A = A1 9. Avec cela nous concluons que le carquois d’ Auslander—Reiten est le suivant.
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01 0 01 0 01 0 01 0
[ m 0 0 1 ] [ ﬁ 0 0 1 ] [ ﬁ 00 1 ] [ 00 1 ]
K3 o 0o K3 [0 00 K3 [0 0 0 K3 |o oo

—
-

0 1

@[O 0] Crrmnnnnnn m[g ;] Crrnmnnnns

[O 1]
0 0
K2

NS /N NS

.2 C 2 Grernmmnnmnnn €20 Gronnmnnnnnnn €20 Gunnas

N 2N N

Ssmnnn?®

M TTEL)

L4
L
[ ]

A droite est la version dite « dépliée » du carquois d’Auslander—Reiten. Cette version peut s’obtenir en
calculant les T-orbites, et en les plagcant en ligne, quitte a ré-écrire a plusieurs reprises la méme représentation.
Cela donne une forme qui peut &tre plus pratique pour visualiser les extensions ou les morphismes non-nuls
entre les représentations indécomposables en général. Cette forme montre de plus la réalisation (le fait de
pouvoir le dessiner) de ce carquois d’Auslander—Reiten dans un cylindre. Ce phénomene est possible en
particulier dans le cas d’étude des carquois a relations dites « cordes » donnant une algebre de dimension

finie. Nous allons rencontrer ces carquois a relations dans le Chapitre 3. _
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CHAPITRE 2
LA RETROUVABILITE DE JORDAN

Dans ce chapitre, nous allons expliquer la notion centrale de cette these.

Pour résumer, I'idée est d’étudier le comportement « générique » des endomorphismes nilpotents des repré-
sentations d’un carquois a relations, en présentant les matrices (ou les endomorphismes) dans leur forme de
Jordan, grice a un choix adéquat de base. Ceci nous donne un invariant sur rep((, R) que nous appellerons
la donnée générique de Jordan. La question sera alors de savoir s’il est possible de retrouver la représentation

a partir de cette donnée, en se restreignant a des sous-catégories de rep(Q, R).

2.1 La donnée générique de Jordan

Soit (@, R) un carquois a relations. Considérons X € rep(Q, R). Un endomorphisme N = (Ng)qeq, de X
est dit nilpotent si il existe p € N* tel que N = 0. Cela revient a dire que pour tout g € (Q9, N, est une
application linéaire nilpotente. Notons NEnd(X') I’ensemble des endomorphismes nilpotents de X .

Un partage )\ est une suite finie décroissante d’entiers naturels non nuls. Si A = (\q,..., ), alors k est la
longueur de \ et \1 + ...+ \; = |\| est la taille de \. Nous dirons que A est un partage d’un entier n € N si
|A| = n. Dans ce cas, nous écrirons \ + 7.

Pour tout NV = (Ng)4eq, € NEnd(X'), nous pouvons considérer JE'(IN') 1a donnée de Jordan de N comme
étant le #Qo-uplet de partages d’entiers A = (A7), ol A? enregistre la taille des blocs de Jordan dans la

réduction de Jordan classique dans K de IV, pour tout g € Qo.

La question qui se pose est de savoir si, parmi les endomorphismes nilpotents d’une représentation X €
rep(Q, R), il existe un ensemble ouvert dense (au sens de Zariski) tel que tous les endomorphismes nilpo-
tents de X ont la méme donnée de Jordan. Si tel est le cas, la donnée de Jordan générique sera définie comme
étant la donnée de Jordan d’un endomorphisme nilpotent dans cet ensemble ouvert dense.

Voyons ce qu’il en est sur un exemple précis.

Exemple 2.1. Considérons le carquois suivant.

Q=1 =—— 2 —> 3
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Soit E € rep(Q) la représentation suivante.

Nous allons décrire NEnd(E). Pour cela, nous avons besoin de la décomposition de E.

0 > K > K
®

E =0 > K > 0
1 ®

K > K > 0

Considérons des bases (), (y1,y2, y3) et (z) de, respectivement, F1, F et E3 adaptées a cette décomposi-
tion ; autrement dit £, (2) = y3, Eg(y3) = Eg(y2) = 0et Eg(y1) = z. Soit N € NEnd(F). Alors, comme £
et E’3 sont unidimensionelles, N1 = 0 et N3 = 0. Comme NV doit respecter les relations de carrés commutatifs,

et par nilpotence de Ns, nous obtenons une description de N sur la base (y1,vy2,¥3).

Tout d’abord, nous avons Na(y3) = Eo(N1(z)) = 0. Ensuite, nous savons que Eg(Na(y2)) = N3(Es(y2)) =
0, donc Na(y2) € Ker(Eg) = (y2,y3); si nous écrivons que Na(y2) = ays + a’yz, nous aurions que
N2(y2) = a’Na(ya) et donc si Na(ya) # 0, alors a’ serait une valeur propre de Ny pour le vecteur propre
N> (y2); on conclut que a’ = 0 et donc que No(y2) = ays avec a € K. Enfin, comme N(y1) € Ker(Ep),

nous avons que No(y1) = bya + cys avec b, c € K.

Nous concluons que les endomorphismes nilpotents de E' sont, a2 un changement de base pres, de la forme

ci-dessous, avec a, b, c € K.
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1
0
0

éK?)

0 0
b 0
c a

—> K} —>
1

0

0

| —|
o
)
—

| S

o o o

K K
K K

[0 0 1]

Ainsi, dans NEnd(F), il existe un ensemble ouvert dense €2 dans lequel tous les endomorphismes nilpotents
ont la méme forme de Jordan. En effet, dans notre cas précis, ) peut étre décrit par les endomorphismes

nilpotents de forme ci-dessus avec a # 0 et b # 0.

La donnée de Jordan générique de E est alors « I’empreinte » de la forme de Jordan des endomorphismes
nilpotents dans 2, c’est-a-dire, le 3-uplet de partages qui enregistre les tailles des blocs de Jordan de chaque

N, pour g € {1,2,3} Nous écrivons GenJF(E) = ((1),(3),(1)). _

Il se trouve que le calcul fait dans cette exemple se généralise.

Théoréme 2.2 ((Garver et al., 2023, Théoreme 2.2)). Soit (Q, R) un carquois a relations. Pour tout E €
repg (@, R), NEnd(FE) est une variété algébrique irréductible. De plus, JF admet une valeur maximale

(selon ’ordre de dominance étendu) dans NEnd(E) et elle est atteinte dans un ensemble ouvert dense.

Remarque 2.3.

e Le résultat ci-dessus est une reformulation de I’énoncé du résultat (Garver et al., 2023, Théoréeme 2.2).
L’énoncé original porte sur les ensembles d’endomorphismes nilpotents de A-modules de dimension
finie (sur K) pour une K-algebre A de dimension finie.

e Notons que certains carquois a relations (@, R) donnent des algebres quotients de dimension infinie.
Une lecture attentive de la preuve de ce résultat dans I’article cité montre que 1’hypothése que la

K-algebre A soit de dimension finie n’est pas nécessaire.
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Définition 2.4. La donnée générique de Jordan de E est la valeur maximale de JF (V) atteinte pour N €

NEnd(E). Nous la noterons GenJF (E).

Remarque 2.5. Si1’étude portait sur I’ensemble de tous les endomorphismes de F, alors il existerait encore
un comportement générique, mais ce comportement ne permettrait pas d’extraire une information pertinente :
en effet, il existerait un ensemble ouvert dense dans lequel tous les endomorphismes sont diagonalisables a

valeurs propres distinctes.

En reconsidérant ’Exemple 2.1, nous avons I’impression que le calcul de cet invariant s’avere difficile.
En fait, il existe une méthode combinatoire plus agréable, qui fonctionne dans certains cas, qui peut étre

implémentée a I’ordinateur, et qui rend le calcul plus efficace.

2.2 L’invariant de Greene-Kleitman

Dans cette section, nous allons introduire I’invariant de Greene—Kleitman dans le cadre restreint des carquois

de type A.

Soit n > 1. Fixons @ un carquois de type A, comme introduit en Définition 1.34. Rappelons que AR(Q)

désigne le carquois d’ Auslander—Reiten de () vu en Section 1.4.

Pour tout ¢ € Qo, nous définissons 6y , la sous-catégorie de rep(Q)) additivement engendrée par les re-

présentations indécomposables a support contenant g. Soit E € rep(Q). Nous décomposons E comme ci-

dessous
Ex@ X)W (+)
i=1
avec X (1),..., X (r) désignant les facteurs indécomposables de F, et m(1),...,m(r) désignant les multi-

plicités de ces facteurs indécomposables.

Considérons le sous-carquois plein de AR(Q) dont les sommets sont les classes d’isomorphisme des repré-
sentations de () dans € 4. Pour £ > 1, notons Hg I’ensemble de tous les /-uplets de chemins maximaux de
ce sous-carquois. Remarquons que ces chemins débutent au sommet correspondant au projectif F; et se ter-
minent au sommet correspondant a I’injectif /. Pour tout /-uplet de chemins y = (71, ...,7,) dans AR(Q),

nous noterons Supp () I"ensemble des sommets qui sont traversés par au moins un des ;. Pour tout ~y € IT¢,
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nous considérons un poids, dépendant de la décomposition (*) de £, défini comme suit :

wip(x)= Y mi),

X (i)eSupp(7)
Définition 2.6. L’invariant de Greene—Kleitman de E, noté GK(E), est le n-uplet de partages A = (A7) e,
avec, pour tout g € Qg, A? défini par :
q_ .
* A= g;g?vvtfz(v),

e Vi>2, A =maxwtg(y) - max wtg(7y).
yelll yellit

Remarque 2.7. Cette définition est une réécriture, déja présente dans (Garver et al., 2023), de (Greene et

Kleitman, 1976).

Pour un exemple explicite de calcul, nous invitons le lecteur & consulter I’Example 4.19.
Remarque 2.8.

e Nous pouvons remarquer déja que si F = F' alors GK(E) = GK(F') par définition : le remplissage de
AR(Q) pour E et celui pour F' sont les mémes. Cela explique en quoi GK est bien un invariant de
rep(Q).

o Toutefois, pour n > 2, il est facile de montrer que GK n’est pas complet. En effet, il existe F, F' €
rep(Q) tels que £ ¢ F' mais GK(E) = GK(F). En notant X[ o) I'unique représentation indécom-
posable dont le support est exactement {1, 2}, nous pouvons vérifier facilement que GK(S1 & S3) =

GK(X[1,97) = A avec A! = A2 = (1) et \=(0) pour g > 3.

Le Théoreme 4.22 met en avant que le calcul de cet invariant correspond exactement au calcul de la donnée

générique de Jordan, pour toute représentation de n’importe quel carquois de type A.

2.3 Lien avec la correspondance de Robinson—Schensted—-Knuth

Il est remarquable qu’il y ait un lien entre I’'invariant de Greene—Kleitman et la correspondance de Robinson—
Schensted—Knuth. Rappelons d’abord la construction usuelle de cette correspondance, que nous pouvons
retrouver dans (Stanley, 1999), ou dans (Fulton, 1996), avant de donner une autre réalisation de celle-ci via

des calculs similaires a I’invariant de Greene—Kleitman donnée par (Gansner, 1981a).

Notons qu’il existe également un lien entre 1’invariant de Greene—Kleitman et la correspondance de Hillman—

Grassl. Nous n’allons pas développer ce lien dans cette these, mais si le lecteur est intéressé, nous 1’invitons
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a se reporter aux articles suivants : (Gansner, 1981b), (Garver et al., 2023, Section 6).

2.3.1 Définition classique

Définition 2.9. Soit A un partage d’entier. Le diagramme de Ferrers de )\ est I’ensemble de points dans
(N*)? défini par
Fer(\) ={(4,7) | \; > }.

Un remplissage de )\ est une fonction f : Fer(\) — N*.

Un tableau de Young semi-standard, de forme \, est un remplissage f de )\ tel que, pour tout (7, j) € Fer(\) :
(SSYT1) Si(i+1,j) € Fer(\), alors f(i+1,7) > f(4,7),
(SSYT2) Si (4,5 +1) € Fer(\), alors f(i,5+1) > f(i,5).

Si nous demandons une inégalité large en condition (SSYT2), nous disons que f est une partition plane

renversée de ).

Remarque 2.10. A chaque fois que nous parlerons de tableau de Young semi-standard, nous sous-entendrons
qu’il s’agit bien d’un remplissage d’un certain partage A qu’il n’est pas nécessaire de préciser. La forme d’un

tableau de Young semi-standard est alors le partage A en question.

Exemple 2.11. Ci-dessous sont représentés le diagramme de Ferrers (notation anglaise) du partage \ =

(5,3,2), a gauche, et un tableau de Young semi-standard de forme A, a droite. _

«— <
)
w
w

Soit k € N*. Linsertion (par ligne) de Schensted de k, notée k — — est une application sur les tableaux de
Young semi-standards définie de la maniere suivante. Soit f un tableau de Young semi-standard de forme A.

Alors le remplissage k — f = g s’obtient en suivant I’algorithme suivant :
1) posonsi’ =1letx=k;

2) s’il existe, soit j' le plus petit indice tel que x < f(i’,j"), sinon nous posons j' = Ay + 1;
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3) si (i',7") ¢ Fer(\), alors nous posons g(i’,j") = x et pour (i,7) € Fer(X) tel que i > #', g(i,j) =
f(i,j), et nous avons terminé ;

4) sinon, nous posons g(i’,j") = = et pour tout j # j' tels que (i’,7) € Fer(\), nous posons g(i’,j) =
f(i',7); nous posons x = f(i’,j"), nous augmentons i’ de 1, et nous revenons a 1’étape 2.

Illustrons cette insertion via un exemple.

Exemple 2.12. Considérons le tableau de Young semi-standard f suivant.

Alors nous obtenons 1 — f en remplagant la valeur dans la case (1,2) par 1, la valeur dans la case (2,1)
par 2, et en ajoutant la case (3, 1) tout en lui attribuant la valeur 3. Ci-dessous est représenté le remplissage

obtenu suite a I’insertion de Schensted proposée. Nous avons grisé les cases modifiées, et encadré la case

ajoutée.
111]12(3]3
213
Notons que ce nouveau remplissage est un tableau de Young semi-standard. _

Proposition 2.13. Soit f un tableau de Young semi-standard et k € N*, alors k — [ est également un

tableau de Young semi-standard.

La correspondance de Robinson—Schensted—Knuth est une bijection partant des matrices a coefficients
entiers naturels vers les paires de tableaux semi-standard de Young de méme forme. Cette correspondance

s’effectue en plusieurs étapes :

1) a partir d’une matrice A = (a; ;) d’entiers naturels de taille n x n, nous lui associons une matrice a

deux lignes

JioJ2 - Js



i
appelée aussi bi-mot, telle que, pour tout (7,5) € {1,... ,n}2, il y a a; j colonnes , et toutes les
J
colonnes sont rangées dans 1’ordre lexicographique, c’est-a-dire :
e i1 <...< 14, e6t;
® iy =1ip1,alors j, < jJps1.
2) Nous construisons deux suites de tableaux de Young semi-standard (P(k))o<k<s €t (Q(k))o<k<s

comme suit :

e Nous commengons avec P(0) = Q(0) = @;

e Pourtoutk € {1,...,s}, nous obtenons P(k) a partir de P(k—1) par une insertion de Schensted
de jr — P(k-1)

e pour tout k € {1,..., s}, nous obtenons Q(k) a partir de Q(k — 1) en étiquetant iy, la case créée

pour aller de P(k —1) vers P(k).

3) Nous définissons alors RSK(A) = (P(s),Q(s)).
Remarque 2.14. Généralement, la correspondance RSK est décrite comme une application partant des bi-
mots vers les paires de tableau de Young semi-standards de méme forme. Ici, nous avons décidé de 1’intro-
duire en partant de matrices a coefficients dans N afin d’exhiber plus facilement le lien entre cette correspon-

dance et le calcul des invariants de Greene—Kleitman (Section 2.3.2).

Exemple 2.15. Considérons

10 3
A=]l0 2 1
1 10

Alors nous obtenons le bi-mot
11112 2 2 3 3

WA =
133 3 2 2 3 1 2

En Figure 2.1, nous explicitons les calculs étape par étape de la suite de tableaux de Young semi-standard
(P(k), Q(K))1<k<o- Ici RSK(A) = (P(9), Q(9)). -

Théoreme 2.16. La correspondance de Robinson—Schensted—Knuth est une bijection entre les matrices
n x n a coefficients entiers naturels et les paires de tableaux de Young semi-standards (P, Q) a valeurs dans

{1,...,n} de méme forme X\, avec \ admettant au plus n lignes.
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G (G P(k) Q(k)
1 (1,1)
2 | (1,3)
3| (1,3)
1)

1/2]3]3 1111
5 o | HEEE nnnn
112]2]3 1]1]1]1
112]2]3]3] 11f1]1]2]
/ (2,3) 33 212
1]1]2[3]3] L1f1]1]2]
8 (3,1) 2[3 212
3 3
1]1]2]2]3] 1l1]1f1]2]
9 (3,2) 233 2213
|3 | |3 |

FIGURE 2.1 Illustration des calculs de RSK(A). La case encadrée a la ligne & est celle ajoutée via I’insertion
(par ligne) de Schensted appliquée pour aller de P(k—1) a P(k). Les cases en gris sont les cases modifiées
en allant de P(k — 1) a P(k) en suivant le processus d’insertion.

2.3.2 Définition « a la Greene—Kleitman »

Via les travaux de Gansner, nous pouvons également présenter la correspondance de Robinson—Schensted—

Knuth a la facon Greene—Kleitman.

Soit A = (a; ;)1<i j<n une matrice n x n a coefficients entiers naturels. Construisons le carquois ()4 ot
les sommets sont étiquettés (¢,7) pour 1 < 7,5 < n, et les fleches sont données par (i,7) — (i + 1,75) et

Nous suivons un algorithme similaire a celui donné en Section 2.2. Nous allons alors utiliser les mémes
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notations pour en faciliter 1’analogie.

Pour 1 < i < n, nous considérons le sous-carquois plein de 4 dont les sommets sont les (k, j) pour 1 < k <1
et 1 < 7 < n. Notons Hf I’ensemble formé des /-uplets de chemins maximaux dans ce sous-carquois. Nous

définissons le poids de tout /-uplet de chemins v comme ci-dessous :

wta(y) = Z Q.-
(k,5)€Supp(7)

Nous pouvons alors définir une suite de partages (1) 1<i<n par :

o 4} =maxwty(7);

'yeHZl
o Vp2>2, ui, =maxwta(y) — max wta(y).
'yEHf *yel_lf_l

Similairement, nous pouvons définir une deuxieme suite de partages (Uj)lgjgn en effectuant des calculs
identiques, mais en travaillant avec les sous-carquois pleins de @ 4 dont les sommets sont les (¢, k) pour
1<i<netl<k<jy.
Remarquons que y* € p*! pour tout 1 <i < n, v/ € v7*! pour tout 1 < j < n, et V" = u™.
Ces deux suites (17) et (u') nous permettent de retrouver RSK(A). Le tableau de Young semi-standard

P(s) est le remplissage f de v™ définie par f(c) = j si c € Fer(17) \ Fer(v/~1). Le second tableau de Young

semi-standard, Q(s), s’obtient de la méme maniére mais avec la suite de partages (u°).

Exemple 2.17. En Figure 2.2, Nous donnons le calcul explicite des suites (27) et (u*) pour la matrice A de

I’Exemple 2.15. _

Théoreme 2.18. Les deux méthodes de calcul de RSK présentées donnent le méme résultat final.

Nous pouvons afficher le résultat des suites (/) et (u') en une partition plane renversée du partage \ =
(n,...,n) Pour cela, nous devons d’abord déterminer le puits du sous-carquois considéré pour calculer 1/
——
n fois

ou p!. Ce puits correspond a la case du diagramme de Ferrers de A que nous voulons. Nous remplissons les
cases qui se trouvent dans la méme diagonale avec les parts de 27 ou de .’ en partant d’en bas a droite pour
aller en haut a gauche. Nous pouvons jeter un oeil a la Figure 2.3 pour voir comment cela s’effectue avec les

résultats obtenus dans I’Exemple 2.17.
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2) | [

1]1[2]2]
(4,1) 2

1]1]2]2]3]
(5,3,1) | |2]3]3

3]

(4) | afafs]

11]1]1]2]
(5,2) 52

11]1]1]2]
(5,3,1) | |2][2]3

3]

FIGURE 2.2 Illustration des calculs de RSK(A) a la “Greene—Kleitman”.

1{of3 1{2]4

021 ﬁ@% 11351

1110 2145 12
ul 2 3 = 43

FIGURE 2.3 Affichage des suites de partages obtenues dans le calcul de RSK a la “Greene—Kleitman”
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Une généralisation non-triviale, utilisant les mémes méthodes de calculs, peut étre définie afin de donner
une bijection entre les remplissages d’un partage quelconque et les partitions planes renversées de ce méme

partage.

233 Quand RSK et GK coincident

Soit un carquois ) de type Dynkin A,,, dont les sommets sont étiquetés comme en Définition 1.34. Considé-
rons, pour tout m € Qo, la catégorie € ,,, additivement engendrée par les représentations indécomposables

a support sur m.

Dans le carquois d’Auslander—Reiten de (), les classes d’isomorphisme des indécomposables de €q
forment un rectangle de taille m x (n —m + 1). Le choix d’une représentation E € € ,,, se voyant comme
remplissage du carquois d’ Auslander—Reiten de () par des entiers naturels, peut maintenant se voir comme
un matrice M de taille m x (n —m + 1) d’entiers naturels. Les entrées de cette matrice sont placées de telle
sorte que I’orientation du carquois d’ Auslander—Reiten corresponde a I’orientation que nous donnions aux
matrices de taille n x n rencontrées dans la section précédente (de gauche a droite, et de haut en bas) et que
la premiere colonne soit formée des multiplicités des représentations indécomposables a support contenant

1.

Nous pouvons alors définir RSK(E) comme étant I’application de la correspondance RSK a la « Greene—
Kleitman » : plus précisément, si (17)1¢jcm €t (1°)1<icn-m+1 sont les suites de partages obtenues via le

calcul du RSK a la « Greene—Kleitman », nous posons
RSK(E) = (V1 ..., 0™ = pm ™ b,

Exemple 2.19. Reprenons le carquois () considéré en Exemple 2.1.

O
Il
—

> 2 > 3

Donnons le carquois d’ Auslander-Reiten de (), et donnons le remplissage correspondant a la représentation

FE choisie en Exemple 2.1.
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Py
7 N
P<---1
7 A 7 A
Sy <-== Sy <--- 5

La représentation E appartient a la catégorie g ». La matrice qu’il nous faut prendre pour appliquer

RSK(E) est alors la suivante.

1 1

01
Ainsi RSK(E) = ((1),(3),(2)). En rappelant que GK(FE) = ((1),(3),(1)), nous remarquerons que
RSK(E) # GK(E). _l

Il existe une orientation particuliere, adaptée au choix du sommet m dans (), qui fait que GK et RSK donnent

le méme résultat sur les représentations d’une catégorie 6 .

Théoreme 2.20 ((Garver et al., 2023, Théoreme 6.5)). Fixons m € N*. Soit Q) le carquois de type A, tel que

son seul puits est le sommet m. Alors, pour tout E € € r,, nous avons GK(E) = RSK(E).

2.4 La retrouvabilité de Jordan

Comme GenJF et la version généralisée de la correspondance RSK admettent des similarités dans leur
méthode de calcul, nous pourrons nous demander si, comme pour la correspondance RSK, il est possible
de retrouver une représentation de (@, R) étant donnée sa donnée générique de Jordan. En Remarque 2.8,
nous avons déja pu noter que cet invariant n’est pas complet sur tout rep(Q, R) pour (@, R) un carquois a

relations. La proposition suivante concrétise ce phénomene.

Proposition 2.21. Soit (Q, R) un carquois a relations avec () connexe. La donnée générique de Jordan est

un invariant complet sur rep(Q, R) si, et seulement si, Q) est réduit a un sommet.

Nous vient alors une question plus pertinente et intéressante : « Quelles sont les sous-catégories € de
rep(Q, R) telles que GenJF est complet sur ¢ ? » Autrement dit, nous cherchons les sous-catégories dans

lesquelles les représentations sont caractérisées par leur donnée générique de Jordan.

Définition 2.22. Une catégorie % de rep(Q, R) est dite retrouvable de Jordan si pour tout #Qo-uplet de

partages A, il existe au plus une représentation X € %, a isomorphisme pres, telle que GenJF(X) = A.
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La proposition suivante, bien qu’évidente, donne un critére simple permettant de savoir si une catégorie est

retrouvable de Jordan. Attention au fait que ce critere est suffisant mais pas nécessaire.

Proposition 2.23. Soit (Q, R) un carquois fini a relations. Considérons € une sous-catégorie de rep(Q, R)
additivement engendrée par un ensemble X de représentations indécomposables. Si (dim(FE)) gc 9~ forme

une famille Z-libre de vecteurs de Z#QO, alors € est retrouvable de Jordan.

En toute généralité, décider si une catégorie donnée est retrouvable de Jordan est difficile.

Exemple 2.24. Considérons le carquois de type As type donné en Figure 2.4,

Sg< --------- Il
NN

Q=1 €=—2=—>3 Py<-------- So
SN S
Sp «-------- I3

FIGURE 2.4 Le carquois @ de type A3 considéré (a gauche) et son carquois d’ Auslander—Reiten (a droite).

La sous-catégorie 6¢ 2 = add(%, I1, I3, S2) est retrouvable de Jordan. Pour X € 64 o, il existe (a, b, c,d) €
N* tel que X = Py @ I @ IS ® SY. En suivant la méthode de calcul 2 la Greene—Kleitman (voir Figure 2.5),
nous obtenons que GenJF(X) = ((a+b), (a +d+ max(b,c), min(b,c)), (a+ ¢)). Nous pouvons retrouver

X € ¥ apartir de cette donnée. _

FIGURE 2.5 Calculs pour obtenir GenJF (X') pour X € €3 5 dans I’Exemple 2.24.

2.5 Un raffinement : la retrouvabilité de Jordan canonique

La retrouvabilité de Jordan est une notion demandant s’il est possible de retrouver une représentation connais-

sant sa donnée générique de Jordan et sachant dans quelle catégorie elle se trouve. Naivement, pour vérifier

47



qu’une catégorie est retrouvable de Jordan, nous pouvons procéder au calcul de la donnée générique de Jor-
dan de toute représentation de la catégorie et vérifier une certaine injectivité. Avec un peu de recul, nous
pouvons nous demander s’il existe une méthode générale, ne dépendant pas nécessairement de la catégorie
dans laquelle nous travaillons, permettant de retrouver une représentation connaissant sa donnée générique

de Jordan.

Exemple 2.25.

e Reprenons le carquois

)

et la représentation

K3

K
[0] [100]

comme dans I’Exemple 2.1. Considérons Y € rep((Q, R), GenJF(E)) en rappelant que GenJF(E) =
((1),(3),(1)). N existe alors N = (N1, N2, N3) un endomorphisme nilpotent de Y tel que JF(NV) =

GenJF(E). Tout d’abord, via les tailles des partages en jeu, nous savons alors que Y est de la forme :

K K3 K
Ya Yp

Il nous reste a décrire les morphismes Soit (), (y1,¥y2,y3) et (z) des bases respectives de Y7, Ys et
Y3 adaptée a chaque N, ¢’est-a-dire telles que, notamment Na(y1) = y2, Na(y2) = y3 et Na(ys3) = 0.

Remarquons, tout de suite, que N7 = 0 = Ns.

Par les relations de carrés commutatifs (Y, N1 = NoY, et YgNo = N3Yp), nous avons :

e Y,(x)=ayspourunackK;

o Y3(y2) =Ys(ys) =0et Yz(y1) = bz pourun b e K.
Ainsi parmi tous les choix que nous pouvons faire de Y, et de Y3 (et donc de Y), il existe un ensemble
ouvert dense Q2 c rep((Q, R), GenJF(F)) dans lequel toutes les représentations Y sont isomorphes
a E. Les éléments de (2 peuvent étre décrits comme les représentations Y telles que a # 0 et b # 0.

Nous avons bien retrouvé E a partir de GenJF(E).

e Conservons le méme carquois a relations (@, R), mais considérons la représentation suivante.

- 3
Z—KOKOK
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Apres quelques calculs, nous pouvons assurer que GenJF(Z) = ((1), (3),(1)) = GenJF(FE). Si nous
utilisons le méme procédé que pour le point précédent, qui ne dépend que du 3-uplet de partages avec

lequel nous démarrons, nous obtenons la représentation F ¢ Z.

Remarquons que ¢ = add(S1, S2,S3) est retrouvable de Jordan via notamment la Proposition 2.23.
Or, a partir de ce Z € €, nous n’avons pas retrouvé Z a partir de GenJF(Z) par le procédé utilisé au
point précédent. Cela met en avant que nous avons besoin d’un raffinement a la notion de retrouvabilité

de Jordan. ]

Soit (@, R) un carquois a relations et A un #Qo-uplet de partages. Notons rep((Q@, R), ) 1’ensemble des

représentations E de rep(Q, R) qui admettent un endomorphisme nilpotent N tel que JE(N) = A.

Définition 2.26. Une catégorie ¢ de rep(Q, R) est dite canoniquement retrouvable de Jordan si pour tout

X € €, il existe un ensemble ouvert dense (2 dans rep((Q, R), GenJF (X)) tel que pourtout Y € Q, Y = X.

Si, étant donné un carquois a relations (Q, R) et un #Q-uplet de partages A, il existe un ensemble ouvert
dense 2 dans rep((Q, R),A) tel que pourtout Y, Z € Q, Y = Z, nous définissons GenRep() la représenta-
tion générique compatible avec un endomorphisme nilpotent de forme X comme la classe d’isomorphisme

des représentations dans ).

Exemple 2.27. Montrons que la catégorie 6 vue en Exemple 2.24 est canoniquement retrouvable de
Jordan. Soit A = ((a+b), (a+d+max(b, c¢), min(b, c)), (a+c)) pour un quadruplet fixé (a, b, c,d) € N*. Sans
perte de généralité, supposons que b < ¢. Considérons Y € rep(Q,A) et N = (N1, N2, N3) € NEnd(Y) tel
que JF (V) = A. Nous pouvons choisir des bases (t1,...,ta4p), (U1, .-+, Ugrerds V1s---Vp) €t (W1, ..., Waic)
de respectivement Y7, Y5 et Y3 adaptées a N (voir Figure 2.6). Il nous reste a décrire les morphismes Y, et
Y. Grice aux bases bien choisies, et aux relations de carrés commutatifs que respecte IV, nous n’avons qu’a
décrire I’image de u; et I’'image de v; par Y, pour décrire Y, enticrement. Il en va de méme pour décrire

Y. Nous pouvons écrire :
(expl) Yo(u1) = kity + ... + kqsptass pour un certain uplet (ki, ..., kqpp) € KO,
(exp2) Yo (v1) = hity + ...+ haypterpy pour un certain uplet (hq, ..., hayp);
(exp3) Yp(u1) = riwi +...7TqscWqsc pour un certain uplet (71, ..., 7q4c) € K4¢;

(exp4) Yp(v1) = s1w1 + ... + SarcWase pOUr un certain uplet (s1, ..., Sq4c) € KO
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Yo Ys
Y = Ka+b h Ka+b+c+d ﬁ Kate

Cotr uy 1 w1 i
P - - NQ\L i\**NJ& N
oty € U2 W2 N
v v TR
:Hftfwa‘ ‘ Uq-+b * Wa+b :H
N Na i Nay
0 uafb+1 _?} wafb+1 ! .
v DLV
e et |
Ny | e Ngy o
uafc-ﬁ-l 0
v
Ug+c+d
Na|,
0
w1
N3
w2
ty :
Ny
t2
v v
ta Wa+c—b
FNL¢7771 \777N3J/7777‘
| tasl 3( U1 | Watce—b+1 !
CNL Ny, i_,Ns*L,,,‘l
H ta+2 3 fU? } wa+cfb+2:i
R oo
1 tary € U > Wate) 1|
It 11\1/1117\ NQ\L Loz gi\tii:,
0 0 0

FIGURE 2.6 Illustration de la configuration décrite pour étudier la retrouvabilité de Jordan canonique de
¢q,2 de ’Exemple 2.27. Notons que Yo, (u;) = 0 pour i > a +b, et Y3(u;) = 0 pour i > a + ¢, via les relations
de carrés commutatifs.

Notons que pour (expl) et (exp3), il n’y a pas de restrictions sur les coefficients qui apparaissent dans ces
combinaisons linéaires. Mais nous devons avoir hy = ... = h, = 0 dans (exp2) et s1 = ... = Sg4cp = 0 dans

(exp4) par les carrés commutatifs et le fait que No*!(vy) = 0.
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Parmi tous les choix que nous pouvons faire de Y :
e il existe un ensemble ouvert dense 21 c rep(Q, ) tel que, pour tout Y € 4, nous avons Y, (u7) ¢
Im(N7) (cet ensemble ouvert dense peut étre décrit par la contrainte k1 # 0 dans (expl))

e il existe un ensemble ouvert dense (25 tel que, pour tout Y € s, nous avons Y, (v1) ¢ Im(N{”l) (cet

ensemble ouvert dense peut &tre décrit par la condition h,.1 # 0 dans (exp2));

e il existe un ensemble ouvert dense {23 tel que, pour tout Y € 23, nous avons Yz(u1) ¢ Im(N3) c

rep(Q, A) (cet ensemble ouvert dense peut étre décrit par la condition 71 # 0 dans (exp3));

e il existe un ensemble ouvert dense €14 tel que, pour tout Y € {4, nous avons Yg(vl) ¢ Im(N§‘+c_b+1)

(cet ensemble ouvert dense peut étre décrit par la condition s,,p_c+1 # 0 dans (exp4)).

Alors 2 = N}, ©; est un ensemble ouvert dense de rep(Q,\) tel que tout Y € 2 vérifie les quatre conditions

ci-dessus.
Considérons Y € Q2. Comme il existe u € (Ugic—p+1;- - - Uare) tel que Yz(v1) = Y(u), nous posons v] = vi—
wetv) = Ni~t(v]). Cela nous permet d’effectuer un changement de base de (u1, . . ., Ugyscrd, V1, - - -, Vp) VTS

(ut, ..., Ugserds V], - -, 0p) tel que Y(v)) = 0 pour tout i € {1,...,b}.

De plus, comme Y, (v]) € (tas1,- - - tarb), il existe y € (U1, .- ., Ugsp) tel que Yo (v]) = Yo (y). Par consé-
quent, il existe uf € (u1,...,up) tel que Y, (v]) = Yo (NG (u})). Nous définissons u} = N3~*(u}). Cela nous
permet d’effectuer un deuxieéme changement de bases de (ui,...,Ugtcsd,V],.--,0p) VIS

vy,...,vp) tel que Ya(v;) = 0, et Yy (v]) = Yo (ul,,;) pourie{1,...,b}.

/
(ulﬁ""u a+i

’
a+c+d?

Apres ces changements de bases, nous avons que (Yo (u1),...,Ya(u),Ya(v]),...,Ya(vy)) est une base

de Y7 et (Yz(u)),...,Ys(u,,.)) est une base de V3.

a+c

" !/

_ R . " _ " _ /
En posant u,; = u,,; —v; pour i € {1,...,b}, nous obtenons que Y, (u;,;) = 0 et Yg(u,,;) = Ya(ug,;)-
: : ! !/ ! / 3
Ainsi, effectuons le changement de base passant de la base (uf,... s Ugseads Vls e+ - ,vb) a la base
!/ l4 14 174 ! ! ! ! N : .
(U5 Uy U s e s Uy s Ut piqs - - > Yy orgs U1 - - - » Up ). NOUS pouvons nous reporter a la Figure 2.7 qui

récapitule les résultats de ces changements de base.

Ce dernier changement de base n’ayant aucune influence sur les bases posées pour Y; et Y3, nous pouvons

conclureque Y = Py @ [ bor 3@ Sg . Ce qui prouve que %) o est canoniquement retrouvable de Jordan. _|
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Yo Ys
Y = Ka+b _ Ka+b+c+d ﬁ Kate

Ya(ui) € uy > Yi(up)
N1l v No N3¥
Yo (uy) € uj > V(up)
. . 3
Ya(ug) € U > Vi (ug)
Nll U’¢N2 NBl
a+1
Yo(v)) €——1] | ug, ———> Ys(ug,y)
Ny Nob o UV N3
Yo (v)) €———15 v Ug,g = Y3(uy,)
v Vo Uhy v v
Yo(v)) €——vy | ug,, ———>Vj(uy,)
U
u:z+b+1 _— Yﬁ(u:z+b+1)
v v
Uy = Y (g;.)
\l’NQ Ng\l,
ug+c+1 0
v
u;+c+d
J N2
0

FIGURE 2.7 Illustration de la configuration obtenue pour tout Y € ), une fois les changements de bases
effectués dans I’Exemple 2.27

Le corollaire suivant découle directement de la définition.

Corollaire 2.28. Soit (Q), R) un carquois a relations. Si une catégorie ¢ de rep(Q, R) est canoniquement

retrouvable de Jordan, alors elle est retrouvable de Jordan.

Toutefois, comme nous I’avons déja remarqué, une catégorie retrouvable de Jordan peut ne pas étre canoni-

quement retrouvable de Jordan.

Un autre probléme qui peut se poser est la question de I’existence d’une représentation générique de forme
A donnée, dépendant du carquois a relations (@, R) et de A. Pour des exemples illustrant ces difficultés, se

reporter a I’Exemple 3.58.
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Il y a tout de méme des cas de figure précis ou il est toujours possible de définir une représentation générique

d’une forme X donnée.

Proposition 2.29 ((Garver et al., 2023, Corollaire 2.5)). Soit ) un carquois de type Dynkin ADE. Pour
tout #Qo-uplet de partages A, il existe une représentation générique compatible avec un endomorphisme

nilpotent de forme .

Remarque 2.30. Remarquons que pour () un carquois de type Dynkin ADF, et pour A un #Qq—uplet
de partages, GenJF(GenRep(A)) n’est pas forcément égale a A. Par exemple, si nous considérons A =
(A7) geqo tel que A! = (1,1) et A? = (0) pour ¢ # 1, alors par des calculs simples, nous obtenons que

GenRep(A) = 57 et que GenJF(S7) = p = (%) 4e, avec u' = (2) et u? = (0) pour g # 1.

2.6 Lien avec la décomposition de Kac

Pour (@, R) un carquois a relations, et pour d un #Qo-uplet d’entiers naturels, nous notons rep((Q, R),d)
I’ensemble des représentations F de (@, R) telles que dim(E) = d. Nous allons rappeler le résultat de

décomposition de Kac.

Théoreme 2.31 ((Kac, 1980)). Soit Q un carquois sans boucle. Soit d = (dy)qeq, un #Qo-uplet d’entiers
naturels. Il existe une décomposition

d=d,+...+d,

et un ensemble ouvert dense ) c rep(Q,d) telle que pour toute représentation X € S), nous avons
T
X =P X(3)
i=1
ou, pour tout i € {1,...,r}, la représentation X (i) est indécomposable et dim(X (7)) = d,.

Remarque 2.32. Notons que différents choix de représentations X peuvent mener a des représentations in-
décomposables X (i) non-isomorphes. La seule chose qui les détermine est le vecteur dimension. Toutefois,
si () est de type de représentation finie (Q) est de type ADFE), une représentation indécomposable est déter-
minée a isomorphisme pres par son vecteur dimension, et donc toutes les représentations dans cet ensemble

ouvert dense {) sont isomorphes.

Définition 2.33. Soit Q un carquois de type Dynkin ADE. Pour tout d € N#Q0_ 1a représentation générique
de dimension d, notée Kac(d), est la représentation de rep(Q, d) telle qu’il existe un ensemble ouvert dense

Q de rep(Q, d) tel que pour tout X € Q, X = Kac(d).
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La proposition suivante permet de faire le lien entre la représentation générique de dimension d et la repré-

sentation générique de forme .

Proposition 2.34. Soit () un carquois de type Dynkin ADE. Pour tout d = (dy)4eQ, € N#Q0 nous avons

GenRep(((1,...,1))qeq,) = Kac(d).
—_——
dg fois

2.7 Vers les articles

Comme dit plus tdt, une des premieres motivations des travaux que j’expose a travers les articles a suivre
est 'article de Garver, Patrias and Thomas (Garver et al., 2023) dans lequel ils ont introduit la notion de

retrouvabilité de Jordan et sur lequel ils ont pu énoncer un résultat intéressant que nous allons rappeler ici.

Pour m € (o, nous définissons € r) ., la catégorie additivement engendrée par les représentations indé-
composables X € rep(Q, R) telles que X,,, # 0. Nous pourrons noter 6g , si R = @. Nous dirons qu’un

sommet m est minuscule si pour toute représentation indécomposable X € rep(Q, R), dim(X,,) < 1.

Théoreme 2.35 ((Garver et al., 2023)). Soit QQ un carquois de type Dynkin ADE. Si m € Qg est minuscule

alors € m est canoniquement retrouvable de Jordan.

L’objet de cette theése est d’étendre ce résultat dans deux directions. La premieére m’a amené a étudier les
catégories ¢, r),m pour des familles de carquois a relations plus large (comme les carquois a relations ai-
mables), et caractériser lesquelles sont canoniquement retrouvables de Jordan et lesquelles sont retrouvables
de Jordan. La deuxieéme m’a amené a déterminer toutes les catégories qui sont canoniquement retrouvables
de Jordan, et a conjecturer toutes celles qui sont retrouvables de Jordan dans rep((Q), en restant dans le cadre

des carquois @ de type Dynkin A.

54



CHAPITRE 3
ARTICLE 1 : JORDAN RECOVERABILITY OF SOME
SUBCATEGORIES OF MODULES OVER GENTLE ALGEBRAS

3.1 Introduction (en francais)

Dans ce premier article, nous allons nous focaliser sur I’étude des carquois a relations aimables Q = (@, R),
et nous allons caractériser combinatoirement la retrouvabilité de Jordan et la retrouvabilité de Jordan cano-

nique des catégories 6g ,,, pour tout m € Q.

3.1.1 Carquois a relations cordes, localement aimables et aimables

Introduisons différentes familles de carquois a relations qui seront pertinentes pour la suite.

Définition 3.1. Soit () un carquois fini (connexe) et R un ensemble fini de relations.
(a) Le carquois a relations (Q, R) est dit a relations cordes si :

(AC1) Le carquois @ est tel que tout sommet ¢ admet au plus deux fleches entrantes et au plus deux

fleches sortantes. Visuellement, cela se traduit par la configuration locale maximale ci-dessous.

Ny
N,

(AC2) Lesrelations de R sont monomiales, et elles sont données par des chemins de longueur supérieure
ou égale a 2. Comme nous 1’avons signalé dans le deuxieme exemple de 1.58, nous représenterons
toute relation monomiale w = S« sur le graphe par un arc en pointillés reliant « avec 5.

(AC3) Pour tout triplet de fleches (o, 3,7) € (Q1)? tel que Ba, ya € Ch(Q), alors S € R ou ya € R.

Visuellement, nous pouvons le traduire ainsi.

. . B .
Zz L7 0.

o?o fr— o—?o ou o—,\éo ~
N AN ey
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Notons que le « ou » n’est pas exclusif.
(AC4) Pour tout triplet de fleches (o, 8',7) € (Q1)? tel que o’'3’,a’y" € Ch(Q), alors o/" € R ou

a’~" € R. Visuellement nous pouvons le traduire ainsi

,3/ ° ° BI °
o l/ ,"".IZ//B/ o l/
o &~ o /y, — o@l,—o ou o@,\—o 7,
a ‘~.__
ANy N N

Notons que le « ou » n’est pas exclusif, et la dualité avec la condition (AC3).

(b) Le carquois a relations (Q, R) est dit a relations localement aimables si ¢’est un carquois a relations

corde, et si, en plus :

(ALA1) Les relations de R sont toutes données par des chemins de longueur exactement 2.
(ALA2) Les «ou» dans (AC3) et (AC4) sont exclusifs.

(¢) Le carquois a relations (Q, R) est dit a relations aimables si c’est un carquois a relations localement

aimables, et si, de plus :
(AA) I =(R) estun idéal admissible de KQ.

Une algebre A est une algebre de cordes s’il existe un carquois a relations cordes (@, R) tel que A 2 KQ/I

avec I = (R). Nous pouvons écrire la méme définition pour les algebres localement aimables et aimables.

Exemple 3.2. Considérons le carquois () suivant.

07

1

e (Q, R ={+}) estun carquois a relations cordes, mais pas a relations localement aimables ;
e (@, R = @) estun carquois a relations localement aimables, mais pas a relations aimables ;

e (Q, R ={+?}) est un carquois a relations aimables. _

3.1.2 Représentations

Dans le cadre des algebres de cordes, la description des représentations va se faire de maniere combina-

toire. Nous allons introduire dans ce qui suit deux familles importantes de représentations qui permettront
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de décrire completement les classes d’isomorphisme des représentations indécomposables d’un carquois a
relations cordes Q = (@, R). Précisons que nous allons nous restreindre au cadre des représentations de di-
mension finie. Il existe des définitions pour des représentations de dimension infinie, mais nous n’allons pas
les aborder ici. Nous allons également nous permettre d’énoncer les définitions et quelques résultats, quand

cela est possible, dans le cadre des carquois a relations monomiales.

Définition 3.3. Un carquois a relations (@), R) est dit a relations monomiales si toute relation de R est

monomiale, ou, autrement dit, R c {~y € Ch(Q) | () > 2}.

3.1.21 Représentations cordes

Commencons par définir ce qu’est une corde.

Définition 3.4. Soit (), R) un carquois a relations monomiales. Une corde de (), R) est une marche qui

vérifie une des conditions suivantes :

(Cordl) pest paresseuse (Ig € Qo | p=¢€4);
(Cord2) Nous pouvons écrire p = o* ... 7" avec, pour tout i € {1,...,k -1}, oy € Q1 ete; € {£1} tels que :

[ Si€i=€i+1=€Z'+2:...=€j=1,aIOI'SOéj...OzZ'+104i¢R;

o Si€i=5i+1 .=€j=—1, alors Oél'OéHl...OéjéR;

® sig; =—g;,1, alors oy # ay1.

Pour p = ai’“ ...a3" une corde, comme déja vue en Définition 1.10 pour les marches, nous pouvons noter
Up) = k. s(p) = s(a5") et t(p) = t(as").

Remarque 3.5. Une corde peut étre modélisée visuellement en dessinant un chemin dans le réseau Z2, ot
les seuls pas autorisés sont les pas (1,1) et (1,-1), et en orientant ce chemin de sorte que toutes les fleches
pointent vers le bas. Nous pourrons étiqueter les fleches et les sommets parcourus en lisant comme nous

lirions la corde dans le carquois, ce qui est trés pratique.

Par exemple, prenons le carquois a relations (), R) suivant.
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3

0y, h

1l=—>2

‘\~__’7
\4

J

Alors nous pouvons représenter la corde p = 377163« de la maniére suivante.

Définition 3.6. Le support en sommets d’une corde p = ai’c ...aj" est I’ensemble des sommets traversés

par p. Nous écrirons
Suppy(p) = {s(p)} v {t(e;") [ 1<i<k}.

Le support en fleches de p est ’ensemble des fleches traversées par p. Nous écrirons

Supp;(p) = {oi | 1 <i<k}.

Une sous-corde de p est une corde o telle que :
e s0it 0 = e, pour ¢ € Suppy(p);

e soito = a;j ..o pour un certain couple (¢, ) tel que 1 <i < j <k.

_1 . — 1 . . . . .
P ) =o; . ..ozjej pour un certain couple (4,7) tel que 1 <i < j < k.

e soito = (oﬁj afi
Nous pouvons définir Supp,(p) ’ensemble des sous-cordes de p de longueur /.

Exemple 3.7. Reprenons le carquois a relations (@, R) et la corde p de Remarque 3.5.

3
5 p= 5\
f NN

(QR)= 1——>2 f

.~ \
~
S m-

58



Alors les sous-cordes de p = 477153 sont :

® €1,€2,€3,€4,

a, B3, 7, d (et leur inverse);

Ba, 83,y 16, By~! (et leur inverse) ;

§Ba, v716B, fy7L6 (et leur inverse) ;

v 15Ba, By~16p (et leur inverse);
o By toBa=petp™), _

Définition 3.8. Soit (Q, R) un carquois a relations monomiales. Soit p = ;" ... aJ" une corde de (Q, R).
La représentation corde (de dimension finie) associée a p, notée M (p), est la représentation construite de

la maniere suivante :

Posons vy = s(p) et v; = t(a;") pour 1 <i < k. Notons que si p = €4, nous n’avons que vg = q.

Considérons {x, ..., 2} une famille de k& + 1 variables formelles que nous allons supposer former

une famille linéairement indépendante sur K.

Nous définissons M (p), comme étant 1’espace vectoriel (z; | v; = q).

Nous définissons M (p)a : M(p)s(a) —> My(qa) sur les éléments des bases que nous avons fixés sur

les espaces vectoriels de nos sommets.

* Si a € Supp;(p), nous pouvons poser pour tout i € {1,...,k} tel que oy; = et g; = 1,
M(p)a(zi-1) = zi.
* Si a € Supp; (p), nous pouvons poser pour tout i € {0,...,k -1} tel que 41 = aetejyg = -1,

M(p)a(zi+1) = zi.

+ Dans les autres cas, nous posons M (p), = 0.

Remarque 3.9. Nous pouvons proposer une meilleure fagon de construire les représentations via la modéli-
sation visuelle que nous avons faite en Remarque 3.5.

Reprenons le carquois a relation (@, R) et la corde vus précédemment.

(QaR): 1;.‘{‘92

.~ \
~
S m-

5

3
2
4’ p= AN
, 8
4
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Le placement des variables formelles peut se comprendre visuellement comme remplacer les sommets de la

corde par xg, x1, ...,k au fur et a mesure que nous lisons la corde de gauche a droite.

Lo

~

I

AN

6 i) Ty

NN

0 T3 ﬁ Is

Ainsi, les fleches entre les variables indiquent le comportement des morphismes que nous voulons définir.
Par exemple, le fait que x4 est envoyé vers x3 via la fleche + se traduit par M (p)~(z4) = 3. En identifiant
les sommets identiques dans les cordes, en construisant les espaces vectoriels en chaque sommet a I’aide des
variables sur le méme sommet, et en traduisant I’action des fleches en morphismes linéaires entre les espaces

vectoriels, nous obtenons alors la représentation corde M (p) suivante.

Nous pouvons noter que nous aurions pu directement choisir de placer K au lieu de mettre les variables

formelles en chaque sommet de la corde p.

Proposition 3.10 ((Butler et Ringel, 1987)). Pour (Q, R) un carquois a relations monomiales, et pour
toute corde p de (Q, R), M(p) définit bien une représentation de (Q, R). De plus, cette représentation est

indécomposable.
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Exemple 3.11. Reprenons I’Exemple 1.30. Soit le carquois a relations (@, R) suivant.

3

avec R = @. Notons que R) est bien un carquois a relations monomiales, mais n’est pas a relations
)

cordes.

Parmi les représentations indécomposables sur C trouvées, les suivantes sont des représentations cordes.

0

v

C—>0

N

0
0

4
N

0

1
C—>C
0

4
N\

1

1
C—>C

C

0—>C

7 N

0—>C

VA

0—>C

A Re

C 0
v v
0—>0 0—>0
N N
0
0 1(C
v L
0—>C C—>C
N N
C 0

Seules les deux représentations indécomposables suivantes ne sont pas des représentations cordes.

Remarque 3.12.



o Comme nous venons de le voir, en général, les représentations cordes ne suffisent pas pour décrire
toutes les représentations indécomposables d’un carquois a relations monomiales. Nous verrons, via
le Théoreme 3.20, avec les représentations bandes introduites prochainement, qu’elles permettent une
classification complete des représentations indécomposables dans le cadre des carquois a relations

cordes.

e L’hypothese que (Q, R) est a relations monomiales est cruciale pour assurer qu’une représentation
corde soit bien une représentation de (@, R). Dans le cas contraire, il pourrait y avoir des relations
qui ne peuvent pas étre vues via la définition de cordes, comme des relations de commutativité, et qui

empécheraient une représentation corde d’étre bien une représentation.

3.1.2.2 Représentations bandes

Définition 3.13. Soit (Q, R) un carquois a relations monomiales. Une bande w = of* ... o5 est une corde

non-paresseuse telle que :
(Bandl) s(w) =t(w);
(Band2) pour tout m € N*, w™ = ww...w est une corde de (Q, R);

N— ——
m fois

(Band3) w est primitive : il n’existe pas de sous-corde z de w et d’entier m > 2 tels que w = z™.
Remarque 3.14. Comme pour les cordes, nous pouvons modéliser visuellement les bandes comme dans

I’exemple suivant.

1) w =

(@R = 1—>2""

3
.. \7\
4 4
La seule différence avec les cordes est que nous entourerons la source et le but (qui sont le méme sommet)

afin de se souvenir d’une identification imposée par la construction des représentations bandes.

Définition 3.15. Soit (@, R) un carquois a relations monomiales. Soit w = a;* ... af"' une bande de (Q, R),
m € N* et A € K~ {0}. La représentation bande (de dimension finie) M (w,\,m) est la représentation

définie comme suit.
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Posons vy = s(aj") et v; = t(a;’) pour tout 1 <i <k — 1.

Considérons {x81)7 ... ,xém), :chl), ... ,xim)

x et } un jeu de k xm variables formelles supposant

former une famille linéairement indépendante sur K.

(1) ...,:cgm) | vi = q).

Nous définissons M (w, A, m), comme étant I’espace vectoriel (z;

Nous définissons M (w, A, m), sur les éléments des bases que nous avons fixés sur les espaces vecto-

riels de nos sommets.

* Siao=q;pourie{l,....,k—1}ete; =1, nous posons, pour tout 1 < j <m
M(w,\,m)q (xm) =x§j);
* Siao=q;pourie{l,...,k—1}ete; = -1, nous posons, pour tout 1 < j <m
M(w, Ay m)a(z9) = 29);
* Sia = oy eteg =1, nous posons, pour tout 2 < j <m
M(w,/\,m)a(:p,(gj;)l) = )xm(()]) + ZL'(] D et M (w, )\>m)a($;(£)1) = )\:E(()O)
* Sia = qg eteg =—1, nous posons, pour tout 2 < j <m

M(W,A,m)a(l'(()j)) =\ IZE](CJ)]_ +IE](€J 11) et M(w A m) (l'(()O)) )\—1 ](60)1’

%

Dans les autres cas, M (w, A\, m)q = 0.

Remarque 3.16. La définition ci-dessus, telle qu’elle est donnée, s’avere indigeste. Nous pourrons préférer
construire les représentations bandes en suivant un modele « simplifié » similaire a ce que nous avions vu

pour les cordes en Remarque 3.5.

Reprenons le carquois a relation et la bande déja vus précédemment.

7
(Q,R) = 1—|—>2\lx 0 w =
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Soit A € K~ {0} et m € N*. Pour construire la représentation bande M (w, A, m), nous allons placer une
copie de I’espace vectoriel K™ a chaque sommet traversé par par la bande, et placer des morphismes comme

indiqués ci-dessous.

(A 1 0 0]
K™ 0 A 1
N
N Y . Lo
I, K™ Jm()\*l) : |
0 w0 A

Notons que I,,, désigne la matrice identité et J,,,(\) est le bloc de Jordan de taille m de valeur propre \
représenté ci-dessus. Notons également que la valeur propre ici est A1 du fait que nous lisons la derniére

fleche a I’envers.

Maintenant comme pour les cordes, nous allons réunir les différentes copies de K™ dans chacun des som-
mets, en identifiant le premier K™ avec le dernier K™, et les morphismes se déduisent de ce que nous avons

construit.

Km

M(w, A\, m) =0

Exemple 3.17. Considérons le carquois a relations aimables ainsi que la bande ci-dessous.
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a Lz
(@Q,R)= 1 > 2 S>3 w= (2 2 2
7o

Pour A € K\ {0} et m € N*, nous obtenons la représentation bande ci-dessous.

K™ 0
Im/ Im () [ }[Im 0

\ I
K™ I K™ K™ M(w’)\’m) = Km _; KQm > K™
m >
N v Ja ][0 1]
m Rgm 0

Notons que nous identifions uniquement le premier « paquet de m copies de K » et le dernier. Les autres

apparaissent de la méme maniére que lors de la construction d’une représentation corde. _

Proposition 3.18 ((Butler et Ringel, 1987)). Soit (Q, R) un carquois a relations monomiales, w une bande
de (Q,R), A e K~ {0} et m € N*. Alors M (w, A, m) définit bien une représentation de (Q, R) et, de plus,

elle est indécomposable.

3.1.23 Représentations indécomposables

Nous allons énoncer le résultat principal qui donne la classification compléete des classes d’isomorphisme
des représentations indécomposables d’un carquois a relations cordes. Avant cela, nous avons besoin d’une

petite définition combinatoire.

Définition 3.19. Soit (@, R) un carquois a relations monomiales. Nous dirons que deux bandes w et ¢ de

(Q, R) sont cycliquement équivalentes si en écrivant w = a;* ... 5", alors il existe 7 € {1,...k} tel que

€1 €k

— A5 Ei+1
(=a;'...aj'al ...«

e+l
Voici le résultat important.

Théoréme 3.20 ((Butler et Ringel, 1987)). Soit (Q, R) un carquois a relations cordes et K un corps algé-
briquement clos. Toute représentation indécomposable de (Q, R) est isomorphe a une représentation corde

ou a une représentation bande. De plus,
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e si p et p' sont deux cordes de (Q, R), alors M(p) = M(p') < p=(p')*!;
e une représentation corde et une représentation bande ne sont pas isomorphes;
o si w et w' sont deux bandes, \,p € C~ {0} et m,p € N*, alors M(w,\,m) = M(w', u,p) si et

seulement si m = p et l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

*w o~ wetA=p;
cye

xw o~ (W) et d=pt.
cyc

Remarque 3.21.

e Ce résultat justifie le fait que nous allons, par la suite, identifier une corde p avec son inverse p~', et
identifier une bande w avec toutes les bandes cycliquement équivalentes a w, ainsi que leur inverse.

e [’énoncé original de ce théoreme s’étend dans le cadre d’un corps K quelconque. Dans le cadre de
cette these, et pour des raisons de simplicité d’énoncés, nous n’avons besoin que de I’énoncé dans le

cas d’un corps K algébriquement clos.

313 Morphismes des représentations cordes

Dans I’article a suivre, pour Q = (@, R) un carquois a relations (localement) aimables, 1’existence d’une
bande w a support sur un sommet m € (Jo implique que la catégorie € ,,, n’est pas retrouvable de Jordan.
Cela vient essentiellement du fait que M (w, A, 1) € €g m et que GenJF (M (w, A, 1)) = GenJF(M (w, 1, 1))
pour tout A, € K\ 0.

Par conséquent, nous faisons le choix de ne pas nous attarder sur 1’étude des morphismes de représentations
indécomposables en général, et de nous focaliser uniquement sur les morphismes entre les représentations

cordes. Pour cela, nous allons introduire un peu plus de vocabulaire combinatoire.

Définition 3.22. Soit p = a;*...a]" une corde d’un carquois a relations cordes (Q, R). Une sous-corde

.
o=a/

; ..o;t de p,avec 1 < @ < j < K, est dite au-dessus de p si les deux conditions suivantes sont

satisfaites :
e t=1oug;_1=-1
e j=kouegp =1

3N Ej : . . . .
De maniére analogue, une sous-corde o = or;” .. .o de p, avec 1 < i < j <k, est dite en-dessous de p si les

deux conditions suivantes sont satisfaites :

e ;=1oug;_1=1;

66



e j=koucep =-1.
Notons Top(p) le (multi-)ensemble des sous-cordes de p qui sont au-dessus de p et notons Bot(p) le

(multi-)ensemble des sous-cordes de p qui sont en-dessous de p.

Remarque 3.23. Visuellement, la terminologie est plus facile a comprendre.

La figure a gauche représente une sous-corde o au-dessus de p, et la figure a droite représente une sous-corde
o qui est en-dessous de p. Notons que ce qui est entre parentheses est optionnel : par exemple, nous avons

que o = p est a la fois au-dessus et en-dessous d’elle-méme.

Exemple 3.24.

(TB1) Considérons le carquois a relations aimables suivant.

Prenons les cordes p = « et u = 3. Nous énumérons les cordes au-dessus et en-dessous de p et de p
respectivement en Tableau 3.1. Notons qu’il n’y a qu’une corde qui se trouve a la fois dans Top(u) et

dans Bot(p). Cela va avoir de I’importance dans le résultat qui va suivre.

(TB2) Considérons le carquois a relations aimables et la corde p ci-dessous.

67



1 1
1
P= N\ Top(p) 8 2 o™ 9
2
1
Bot(p) oz\ 5
2
2
= \ TOp(,u) 5\ 3
B3
) 2
Bot() | 58

TABLEAU 3.1 Calcul des cordes au-dessus et en-dessous des cordes p et  données en Exemple 3.24 (TB1).

: N

3
o,
@QR)= 1—>2
/ A

~~
S m=

Nous voyons dans les calculs de cet exemple (Tableau 3.2) qu’il y a deux sous-cordes de p qui sont a

la fois au-dessus et en-dessous de p. _

Le théoreme suivant permet une description compléte des morphismes entre les représentations cordes d’un

carquois a relations cordes.
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Top(p) 4 4 o *

4 3 4 73 43
4 4 4
1 1 1 1
2 2 2 2
3 72 3 2 3 L2 3 2
4 3 4 3 4 3 4 <3
4 4 4 4
Bot(p)
1
1 1 1
23 2 & 6 2
L2 B 3 2 3.2
D H 3 D 3

TABLEAU 3.2 Calcul des cordes au-dessus et en-dessous de la corde p données en Exemple 3.24 (TB2).
Notons que les deux dernieres cordes de Bot(p) apparaissent deux fois en-dessous de p. Si un tel cas se
produit, il est bon de distinguer les différentes copies d’une corde o en-dessous d’une corde p.

Théoréme 3.25 ((Crawley-Boevey, 1989)). Soit (Q), R) un carquois a relations cordes. Considérons p et [
deux cordes de (Q, R). Alors
dim(Hom(M (p), M (1)) = #[p, 1]
oit [p, 1] ={(0,0") | o € Top(p), o' € Bot(), o = (¢')*'}. Plus précisément, une base ® = (¢(y.,)) de
Hom (M (p), M (n)) peut étre donnée par une paire (o,0") € [p, u] de la maniére suivante :
e considérons la construction de M (p) avec la famille de variables formelles (xg, ..., x}) considérée
linéairement indépendante ;
e de méme, soit (yo,...,y1) la famille de variables considérée pour la construction de M (1) ;
e la sous-corde o = ajj ---afi de p concerne les variables x;, ..., .1 (notons que si o est paresseux,
cela revient a prendre j = i — 1) et la sous-corde o' concerne les variables yp, . . ., yqg+1;
e si o =o', nous définissons P (0,01) sur les variables (xo,...,xK) par:
Ypru—i SLTSu<j+1

P(o,0") (xu) =
0 sinon.
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o sio = (0')"!, nous définissons ¢, .1y sur les variables (xo, . . ., x},) par :

Ygri—u SitSu<y+1

90(0,0’)(xu) =
0 sinon.
g
. 1 o AAAAANAAAS 0 el
M(p) = AN
S = o~~~ O
8 ; 2
P(o,0") l l 1 i I o o
S 3 <
N _f )ﬁ_‘ O~~~ O
M(p) = WV

M w~Xv- o /6‘1*1
0_’

FIGURE 3.1 Illustration de la définition du morphisme ¢, .y dans la cas o o = o

Les morphismes ¢,y sont ce que nous appelons des morphismes graphes (« graph maps » en anglais).
Remarque 3.26. En termes de modules, nous pouvons interpréter les choses de la maniere suivante :

e les cordes o € Top(p) correspondent aux modules M (o) quotients de M (p);

e les cordes o € Bot(p) correspondent aux modules M (o) sous-modules de M (p).

Exemple 3.27. Reprenons I’Exemple 3.24 et posons K = C.

(TB1) Dans cet exemple, nous avons vu que [p, u] = @. Ainsi Hom(M (p), M (1)) = 0. Par contre, [, p] =
{(e2,e2)} et donc Hom(M (), M (p)) = C. En Figure 3.2 est donnée la description compléte des
morphismes possibles dans Hom(M (u), M (p)).

il ﬁ
M(,u): \\ 'f‘—--.~$‘
T2 0 > > K
2
P(e2,e2) I Y= )‘90(52,62)
5
ui K ——> K —> 0
M(p)= NV
Y2

FIGURE 3.2 Description des morphismes de Hom (M (1), M (p)) de ’Exemple 3.24 (TB1).
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(TB2) Dans cet exemple, nous avons [p, p] = {(p, p), (65,03) }. Donc End(M (p)) = Hom(M (p), M(p)) =
C2. Une description compléte des morphismes ¢ € End(M (p)) est donnée en Figure 3.3. _

1171
M(p) = sz G
Z/1 963 5y *5 B

P(pp) = 1d ‘1’
M(p) = 5 Y3 ¢ ¢ T7

0 ys B y6

1 5 y?
N
g,

N ¢ =M Id+Xap(sp,68)
B 3 ~y x5 5

M(p): 1) T4 176\\5
U1 X7
¥Y(58,68) N
@ Yy
N
M(p) = p y:aN z%x
0 ya 7B ys
Y
1) y7

FIGURE 3.3 Description des morphismes de End(M (p)) de I’Exemple 3.24 (TB2).

Remarque 3.28. Signalons que nous pourrions développer davantage de sujets intéressants a propos des

carquois a relations (localement) aimables, comme par exemple :

e Les algebres aimables forment une classe d’algebres stable par équivalence dérivée — voir (Schréer

et Zimmermann, 2002);

e Le calcul combinatoire du carquois d’ Auslander—Reiten pour ces carquois a relations — voir (Butler

et Ringel, 1987), (Briistle et al., 2019), (Palu et al., 2018) ou (Palu et al., 2017);

o Le modele géométrique associé a ces carquois a relations — voir (Baur et Coelho Simdes, 2019) ou

(Opper et al., 2018).

Pour la these, nous n’avons pas besoin d’autant de connaissances sur ces carquois a relations.
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3.14 Résultats principaux et esquisse de preuve

Nous avons a présent tout ce qu’il nous faut pour énoncer les résultats principaux de 1’article.

Commencons par donner le premier résultat qui caractérise les catégories 6g ,,, pour m € (o qui sont

canoniquement retrouvables de Jordan.

Théoréme 3.29. Soit Q = (Q, R) un carquois fini connexe a relations aimables et m € Q. La sous-catégorie

Co,m est canoniquement retrouvable de Jordan si et seulement si m satisfait aux deux conditions suivantes :

(i) Pour toute paire de cordes (p,v) passant par m, il n’y a pas de fleche o € Q1 qui n’est pas une fleche

d’une des deux cordes telle que p passe par s(«) et v passe par t(a);
(i1) Au moins une des conditions suivantes est vérifiée :
(a) 11y a au plus une fleche o € Q1 telle que s(a) =m, et il y a au plus une fleche 3 € Q1 telles que
t(B) =m; si et B existent alors af € R;

(b) 11y a au plus une corde maximale de Q qui passe par m.

Le second résultat de cet article est, en quelque sorte, une conséquence du premier, mais il demande un peu
plus de travail pour étre prouvé. Il donne une caractérisation des catégories 6g ,,, qui sont retrouvables de

Jordan.

Théoréme 3.30. Soit Q = (Q, R) un carquois fini connexe a relations aimables et m € Q. La sous-catégorie
€o,m est retrouvable de Jordan si et seulement si m vérifie le point (ii) du Théoréme 3.29 et la condition

suivante :

(ix) Supposons qu’il existe deux cordes p et v passant par m, et une fleche « € Q1 n’étant pas dans le
support en fleches d’une des cordes et telle que p passe par s(«) et v passe par t(«). Alors il n’existe

pas de corde passant par m admettant o dans son support en fleches.

Une interprétation de ces résultats en termes de forme de sous-carquois engendrés par les cordes a support

sur m est donnée en fin de la Section 3.2.1.

Pour prouver le Théoréme 3.29, nous allons d’abord montrer que si (Q, R) vérifie les conditions énumérées
pour le sommet m, alors 6, r),m €st canoniquement retrouvable de Jordan. Le cas (i) et (ii)(b) correspond

a I’emploi du Théoréme 2.35, et le cas () et (ii)(a) demande un travail supplémentaire.
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Puis nous montrons que si (@, R) ne vérifie pas au moins une des conditions, alors (¢ g n’est pas
canoniquement retrouvable de Jordan. Nous allons étape par étape éliminer des cas de figure, essentiellement

en exhibant un exemple de deux représentations qui ont la méme donnée générique de Jordan.

Pour prouver Théoreme 3.30, nous réutilisons une partie du travail déja fourni, puis nous raffinons les cas de
figure que nous pouvons rencontrer entre la restriction () et la restriction (ix), en mettant encore une fois

en avant des exemples de deux représentations qui ont la méme donnée générique de Jordan.

3.2 The article

Abstract : Gentle algebras form a class of finite-dimensional algebras introduced by I. Assem and A. Sko-
wronski in the 1980s. Modules over such an algebra can be described by string and band combinatorics in
the associated gentle quiver from the work of M.C.R. Butler and C.M. Ringel. Any module can be naturally
associated to a quiver representation. A nilpotent endomorphism of a quiver representation induces linear
transformations over vector spaces at each vertex. Generically among all nilpotent endomorphisms, a well-
defined Jordan form exists for these representations. We focus on subcategories additively generated by all
the indecomposable representations of a gentle quiver, including a fixed vertex in their support. We show a
characterization of the vertices such that the objects of this subcategory are determined up to isomorphism

by their generic Jordan form.

3.2.1 Introduction

Let Q@ = (@, I) be a finite connected gentle quiver, i.e. a finite connected quiver ) provided with an admis-
sible ideal I that satisfies some additional conditions that are defined later in the next section. They were
introduced by I. Assem and A. Skowronski (Assem et Skowronski, 1987). A lot of recent studies are still
being made nowadays of this interesting class of algebras : see for example (Amiot et al., 2019), (Opper
et al.,2018), (Baur et Coelho Simdes, 2019), (Palu et al., 2018), (Fu et al., 2021), (Briistle ez al., 2019). As a
good reference to learn some basics about what is a gentle algebra and some of the underlying combinatoric
behaviors that we will also see throughout the article, we can suggest to the reader the following reference :
(Palu et al., 2017).

Let X be a finite-dimensional representation of Q over an algebraically closed field K. Let /N be a nilpotent
endomorphism of X. At each vertex ¢ € ()9, IV induces a nilpotent endomorphism N, of X,. Thus we can

extract from IV a sequence of integer partitions A? - dim(X,) which correspond to the Jordan blocks size of
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the Jordan form of each N,. Thanks to a result from (Garver et al., 2023), A = ()\q)qgQO is well-defined for a

generic choice of N. We denote GenJF(X') this tuple that we will refer to the generic Jordan form data of
X.

An interesting question that we could ask ourselves is :

“For which subcategories % of the category rep(Q) could we recover up to isomorphism X € ¢ from

GenJF(X) 2"

Such a subcategory is called Jordan recoverable. Throughout the article, we mean a full subcategory closed
under direct sums and direct summands by a subcategory.

Let us see the following toy example.

Example 3.31. Let O be the following As-type quiver.

a

O=1—-2

The indecomposable representations of Q are

S = K—>0 So= 0—=K P = K—1-K

We want to know which of the subcategories generated by those indecomposable representations are Jordan

recoverable and which are not :

e Let X = ST and let N = (N1, N2) be a nilpotent endomorphism of X. We can see we have no
restriction to define ;. This implies that if we choose N generically then [V is similar to a Jordan
block of size n. So GenJF(X) = ((n),(0)) and clearly add(.S1) is Jordan recoverable ;

¢ For the same reason add(.S3) is Jordan recoverable too;

e Let X = P{" and N = (N1, N2) be a nilpotent endomorphism of X. By the commutative square
relation that N has to satisfy (X,N; = N2X,), and as X, is a bijective map, /N7 and N, can be
identified. Moreover we note there is no restriction to define Ny. So GenJF(X) = ((m),(m)) and

add(Py) is Jordan recoverable ;
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e Let X = ST ® S5 and N = (N1, Nz) be a nilpotent endomorphism of X. We can see we have
no restriction to define Ny and Na, and they can be defined independently of one another. Thus
GenJF(X) = ((n), (k)) and add(S1, S2) is Jordan recoverable ;

e Let X = Sé“ ® P" and N = (Ny,N2) be a nilpotent endomorphism of X. We can see thanks to
commutative square relations that if we define N2, we have defined INV;. Moreover if we adapt a choice
of Nj such that it corresponds to a choice of N2, we can see we have no restriction to define No. Hence
GenJF(X) = ((m), (m + k)) and add(Ss, P) is Jordan recoverable ;

* By an analogous argument we have add (.S, P;) Jordan recoverable ;

* However, add(.S1, 52, P1) = rep(Q) is not Jordan recoverable. Indeed this comes from the fact that

GenJF(S1 @ S2) = ((1),(1)) = GenJF(P;) by the previous results. _

Obviously a subcategory where the dimension vectors of its indecomposable elements form a linearly inde-
pendent family is Jordan recoverable. Indeed that comes from the fact that any representation of this kind of
subcategory is entirely determined by its dimension vectors. However, in general, it is not an easy question
to determine which subcategories of rep(Q) are Jordan recoverable.

For this purpose, we can ask for something a bit more restrictive. There is a procedure that, at least in some
cases, allows one to reconstruct X from GenJF(X) : we can see if there exists a generic choice of a represen-
tation Y in rep(Q) among representations that admit a nilpotent endomorphism with Jordan forms encoded
by GenJF(X) , and then we can ask if Y is isomorphic to X.

In more concrete words, for a fixed subcategory % of rep(Q), we can ask ourselves if for any X € % there
is a (Zariski) dense open set O in the variety of representations which admit a nilpotent endomorphism with
a Jordan form equal to the generic Jordan form data of X, such that any Y € O is isomorphic to X. Such a
subcategory % is said to be canonically Jordan recoverable.

Note that a subcategory that is Jordan recoverable is not necessarily canonically Jordan recoverable.

Example 3.32. As in the Example 3.31,let Q = 1 ——2 . Let ¥ = add(S1, S2). We saw that % is Jordan
recoverable, but it is not canonically Jordan recoverable. If we take X = S; @ S5 then we get GenJF(X) =
((1),(1)), and we already saw that there is an other representation that has the same Jordan form data : it is
Py ! For Y € rep(Q) admitting a nilpotent endomorphism with a Jordan form given by ((1), (1)), we have

the following diagram to satisfy
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and so a generic choice that we have for the linear morphism «vis k id for 0 # k e K. Hence Y ~ Py £ 516 55.

J

Let us see another interesting example.

Example 3.33. Let us consider the following gentle quiver.

e ~

Q=1—f>2—>—>3

Let X = K—I/;K\\—>O ® 0—/:K\\—>O ® O—/:K\\—1>K. Let N = (N1, N2, N3) be
a nilpotent endomorphism of X. It is effortless to check that N3 = N3 = 0. Let (1, x2,x3) be a basis of
K3, the vector space at the vertex 2, adapted to the decomposition of X into indecomposable representations
above. That means for example that we identify the vector space on the vertex 1 to the subspace on the vertex
2 generated by x7.
From the commutative square relations, we need that (z1) ¢ Ker(N2), Im(N3) € (21, x2) and of course
N3 =0.S0:

* Na(z1) =0;

o No(x2) = axy + fxg for some a, 5 € K;

o No(x3) =y + dxg for some 7,6 € K.
In addition, we can remark that N2(x3) = 3N2(z2). This implies that 3 = 0.

Hence all the allowed choices of Ny can be characterized as matrices of the form

0 a v
N(o,7,6) =0 0 &
0 0 0

Thus, among all the choices we can make to define N> (and so V), there is a generic choice (a dense open

set) which comes naturally from generic restrictions «,d # 0 that we can impose. So the Jordan form of that
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generic choice of N is ((1),(3),(1)). Then GenJF(X) = ((1),(3),(1)).
Suppose now we have Y such that GenJF(Y") = ((1), (3),(1)). We know Y is of the form :

~ T~
K—<>K3—>K
Y, Y,

Let (x), (y1,y2,y3) and (z) be respective bases of Y7, Y5 and Y3 adapted to each nilpotent endomorphism.

The following diagram summarizes the situation.

Y Y, Y3
Yy
y1——— -~z
lNQ lNd

Y2 0
v
el )
P

0 0

By commutative square relations (Y, N1 = NoY, and Y, N2 = N3Y};), we have :
* Y,(z) = o'y3 for some o’ € K;
« Yi(y2) = Yi(ys) = 0 and Yi(y1) = 8’z for some ' € K.

Thus among all the choices we can make to define Y, and Y} (and so Y'), there exists a generic choice that

comes from generic restrictions o, 3" # 0. Hence we get Y = X. We recovered X . _|

Some remarks :

* We get for free Y3, Y, = 0, which is something that seems not guaranteed in the first instance ;

¢ From what we have done above, if we started with Z = S; & 55’ @ S3, which has the same generic
Jordan form data as X, we would not recover Z. Hence the category add(S1, S2,.53) is not canonically
Jordan recoverable, even though it is Jordan recoverable ;

* If we try to get a representation Y such that its generic Jordan form data is ((1), (1), (1)), we will
have no restriction from the nilpotent endomorphism (as N = 0) other than Y, = K for each vertex q.
But we need to respect the relation Y;Y, = 0. So we get two isomorphism classes of representations

that could be good candidates for a generic choice :
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K—>1/ K—>\O K K—>O/ K—>\1 K

However, there is no reason to privilege one to the other : the open sets in play are not dense in the set
of representations that have ((1), (1), (1)) as generic Jordan form. Hence there is no generic choice
of a representation Y with that generic Jordan form;

» We give in Example 3.60 a proof that add( /s, S2, P») is canonically Jordan recoverable. The crucial
point in this subcategory is we can note the dimension vector (dy,ds,ds) of any representation X
satisfies the relation dy > d; +d3. This is something that the representations in the previous bullet point

do not satisfy which explains why the previous bullet point is not a counter-example to this claim.

We will study Jordan recoverability and canonical Jordan recoverability of a special kind of subcategories.
For m a vertex of Q, let € ,,, be the subcategory generated by the indecomposable representations that have
a nonzero vector space at the vertex m.

One of the engrossing notions around the vertices of a quiver that seems important to achieve our goal is the
minusculeness of a vertex. A vertex m is said to be minuscule if for any indecomposable representation X
of Q, we have dim X, < 1. This notion is a crucial point to get 6 ,, canonically Jordan recoverable by the

following main result of (Garver et al., 2023).

Theorem 3.34 ((Garver et al., 2023)). If Q) is a Dynkin quiver, and m is a minuscule vertex, then €9 p, is

canonically Jordan recoverable.

Remark 3.35. The result presents the minuscule property as a sufficient condition, but not a necessary one.

For type A quivers, note that all the vertices are minuscule.

In this article, we give an analogous result (which extends the A, —type quiver case) in the case of a finite
connected gentle quiver Q. We note that the condition of minusculeness is not enough to get Jordan recove-
rability or canonical Jordan recoverability. We need to add some combinatorial conditions, linked to strings
of 9.

A string of Q can be understood as a walk in the quiver. These walks (satisfying some additional conditions
as we shall recall below) allow us to describe all the indecomposable representations of Q. By knowing what
is going on with strings, we can give a complete description of all the subcategories €g , that are Jordan
recoverable or canonically Jordan recoverable.

In this article, we first recall some main definitions and tools that will then help us to prove the following

statements. The first main result is a characterization of the subcategories g ,, that are canonically Jordan
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recoverable.

Theorem 3.36. Ler Q = (Q,I) be a finite connected gentle quiver and m € Qo. The subcategory 6oy, is

canonically Jordan recoverable if and only if m satisfies the following conditions :

(i) For any pair of strings p and v passing through m, there is no arrow « € Q1 which is not an arrow of

either string such that p passes through s(«) and v passes through t(«);

(i1) At least one of the two following conditions :

(a) There is at most one arrow « € Q1 such that s(«) = m, and there is at most one arrow 3 € Q1

such that t(3) = m; if « and 8 both exist then a3 € I ;

(b) There is at most one maximal string of Q passing through m.

Following the proof given later (See Section 3.2.3.1), we can rephrase the previous theorem in the following
way : G, is canonically Jordan recoverable if and only if the underlying graph of the full subquiver of @
given by the vertices ¢ attained by strings passing through m is a tree (7), and furthermore, if this tree is not

aline (i7)(a), either m is a leaf of that tree, or all the incident arrows to m are in relation (i7)(b).

The second one is some kind of consequence of the first, but it needs a few additional works. It allows us to

get a characterization of the subcategories €, that are Jordan recoverable.

Theorem 3.37. Let Q = (Q,I) be a finite connected gentle quiver and m € QQo. The subcategory €g n, is

Jordan recoverable if and only if m satisfies the point (ii) of Theorem 3.36 and the following condition :

(ix) Suppose that there exist two strings p and v passing through m, and an arrow « € Q1 which belongs
to neither p nor v, but such that p passes through s(«) and v passes through t(«). Then there is no

string passing through m supported on a.

Following the proof given later (See Section 3.2.3.2), we can rephrase the previous theorem in the following
way : €, is Jordan recoverable if and only if the underlying graph of the subquiver of ) given by arrows
and vertices that we go through by strings passing through m is a tree (ix*), that satisfies the same property
than in the previous result. Note that it is a weaker condition than in Theorem 3.36, as cyclic walks are
allowed in the full subquiver of () mentioned previously. If so, then there must be an arrow v, in each walk

w such that s(a,) # t(y,) and there are no strings passing through m supported at cv,,.
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3.2.2 Background

3.2.2.1 Gentle algebras and representations

A quiver Q) is a 4-tuple of the form (Qo, @1, s,t) where Q) is the set of vertices, Q1 is the set of arrows and
s,t: Q1 —> Qo are respectively source and target functions. A quiver is called finite it #Qq, #Q1 < 0.
Throughout this article we will suppose that all the quivers we will work with are finite and connected. A
path of @ is a finite sequence of arrows a, s, ..., a, € Q1 such that s(a;41) = t(a;). We will write
P = o, ...aq for a path, and for g € Qo, e, for the lazy path at the vertex g, that is the path staying at ¢
without following any arrow. The length of the path p is the number of arrows in it.

Let K be a field. Throughout this article, we will suppose that K is algebraically closed. This is a restriction
we need to use the main result of (Garver et al., 2023). They need it because some of their arguments rely
on algebraic geometry. The path algebra denoted K() is the K-vector space having as a basis all the paths
in the quiver @, together with multiplication given by concatenation of paths. For [ > 0, let denote K(Q); the
ideal of K() generated by paths of () of length at least [. An admissible ideal I of K() is an ideal such that :
IN >0/ KQsn € I € KQso.

Definition 3.38. A gentle algebra is a quotient algebra KQ/I where :
* () is a quiver such that there are at most two incoming arrows and at most two outgoing arrows at each
vertex.
[ is an admissible ideal generated by some paths of length 2 such that for every arrow « € 1 there
exists :
* at most one arrow [3 such that s(«) = ¢(f) and af € [ ;
* at most one arrow ~y such that s(v) = t(«) and ya € I ;
* at most one arrow 3’ such that s(«) =¢(8") and o8’ ¢ I ;
* at most one arrow 7’ such that s(y’) = t(«) and v’ ¢ I.

We will denote a gentle quiver by Q = (Q, ) a quiver together with an ideal such that the algebra KQ :=
KQ/I is gentle.

Example 3.39. Here is a gentle quiver. We will use the convention to represent elements generating the

admissible ideal by dashed lines in a gentle quiver. They are all the paths of length two that are in 1.
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In this example I = (af, gb, cg, ed) and so KQ is the gentle algebra associated to Q generated as basis by :
* lazy paths : e, es, .. ., es;
e arrows : a, b, ..., g;
e paths of length 2 : cd, eg, gf, ab;

* paths of length 3 : eg f. _

Remark 3.40. We can note that K(Q) (and KQ) is graded by the length of the paths.

Let Q = (Q, ) be a gentle quiver. A representation of Q (over K) is a pair X = ((X{)g4e00, (Xa)aeQ,)
where X is a finite-dimensional K-vector space for each ¢ € Q9 and X, : X (o) — Xj(q) is a K-linear
function for each o € @1 such that if a8 € I then X, - X3 = 0. We can understand this construction as
placing a K-vector space on each vertex ¢ and a K-linear transformation on each arrow « in Q. We write
dim(X) = (dim(Xy))geq, the dimension vector of X.

A morphism ¢ between two representations X and Y is a tuple of K-linear transformations (¢, )qeq, Where
¢q + Xg — Y, for each g € Qo such that, for all « € Q1, Yoady(a) = Gi(a)Xa- We can have in mind the

following commutative square to understand the previous condition.

Xa
Xs(a) Xi(a)
§¢s(a) O §¢t(o¢)

v V. v
Yi(a) Yi(a)

Let X and Y be two representations of Q. Write X 2 Y whenever X and Y are isomorphic. Denote X & Y
the direct sum of representations X and Y . A representation M # 0 is called indecomposable if X ~ 0 or
Y 20, whenever M 2 X @Y.

Let rep(Q) denote the category of (finite-dimensional) representations of Q.
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Theorem 3.41. There is an equivalence of categories between rep(Q) and the category of modules over

Ko.

For more details, see for example (Assem et al., 2006, Theorem 1.6 p72).

From now to the end of this subsection, we will recall the combinatorial description of the indecomposable

representations of a gentle algebra. With this in mind, we need to introduce some more tools.

Definition 3.42. A string of Q is a finite sequence p = o;* ... o' with oy € Q1 forall i € {1,...,k} and

g; € {+1} such that :

* by defining s(a!) = t(a) and t(a™!) = s(«) for any o € Qy, we have, forall i € {1,...,k -1},
s(a5it) =t(ash);

e ifeg;=¢jp1=1,then o104 ¢ I;i1f e, =541 = -1, then i1 ¢ 1

o pisreduced: forie {1,... . k—1},ife;e;41 = —1, then oy # v41.

In particular, we can notice that a path is a string.

We write {(p) := k for the length of the string, s(p) = s(aj') and t(p) := t(co;*). We denote Suppg(p)
the vertex support of p which is the set of vertices {s(af"),t(a7"),t(a5?),...,t(a;*)}, and Supp, (p) the
arrow support of p which is the set of arrows {«y, ..., a}.

A substring of p is a string of the form oz;j ..o  with 1 <4 < j <k, or alazy path e, for ¢ € Suppy(p). For
all strings p, we identify p and p~!. Note that this identification is on purpose of Theorem 3.51. A string p of
Q is said to be maximal if there is no arrow a € Q1 such that any of the following ap, a1 p, pa or pa~ is
a string.

We can understand a string as a (reduced) walk in Q such that we can follow a sequence of arrows (of the
form a € Q1) and inverse arrows (of the form o™ with o € Q1) avoiding consecutive steps that belong to the

1 1

ideal I and successive steps aa™" or a” " a.

Example 3.43. Let us take the following (gentle) quiver Q = (Q, I).
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I -— 7T——10
\ c /
\ e f _‘//
b / \

| 6 |

\ /

\ /

g h
8 9

Ya or a™teef~1i™! = p~! and we can check

By following the bold arrows, we read the string p = ife ‘¢
that it satisfies the previous conditions of the definition. We have I(p) = 5, Suppy(p) = {1,2,4,5,6,7} and
Supp;(p) = {a,c,e, f,i}. The substrings of p are :

* lazy paths : e, for g € Suppy(p);

e arrows : Supp;(p);

« strings of length 2 : i f, fe !, ce, a”'c;

« strings of length 3 : ife™!, cef™t, a~lce;
o ofr] R | 1.1,
strings of length 4 : ife ™" ¢, fe "¢ 'a;
* strings of length 5 : p.
In addition, we can see that p is a maximal string of Q : we can neither concatenate any arrow of Q to p at

the vertex 1 (as a is the only one arrow incident to 1) nor at the vertex 5 (as di € I).

More visually, we can draw the same string as follows.

Note that by convention arrows always point downwards.
We can choose not to represent the arrows and only keep the sequence of vertices that the string is passing
through if there is no ambiguity about the arrows that we have to keep track of, like in this example. _
Definition 3.44. A string representation M (p) of Q is a representation in rep(Q) defined as follows :

* Letvg = s(aj') and forallie {1,...,k}, v; = t(cg);

* For q € Qo, M(p), is the vector space having as basis {z; | v; = ¢}, where the z; are formal elements ;
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* For B e Q1, M(p)s: M(p)sz) —> M(p)y(p) is the linear transformation such that :

Tio1 ifa; =fande; = -1
M(p)p(xi) = {21 ifirr=PBand e =1
0 otherwise

Example 3.45. Consider the following gentle quiver.

_I

Remark 3.46. We can understand the construction in a more combinatorial way. To get the string represen-
tation M (p) associated to a string p, we draw the string as Example 3.43, then we can replace each vertex

of the string by z; and finally each arrow defines the direction of the linear map that we will get.

1 —> Ty — ~ x4+ 3
1
N T - (fﬁl)—>0 \(Q\UQ’_%)/—)IZHW (z3)
2 d 2 xZ9 d T4 I:I:| 21 x4 —> 0
N A N L o] -7 =~ o1
3 3 K K2 K
0>« ~ T10]

More efficiently, we can prefer to replace each vertex by a copy of the field K and each arrow by an identity

map.
Definition 3.47. A band of Q is a non-lazy string w such that :
* s(w) =t(w);
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e foralli>1,w =w...wisastring of Q;
——
% times
* w is primitive : w is not a power of any shorter substring.

Two bands of Q, w and w’, are said to be cyclically equivalent, denoted w ~cyc W’ if we can obtain w’ from

w by applying a cyclic permutation to the arrows which define w.

Definition 3.48. Let w = o;* ... o' be aband of Q. Let 0 # A € K and an integer d > 0. A band represen-
tation M (w, \,d) of Q is a representation defined as follows :
* letvg = s(aj') andforie{l,...,k-1},v; =t(aj");
« for all vertices q € Qo, M (w, A, d), is the vector space having as basis {xgl), ... ,xlgd) | v; = q} where
the CL‘l(-j ) are formal elements ;

* for all arrows v € Q1, M (w, A, d) is the linear transformation defined as follows :

29 ify=q;forl<i<k, 1<j<dande; =-1
ALeO) 4 Ut ify=agfori=0, 1<j<dande=-1
A‘lx,(ﬁ)l ify=qifori=0, j=dandeg = -1
M (w, A, d)(29) = 29 ify =i forl<i<k-1,1<j<dande; =1
)\a:(()j)+m8j+1) ify=apfori=k-1,1<j<dandeg =1
)\:E(()d) ify=apfori=k-1, j=dandeg =1
0 otherwise

Example 3.49. Consider the following gentle quiver.

The string p = b'¢"'da is a band of Q. For 0 #+ A € K and d > 0, the representation M (p, \, d) is isomorphic

to the following representation :

Iq
[0]//’ > J014]
Hgd E§2d Hgd
[ 0 \]\ __ - "la0]

Jg(A™h)

where Jz (A1) is the following Jordan block :
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)\—1

_I

Remark 3.50. Like string representations, we can understand the construction of a band representation by
replacing each vertex of the band with a copy of K? and each arrow with an identity map or a linear trans-

formation associated to a Jordan block J3(\) or Jz(A™!). However, we identify the first and the last vector

spaces.

Kd

Now we can state the following theorem that gives us the classification of all indecomposable representations

of a gentle quiver.

Theorem 3.51 ((Butler et Ringel, 1987)). Let K be an algebraically closed field and Q = (Q,1) a gentle
quiver. Any indecomposable representation of Q is a string or a band representation of Q. Moreover :

* A string representation is not isomorphic to a band representation ;

» M(p) is isomorphic to M (p') if and only if p' = p*';

* M(w,\,d) is isomorphic to M (w',X',d") if and only if d = d' and either w ~cyc W' and X = X' or

W~y w and X7 = N

Remark that M.C.R. Butler and C.M. Ringel provide a classification of indecomposable modules over an
arbitrary field. However, for simplicity, we restrict to the case that the field is algebraically closed which is

the relevant case for us.

Moreover, we also have a good understanding of the morphisms between two string representations of Q.

We just need the following notions.
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Definition 3.52. Let p = of* ... af" a string of Q. A substring o = ozjj ...a;" of pis said to be on the top
of pifi=1ore;_1 =-1,and j = k or ;.1 = 1. Analogically o is said to be at the bottom of pif i =1 or

Ei-1 = 1, andj =kor Ej¥1 = -1.

We can more easily understand these definitions thanks to the visual representation (mentioned in Example

3.43) of the string p.
o
Oli—l/ NN o= \aj+1 p o~ - O \ / [ e e e .
p= =
o~~~ o o~~~ o Qi1 AAAAA~ Qi+l
o

On the left, we have a representation of a substring o on the top of p, and on the right a representation of a

substring ¢ at the bottom of p. Parts in parentheses are optional.

Proposition 3.53 ((Crawley-Boevey, 1989)). Let p and p’ be two strings of Q. Then Hom(M (p), M (p"))

K#e:#" ywhere [p, p'] is the set of couples (o,0") such that the substring o is on the top of p, the substring

o' is at the bottom of p' and o' = o*".

Example 3.54. Consider the following gentle quiver.

QO = 1—%s49gnb _3_c¢ 4

Let X and Y be the following representations.

)L
X = K2 DOL/K\\ 0 K2 o ! K2

1
Y==K H/i{?\io” K 0

We can decompose them as a sum of indecomposable representations using string representations of Q.
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X = M(er)® M(a)® M(c)? Y = M(a)® M(b)

We describe Hom(X,Y") by :

e Hom(M(e1),M(a)) = 0 because e; is the only substring of e; (as e is lazy) and e; is not at the
bottom of a ;

* Hom(M(e1), M (b)) = 0 because e; is not a substring of b;

* Hom(M(a),M(a)) = Ka as a is the only substring of a which is both on the top and at the bottom
of a;

* Hom(M(a),M(b)) = 0 because the only substring of both a and b, es, is neither on the top of a nor
at the bottom of b;

* Hom(M (c), M (a)) = 0 because there is no substring of both ¢ and a;

* Hom(M(c), M (b)) = 0 because the only substring of both b and ¢, es, is not on the top of c.

Thus Hom(X,Y") ~ K and the only type of morphisms in this set is of the form

K2 L K N K2 K2 _ X
T 0 0
v ¥ v v
K K2 0 =Y
1 N - _ /[0 1]
0
with k € K. |

These kinds of morphisms between representations are called graph maps. They provide a basis for the
morphisms between string representations. However, morphisms exist between band representations that are
not linear combinations of graph maps. We do not need to go into more precise statements to describe all
the morphisms between band representations in this article, but if the reader is interested, we can refer to

(Krause, 1988).

3.2.2.2 Jordan recoverability and canonical Jordan recoverability

Let Q = (Q,I) be a gentle quiver and X € rep(Q). A nilpotent endomorphism N : X — X is an

endomorphism such that N* = 0 for some integer k > 0. We can remark that N is nilpotent if and only if Ny
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is a nilpotent linear morphism for all g € Q. Let NEnd(X') denote the set of nilpotent endomorphisms of X.
An integer partition of n is a finite weakly decreasing sequence A = (A1, Ao, ..., \;) of strictly positive
integers such that A1 + -+ + A\ = n. The size of an integer partition A is |A| = A1 + --- + . We write A - n
when A is a partition of n.

Let dim(X') = (dg)qeq,- For any N € NEnd(X'), we can consider the Jordan form of N, at each vertex gq. It
induces a sequence of partitions A? - d,. Hence (A?),e0, can be considered as the Jordan form data of N.
We will denote it JF(IV).

The dominance order over partitions of an integer n is defined by : for any A and u partitions of n, A < p if
Al +...+ A< pp+...+ pyg foreach k > 1 where we add zero parts to A and p if necessary. We extend this
order to any p-tuple of partitions as follows. For A = (A!,..., \P) and W= (u}, ..., uP) such that A" and p*

are partitions of m;, we say that A <y forall i € {1,...,p} X<l

A. Garver, R. Patrias, and H. Thomas proved the following statement.

Theorem 3.55 ((Garver et al., 2023)). Let A be a finite-dimensional algebra over an algebraically closed
field K and X be a finite-dimensional (left) module over A. Then the set of nilpotent endomorphisms of X,
NEnd(X), is an irreducible algebraic variety. Furthermore, there is a maximum value of JF on NEnd(X')

and it is attained on a dense open set of NEnd(X')

As we work with tools that are satisfying exactly the hypotheses of the previous theorem, we can define
GenJF(X) the generic Jordan form data of X as this maximal value of JF on NEnd(X).

For more details about this result, see (Garver et al., 2023, Section 2.2).

Definition 3.56. A subcategory % of rep(Q) is called Jordan recoverable if, for any tuple of partitions \,

there is at most a unique (up to isomorphism) X € % such that GenJF(X) = A.

We can have another look at the Example 3.31 to see in a simple case how it works. As we understand from
this example, rep(Q) is not Jordan recoverable in general. A question that naturally arises is to determine

which subcategories € of rep(Q) satisfy this property.

In the first instance, any subcategory with the property that the dimension vectors of its indecomposable
representations are linearly independent is Jordan recoverable. For such subcategories, we can recover X

from its dimension vector dim(X).
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As we are interested in this kind of subcategory, let g ,, be the subcategory additively generated by all
the indecomposable representations X of © which are supported at the vertex m (that is to say such that

dim X, > 1).

Example 3.57. Let us take the following gentle quiver Q :

0 0 0
R R T
K—0<-0 K-—K~<—0 K —K<—-K
K
P1= 1[\\
\
K—K-<—0

Let X =S¢ @ Ib® R°® P{. Let N = (Ny, Na, N3, Ny) € NEnd(X).

Kd

~..

[O(h+c)><d Id] ~

~

h I
N b
a+b+c+d [OGX(b+c+d) Ib+v+d] bte+d N \ [O(c+d)xb] b

Ny Ny Ny i Ny

Ka+6+c+d Kb%c+d Kb

[Oax(b+c+d)1b+c+d] //[ Iy, ]
-

O(c+d)xb
[O(b+c)><d Id] - ’
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Let (1,...,Tqspscrq) be a basis of X; = K**+d By the linear tranformations defining X, we can
consider (Zai1,-.. Tasbserd) as a basis of Xo = K (24,1,...,24,3) as a basis of X3 = K’ and
(Tasbretls-- > Tarbresd) as a basis of Xy = K<, Using the commutative square relations that N1, Na, N3
and N4 have to satisfy, we get :

e No(x;) = [Oax(b+c+d) Ib+c+d] Ny(x;) forallie{a+1,...,a+b+c+d};

o N3(x;) = No(x;) forallie{a+1,...,a+b};

o Ny(x;) = [0(b+c)xd Id] No(x;) forallie {a+b+c+1,...,a+b+c+d}.

We deduce that once we define /N1 we define the nilpotent endormorphism N. Let us take /N7 defined by :

rioq for2<i<a+b+c+d
Nl(:c,-): )
0 fori=1

We can see that Ny allows us to define N € NEnd(X') and :
JF(N)=((a+b+c+d),(b+c+d),(c),(d))

Moreover N is a nilpotent endomorphism that attained the maximal element (with respect to <I) of NEnd(X')

that we can have. Hence, by (Garver et al., 2023, Theorem 2.3), we can conclude that
GenJF(X)=((a+b+c+d),(b+c+d),(c),(d))

It is easy to see that we can recover X from GenJF(X) just by the fact that from dim(X) we can already

recover the representation in 6g 1. Thus € ; is Jordan recoverable. _|

However we can ask ourselves in general how we can recover X from its generic Jordan form data.
Suppose that A = GenJF(X) = (A?)4eq,. From that we get a tuple d, = |\, the dimension of the vector
space X, at each vertex g. Let Y, be a vector space of dimension d, and N, a nilpotent endomorphism of Y,

with Jordan blocks size given by A9,

Let rep(Q, A) be the representations Y = ((Y;)geQo, (Ya)ae@, ) such that the Y, are defined as above and

N = (Nq)quO define a nilpotent endomorphism of Y. (Garver et al., 2023) show that, under some conditions,
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rep(Q, \) is an irreducible variety and then they deduce that there exists a dense open set O c rep(Q, \) such
that for any representation in O, the dimension vectors of the indecomposable summands are well-defined.

However, in our general case, this statement does not hold.

Example 3.58. Let Q be the Kronecker quiver.

1 2
_—

LetY erep(Q,A=((1),(1))). So Y is of the following form

with Y, : x — kiz and Yy : © — kox and k1, ko € K.

Hence Y is isomorphic to one of the following isomorphism classes :

0 0
K K K K K K (aeK)
0 1 @

with each distinct value of o giving rise to a distinct isomorphism class of representations from Theorem

3.51.

More concretly :
* one isomorphism class is given by taking k; =0 and kg = 0;
* another one by taking k1 = 0 and k2 # O : it corresponds to take k1 = 0 and k9 = 1 up to isomorphism;
» for each specific value of «v, we have an isomorphism class by taking k2 = ak; (if o = 0, we put k2 = 0)
and k; # 0 : it corresponds to take k1 = 1 and k2 = « up to isomorphism.

None of those classes gives a dense set in rep(Q, \). Thus there is no generic choice of a representation

which have a generic Jordan form ((1),(1)). _

All is not lost. Depending on the tuple of partitions A and the gentle quiver we study, we can still have a
generic choice of a representation Y € rep(Q). One of the purposes of this article is to prove, by studying a

specific kind of subcategories, and under some conditions on the quiver, we still have this property.
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Definition 3.59. A subcategory % of rep(Q) is said to be canonically Jordan recoverable if, for any X € %,
there exists a dense open set O c rep(Q, GenJF(X)) such that all the representations in O are isomorphic

to X.

Note that to have canonical Jordan recoverability we need Jordan recoverability. However, canonical Jordan

recoverability is a more restrictive condition (see Example 3.32)

Example 3.60. Let Q = (Q, I) be the following gentle quiver.

1—4+2—> -3
We have 6o o = add(Is, S2, P>) where :
Iy = K—l/>K\—>O,SQ: 0—~K———=0,P= 0—/>K\—1>K

Let X = I @ S @ P§ € €g .

Let N = (N1, N2, N3) a generic nilpotent endomorphism.

K¢ - Ka+b+c ~ K¢
i Xa : Xp
Ny ‘ Ny PNy
: vV ;
Y X N

By direct calculation, inspired by Example 3.33, we get

GenJF(X) = ((a),(a+b+c¢),(c)).

Let Y € €g 2 such that GenJF(Y") = GenJF(X). Clearly we can recover the vector spaces that we have at
each vertex. By linear independence of dimension vectors of indecomposable representations that generate

% 0,2, and by the following
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a
dim(Y) =|a+b+c|=axdim(lz) +bx dim(S2) + ¢ x dim(/%)

c

we can conclude that Y = I§ @ S5 @ P§. That is why %  is Jordan recoverable.

We will prove now that ¢ 2 is canonically Jordan recoverable. Let us take a generic nilpotent endomorphism
of the form A = ((a), (a +b+c¢),(c)), N = (N1, N2, N3). By the dimension vector we can extract from A,

we can assure that Y is of the form

—

~ a o /a+b+c\ N c
Y~ K . K ﬁY/g K
with Yy, Y3 still to find.
Let (z1,..-,%a), (Y1,-- -, Yarbsre) and (z1,. .., 2.) be adapted bases for the respective nilpotent endormor-

phisms Ny, Ny and N3 associated to each vector space Y1, Ys and Ys.
By commutativity relations, we have :
* Y, is completely defined by the image of z; ;

* Yo (x1) € Ker(N%), which means

Yo(21) = a1y1spie + - - - + QqYaipie for a; e Kfor 1 <i<a;

* As Y, has to be chosen generically, we have a; # 0 and Y, is injective ;
* Y3 is completely defined by the image of y ;

* Yg(y1) = Biz1 + ...+ Beze with B e Kfor 1 < j <c;

* As Y} has to be chosen generically, we have 31 # 0 and Y} is surjective ;

* The relation Y o Y,, = 0 is satisfied for free.

The following diagram sums up the previous points.
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Y Ys Y3

e i
Ny Eo s
Yo— =~~~ =z
LCEE I
N2 | N3

Y1+c 0

Hence we conclude that Y = I§ @ S5 @ P§ = X.

Thus €g o is canonically Jordan recoverable. |

Remark 3.61. It is surprising to see that from any generic Jordan form we can get in the last example, we
can recover the representation. Moreover, the fact that the relation (Y3Y,, = 0) is obtained automatically from
generic choices of morphisms is noteworthy. The reader is invited to have another look at the remarks done

below Example 3.33.

Remark 3.62. We can also take notice that if we add an arrow  between 1 and 3 whatever its orientation
and relations that we could add, then we lose the fact that € o is canonically Jordan recoverable. More

explicitly, let us take the following quiver.
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The subcategory € 2 is Jordan recoverable as the dimension vectors of the indecomposable objects (/2, P>
and S7) are linearly independant. Note that if we take X = IS @ SS ® Pg then we have GenJF(X) =
((a),(a+b+c),(c)).

However, by taking X = Iy @ P, there is no generic choice in rep(Q, ((1),(2), (1)). After some calculus,

we note that we have two isomorphism classes which come naturally from generic restrictions :

We have X; ~ X £ X5. So we conclude that there is no dense open set O in rep(Q, ((1),(2), (1)) such that

any representation Y is isomorphic to X. Hence %g 2 is not canonically Jordan recoverable.

Now we introduce the following remarkable notion.

Definition 3.63. A minuscule vertex m € Qg of Q is a vertex such that, for any indecomposable representa-

tion X € rep(Q), we have dim(X,,,) < 1.

For gentle algebras, we can characterize minuscule vertices using combinatorial tools introduced at the end

of the previous subsection.

Proposition 3.64. Let Q = (Q, 1) be a gentle algebra. A vertex m € Qg is minuscule if and only if each

string of Q passes through m at most once.

Proof. This is a trivial consequence of the definition above and Theorem 3.51. m
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Example 3.65. Consider the following gentle quiver.

The string p = a5~ is the only maximal string of Q and all the strings of Q are substrings of p. Hence 1

and 3 are minuscule vertices of Q, but 2 is not. |

The fact that a vertex m is minuscule seems to be a crucial criterion to get the subcategory ¢, to be

canonically Jordan recoverable. The following recent result highlights this fact.

Theorem 3.66 ((Garver et al., 2023, Theorem 1.3)). If Q) is a Dynkin quiver and m is a minuscule vertex,

then 6 m is canonically Jordan recoverable.

It seems that m has to be minuscule if we want to have canonical Jordan recoverability or Jordan recovera-
bility of ¢, ; we will notice this point at the beginning of the proof (see Remark 3.74). However, in our

gentle case, this condition is not sufficient.

Example 3.67. Let us take again the gentle quiver from the previous example.

For any vertex m € {1, 2,3}, we have the following indecomposable representations that are in €g ,.

We can easily check that GenJF(X) = GenJF(Y') = ((1),(1),(1)) and consequently €g ,, is not Jordan

recoverable, even though 1 and 3 are minuscule. _

Let us see a less trivial example.

Example 3.68. Consider the following gentle quiver.
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_ 2 2
X =K 0 0 K _1] K K
1 0
=M(1) L0 [0 1]
1 a
N\
=M 2 c 2 c
IR
3 3
and
P < T~ N 0 )
Y=(K———K K )
1
1 a
\
M 2
\C
3
then we get GenJF(X) = GenJF(Y') = ((2),(2),(2)). J

From these last examples, it could seem that we have to work with a special kind of quivers to get what
we want, those which have only minuscule vertices. However it is more complicated than that. We can have
gentle quivers with only minuscule vertices but with some €g ,, which are still neither canonically Jordan

recoverable (as we already saw in Remark 3.62) nor Jordan recoverable.

Example 3.69. Let us take again the quiver of Example 3.57.



We can check that all the vertices of Q are minuscule.

We can easily see that 6 3 and g 4 are (canonically) Jordan recoverable for the same reasons that €g 1
is. However, surprisingly, g » is not Jordan recoverable, even if 2 is a minuscule vertex and Q is derived

equivalent to an A4-Dynkin type quiver. Indeed with these two following representations in 6g o :

2 b 1 1 3 3
e X=M| N JeM| \" |eM| \" x4 |JoM| \° |;
4 2 2 2

1

a

e X'=M \2 @M(2)@M(1\“ /3)@M(3\C )
) N 2 o)

we get GenJF(X) = GenJF(X') = ((2),(3,1),(2),(1)). _

3.23 Proof of the main results

We recall and reformulate the main results that we will prove.
Theorem 3.70. Let Q = (Q,I) be a finite connected gentle quiver and m € Qo. The subcategory 6oy, is
canonically Jordan recoverable if and only if m satisfies the following conditions :

(i) For any pair of strings p and v passing through m, there is no arrow « € Q1 such that « ¢ Supp;(p) U
Supp; (v), s(a) € Suppy(p) and t(r) € Suppy(v);

(i1) At least one of the two following conditions :

(a) There is at most one arrow o € Q1 such that s(«) = m, and there is at most one arrow [ € Q1

such that t(3) = m; if « and [ both exist then a3 € I ;

(b) There is at most one string of Q maximal by inclusion and passing through m.

Theorem 3.71. Let Q = (Q,I) be a finite connected gentle quiver and m € Qo. The subcategory €g n, is

Jordan recoverable if and only if m satisfies the point (ii) of Theorem 3.70 and :

(ix) The strings that start at m are uniquely determined by their endpoint.

3.2.3.1 Proof of Theorem 3.36

To begin with, we will prove the following little lemma.

Lemma 3.72. Let m be a vertex of the quiver Q. We have the following assertions :

o If m satisfies (i) then m satisfies (ix);
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o If m satisfies (i*) then m satisfies the following :
(o) Any string passing through m passes through any vertex of Q at most once.

o If m satisfies (0) then m is minuscule.
Remark 3.73. The condition (o) prevents, in particular, the existence of bands passing through m.

Proof. Let us prove first that () implies (i*) by proving the contrapositive. Let us assume that m does
not satisfy (i*).

By hypothesis, there exist p and v two distinct strings such that s(v) = s(p) = m and t(v) = t(p). In the
set S of such pairs of strings (p, ), let us consider a pair (pg, ) € S minimal with respect to the sum

of the lengths of the strings. Up to exchanging the role of py and v, we can assume that £(pg) < £(vp).

First we can note that 1y cannot be a lazy path. Next, by construction of our strings, there exist an arrow
a, ¢ € {1} and a substring " such that vy = o°v" and « ¢ Supp;(v") U Supp;(po); else we could
construct a substring o of pg such that (o, ") € S — which leads us to a contradiction.

Thus pg and v/’ are two strings such that there is an arrow « which satisfies :
* s(a®) =t(v'), and so s(a®) € Suppy (V') ;
* t(a®) = t(po) and consequently t(a°) € Suppy(po);
* a ¢ Supp; (v') U Supp; (po).

We can conclude that m does not satisfy (7).

Secondly we show that (i*) implies (o) by proving the contrapositive. Let us assume that m does not
satisfy (o).

Then there exists a string p passing through m and passing through a vertex at least twice. Let 7" be the
set of such strings. We can consider a string 1o minimal by inclusion in 7". By hypothesis, i is not lazy
and there is only one vertex in ()¢ which g is passing through at least twice. Up to replacing pg by its
inverse, we can affirm this vertex is ¢(ug) and pg is passing through it exactly twice.

Let us construct two distinct strings p and v such that s(p) = s(v) = m and t(p) = t(v) from py. We

have to distinguish the following cases :
o if s(up) =m =t(uo) : we can take p = e,, and v = g ;
e if s(up) =m # t(uo) : we can consider p to be the substring of 1o minimal by inclusion such that

s(p) =mand t(p) = t(po), and v = o ;
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o if s(uo) #m # t(po) : hence s(uo) = (o) ! That is why we can write 1o = pv~! where p and v

are two strings satisfying what we want.

Thus m does not satisfy (ix).

Finally (o) implies minusculeness by using Proposition 3.64. m

Corollary 3.74. Theorem 3.71 implies that m must be minuscule in order to get €g , Jordan recoverable.

Remark 3.75. We already saw that is not sufficient (see Remark 3.62 or Example 3.69).

Now let us prove the main theorem. First we show that these conditions are sufficient.

Proposition 3.76. Let m be a vertex of Q satisfying (i) and (ii)(b). Then €g, is canonically Jordan

recoverable.

Proof. Let m be as supposed. By (i), which implies (o) by the previous lemma, and the finiteness of
Q, there exists at least one string maximal by inclusion in the set of strings that pass through m. By

(i7)(b), it is unique.

Let p be the obtained string. If p is e,,, it means that @ ~ A; and we conclude easily. If £(p) > 0, we

can consider the (gentle) quiver R = (R, J) with :

* Ro = Suppy(p) and Ry = Supp; (p):

e 0,7: Ry — Ry the source and target functions which coincide with s and t on Ry c Q1 ;

o J={0}.
By construction R is a A,-Dynkin type quiver (where n = ¢(p) + 1) and by (i), for any arrow « €
Q1 ~ Supp;(p), we get s(a) ¢ Suppg(p) or t(c) ¢ Suppy(p), and therefore, for any X € €gm,
Xg(a) = 00r Xy(4) = 0. So X, is a zero-morphism. Thus any Y € rep(Q) such that dim(Y’) = dim(X)
has to satisfy Y, = 0. Such an observation allows us to say that we only have to focus on what is going
oninR.
Then to know if €g ,, is canonically Jordan recoverable amounts to knowing if 6% ,, is. By Theorem

3.66, we can conclude that €g ,, is canonically Jordan recoverable. m

Lemma 3.77. Let m be a vertex of Q satisfying (ii)(a). Let Xo(m) be the set of all the strings of Q that

pass through m. Then for any string p € Yo(m), s(p) =m or s(p~t) = m.
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Proof. This follows immediately from the hypotheses. m

Proposition 3.78. Let m be a vertex of Q satisfying (i+) and (it)(a). Then for any X € €g m, GenJF(X) =
((dim X4))geq,- That is to say, the Jordan form of a generic nilpotent endomorphism of X at each vertex

consists of a single block.

Proof. Let m be as supposed. By the previous lemma, we get that any string of Xo(m), up to inverse,

starts at m and can be identified by its ending vertex.

Now we will define a total order on ¥ o (m). This order was first introduced by Sheila Brenner (Brenner,
1986) and then reformulated and used in particular by Jan Schroér in his thesis (Schroér, 1998). Let
p=ogf...oftandv = G7 ... Bfl be two strings of X o(m). If ay = 1, let j be the maximal integer
such that a; = §; for all 1 < ¢ < j; otherwise put j = 0. We will say that i < v if and only if :

e if j <min(k,p) thenej,; = -1and 41 = 1;

e ifj=k<pthen§;q=1;

e if j=p<k,thene;;q =-1;

corifj=p==k.

We can have in mind the following drawing.

Iu @ AAAAAAA
ad ol Al
J 1 e
AR g
m o B oy ay' <v
&1
v °

We can easily check that we have a total order relation.

By Theorem 3.51, any string of X g(m) corresponds to an indecomposable representation of €g ,,, and
vice-versa. Moreover, by (i*), for any pair of strings p, v € ¥g(m) such that & < v, there is a unique
common substring ajj---ozil which is at the bottom of 1 and on the top of v.

Such observations allow us to define a relation < on indecomposable representations of € ,, as follows :

for any pair of indecomposable representations X,Y € €g ,,,, we have X <Y if and only if there exists
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a non-zero morphism from Y to X. Then p < v if and only if M () < M(v) as the only non-zero
morphism (up to a scalar) from M (v) to M () corresponds to the substring ajj --a*, by Proposition
3.53. Indeed we note that ajj -~ is the unique common substring, maximal by inclusion, of x and v
as a direct consequence of Lemma 3.77. As a result, we translate the total order on strings of ¥Xo(m) to

a total order on indecomposable representations of €g .

By (i%), X¥o(m) is a finite set and so is the isomorphism classes of indecomposable representations in
Com- Let X(d) < ... < X(1) be the indecomposable representations contained in €g ,,,. Consider a

decomposition of X = ((Xq)geos (Xa)aec,) € €o,m as a sum of string modules

d
X = EleX(i)‘si

with 0; € Zyq for 1 < ¢ < d. We choose a basis for each X, adapted to this decomposition, so that the
maps X, are given by matrices with at most one non-zero entry in each row or column, and all the
non-zero entries are equal to 1. Note that this implies that the chosen basis of each X, can be identified
with a subset of the basis of X,,.

We now define an order on the basis of X,,, (and thus by restriction on the basis of each X ). Each basis
element belongs to a particular string in the string decomposition. Then we fix a total order extending
the total order < we already defined on strings. In other words, the basis elements of X,,, corresponding
to X (4) are s, . +6, 1+1, - - - » L5, +..+8;_, +6;- By our definition of the order <, we observe that the basis
of X, consists of Ts,+ 15, ,+1,--- s T8y 4. 455 for some 1 <7< j<d.

Let us consider the following linear transformations at each vertex ¢, inspired by Example 3.57 :

Tr_1 if0 +-4+0;_1+2<k<d+-+0;
Ny(ap) =11 0 i1 1 j
otherwise.

and we define N, = 0 if X, = 0.

By construction, if N = (/N,) is a well-defined endomorphism, then it is nilpotent. Let us check that N

is an endomorphism of X. So we want to prove that for any a € 1,
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(O) : X&Ns(a) = Nt(oc)XOé

Let a € 1. We can note that if X,y = 0 or Xy, = 0 then (o) is automatically satisfied. Suppose
that X,(4) # 0 and X,y # 0. So there is a pair of strings y,v € Xg(m) such that t(u) = s(a)
and t(v) = t(«). As any string of ¥o(m) is characterized by its ending vertex, then we have either

(A):p=atvor (B):v=ap.

(4) (B)

K (6] B [0
m ta) S s(a) m o s(a)  t(a)
0 v

In either configuration we get i < v. Hence, as strings correspond to indecomposable representations, if
Xs(a) is generated by ($51+..,+5i1+1, e Ty bk, ) and if X, ) is generated by (a:51+..,+5i2+1, I ),
then :

* if we are in the configuration (A) : i1 = is < j1 < Jo

¢ otherwise in the configuration (B) : i1 < ig < j1 = j2.
We easily check in each configuration, the square corresponding to the arrow « is commutative. Conse-

quently we get (<) for any «, and we conclude N is a nilpotent endomorphism.

By construction, we easily get that JF(IV) = ((dim(Xy)))geq,- This #Qo-tuple of partitions is the
maximal one (in the sense of < order) that we can attain among all the Jordan forms we can have from
any N' e NEnd(X). Hence GenJF(X) = ((dim(Xy)))qeq, as claimed (see Theorem 3.55 or (Garver
et al., 2023, Section 2.2)). m

The corollary below will be useful to prove Theorem 3.37.

Corollary 3.79. Let m be a vertex of Q satisfying (i*) and (ii)(a). Then €g », is Jordan recoverable.

Proof. By previous proposition, the dimension vectors of the indecomposable representations of € ,

are linearly independent. So we get for free that ¢ ,, is Jordan recoverable. m
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Here we want to establish a stronger result.

Lemma 3.80. Let m be a vertex of Q satisfying (i*) and (ii)(a). Define A : Qo —> Zso U {00} such that

forany qe Qg :

AQ) k  if there exists a string p such that {(p) = k, s(p) =m and t(p) = q
q =

00 otherwise

Then A is well-defined. Moreover for any pair of arrows «, 3 such that fa € I and

A(s(B)) <min(A(¢(8)), A(s(@))), (®)
and for any X € €9, we have :

dlInXS(B) - dlth(/B) + dime(a). (®)

Proof. Let m be as supposed. As m satisfies (i*) by Lemma 3.72, then any string of ¥o(m), up to

inverse, starts at m and is characterized by its ending vertex by Lemma 3.77. So A is well-defined.

Let o, 8 € Q1 such that S € I and (®). Put ¢ = s(8) = t(«). Obviously if A(q) = oo then for any
representation X in €, we have X, = X (o) = X5y = 0 and we conclude &.

Assume that A(q) < oo. There exists a string p, € X o(m) unique by (i*) such that ¢(p,) = ¢. Note that
s(a) and t(3) are not in Suppy(p,) by (®). Then p, does not end by v or 371

By gentleness of Q, Bp, and ™! p, are strings of £o(m). Thus A(s(a)) = A(¢(B)) = A(q) + 1.

t(8)

Moreover, by (i*) we can assert that :

* there is no string v € Xo(m) such that s(«) and ¢(3) are both in Suppy(v) : if such a string

exists, the minimal substring in ¥g(m) passing through s(«) and ¢(5) must end at s(«), or
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t(3), and this raises a contradiction with (i*);
* For any string p such that ¢(3) € Suppy (1) or s(a) € Suppy(pt), then g € Suppg ().

Let us consider 7, (7) = {p € Zg(m) | r € Suppy(p)} for r € Q. Following our previous assertions,

we have 7, (s(a)) N (8(8)) = @ and i (s(@)) U T (£(5)) € Tm(q)-

Let X € 6g,,. Then we can decompose X and write

X= @ Mp)*
peXg(m)

for some d, € Zo for any p € Yg(m). Again thanks to (ix), for any p € Xo(m) and for any r €

Suppy(p), dim M (p), = 1. Thus :

dim X, = Z dy> Z d, + Z d, = dim Xs(a) + dith(g)
pemm (q) pemm (s(e)) pemm (¢(8))

Corollary 3.81. Let m be a vertex of Q satisfying (i) and (ii)(a). For any X € €g m, and for all 5 € Q1
such that A(s(B)) < A(t(B)) then dim X gy > dim Xy (gy. Moreover, for all o € Q1 such that A(t(a)) <
A(s(a)) then dim X,y > dim X4

Proof. This is an obvious consequence of Lemma 3.80. m

Lemma 3.82. Let m be a vertex of Q satisfying (i) and (ii)(a). For any X € €g , and for any a € Q1, we

have X, is injective or surjective.

Proof. Let m be as assumed. Let X € € ,,, and o € Q1. We have to treat two cases.

First assume that there is no string p € ¥ g(m) such that a € Supp; (p). Hence, by (i*), s(«) is not in
the vertex support of any string of ¥g(m), or t(«) is not in the vertex support of any string of X.g(m).

Thus X () = 0 or X;(,) = 0 which implies either way that X, is injective or surjective respectively.

Now assume that there exists a string p € X o(m) such that « € Supp;(p). Using bases adapted to the
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decomposition of X by string modules of o (m) as described in the proof of Proposition 3.78, we can

note that X, is a linear transformation of maximal rank. Hence X, is injective or surjective. m

Lemma 3.83. Let m be a vertex of Q satisfying (i) and (ii)(a). Let X € €g m and A = GenJF(X'). Then
there exists a dense open set ) C rep(Q, \) such that any representation Y € Q has all its maps Y, to be

injective or surjective for any o € Q1.

Proof. Let X and )\ be as assumed. By Proposition 3.78, we have A = ((dim X))4eq,- For ¢ € Qo,
consider Z, = K4im Xa endowed with a fixed nilpotent endomorphism N, of type A7 = (dim X)) for all
q € Qo. We also fix for each Z, an adapted basis to IN,.

To study the set rep(Q, ), we consider representations Y = ((Z4)4eQo, (Ya)ae@,) such that N =
(Ng)qeq, is a well-defined endomorphism. We can show that there exists a dense open set 2 in rep(Q, \)
in which any representation Y, is injective or surjective.

For any a € Q1 :

o if A(s(a)) = 00 or A(t(a)) = oo, then Y, = 0 and either way Y, is injective in the first case or
surjective in the second one. In this case, we define O, = rep(Q, \);

* if A(s(a)) = A(t()) + 1 : by (®) which allows us to assume that Z,,) = K% and Z;5)
K with @ > 0 and b > 0, and by taking (x1,...,2,) and (y1,...,Yass) as adapted bases of
respectively Z, (o) and Z(,) for Ny(q) and Ny, we have Yo (21) = k1y14p + -+ + kaYarp With
k1,...,kq € K. By commutative square relations (¢) : Yo, Ny(q) = Ny(a)Ya that NV have to satisty,
we can deduce a total description of Y, from Y, (xz1). Then, by a generic restriction k; # 0, there
exists a dense open set O, in rep(Q, \) such that Y, is injective.

« if A(t(a)) = A(s(a)) + 1 : by (®) which allows us to assume that Z(,) = K*“ and Z;(5) = K°
with b > 0 and ¢ > 0, and by taking (y1, ..., Yyp+c) and (21, ..., z.) as adapted bases of respectively
Zg(a) and Zy(q) for Ny(oy and Ny(,), we have Yo (y1) = kjz1 + - + kize with &y, ... k[ € K.
Again by commutative square relations (<) that N and Y, have to satisfy, we can deduce a total
description of Yy, from Y, (y1). Then, by a generic restriction k] # 0, there exists a dense open set

O, in rep(Q, \) such that Y, is surjective.

Moreover, for any o, 5 € Q1 such that a3 € I, we have for free that Y, Y3 = 0 thanks to (®). Thus by
taking €2 = Nye, Oa-and by noting from Lemma 3.82 that X € 2 # @, we get our wanted dense open

set. ®

Lemma 3.84. Let m be a vertex of Q satisfying (i) and (ii)(a), and an integer | > 0. Let Y € rep(Q) such
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that for any q € Qo with A(q) > I, we have dim(Y;) = 0, and let p € X.g(m) such that {(p) = L. If there

exists an injective map v : M (p) = Y, then M (p) is a summand of Y .

Proof. Let m, Y, p and [ be as assumed. Let us denote Xg(m)¢ = {p € Xg(m) | £(p) < I}. By
Theorem 3.51 and by hypothesis (i) (which allows us to say that Y has no band representation as a

summand), we can write

Y @ M)

veXg(m)«

where d,, > 0 for any v € YXg(m).

First, if = 0, then Y = M (e,, )¢ and the lemma becomes trivial. From now until the end of the proof,
we will assume that [ > 0.

Let us suppose that there exists an injective map ¢ : M (p) — Y. Then there exists a string v € X o(m)
such that p is at the bottom of v. By definition M (v) is a direct summand of Y. Let us assume that p is
a strict substring of v, i.e. there exists an arrow « such that ap, a~!p, pa or pa~! is a substring of v.
On one hand, as s(p) = m, and by (i)(a), there is no arrow « such that pa or pa™ ! is a string. On the
other hand, if ap is a string, then ¢(v) > ¢(p) + 1 > [l and so A(#(v)) > . Hence we get a contradiction

between the fact that dim Yy, = 0 and the fact that M (v) is a summand of Y.

We conclude that M (p) is a summand of Y. m

Remark 3.85. Under the same conditions over Y, and by dual arguments, we can prove that if there exists a

surjective map 7w : Y - M (p), then M (p) is a summand of Y.

Proposition 3.86. Let m be a vertex of Q satisfying (i) and (ii)(a). Then €g n, is canonically Jordan

recoverable.

Proof. Let g (1) for any integer [ > 0 be the subcategory of €g ,,, additively generated by represen-
tations M (p) such that £(p) < I. We will prove by induction on [ that €g ,,, (1) is canonically Jordan
recoverable. As €g ,, = o, m (lo) for some [y > 0 by finiteness of the set of strings passing through m,

we will be able to conclude.
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It is easy to check that € ,,,(0) = add(S),) is canonically Jordan recoverable : it suffices to note that
for all Y € rep(Q) such that Y; # 0 for ¢ # m, we have Y,, = 0 for all & € )1, as a consequence of (i),

and thus Y = S7, for some a € N.

Now let us assume that for a fixed [ > 0 then g, () is canonically Jordan recoverable. Let X «
€o,m(l+1).First, if X € €g (1), by induction, there exists a dense open set O in rep(Q, GenJF(X))
such that any representation in O is isomorphic to X. Let us assume that X ¢ €g ,,,(1). This implies in
particular that there exists a vertex w € QQy such that A(w) =+ 1 and dim X, > 0.

By the fact that €g ,, (I + 1) ¢ €0 ,m, we saw that GenJF(X) = ((dim X;))g4eq, by Lemma 3.78 and
there exists a dense open set €2 of rep(Q, ((dim X4 ))qeq, ) in Which any representation Y € Q2 we have

Y,, injective or surjective for any « € ()1 by Lemma 3.83.

Let p = o3} be the unique string of ¥o(m) such that s(p) = m and t(p) = w. Let vg = m and
vi = t(a;’) forie {1,...,1+1}. Write § = dim X,,,. Forany i € {0,...,1+ 1}, we consider a sequence
z%l), . ( ) of vectors such that :

¢ we choose z§l+1), ey zé“l) such that it forms a basis of Y, adapted to INV,,.

* recursively, once we have defined zi“l), cevy zé“l) :

e if ;41 = —1, we define z(.i) = am(z(ﬁl)) forall j e {1,...,0}; note that for Y € Q, Y,

Qijy1
“.. 0

is injective and so 2 are linearly independent ;

is surjective ; so there exists a ziz) such that

@) we define z(l) = Ngjl(z?)) for

e elseif €;,1 = 1, we know that for Y € 0, Y,,,

i+1
) +1
Yo, (zll)) (Z ). Hence once we choose such a 2]

O 0

j€{2,...,6}. Again, we can note that z; are linearly independent.

We can define, for ¢ € {0,...,01+ 1}, W,, = (zj(-i) | 1 < j < 6) and for ¢ ¢ Suppy(p), W, = 0. By
construction, we can easily check that for any a € Q1, Yo(Wy(a)) € Wy(a) and more precisely, for
a €Suppy(p), Ya(Wi(a)) = Wi(a)-

Let us consider the following representation W = ((W;) e, (Wa)ae@, ) Where W, are vector spaces
as we defined previously and W, = Y|y, . Then, we can easily verify that W = M (p)° following our
construction.

Thanks to the z§i), we can construct an injective map ¢ : M (p)6 — Y. By applying the previous lemma,

then we can write that for any Y € Q, then Y = M (p)? @ Y’ where dim Y;” = 0.
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By reproducing the same construction for any vertex w such that A(w) = [ + 1 and dim X,, > 0, we

have for any Y € €2,

Y=Zeo ( P M(p)dith(m)

peSq (m)|é(p)=i+1

where Z, = 0 for any g € Qg such that A(q) > [. In addition, we can note that GenJF(Z) = ((dim Z;))geqo -

On the other side, we have :

X2X'@® ( EB M(p)dith(m)

peSq(m)|t(p)=l+1

with X' € g, (1) and thus GenJF(X') = ((dim X))4eq,. We can check easily that GenJF(X') =
GenJF(Z), by the fact that dim(X") = dim(Z).

By induction, as €g ,,, (1) is canonically Jordan recoverable, there exists a dense open set Q' c rep(Q, GenJF(X"))
such that any Z € ' is isomorphic to X".

So there exists a dense open set O c rep(Q, GenJF(X)) such that Y = X.

Hence we conclude that 6o ,, (I + 1) is canonically Jordan recoverable, and finally € ,,, (1) is cano-

nically Jordan recoverable for any integer [ > 0. In particular, g, is canonically Jordan recoverable.

Now we will prove that these conditions are necessary.

We start by showing that if /m does not satisfy (), then g, is not canonically Jordan recoverable.

Proposition 3.87. Let m be a vertex which does not satisfy (i). Then €g r, is not canonically Jordan reco-

verable.

Proof. Let m be as supposed. It means we have p and v two distinct strings passing through m such that
there exists an arrow -y satisfying -y ¢ Supp; (p) U Supp; (v), s(7) € Suppy(p) and t(~y) € Suppy(v).
In such a configuration, if we take the representation X = M (p) & M (v) € 6o m, then X,y and X;(,)

are non-zero vector spaces, and X is a zero map.

Now let us assume that 6o ,, is canonically Jordan recoverable. It implies that there exists an open
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dense set O c rep(Q, GenJF(X)) such that any representation Z in O is isomorphic to X. Thus any
representation Y of rep(Q, GenJF (X)) satisfies Y-, = 0.

By seeking a contradiction, we will construct a representation W € rep(Q, GenJF(X)) such that W, #
0. Let (Wy)4eq, be a collection of vector spaces such that IV, = Y,. For all ¢ € Qo, consider N, be a
nilpotent endomorphism of ¥, admitting a Jordan form given by the partition GenJF (X )¢.

Choose u ¢ Im(Ny(y) and v ¢ Im(Ny(.)). Consider 7 the index such that N;’(_,Yl) (u) # 0 and Nf(w)(u) =
0, and define u; = N*(u) for all i € {0,...,n - 1}. By noting (uo,...,u,-1) is linearly independant,
we can complete the family into a basis (uo, ..., up) of Wy(,y. Similarly, let k be the index such that
Ntk(;l) (v) #0 = Ntk(v)(v), and define v; = N%(v) for all i € {0,...,n7 - 1}. We complete the family

(vo, - - - ,Vg-1) into a basis (v, . .., v,) of Wy(.,y. We can define a linear transformation W, = W) —

Wi () defined by
e in the case where k > 4, we put W, (u;) = vg_p+; if i € {0,...,n -1}, and W, (u;) = 0 otherwise;
e in the case where k <7, we put W, (u;) = v; if i € {0,...,k -1}, and W, (u;) = 0 otherwise.
We can define a representation W as it follows :
o W,=Y,forqgeQo;
o Wy =0for~y#aeQr,and W, be as we defined it above.

By construction, we get that W € rep(Q, GenJF(X)).

We showed above, from our assumption that X was canonically Jordan recoverable, that every Y €

rep(Q, GenJF(X)) has Y, = 0. So we have reached a contradiction. m

Remark 3.88. We recall that if m does not satisfy (i) then we could still have € ,,, Jordan recoverable (see

Remark 3.62).

Finally, we have to prove that if m does not satisfy (i), then €g ,, is not canonically Jordan recoverable.

Here we first need to know the existence of a certain kind of string.

Lemma 3.89. Ler m be a vertex of Q satisfying (o) that does not satisfy (ii). Then there exists a string v

with s(v) = m and three distinct arrows o,y and § such that v, v v and v are strings of Q and 6 € 1.

Proof. Let m be as supposed. Note that none of the arrows incident to m are loops by (o). Since
(i7)(a) is not satisfied, there is no maximal string y such that s(x) = m. By (0), there must be at least

one maximal string passing through m, and since (i7)(b) is not satisfied, there must be more than one.
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Let 1 and p be two such strings. As they both pass through m at least once, we can divide each of them

into two strings — let say 1, o and p1, p2 — such that :
* pu=pgpyand p = papit;
e s(pi) =s(pui)=mfori=1,2.

Note that none of these strings are lazy.
If three of these strings start with different arrows, then by gentleness of Q, there exists o, d,v € Q1

such that ¢(y) = s(0) = s(a®) = m and § € I. Hence, by taking v = e,,, we conclude.

~~~~~—— 0 @ ~ o~~~
m

a

Otherwise, among those strings, there exist at least two strings, say p; and pi, that leave m by the same
arrow. We can assume that p; # p1; otherwise, we could replace p; and p; by po and p which must
be distinct as p # p. Let v be the common substrings of p; and @ maximal by inclusion such that
s(v) = m. We can write p; = p'v and pq = p/v. Remark that p’ and 1/ are not lazy : both of them cannot
be lazy as u1 # p1 and if for instance p’ is lazy then p is not maximal by inclusion, as 15 !is a string
passing through m strictly containing p as a substring.

By gentleness of Q, up to exchanging the roles of 11 and p;, we have p’ starting with 6 € @ and p’

starting with y € Q1 such that s(8) = () = t(v/) and 6y € I. So v and y~ v are strings.

p
=~
s(y)-\&o °
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Moreover by using the fact that there is no maximal string starting at m, then there exists a € (J1 such

that 10 is a string. So va® is a string. We conclude. m

Proposition 3.90. Let m be a vertex of Q that does not satisfy (it). Then €g p, is not canonically Jordan

recoverable.

Proof. Thanks to the Proposition 3.87, we know that if m does not satisfy (i), then €g , is not canoni-

cally Jordan recoverable.

So suppose that m satisfies (¢). Hence we have, from properties of m and the previous lemma, there
exist a string v with s(/) = m and three distinct arrows o, 7,6 € Q1 such that 6v, v and vaf are
strings and 6y € 1.

From that fact, inspired by Example 3.69, we can consider in g, :

s X=M(v)® Mwa) e M(y 'va®) e M(y1v);

s Y =M(va®)e M(v)® M(yva®) @ M(y1v).
Let us suppose that « is an incoming arrow of m (¢ = —1). By hypothesis, we can note that the only
substring of v that is both on the top and at the bottom of v is itself. In the following figures, we highlight
the significant substrings that give us the endomorphisms of X and of Y that can be defined from the

morphisms between their summands. We specify the morphisms by their substrings (via Proposition

3.53). In addition, we recall we read a string like a sequence of compositions of functions.

Here is the form of the indecomposable summands of X

M(év) M(va) M (v tva) M(y )

and here is a description of the morphisms between summands of X.
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M(va)

M(y 'va)
S~ —

M(ytvy T

M(év)

Now let us see the form of the indecomposable summands of Y’

M (dva) M(v) M (v tva) My )
and a description of the morphisms between summands of Y.

M ($va)
~,

M(v) M (v va)

v

M(ytv)

Thanks to these descriptions, after calculations, we get GenJF(X) = GenJF(Y') = (A\9) with :

A\ = (3,1) for g € Supp(v);
A\ = (2) for g =s(B)orqg=s(vy);

A = (1) forqg=1t(0);

* A =(0) otherwise.

If a was an outgoing arrow (¢ = 1), a similar observation can be made and we can construct X and Y

with the same behavior.

That is why € ,,, is not canonically Jordan recoverable. m

Remark 3.91. If we read carefully the previous proof, we can highlight we proved that if m satisfies (o) but

not (77), then g ,, is not Jordan recoverable.

Let us recap the proof of the main result.
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Proof of Theorem 3.70. Thanks to Proposition 3.86 and Proposition 3.76, we highlighted that the condi-
tions (7) and (i7) are sufficient. Moreover we proved with Proposition 3.87 and Proposition 3.90 these

conditions are necessary. We conclude we have the desired equivalence. m

3.2.3.2 Proof of Theorem 3.37

From the previous work, we can deduce the following proposition.

Proposition 3.92. Let m be a vertex of Q such that m satisfies (i*) and (ii). Then €g p, is Jordan recove-

rable.

Proof. If m satisfies (i) and (77)(b), we can note that the proof of Proposition 3.76 still works because
we do not care about all the other arrows that could interact with the quiver R as these arrows cannot be
reached by any string passing through m. As Theorem 3.66 gives us the Jordan recoverability of G .,

we conclude.

If m satisfies (ix) and (ii)(a), we can apply Proposition 3.78 and recall that we get Jordan recovera-
bility of €, by Corollary 3.79. Hence we conclude that g ,, is Jordan recoverable in either way.

Like we did to prove the first theorem, now we have to show that if m does not satisfy (i+) or (i7) then €g .,
is not Jordan recoverable.

To begin with, we will show that if m does not satisfy (i*) then € ,, is not Jordan recoverable. To do it
properly, we need to know the existence of certain sorts of strings when (i*) is not satisfied by first making
stronger assumptions about m. Then, by relaxing hypotheses over m, we will conclude what we want.

With these ideas in mind, let first assume that m is not minuscule.

Lemma 3.93. Let m be a non minuscule vertex of Q. Then there exists a string p = ¢~ T'¢ with :
() ¢ is a string such that :
(al) s(¢) =m;
(a2) ¢ is passing through any vertex of Q at most once;

(B) T is a non-lazy string such that :
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(B1) s(I') = t(I') = () ;

(B2) if ¢ is not lazy, then the first and the last arrow of I' are in relation ;
(83) T is passing through t(¢) exactly twice;

(B4) T is passing through any vertex q # t(¢) at most once;

(85) Suppgy(¢) N Suppy(T) = {t(4)}.

Proof. Let m be as assumed. By Proposition 3.64, there exists a string = passing through m at least
twice. Among all the substrings of =, there exists a string x such that s(u) = ¢(x) = m and p is passing
exactly twice through m. Thus the set S(m) of strings starting and ending at m, and passing through m
exactly twice is not empty. Let us consider y € S(m) to be a string minimal with respect to the ordering

by length. Note that x is not lazy. We will prove that from y we can extract a string p as claimed.

Let us write x = o;*---aj". Consider vg = m and v; = t(a5*) forany i € {1,...,k}. Let:

e p=min(ie{l,....k}|v;e{vo,...,vi-1});

* j be the only integer in {0, ...,p — 1} such that vj = vj,.

..
Jaf' and T =

Note that p is well-defined as x passes at least twice through m. Consider ¢ = « ;

€j+1

Ep
oy

Now we will check that ¢ and I" satisfy the claimed conditions.
First let us show that p = ¢~ 'T'¢) is a string. If ¢ is lazy, then we can conclude clearly. Assume that ¢
is not lazy. Note that p < k. At the vertex v; = v, if p > j + 1, we have at least three distinct incident

arrows «;, o1 and oy,. By gentleness of Q, this means that exactly one among those following words

Ej+1 €j

€p &5 Ej+1 _Ep - .
41 Qs Qp QT OT Qg Q1S not a string.

7 7+1
J+1

. 3
Obviously « i

Ej - . . . . . .
o’ 1s a string by construction, as x is a string. If a, and «; are in relation at v;, then,

. . & Ej . .
by gentleness of Q, a1 and «; are not in relation at v; and so x’ = ai’“---ap‘fll « jj o' is a string of
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S(m) and £(x") < £(x). This is a contradiction with the minimality of x.

Hence a1 and «y, are in relation at v; and p = ¢ T'¢ is a string. Note that we come to the same
conclusion if p = j+1. Finally we can easily check by our construction that ¢ and I satisfy the conditions

we claimed.

Proposition 3.94. Let m be a vertex of Q which is not minuscule. Then €g ,, is not Jordan recoverable.

Proof. Let m be as supposed. Thanks to the previous lemma, there exists a string p = ¢~'T'¢ satisfying

the conditions stated in the previous lemma.

If (') = 1, let X = M(¢)? and Y = M(p) two representations of €g ,,. By the fact that ¥ ad-
mits an endomorphism defined by the substring ¢ (Proposition 3.53), we can clearly get GenJF(X) =
GenJF(Y') = (A7) 4eq, such that :

« X = (2) for g € Supp(p) ;

* A\ =(0) otherwise.

Thus €g,,, is not Jordan recoverable.
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Otherwise, inspired by Example 3.67, recalling that we wrote I' = 3,” B8 let X = M (718" BSQ)
andY = M(B;ﬁ‘ll - -Bfl ¢) be two representations of €g . In this case, we get GenJF(X) = GenJF(Y) =
(A")4eq, such that :

* A= (1) for q € Supp(p);

* A\ =(0) otherwise.

Again, we conclude that €g ,, is not Jordan recoverable.

Hence in each case, we get what we want. B

Now we can prove that for any vertex m which does not satisfy (0), €, is not Jordan recoverable.

We need to prove beforehand the following lemma.

Lemma 3.95. Let m be a minuscule vertex of Q which is not satisfying (o). Then at least one of the following

assertions is true :

() There exist two non-lazy strings v and y such that :
(al) s(v)=s(p)=mandt(v)=t(u)+m;
(a2) pv~tis a string;
(a3) The last arrows of v and p are in relation;
(ad) v and p are strings that are passing through any vertex of Q at most once ;
(a5) Suppo(v) n Suppo (1) = {m, t(1)}.

(B) There exist a non-lazy string ¢ and a band T such that :
(B1) s(¢) =mand t(¢) = s(I') =t(L') £ m;
(B2) T is a string;
(B3) the last arrows of I and ¢ are in relation ;
(B4) ¢ is a string that is passing through any vertex of Q at most once ;

(85) T is a string which is passing through any vertex q # t(¢) of Q at most once and is passing

through t(¢) exactly twice;

(86) Suppg(¢) nSuppy(T) = {t(¢)}.
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Proof. Let m be as supposed. Then there exists a string = passing through m and passing through
another vertex at least twice. Let us consider x a minimal substring of = by inclusion such that y is
passing through m and there exists another vertex — let us say ¢ # m — such that  is passing through it

at least twice.

First, it is easy to check that x passes through ¢ exactly twice, and s(x) = q or £(x) = ¢. Then we have

two cases.

() If s(x) = t(x) = ¢, then we can write ¥ = uv~! where v and y are the two distinct non-lazy
strings such that s(v) = s(u) = m and t(v) = t(u) = q. We claim that v and p are satisfying what

we want.

SN
N

(al) s(v)=s(pn)=mandt(v)=t(p) =q#*m for free;

(a2) x = pv~!is a string for free;

(a3) if the last arrows of v and f are not in relation, then v~ is a non-lazy string starting and
ending at m; this is a contradiction with the fact that m is minuscule. So the last arrows of
v and p are in relation ;

(a4) if v is passing through a vertex v at least twice, as v is a substring of x, we get a contradiction
with the minimality of x. As the same argument works for p, then v and p are passing
through any vertex at most once;

(ab) if there exists v € Suppg () N Suppy(p) and v # ¢, m, we could consider 1 a substring of v
and 119 a substring of  such that s(vg) = s(ug) = m and t(vg) = (o) = v. Thus pory! is
a strict substring of x and that is a contradiction with the minimality of .

(B) Otherwise, up to inversing , we can consider that s(x) = m and ¢(x) = ¢. Let ¢ be the minimal

substring of x such that s(¢) = m and which is passing through ¢. Let I" be the string such that
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x = '¢. We claim that ¢ and I" are satisfying what we want.

(1) For free, we have s(¢) = m and t(¢) = s(I') =t(I') = ¢ # m;

(B82) p' =T¢ for free;

(B3) if the last arrows of I" and ¢ are not in relation at ¢, then ¢ 'I'¢ is a string which starts and
ends at m. This is a contradiction with the fact that m is minuscule. Thus the last arrows of
I" and ¢ are in relation. Furthermore we can prove that I" is a band :

e s(I)=¢(I);

* As the last arrows of I" and ¢ are in relation at ¢(I") and the first arrow of I" is not in
relation with the last arrow of ¢ at ¢(I"), by the gentleness of Q, the last and the first
arrow of I are not in relation. Then I'V is a string;

o If " is not primitive, we can write I' = Y7 for some j > 1. So Y¢ is a substring of x
which passes through a vertex ¢(I") = s(Y') = ¢(T) at least twice. This is a contradiction
with the minimality of x. So I' is primitive.

(B4) ¢ cannot pass through a vertex at least twice as ¢ is a strict substring of x ;
(B5) if ' passes through another vertex v # ¢ at least twice, let 'y be the substring of I" obtained

by deleting its last arrow. Then I'g¢ is a substring of x which is passing through v at least

twice. This is a contradiction.

If T" passes through ¢ at least thrice, then I'g passes through ¢ at least twice and we conclude
again with a contradiction. Consequently I is a string passing through any vertex v # t(¢)
at most once and passing through ¢(¢) exactly twice;

(B6) Trivially, {t(¢)} < Suppg(¢) N Suppy(I'). Let us assume that there exists a vertex v # ¢t(¢)
such that v € Suppy(¢) N Suppy(I'). Let I'; be a substring of I starting with the first arrow
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of I and such that ¢(I"; ) = v. Then I'; ¢ is a substring of x which is passing through a vertex

at least twice. This is a contradiction again with the minimality of .

Either way, we conclude. m

Proposition 3.96. Let m be a vertex of Q which does not satisfy (0). Then €g y, is not Jordan recoverable.

Proof. If m is not minuscule, we can conclude from the Proposition 3.94.

Let us suppose that m is minuscule. By the previous lemma, we can construct a certain kind of string,
and we have to distinguish the two cases.
If () is true, then let us write yu = o*---af* and v = P35 Consider X = M (o*}--ai'v™t) and
Y = M(u(ﬁi’_"f---ﬁ?)_l). We can easily check that GenJF(X') = GenJF(Y") = (A?) e, With:

e M= (1) for any q € Suppy () U Suppg(v);

* A\ =(0) otherwise.

Thus €g , is not Jordan recoverable.

If (B) is true, then let T be the string obtained from I" by deleting the last arrow of T — called ¢ in the
drawing below — and ¢’ be the string obtained for ¢ by deleting the last arrow — called 3. Note that by
(B3) B and ¢ are in relation at t(¢). If 3 is ingoing to t(¢) then ¢ is outgoing from ¢(¢) and vice-versa.
Inspired by Example 3.68, we can consider X = M(I"¢)2 and Y = M(¢') ® M(I'T'¢). It is clear
enough how the endomorphisms of X go. Let us see the morphisms between the summands of Y. We

label the morphisms by substrings as an application of Theorem 3.53.

o ~—-m o - t(0) o ~~m
@ r / ¢
o, e t(9)
M(4") M(I'T¢)
T~
M(I'T¢) ——= M(¢')

From that, by simple calculation, we get GenJF(X') = GenJF(Y") = (A?)4eq, Where :
o N7 =(2) forall g € Supp(I''¢);

* A\ =(0) otherwise.
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In other cases (for example if 3 is an outgoing arrow of m/, or if § is an incoming arrow of m’), we can
make similar observations, construct representations X and Y analogously, and we will obtain the same

result.

That is why %, is not Jordan recoverable. m

Now let us show another translation of the condition (i*). By the previous proposition, we can suppose that

m satisfies (0).

Lemma 3.97. Let m be a vertex of Q satisfying (o) but not (i*). Then there exist three strings ¢, v and

such that :

(v1) v and p are non-lazy;

(12) 5(6) = m, 1() = 5(v) = 5(u) and t(v) = t(1);

(v3) v¢ and ¢ are strings of Q;

(v4) ¢, v and v are passing through any vertex of Q at most once;

(y5) the first arrows and the last arrows of v and i are in relation at s(v) and t() respectively ;

(76) Suppy(#) N Suppy(v) = Suppy(¢) N Suppy(1) = {s(v)} and Suppy(v) N Suppy(p) = {s(v),t(v)};

Proof. Let m be as supposed. By the fact that m does not satisfy (ix), there exist two distinct strings =
and ¥ such that s(Z) = s(¥) = m and t(¥) = ¢(Z). Let us consider such a pair (,%) to be minimal
in the following way : for any pair of distinct strings (o, 7) such that s(¢) = s(7) =m and t(o) = t(7),

we have /(o) > £(x) and if £(c) = £(x) then £(7) > £(v)). Consequently £(x) < £(2)).

Let ¢ be the common string maximal by inclusion of x and v such that s(¢) = m. Let v and p be the

strings such that x = v¢ and ¢ = pu¢. We will show that ¢, v and p are three strings as claimed.

-/ N\
N4

m ~—~rre
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(v1) As £(v) > €(x), if p is lazy then b = x which is a contradiction with the fact that ) and x
are distinct. If v is lazy, then ¢» = u¢ is a string passing through s(u) at least twice. This is a
contradiction with the fact that m satisfies (0). So v and yu are non-lazy.

(72) By construction we have s(¢) = m, t(¢) = s(v) = s(p) and t(v) = t(p) for free;

(73) By construction x = v¢ and 1) = ¢ are strings of Q;

(74) If there exists a vertex g of Q such that one of the three strings ¢, v or p is passing through g at
least twice, then x or v is passing through q at least twice. This is a contradiction with the fact
that m satisfies (0). So ¢, v, and p are passing through any vertex of Q at most once ;

(v5) If the last arrows of v and y are not in relation at ¢(v), then i 'v¢ is a string passing through

m and through s(v) at least twice. This is a contradiction with the fact that m satisfies (0). By
noting that v¢ and p¢ are strings of Q, and the first arrows of v and p have to be distinct by
maximality of ¢, if ¢ is non-lazy then the last arrow of ¢ is in relation with neither the first arrow
of v nor the first arrow of p at t(¢) ; by gentleness of Q the first arrows of v and p have to be in
relation at s(v).
If ¢ is lazy and if the first arrows are not in relation at s(v) = m, then uv~! is a well-defined
string of Q passing through m and through ¢(v) at least twice. This is a contradiction with the
fact that m satisfies (0). Hence we conclude that the first arrows and the last arrows of v and p
are in relation at s(v) and t(v) respectively ;

(76) Ttis clear that {s(v)} < Suppy(¢) N Suppy(v). If there exists a vertex ¢ # s(v) in Suppy(¢) N
Suppy(v), then x = v¢ is a string passing through ¢ at least twice. This is a contradiction with the
fact that m satisfies (0). So Suppy(¢) N Suppy(v) = {s(v)}. Analogously we have Suppy(¢) N
Suppo (1) = {s(1)}.

It is also clear that {s(v),t(v)} S Suppy(v) N Suppy(). Assume that there exists a vertex
t(v) # q # s(v) in Suppy(v) N Suppy (). Thanks to (y4), we can consider v, (respectively juq)
the substring of v (respectively 1) starting at s() and ending at ¢. Then (xq = v4¢,%q = pg®)
is a pair of distinct strings such that s(x,) = s(¢4) and t(x,) = t(vq) = ¢. But £(x4) < £(x) by

construction, which is a contradiction with the minimality of (x, ).

Hence we conclude that Supp,(v) N Suppy () = {s(v),t(v)}.m

Proposition 3.98. Let m be a vertex of Q which does not satisfy (ix). Then €g y, is not Jordan recoverable.
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Proof. Let m be as supposed. We already know that if m does not satisfy (o) then €g , is not Jordan

recoverable thanks to Proposition 3.96.

Let us assume that m does satisfy (0). By Lemma 3.97, there exist three strings ¢, v, and p satisfying
the conditions stated in the previous lemma.

Without loss of generality, we can assert that the first arrow « of v is ingoing to s(v) and the first
arrow (3 of y is therefore outgoing from s(v). Define v/’ (respectively p') the string obtained from v
(respectively ) by deleting its last arrow.

Consider X = M (V' ¢) & M(u¢p) and Y = M(vo) & M(u'¢). We can see that the only significant
substring that is on the top of u¢ (respectively @) and at the bottom of v/¢ (respectively v¢) is ¢. In
the following figures, we highlighted the morphisms between summands of X and Y like previously.

Here is what we have for X.

o m 3 . m
v / ¢
M(v'9) M (ug)
4 /
M(pg) ——= M(v'¢)
And here is what we have for Y.
o\ ¢ 2
»o m (] m

M(v¢) M(p'¢)

M (' §) —2— M(vo)
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Hence, after calculations, we have GenJF(X) = GenJF(Y') = (A9) 4, such that :

* M =(2)if g € Suppy(9);
e A= (1) if g € Suppg(p) U Suppy(v) \ Suppy () ;

* A =(0) otherwise.

Thus we conclude that €g ,, is not Jordan recoverable. m

Finally we still have to prove that if 7 does not satisfy (4i), then €g ,, is not Jordan recoverable.
Proposition 3.99. Let m be a vertex which does not satisfy (ii). Then €g p, is not Jordan recoverable.
Proof. Let m be as supposed. We already know that if m does not satisfy (i*) then €g ,, is not Jordan

recoverable. Let us assume that m satisfies (ix).

From Lemma 3.72, we know that (i*) implies (o). Futhermore if we pay attention to the proof of

Proposition 3.90, thanks to Lemma 3.89, we proved in fact that if m satisfies (o) but not (i), then

©9,m 1s not Jordan recoverable (as we said in Remark 3.91). Thus we conclude. m

Let us recap the proof of the second main result.

Proof of Theorem 3.71. Thanks to Proposition 3.92, we showed that (ix) and (i¢) are sufficient. Then
we showed with Proposition 3.98 and Proposition 3.99 that these conditions are necessary. As a result,

we have the equivalence we wished for. m

3.24 To go further

Here are some ideas or questions that we could ask ourselves based on our work.

* As the proof of the main result uses string combinatorics, can we extend that result to string algebras

or skew-gentle algebras ?

We can also think about string algebras and skew-gentle algebras that are algebras which have a similar
description of their indecomposable representations. However working with them does not seem as easy as
the gentle case. We can at least expect that the description of vertices m such that g ,, is canonically Jordan
recoverable could be something of the same flavor, with a few more restrictions.

Nonetheless, we can notice that the results can be easily extended to the case of locally gentle algebras.

125



» What are exactly all the canonically Jordan recoverable subcategories of modules over a gentle alge-
bra given by a gentle quiver Q ?
From a bit more work over A,,-type quivers, we have a conjecture that could characterize all the subcategories

that are canonically Jordan recoverable.

Conjecture 3.100. Let Q be an Ay -type quiver. A subcategory € of rep(Q) is canonically Jordan reco-
verable if and only if for any pair of strings (p,v) which are associated to indecomposable representa-

tions of €, we do not have an arrow o € Q1 such that s(a) € Suppy(p), t(a) € Supp,(v) and « ¢

Supp; (p) U Supp; (V).

Thanks to ideas coming from the Example 3.32 and the familiarity with the hypothesis (i) of the Theorem
3.70, we can highlight the fact that it is a necessary condition. Actually, we can use the proof of Proposition
3.87 in this particular case to conclude.
However it is still difficult to explain why it is sufficient. Hopefully, if this statement is true, we could expect
to extend that result to characterize all the canonically Jordan recoverable subcategories of representations
over a gentle quiver.

* Can we translate our combinatorial condition on the vertex m into conditions in terms of quiver

representation theory on the category 6o m ?

This is not an easy question. At this point, we could expect to get a translation of the conditions from
Conjecture 3.100 in terms of not having an extension between two indecomposable representations which
do not have a non-zero morphism in either way.

o [s there a combinatorial map extending the Robinson—Schensted—Knuth correspondance ?
Let @ be a Dynkin quiver with Qo = {1, ...,n}. In the article (Garver et al., 2023), they study the structure
of Jordan form data in the minuscule case. For any minuscule vertex m, there is a minuscule poset Zg ,,
for whose definition we refer to (Garver et al., 2023, Section 4.1). This minuscule poset is equipped with a

map 7 to the vertices of (. In particular, 7 satisfies that each fiber 77! (j) is totally ordered.

Theorem 3.101 ((Garver et al., 2023)).
(i) Forany X € 6€g,m and j € Qo, the number of parts in the partition GenJF(X ) is less or equal to the
size of the fibre w71(5).
(ii) For X € €Q,m, define a map pQ m : Pg.m — N as follows : the values of pg m(X) restricted to
771(§) are the entries of GenJF(X )7, padded with extra zeros if needed, and ordered so that, restricted

to 7r_1( 7). the function is order-reversing. Then pg n, is order-reversing as a map from g p, to N.
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(4i1) The map from isomorphism classes of € m to order-reversing maps from g, to N, sending X to

pQ.m(X) is a bijection.

As an enumerative corollary of the previous result, thanks to an interesting link to reverse plane partitions,

the isomorphism classes of representations in 6 ,,, have the following generating function.

Theorem 3.102 ((Proctor, 1984), (Garver et al., 2023)). For () a Dynkin quiver and m a minuscule vertex,

we have

1
dim((M.):)

> a0 ]

XG%)Q,W i=1 UGWQ,m 1- H’Ln:l q

where :

* the sum is over isomorphism classes of representations in 6Q m ;

* in the product, M,, € €g m, is the indecomposable representation of () corresponding to w € Zg m,

One of its combinatorial applications is that we can consider the map pg ,,, from €, ;,, to reverse plane parti-
tions over & ,,, to be a generalization of the classical Robinson—Schensted—Knuth (RSK) correspondence.
Indeed this map has the same Green-Kleitman invariants (Garver et Patrias, 2017).

From this perspective, we could expect to generalize the RSK correspondence in the case of gentle algebras,
string algebras, or skew-gentle algebras, and even in the case, we work with other Jordan recoverable ca-
tegories that have more interesting behavior. One can note that our Jordan recoverable categories 6g ,, are
similar to the A,, quiver case. So it does not seem unreasonable to say that we can have the same results,
without any more interesting things to add. However it could come to be more impactful to get that result

after having characterized what are all the Jordan recoverable categories in these new cases.

The reader is invited to have a look into these different problems or things related to them.
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CHAPITRE 4
ARTICLE 2 : CANONICALLY JORDAN RECOVERABLE CATEGORIES
FOR MODULES OVER THE PATH ALGEBRA OF A, TYPE QUIVERS

4.1 Introduction (en francais)

Dans ce deuxieme article, nous allons caractériser les catégories canoniquement retrouvables de Jordan de

rep(Q), pour @ un carquois de type A.

4.1.1 Les représentations d’un carquois de type A,

Soit n € N*. Soit () un carquois fini tel que Qo = {1,...,n}. Rappelons que le carquois () est de type A, a

chaque fois que son graphe sous-jacent est de la forme suivante.

—
Nous notons particulierement A,, le carquois de type A,, dont les fleches sont exactement données par i —

— —
i+1pourie{l,...,n—1}. Uncarquois @ de type A, est dit linéairement orienté si Q = A,, ou QQ = A,°P.

Soit K un corps quelconque. Donnons la description complete des représentations indécomposables d’un

carquois de type A,, ainsi que la description des morphismes entre eux.

Les intervalles de {1, ...,n} sont les ensembles [, j] := {é,i+1,...,j} pourtous 1 <i < j<n.Sii=j,
nous écrirons [[i,4] = [i]. Notons Z,, 1’ensemble des intervalles de {1,...n}. Pour K = [i, j] € Z,, posons

b(K) =iete(K) = j. Nous appellerons ensemble d’intervalles tout sous-ensemble de Z,,.

Pour tout intervalle K € Z,, nous notons X i I’unique représentation (a isomorphisme pres) indécomposable

de @ dont le support est exactement K. Plus précisément :
* (XK)q =KsogeK, (XK)q =0 sinon;
o (Xk)aq =idxg si aesttelle que {s(a),t(a)} € K, (Xk)qo = 0 sinon;

Le résultat suivant peut se voir comme une traduction du résultat pour les carquois de type A de (Butler et

Ringel, 1987) déja vu en Section 3.1.2.3. Bien entendu, c’est un résultat plus ancien.
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Théoreme 4.1 ((Gabriel, 1972)). Soit Q) un carquois de type A,,. Les classes d’isomorphisme des repré-
sentations indécomposables de () sont en bijection avec les intervalles de I,,; plus précisément, elles se

décrivent via les représentations X i pour K € I,,.

Nous avons également un résultat permettant de décrire les morphismes entre les indécomposables, traduit

du Théoreme 3.25. Pour un énoncé plus détaillé, se reporter a la Section 4.2.2.2

Via le résultat précédent, nous pouvons considérer :

e pour tout ensemble d’intervalles ¢ < 7, et pour tout carquois () de type A,, Catg(_#) la sous-
catégorie de rep(()) additivement engendrée par les X pour K € ¢ ;
e pour tout carquois ) de type A,, et pour toute sous-catégorie ¢ de rep(Q), Int(%") I’ensemble d’in-

tervalles de Z,, constitué de tous les intervalles K tels que X € €.

Comme dans I’article précédent, nous considérerons des sous-catégories de rep(()) qui sont stables par
somme directe et par facteur direct. De telles sous-catégories sont engendrées par des indécomposables X g

avec K € ¢ pour un certain _# c Z,,.

Ainsi, pour tout carquois () de type A,,, pour tout ¢ C 7, et pour toute sous-catégorie ¢ ¢ rep(Q), nous

avons _Z =Int(Catg(_#)) et ¢ = Catgo(Int(¥)).

Maintenant, nous pouvons étudier les sous-catégories de rep(()) via le comportement des intervalles corres-

pondant aux indécomposables qui les engendrent.

4.1.2 Les ensembles d’intervalles adjacent-évitant

Définition 4.2. Deux intervalles K et L de Z,, sont dits adjacents si b(K) =e(L) +1oub(L) =e(K) + 1.

Nous pouvons également reformuler cette propriété : deux intervalles sont adjacents s’ils forment a eux deux
une partition d’un intervalle.

Via les travaux du premier article (Dequéne, 2023), et inspiré par I’ Exemple 4.6, nous avons ce résultat assez
simple qui permet de mettre en lumiere la nécessité d’éviter 1’adjacence des intervalles correspondant aux

indécomposables qui engendrent une catégorie canoniquement retrouvable de Jordan.
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Proposition 4.3. Soit ¢ une sous-catégorie de rep(Q). Posons 7 = Int(%). S’il existe deux intervalles

K,Le ¢ tels que K et L sont adjacents, alors € n’est pas canoniquement retrouvable de Jordan.

Définition 4.4. Un ensemble d’intervalles ¢ est dit adjacent-évitant s’il ne contient pas deux intervalles

adjacents ; ¢’est-a-dire, pour toute paire d’intervalles (K, L) de F,soit KnL#@,s0it KUL¢Z,.

Le résultat principal de cet article est de montrer qu’en fait cette propriété combinatoire caractérise comple-

tement la retrouvabilité de Jordan canonique des sous-catégories de rep(Q).

Théoréme 4.5. Considérons Q un carquois de type A,, et une sous-catégorie € de rep(Q). Nous avons que

€ est canoniquement retrouvable de Jordan si et seulement si Int(€’) est adjacent-évitant.

Ce résultat étend le résultat de (Garver et al., 2023) pour les carquois de type A.

4.1.3 Esquisse de preuve du résultat principal

Pour prouver le Théoreme 4.5, nous décrivons tout d’abord les ensembles d’intervalles adjacent-évitant
maximaux (pour I’inclusion). Nous verrons qu’il s’agit des ensembles d’intervalles 7 (B,E) = {[b,e] |
beB, ecE} avec (B,E) une paire d’ensembles de {1,...,n} telle que {B, E[1]} forme une partition de
{1,...,n+1},avec E[1] ={e+1|ec E}.

Puis, nous verrons des opérations que nous pouvons effectuer sur les sous-catégories. Via une reformulation
des travaux de (Garver et al., 2023) en termes d’entre-position de partages, nous verrons que, sous certaines
conditions impliquant notamment la fagcon dont sont entre-posés les partages décrivant la forme générique de

Jordan des représentations de ces catégories, ces opérations préservent la retrouvabilité de Jordan canonique.

Ensuite, nous donnons un algorithme qui permet de construire les catégories données par les ensembles

d’intervalles adjacent-évitant maximaux via ces opérations.

Apres cela, nous prouvons le résultat principal dans le cas d’un carquois linéairement orienté en montrant
que nous sommes, a chaque opération utilisée dans 1’algorithme, dans un cas ol la retrouvabilité de Jordan
canonique est préservée, et nous concluons le résultat pour tout carquois de type A, en se réduisant au cas

précédent.
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4.2 The article

Abstract : Let () be a quiver of A,, type and K be an algebraically closed field. A nilpotent endomorphism
of a quiver representation induces a linear transformation of the vector space at each vertex. Generically
among all nilpotent endomorphisms of a fixed representation X, there exists a well-defined Jordan form of
each of these linear transformations GenJF(X), called the generic Jordan form data of X. A subcategory
of rep(Q) is Jordan recoverable if we can recover X up to isomorphism from its generic Jordan form data.

There is a procedure which may allow one to invert the map from representations to generic Jordan form
data. The subcategories for which this procedure works are called canonically Jordan recoverable. We fo-
cus on the subcategories of rep(Q) that are canonically Jordan recoverable, and we give a combinatorial

characterization of them.

4.2.1 Introduction

4.2.1.1 Jordan recoverability and canonical Jordan recoverability

Let @ be an A,, type quiver. Consider X a finite-dimensional representation of () over an algebraically closed
field K. Denote by NEnd (X)) the set of nilpotent endomorphisms of X . Fix N € NEnd(X). For each vertex
q € Qo, the morphism N induces a nilpotent endomorphism N, of X,. We can extract from N a sequence of
integer partitions A7 - dim(X, ), which correspond to the Jordan block sizes of the Jordan form of each N,,.
Write JE(V) = XA = (A?) ¢, Thanks to a result from (Garver et al., 2023), for any X € rep(Q), there is a
dense open set in NEnd(X') on which JF is constant. We denote GenJF (X)) this constant that we will refer

to as the generic Jordan form data of X .

Throughout the article, by subcategory, we mean a full subcategory closed under direct sums and direct
summands. Our interest is to characterize the subcategories % of rep((Q) such that we can recover up to

isomorphism X € % from GenJF (X ). Such a subcategory % is called Jordan recoverable.

In general, determining which subcategories of rep(()) are Jordan recoverable is still not an easy task.
For some cases, one can reconstruct X from GenJF(X) thanks to the existence of a generic choice of a
representation Y in rep(Q) such that Y admits a nilpotent endomorphism of Jordan form GenJF(X), and

then we can ask if Y is isomorphic to X.

Concretely, for all #Q-tuples of integer partitions A, denote rep(Q, A) the variety of representations of @
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which admit a nilpotent endomorphism of Jordan form A. For a fixed subcategory % of rep(Q), we could
try to find if for any X € ¢ there is a (Zariski) dense open set 2 in rep(Q, GenJF (X)), such that any Y €

is isomorphic to X. Such a subcategory % is said to be canonically Jordan recoverable.

Note that a subcategory that is Jordan recoverable is not necessarily canonically Jordan recoverable.

Example 4.6. Let () be the following Az type quiver.

(01

Q= 1—>2

The only subcategory of rep(Q) which is not Jordan recoverable is rep(Q) itself. Indeed any strict subcate-
gory % of rep(Q) is generated by at most two indecomposable representations, and the dimension vectors of
these indecomposable representations are linearly independant. It means that we can recover a representation

¢ from its dimension vector, and a fortiori, from its generic Jordan form.

However, rep(Q) is not Jordan recoverable : take for instance X = S; @ Sp and Y = P ; they do not admit
a nonzero nilpotent endomorphism (X;,Y; are 1-dimensional K-vector-spaces for i € {1,2}) and hence

GenJF(S1 @ 52) = ((1),(1)) = GenJF(P).

Now we give an example of a category that is Jordan recoverable but that is not canonically Jordan reco-
verable. Let € = add (S, S2). Consider X = S @ S5 with a,b € N. Any pair of nilpotent endomorphisms
(N1, N3), with N; : X; — X for i € {1,2}, endows X with a nilpotent endomorphism N = (N1, N3). A
generic nilpotent endomorphism admits a Jordan form given by the tuple ((a), (b)) of integer partitions. So

GenJF(X) = ((a), (b)) and we can check again that ¢ is Jordan recoverable.

However, % is not canonically Jordan recoverable. Fix X = S; @ S3. Then GenJF(X) = ((1),(1)). Let
Y € rep(Q@) such that Y admits a nilpotent endomorphism N of the Jordan form ((1),(1)). Thus N = 0.

In such case, Y7 2 K 2 Y5 and Y,, = kId. The endomorphism /N does not give any restriction on the value

keK.
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k
Y _—

112

K K
K K

Only two choices give different representations Y up to isomorphism : k£ = 0 and k # 0. The first case returns

Y

112

k

X while the second gives us P;. We get a dense open set () in the collection of representations admitting
a nilpotent endomorphism of Jordan form ((1), (1)) in which all the representations are isomorphic to P;.

Hence we did not recover X, and € is not canonically Jordan recoverable as we claimed. _

This paper aims to give a combinatorial description of all canonically Jordan recoverable subcategories of

rep(Q) for @ being any A,, type quiver and for n € N*.

4.2.1.2 Adjacency-avoiding interval subsets

Call intervals of {1,...,n} the sets {i,i+1,...,7} with 1 <i < j <n.Fix an A,, quiver Q. The intervals in
{1,...,n} provide a natural description of rep(Q) : the indecomposable representations are in one-to-one
correspondence with the intervals of {1,...,n}, and morphisms between two indecomposable representa-
tions are completely described in terms of specific subintervals of both corresponding intervals. Section 4.2.2
gives the precise statement. Denote by X the indecomposable representation of rep(Q) corresponding to
the interval K.

For any interval K, write b( K') as the upper bound and e( K') as the lower bound of K. Two intervals K and
L are adjacent if either b(K) = e(L) + 1 or b(L) = e(K) + 1. We have the following result inspired by a
previous work (Dequéne, 2023) and by Example 4.6.

Proposition 4.7. Let € be a subcategory of rep(Q). Write ¢ for the interval set corresponding to the
indecomposable representations that additively generate €. If two intervals exist K, L € ¢ such that K and

L are adjacent, then € is not canonically Jordan recoverable.

Let us first prove this lemma which will be helpful.

Lemma 4.8. Fix an A, type quiver Q). Let K1, ..., K, be p € N* disjoint intervals. Write J = K1 U... UK,
Then GenJF(Xk, @ ... ® Xg,) = (A1) geq, With :
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e M =(1)forqeJ;

e A\ =(0) otherwise.

Proof. Since, for ¢ € Qo, dim(X,) <1, we must have N = 0. The result follows. m

Proof of Proposition 4.7. Let K, L € _# two adjacent intervals. Write X = Xx @ Xy and J = K U L.
Note that J is an interval. We get GenJF(X') = (A?)4c, as defined in the previous lemma.

First, note that the only nilpotent endomorphism N such that JF () = A is the zero morphism. There-
fore, choosing Y € rep(Q@, A) is equivalent to taking a representation Y such that Y, 2 K if ¢ € J, and

Y, = 0 otherwise, without any other restrictions. We get that
Q={Zerep(Q,A) [ Zo #0,Va e Q, {s(a),t(a)} c J}

is a dense open set of rep(@, A). Following this last statement, and by observing that Z = X ; £ X for

all Z € (), we conclude that € is not canonically Jordan recoverable. m

This result highlights the necessary condition to avoid the existence of two adjacent intervals among the
set of intervals corresponding to indecomposable representations that generate %’. We define an adjacency-
avoiding interval set as an interval set with no pair of adjacent intervals.

We aim to prove that the adjacency-avoiding property also gives a sufficient combinatorial criterion to detect

canonical Jordan recoverability.

Theorem 4.9. Let () be an A,, type quiver, and € be a subcategory of repy (Q). Write 7 for the interval
set corresponding to the intecomposable representations that additively generate €. Then € is canonically

Jordan recoverable if and only if 7 is adjacency-avoiding.

This theorem completely characterizes the canonically Jordan recoverable subcategories of rep(() and spe-

cializes to give a previous result of Garver, Patrias, and Thomas for A,, type quivers.

Corollary 4.10 ((Garver et al., 2023)). For Q an A,, type quiver. Let m be a vertex of Q. The category 6 .m
generated by the indecomposable representations Xy for K intervals containing m is canonically Jordan

recoverable.
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Proof. Let K and L be two intervals corresponding to two indecomposable representations of 6 .
By definition, K n L 2 {m}. Therefore K and L are not adjacent, as two adjacent intervals must have

an empty intersection. We conclude the desired result by applying Theorem 4.9. m

To prove Theorem 4.9, we first describe the maximal adjacency-avoiding interval sets (for inclusion). After
that, following a revisited version of the work of (Garver et al., 2023), we give a recursive construction of
the subcategories generated by indecomposable representations provided by these interval sets.

Then, we prove the main result for the linearly oriented case by showing that operations applied during the
construction of those subcategories preserve the canonical Jordan recoverability. We conclude the result in

the general case by reducing to the linearly oriented case.

4.2.2 Some generalities about A,, type quiver representations

4.2.2.1 A, type quivers

A quiver () is a 4-tuple (Qo, Q1, s,t) where Q) is the set of vertices, (1 is the set of arrows and s,t :
Q1 — Qo are respectively source and target functions. The opposite quiver of (), denoted Q°P, is the
quiver obtained from () by reversing the direction of all the arrows of (). We say that () is a finite quiver
whenever o and ()1 are finite sets. The underlying graph of a finite quiver @ is a pair G(Q) = (Go, G1)
where Gy = Q) is the set of vertices of the graph and Gy = {{s(«),t()} | & € @1} is the (multi)set of edges
of the graph. Note that a finite quiver () can be seen as the graph G(()) endowed with an orientation for each

edge.

Let () be a finite quiver, and n > 0 be an integer. Assume that Qo = {1,...,n}. The quiver Q is said to be of

A, type whenever G(Q) is of the following shape.

We denote fT; the A,, type quiver where all the arrows of @) are exactly i — i+ 1 forie {1,...,n—1}. An

A, type quiver Q is called linearly oriented if either () = X; or Q) = Z"p.
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4.2.2.2 Representations

Let K be an algebraically closed field. This assumption is a restriction that we need to use the results of

(Garver et al., 2023). They need it because some of their arguments rely on algebraic geometry.

A representation of () (over K) is a pair X = ((X4)4eQo, (Xa)aeq, ) Where :
e for each g € Qo, X is a K-vector space;
e foreach a € Q1, X4 : Xy(0) — Xy(a) is @ K-linear map.
We say that such a representation X is finite dimensional if dim X, < oo for all ¢ € (Qo. We denote

dim(X) = (dim X;)4eq, the dimension vector of X . From now on, when we talk about representations of

a quiver, we mean finite-dimensional representations.

Let X and Y be two representations of (). A morphism ¢ from X to Y is a collection of linear maps
(¢¢)qeq, such that for any o € Q1, we have ¢y0) Xo = Yads(a)- Write X = Y whenever X and Y are
isomorphic. Denote Hom (X, Y") the homomorphism space from X to Y and End(X) = Hom(X, X) the

endomorphism space of X.

Recall that the representations of () endowed with the morphisms between them form a category functorially
equivalent to the category of (finite-dimensional) left modules over the path algebra associated to (). Denote
rep(Q) the category of finite-dimensional representations of (). Remember that rep((Q) depends on the

field K, but for simplicity we suppress it from the notation.

A representation M # 0 is called indecomposable if either X = 0 or Y = 0, whenever M = X @ Y. We write
Ind(Q) for the indecomposable representations in rep(Q)) up to isomorphism.

Any M € rep(Q) admits a unique decomposition into a finite sum of indecomposable representations up to
isomorphism. Given X € Ind(Q), denote mult(X, M) the multiplicity of X in M defined as the number of

the indecomposable representations isomorphic to X appearing in the decomposition of M.

We now recall a complete description of the indecomposable representations of an A,, type quiver and the
morphisms between them. We will state these results in terms of intervals of {1,...,n}.

Let n be a positive integer. The intervals of {1,...,n} are the sets [i,j] := {i,i+ 1,...,7} given by all
1<i<j<nIfi=j, we write [i,i] = [i]. Denote Z,, the set of intervals in {1,...n}. For K = [i, j] € Z,,,

write b(K') =i and e(K') = j. Call interval set any subset of Z,,.
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Definition 4.11. Let @) be an A,, type quiver. Consider K, L € Z,, such that K ¢ L. We say that :
e K isabove L (relative to Q) if the two following assertions are satisfied :
e b(K) =b(L) or we have the arrow b(K) -1 «— b(K) in @
e ¢(K) =e(L) or we have the arrow e(K) — e(K) + 1 in Q.
o K is below L (relative to Q) if the two following assertions are satisfied :
e b(K) =b(L) or we have the arrow b(K) -1 — b(K) in @

e ¢(K) =e(L) or we have the arrow e(K) «— e(K) + 1 in Q.

Example 4.12. Consider the following quiver.

A= 1 > 2 > 3

Then [2] is above [2, 3] and below [1, 2]. |

Note that any interval is above and below itself, relative to all A,, type quivers. Let Q be a quiver of A,, type.

To any interval K € 7,,, we consider X g the representation of () defined as it follows :
o (Xk)q=Kifge K, (Xg)q =0 otherwise;
o (Xk)a =Idk if avis such that {s(a), t(a)} € K, (Xk )a = 0 otherwise ;

Note that X is an indecomposable representation of () for all K € Z,,.

Theorem 4.13. Let Q) be an A, type quiver.
(a) The isomorphism classes of indecomposable representations of Q) are in bijection with ZL,,; more pre-
cisely, they are described by indecomposable representations X i for K € I, ;

(b) The homomorphism space between two indecomposable representations of Q is of dimension at most
one; more precisely, Hom(X g, X1) is nonzero if and only if there exists an interval J such that J is
above K and below L relative to Q ; if such an interval exists, it is unique and Hom(X g, X 1) consists

of scalar multiples of the morphism ¢ = (¢¢)qeq, Such that ¢, = 1dk if q € J and ¢4 = 0 otherwise.

In the light of the previous result :

o forall interval sets ¢ ¢ Z,, and all quivers  of A,, type, write Catg(_# ) the subcategory of rep(Q)
additively generated by X for K € ¢ ;
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e for all quivers () of A,, type and for all nonzero subcategories ¢ of rep(Q), let Int(%") be the interval

set of Z,, consisting of intervals K such that X5 € %.

Recall that we only consider full subcategories closed under direct sums and direct summands. Such subca-
tegories are additively generated by X g for K € ¢ for some 7 c I,.

Hence, for any A,, type quiver @, for all ¢ ¢ Z,, and for all subcategories € < rep(Q), we have ¢ =
Int(Catg(_#)) and € = Catg(Int(%)).

4.2.2.3 Reflection functors

In this subsection, we will recall the definition of reflection functors for any quiver (). For our purposes in

this paper, defining those functors only on objects is sufficient.

Let @ be an arbitrary quiver and v be a vertex ). Denote o, (Q) the quiver obtained from @ by reversing the

directions of the arrows incident to v. If o € 1 such that v € {s(«),t(«)}, denote & the reversed arrow of

ain o, (Q).

Now assume that v is a sink of Q). Consider = = ¢,(Q). The reflection functor
R, :1ep(Q) — rep(Z)

is defined as follows. Let X = ((Xg)qeqo, (X8)eq,) € 1ep(Q). We set Ry (X)) = ((Yy)qgezo, (Y5)pez,) €
rep(Z) where
o Y, =X, forq#+vand
Y, :Ker( P X D Xy —>XU);
aeQq, t(a)=v aeQq, t(a)=v

e Y3 = Xgif 5 € Qq such that t(3) # v, otherwise YB Y, — X(p) is the composition of the kernel

inclusion of Y;, to P X(a) With the projection onto the direct summand X (g).
€@, t(a)=v
If v is a source of @, the reflection functor

R, :rep(Q) — rep(0v(Q))
is defined dually.

Example 4.14. Let Q be a quiver and X € rep(Q) as below.
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Q= 1 > 2 € 3 € 4
100 100
010 0 0 0 0 0
00 0 010 0 0
X = 000 0 0 0 10
K3 > K* € K3 € K2

Apply the reflection functor R3. The arrows « and (3 are the only ones with 2 as a target. First we get

= = 09(Q) as follows.

& B g
== 1 € 2 > 3 € 4
We calculate afterward
1 0 0
1 00100 0 0 0
01 0 00O 0 1 0 3
Ker(XaEBXﬁ)zKer = , , ~ K"
000 O0T1FO0 -1 0 0
000 O0O0UO 0 0 0 0
0 0 1

Thus we get R3 (X)) by replacing the vector space at 2 by K3 and defining the morphisms for & and B by
the composition of the kernel inclusion K® — K° and the respective projection to X and X3. It gives the

following result.

1 00 -1 0 0 0 0
0O 0 O 0O 0 O 0 0
+ _
R3(X) = 01 0 0 0 1 10
K3 <€ K3 > K3 €— K2
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The reflection functors are additive, meaning we can understand their actions on objects by knowing their
actions on indecomposable objects.
By the following proposition, we recall the action of the reflection functors on Ind(Q), for @ an A,, type

quiver.
Proposition 4.15. Let ) be an A, type quiver, v € Qo and [v] + K € T,,. Write = = 0,(Q). If v is a sink of
Q, then R} (Xk) = Xk € rep(Z) where
Ku{v} fifeithere(K)=v-1orb(k)=v+1;
K'=1K {v} ifeither e(K) =vorb(K) = v;
K otherwise.

If v is a source of Q, then R, (X ) = X+ where K' is defined as above.

Note that, if v is a sink of @, R, (X[,]) = 0, and if v is a source of @, R, (X[,]) = 0. We also recall the

following result, which will be helpful later.

Theorem 4.16. Let Q be a quiver, and v be one of its sinks. Write = = 0,(Q). The reflection functor
RS : rep(Q) — rep(E) induces a category equivalence between the full subcategory of rep(Q) ad-
ditively generated by the indecomposable representations of Q) except the simple projective representa-
tion at v and the full subcategory of rep(Z) additively generated by indecomposable representations of

= except the simple injective representation at v. The quasi-inverse is induced by the reflection functor

R; : 1ep(2) — rep(Q).

See (Assem et al., 2006, Theorem VII.5.3) for more details.

4.2.3 Jordan recoverability and canonical Jordan recoverability

4.2.3.1 The Greene-Kleitman invariant

In this subsection, for a given A,, type quiver (), we introduce a combinatorial invariant for any representation
of (), whose representation-theoretic meaning will be shown in the next subsection. Before introducing this

invariant, we need to recall some definitions and give some notations.

Recall that, given a quiver ), the Auslander—Reiten quiver of rep(()) is a quiver whose vertex set is the set

of isomorphism classes of indecomposable representations of () and whose arrow set is the set of irreducible
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morphisms between the indecomposable representations.
Given a positive integer m, an integer partition of m is a finite weakly decreasing sequence of positive
integers A = (A1, A2, ..., \x) such that Ay +--- + A\, = m. The length £(\) of such an integer partition \ is k.

Its size is |A| = A1 + -+ + A = m. We write A\ = m when ) is a partition of m.

Let @ be an A,, type quiver. For all ¢ € Qo, define the subcategory % , of rep(Q) by €, = Catg({K €
Z,|qe K}). Fix X erep(Q). We decompose X as below, with m g = mult(Xg, X) € N.
- m

Xz K@n XX
Consider the full subquiver of the Auslander—Reiten quiver whose vertices are isomorphism classes of in-
decomposable representation of () in 6 4. For ¢ > 1, we consider Hfl the set of all /-tuples of maximal
paths in this subquiver. Note that these paths start at the vertex corresponding to the projective representa-
tion P, and end at the injective representation I,. For all ¢-tuples of paths in the Auslander-Reiten quiver
v = (71, ...,7), we write Supp(y) for the set of vertices passed through by some ~;. For all y € I, we
consider a weight depending on X defined as follows :

wtx () = Z mg.
X eSupp(7)

Definition 4.17. The Greene-Kleitman invariant of X, denoted GK(X), is the n-tuple of partitions A =

(A7) 4eq, With XY such that :

o A =maxwtx(7):
vellg
e Vi>2, A = maxwtx(y) - max wtx(7y).
yellf yellit
Remark 4.18. This definition is a restatement, already made in (Garver et al., 2023), of (Greene et Kleitman,

1976).

Example 4.19. Consider ) = Z; . Let X e rep(Q). We can picture X, up to isomorphism, as a filling of the
Auslander—Reiten quiver : meaning a function ¢ x which associates each X5 to myg = mult(Xg, X). We
pictured the Auslander—Reiten quiver of Zg,), and an example of a representation X in Figure 4.1. In Figure
4.2, we represent how we calculate the integer partition A\®. One can calculate \? following the same process
for ¢ € Qo. By doing all the calculations, we get GK(X) = ((10),(11,6),(11,17 - 11 = 6,18 -17 =
1),(11,5),(6)). _

Remark 4.20. We can note that if X > Y then GK(X) = GK(Y") by definition : the filling of the Auslander—

Reiten quivers for X and for Y are the same. This property explains why GK is an invariant of rep(Q).
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Following this remark, one can be interested in determining for which subcategories € of rep(Q) the

Greene—Kleitman invariant is complete.

In the next subsection, we will see that answering this question is equivalent to characterizing all the Jordan
recoverable subcategories of rep(Q). In this paper, we aim to partially answer this question by characterizing

all the canonically Jordan recoverable subcategories of rep(Q).

4.2.3.2 Jordan recoverability

Let @ be an A,, type quiver. Consider X € rep(Q). A nilpotent endomorphism N : X — X is an
endomorphism such that N* = 0 for some integer & > 0. One can think of a nilpotent endomorphism N
as a collection of nilpotent transformations (NNy)geq, satisfying an additional compatibility relation. Denote
NEnd(X) the set of nilpotent endomorphisms of X.

Let dim(X) =d = (dg)4eq,- For any N € NEnd(X'), we can consider the Jordan form of N, at each vertex
g. It induces a sequence of partitions A\? - d,. We refer to (A?) e, as the Jordan form data of N . Denote it

by JF(N).

The dominance order on partitions of an integer n is defined as it follows : for any A and p partitions of n,
A pif A +...+ X g <y +...+ py foreach k > 1 where we add zero parts to A and p if necessary.

We extend this order to any n-tuple of partitions. Introduce first a notation : for d = (dy,...,d,) € N* and
7 = (nl,...,7") a n-tuple of integer partitions, we write w + d if 7  d; for i € {1,...,n}. Now fix
deN". ForA=(\,....A ") and p = (!, ..., ") such that X ~ d and p + d, we say that A <y if for all
ie{l,...,n} N <y,

Before stating a precise result about the generic Jordan form data of any representation of (), we recall a key

outcome from Gansner.

Let I be a finite acyclic quiver. Label the vertices of I' from 1 to #I'( such that, for all 4, j € {1,..., #I},

if there is an arrow ¢« — j in I, then ¢ < j.

For ¢ > 1, we write Hfﬁ the set of all ¢-tuples of maximal paths in I". For v = (y1,...,7) € ny, write Supp(7)
the set of vertices passed through by some ;. We define A(T") = (Ay(T"))ys; forall £ > 1 by :

o Ay(T') = max, ¢y # Supp(7)
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o forl>2,Ay(T) = max, e # Supp(y) - mMax  rye-1 # Supp(7y).
Note that A/(I") > 0 for all £ > 1, and there exists £y > 1 such that Ay, (I') = 0.

We define a generic matrix of I as a #I'g x #I'g matrix M = (m; ;) where m; ; = 0 whenever there is no

arrow ¢ —> j in I, and the rest of its entries are complex numbers algebraically independent over Q.

We now state the following result proven by Gansner (Gansner, 1981a, Theorem 2.1) and independently by

Saks in his thesis (Saks, 1980, Theorem 6.3).

Theorem 4.21. For any finite acyclic quiver I, and for any generic matrix M of ', then M is nilpotent and
JE(M) = A(D).

One can notice that the construction of A(T") is closely similar to the one for calculating the Greene—
Kleitman invariant at each vertex of (). These similarities and some previous results from (Garver et al.,

2023) allow us to state the following result.

Theorem 4.22. Let Q be an A, type quiver. Let Y be a finite-dimensional representation over an algebrai-
cally closed field K. Then NEnd(Y') is an irreducible algebraic variety. Furthermore, there is a maximum
value of JF, with respect to <, on NEnd(Y") which is attained on a dense open set of NEnd(Y"), and this

value is exactly GK(Y).

Proof. As a direct consequence of (Garver et al., 2023, Theorem 2.3) stated in a more considerable ge-
nerality (instead of finite-dimensional representation Y over an A,, type quiver (), they proved the same
result for any finite-dimensional left module Y over a finite-dimensional K-algebra), we can already
affirm that NEnd(Y") is an irreducible algebraic variety, and the fact that JF admits a maximal value on
NEnd(Y") attained on a dense open set.

We must prove that this maximal value is GK(Y"). This result is a consequence of Theorem 4.21. We can
in fact notice that GK(Y") = (A(T'(¢)))qeq, Where I'(g) is the full subquiver of the Auslander-Reiten

quiver of rep(Q) in which we replace each vertex corresponding to the isomorphism class of Xy by a

chain of length mx = mult(Y, X ). This completes the proof. m

By Theorem 4.22, we can define GenJF(X) the generic Jordan form data of X as this maximal value of
JF on NEnd(X'). Keep in mind that GenJF(X') = GK(X). We only change its name for representation-

theoretic purposes.
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Definition 4.23. A subcategory % of rep((Q) is called Jordan recoverable if from a tuple of partitions A

there is at most a unique (up to isomorphism) X € ¢ such that GenJF(X) = A.

The Jordan recoverable categories of rep((Q) are precisely those for which GK is a complete invariant.

Example 4.24. Consider the A3 type quiver () in Figure 4.3.

FIGURE 4.3 The A3 type quiver considered (on the left) and its Auslander—Reiten quiver (on the right).

Here are some examples of Jordan recoverable rep(()) subcategories.

e The subcategory ¢ = Catg({[1],[2],[3]}) is Jordan recoverable : the dimension vectors of the
indecomposable representations which generate %) are linearly independent. More explicitly, for X €
%), there exists a unique triplet (a, b, ¢) € N3 such that X = X [L[ll]} X [?2]1 X [?3]]' Following calculation
of GK(X) (see Figure 4.4), we get GenJF(X) = ((a), (b), (¢)). This data determines X € %

FIGURE 4.4 The rectangle corresponds to indecomposable representations that are in 6¢ ,, form =1,2,3
from left to right. We use it as in Figure 4.2 to get GenJF(X) for X € 4} in Example 4.24.

e The subcategory 6> = Catg({[1], [1,3], [3]}) is Jordan recoverable. For X € ¢, there exists (a, b, c) €
N? such that X = Xpp @ X[l[’1 51 ® X[3)- Following Figure 4.5, we get that GenJF(X) = ((a +
b),(b),(b+c)). Note that we can recover X € € from this data. _

Contrary to the previous example, in general, we must deal with many equations to prove that a subcategory

% c rep(Q) is Jordan recoverable. We can ask ourselves if a more general way exists to recover X from its
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FIGURE 4.5 The way to get GenJF (X)) for X € %, in Example 4.24.

generic Jordan form data.

4.2.3.3 Canonical Jordan recoverability

Let @ be an A,, quiver. Consider X € rep(Q). Suppose that A = GenJF(X) = (A?),c,. From that we get a
tuple d, = |\| consisting of the dimension of the vector space X, at each vertex ¢. Let Y, be a vector space
of dimension d; and N, a nilpotent endomorphism of Y, with Jordan blocks size given by \7.

Let rep(Q, ) denote the set of representations Y = ((Y5)geo: (Ya)acq, ) such that the Y, are defined as
above and N = (NNg)4eq, defines a nilpotent endomorphism of Y. Under our assumption of () being of type
Ay, (Garver et al., 2023, Corollary 2.5) showed that rep(@, ) is an irreducible variety, and then they deduce

that there exists a dense open set €2 c rep((Q, A) such that all the representations in €2 are all isomorphic.

We denote GenRep(A), called the generic representation of Q) with Jordan form \, the isomorphism class

of representations that corresponds to the dense open set €2 in rep(Q, \).

Definition 4.25. A subcategory % of rep((Q) is said to be canonically Jordan recoverable if, for any X € %,
GenRep(GenJF (X)) = X.

We have an inverse of GK in such a category. Then obviously, any canonically Jordan recoverable cate-
gory is Jordan recoverable. However, there are Jordan recoverable categories that are not canonically Jordan

recoverable.

Example 4.26. Let () be the A3 type quiver of Example 4.24.

e The category %7 is not canonically Jordan recoverable by following the explanations already given in

Example 4.6.

e The category %> is canonically Jordan recoverable. Let A = ((a + b), (b), (b + ¢)) for a fixed triplet
(a,b,c) € N3, Consider Y € rep(Q,)) and N = (N1, No, N3) € NEnd(Y) such that JE(N) = .
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There exists u; € Y; such that N¢**~1(w;) # 0. Thus, by writing u; = Ni~(uy) fori e {1,...,a +b},
we get that (uq, ..., uq4p) is a basis of Y7, adapted to V. Similarly, we construct the bases (v1, ..., vp)
and (w1, ..., wp,.) of respectively Ys and Y3 such that they are adapted to N (see Figure 4.6). We now

have to describe Y, and Yj3. Thanks to the chosen bases, and square commutativity relations satisfied

Ya Y
Y = Ko > | € D¢

Ni| M| Ns )
U ——— )
U 1 et 11 e 011

N o Ns )
“b > ) €= w

Ny NgEs N3
ub+1 0 Wh+1
Ug+b

N,

0 w;)/+c
N3,
0

FIGURE 4.6 Illustration of the configuration described to study the canonical Jordan recoverability of %5.
Note that Y, (u;) = 0 and Y3(w;) = 0 for ¢ > b by square commutativity relations.

by IV, we only have to describe the image of u; by Y,, to describe all Y, and the same goes for Y. Then
Y, (u1) has to be a K-linear combination of (v1,...,vp), say (@) : Yo (u1) = kjv1 + ... + kpvp with
k1,...,ky € K. Among all the choices we could make, there exists a dense open set 1 c rep(Q, )
such that for Y € Qq, Y, (u1) ¢ Im(NV2) (this dense open set can be seen as taking k1 # 0 in («)).
Analogously, there exists a dense open set (2o such that Y3 (w1 ) ¢ Im(N2). Therefore, for all Y in the

dense open set £21 Ny, we get that Y = X [([11}] & X [l[’l 51 @ X [TB]]' This proves our claim. _
This paper describes all the canonically Jordan recoverable subcategories of rep((Q) for any A,, type quiver.

4.2.4 Storability

In this section, we introduce a relation among integer partitions which we call storability. We use it to describe

the interactions between integer partitions of a generic Jordan form of a representation in a canonically Jordan
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recoverable category.

4.24.1 Storable pairs

Definition 4.27. Let A and i be two integer partitions. The pair (A, i1) is storable if for all i € N*, \; > p; >

Ai+1 (adding zero parts as needed). Such a pair is strongly storable if in addition \; = p;.

We represent and characterize storable pairs visually. Fill two rows of 45° rotated boxes with the entries of A
and y as in Figure 4.7, adding infinitely many zeros to the right. Then (\, p) is storable if the entries weakly

decrease from left to right. We give two results that arise from the definition.

FIGURE 4.7 Tllustration of storability of (A, u1).

Lemma 4.28. Let A\ and p be two integer partitions.
1) If (\, ) and (i, \) are both storable, then X = ji;
2) If (\, ) is storable, then £(\) € {€(un),¢(p) +1}.

4.2.4.2 Storable triplets

Definition 4.29. Let ), 11 and v be three integer partitions. The triplet (\, u, /) is storable if the two following
conditions are satisfied :
e cither (\, i) or (u, \) is a storable pair;
e cither (p, ) or (v, 1) is a storable pair.
More precisely, we say that (\, p,v) is :
(mm) (@, ®)-storable if (A, ) and (v, u) are storable pairs;
(m8) (m,8)-storable if (A, ) and (s, ) are storable pairs;
(2m) (B,m)-storable if (p, A) and (v, u) are storable pairs ;

(=) (8,8)-storable if (p, A) and (1, v) are storable pairs.
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Such a triplet is strongly storable whenever \1 = pq or pg = 7.

In Figure 4.8, we illustrate the four storability configurations.

FIGURE 4.8 Tllustration of the four storability configurations of (\, , v/).

Definition 4.30. Let \, i, and v be three integer partitions. Assume that (A, i, v) is a storable triplet. We

define the diagonal transformation of 1 in (\, i, v), denoted diag(\, p, /), to be the integer partition 6 =

(61,62, ...) such that :

e if (\, i, v) is (8, ®B)-storable, then we define, for all i > 1,

max (A, v1)

i =

min(/\i_l, Vi—l) + max(/\i, 1/1') — Mi-1
o if (A, u,v) is (8, 2)-storable, then we define, for all i > 1,

)\1 + max()\Q, 1/1) — M1

i =

min()\i, Vz'—l) + max()\iﬂ, Vi) — M
e if (\, pu,v) is (B, ®)-storable, then we define, for all i > 1,

v + max(A,ve) — 1

i =

min()\i_l, Vi) + max()\z-, Vi+1) — M

o if (A, i, v) is (B,8)-storable, then we define, for all i > 1,

01' = min()\i, Vi) + max()\Hl, Vi+1) -

ifi=1

otherwise ;

ifi=1

otherwise ;

ifi=1

otherwise ;

Miv1-

We can picture the diagonal operation as doing local operations for each square of x4 in the diagram repre-

senting the storable triple (A, u, ) (Figure 4.9). Remark that A and v play symmetric roles : diag(\, p, V) =

diag(v, u, A). Here are some elementary statements we get for the diagonal transformation.
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FIGURE 4.9 Tllustration of the local operations to calculate diag(\, p, ).

Lemma 4.31. Let \, ; and v be three integer partitions. When it is well-defined, consider 0 = diag(\, v, ).

1) If (A, ) is a storable pair, then diag(\, i, i) = \.

(
2) If (\,p,v) is (8, 8)-storable, then (\,0,v) is strongly (8, 8)-storable.
3) If (\,p,v) is (8,8)-storable, then (\,0,v) is (8, 8)-storable.
4) If (\, p,v) is (8,8)-storable, then (\,0,v) is (B, 8)-storable.
5) If (\,p,v) is (8,8)-storable, then (\,0,v) is (8, B)-storable.
6) If (\, u,v) is either (8, ®)-storable, (8, B)-storable, (8, ®)-storable or strongly (8, 8)-storable, then

diag(\,0,v) = p.

4.24.3 Rephrasing results of Garver-Patrias—Thomas

In (Garver et al., 2023), they use the following notion.

Definition 4.32. Let p, u be two integer partitions, and ¢ € Z. We say that p and p are t-interlaced if :

e inthecaset >0,
PLZP22 .- 2Pt 2Pl 2 U1 2 P42 2 P43 2 12 2 Ptvd 2 - - -
e inthecaset <0, p; = u; for 1 <7< -t and
P—t+1 2 f—t+1 2 P—t42 2 P—t+3 2 [h—t42 2 P—t+4 2 - - -

We can state a link between t-interlaced pairs and storable triplets. For two integer partitions A, v, we denote

A + v the integer partition whose multiset of parts is composed of the parts of A and v.

Lemma 4.33. Let A\, i1 and v be three integer partitions. The following assertions hold :

i) if (A, u,v) is (B, ®)-storable, then \ + v and p are 1-interlaced ;
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ii) if (A, p,v) is either (8,8)-storable or (8, ®)-storable, then A + v and 1 are 0-interlaced ;

iii) if (A, u,v) is strongly (8,8)-storable, then A + v and p are —1-interlaced.

Remark 4.34. Note that :

e if (\, pu,v) is (8,8)-storable but not strongly (2, 2)-storable, then \ + v and p are not interlaced.

e if (A, p1, ) is such that A + v and p are t-interlaced, then this does not imply that (A, u, v/) is a storable

triplet.

Let ¢ be a vertex of an A,, type quiver (), d € N and w ~ d. We extend the tuple of partitions = with
70 = 71 = (0). We will write that 7 is (strongly) (2, 8)-storable at q if (797!, 79, 79*1) is a (strongly)

(8, B)-storable triplet. We use the same formulation for the three other storability configurations.

Let v be a source or a sink of (). We define o, () to be the n-tuple of partitions obtained from 7 by replacing

7 with diag(7?~1, 7?0, w0*1).

Lemma 4.35. Let v be a vertex of a quiver of A, type. Let T be a n-tuple of integer partitions such that
m is either (B, ®)-storable, (8,8)-storable, (8, ®)-storable or strongly (B,8)-storable at v. Consider X =
GenRep(m) and assume that GenJF (X)) = w. Then, if v is a source, GenJF(R, (X)) = o,(m). Similarly,
ifvis a sink, GenJF (R} (X)) = o,(7).

L+ 7L and p = 7V are t—interlaced for ¢ € {1,0,~1} by

Proof. Let 7 be as assumed. Then p = 7¥*
Lemma 4.33. The desired result follows from (Garver et al., 2023, Theorem 3.12) after checking that

the proof given there for ¢-interlaced pairs with ¢ > 0 also holds with £ < 0. m

Theorem 4.36. Ler v be a vertex of an A, type quiver Q. Let w be a n-tuple of integer partitions such
that 7 is (®,®)-storable, (®,8)-storable, (B, ®)-storable, or strongly (B,8)-storable at v. Assume that
X = GenRep(m). Then if v is a source, then R, (X ) = GenRep(o,(7)). Similarly, if v is a sink, R, (X)
GenRep(oy(m))

'+ 7! and pu = 7V are t—interlaced for ¢ € {1,0,-1} by

Proof. Let  be as assumed. Then p = 7¥*
Lemma 4.33. The result we wished for follows from (Garver et al., 2023, Theorem 3.10) after checking

that the proof given there for ¢-interlaced pairs with ¢ > 0 also holds with £ < 0. m
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4.2.5 Operations preserving canonical Jordan recoverability

4.2.5.1 Adding a simple representation

We define the operation AddS,, on subcategories of rep(Q) by AddS, (%) = add(¥%,.S,) for any subcate-
gory € of rep(Q). In general, this operation does not preserve the canonical Jordan recoverability property.

This subsection shows it does so under a storability condition on generic Jordan forms of all X € €.

First, we are interested in preserving Jordan recoverability. Before stating the result, we need the following

lemma.

Lemma 4.37. Let v be a source or a sink of an A, type quiver Q). Consider a € N and X € rep(Q). Write
m = GenJF(X). Then GenJF(S) & X) =& where £ =nlif g+ vand £ = (7] + a, 75,75, ...).

Proof. The lemma is a direct consequence of the combinatorial way to calculate £ = GenJF (S} @ X).
Theorem 4.22 tells us that GenJF is given by the Greene—Kleitman invariant GK introduced in Section
4.2.3.1.

We first note that the calculation of £ differs from the one for # = GenJF(X) only at the vertex v.
Moreover, as v is a source (respectively a sink), any maximal path in the Auslander—Reiten quiver of )
over indecomposable objects of € admitting v in their support will go through .S,,, a consequence of the
fact that .S, is at the end (respectively at the beginning) of any of those paths. Then £’ = 7]’ + a. For the

other parts of £”, as .S, will not reappear in the calculation, { = 7} fori > 2. m

Now we can give a sufficient assumption on Jordan recoverable subcategories ¢ such that AddS, (%) is also

Jordan recoverable.

Proposition 4.38. Let Q) be a quiver of A, type, and v be a source or a sink of Q. Let € c rep(Q) be a
Jordan recoverable category such that
(x) Forany X € €, GenJF(X) is strongly (8, 8)-storable at v.

Then 2 = AddS, (%) is Jordan recoverable.

Proof. Let v, @ and € be as assumed. Remark that S, is not an indecomposable object of & by (*).
Consider Z = AddS, (%) and let us prove that Z is Jordan recoverable.

LetY,Z ¢ 9. We know that Y 2 S¢@ Y’ and Z = S° @ Z' with Y', Z' € € and a, b € N. Suppose that
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GenJF(Y) = GenJF(Z). If we take A = GenJF(Y”) and p = GenJF(Z"), then, by Lemma 4.37, we
get :

1) N =pfforall g+ k;

2) XY +a=puj+b;

3) Ay =py forall s> 1.
By (%) and 1), we know that Y = max(A\y™1, AV*Y) = max (¢!, pu¢™1) = 8. Hence a = b and A = p.
Therefore we get that Y’ = Z’ using the fact that ¢ is Jordan recoverable. We finally conclude that

Y =~ Z and thus 2 is Jordan recoverable. m

We now show that we preserve canonical Jordan recoverability under the same assumption ().

Proposition 4.39. Let (Q be a quiver of A, type, and v be a source or a sink of Q). Let € c rep(Q)
be a canonically Jordan recoverable category satisfying (). Then 2 = AddS, (%) is canonically Jordan

recoverable.

Proof. Consider Y € 9 = AddS(%). By definition of &, there exist a € N and Y’ € % such that
Y2S5%eY' Writew = GenJF(Y"). We get £ = GenJF(Y") from m as described in Lemma 4.37.

Note that from (), we know that r is strongly (8, 8)-storable at v. So 7¥ = max(7}~!, 7¥*1).

Let Z € rep(Q,€&). Consider N € NEnd(Z) such that JF(N) = €. Assume, without loss of generality,
that v is a source. Denote  : v — 1 «— v and 5 : v — v + 1 the arrows incident to v. From the
relation 7} = max(7?~1, 7¥*1) and the definition of &, we get that N™ (Z,) ¢ Ker(Z,) n Ker(Z).
Thus, mult(S,,Z) > a. Saying that mult(.S,, Z) > a is equivalent to asking the induced morphism
from the quotient Z,/N™1(Z,) to Zo ® Z 3, to have a nontrivial kernel, which is a closed condition. As
Y e rep(Q,€) and mult(S,,Y") = a, there exists therefore a dense open set © c rep(Q,€) such that,
for any Z € ©, mult(S,, Z) = a, which means there exists Z’ € rep(Q) such that Z =2 S% @ Z’ and Z’

has no indecomposable summand isomorphic to .S,,.

Thanks to Lemma 4.37, we know that GenJF(Z') = m. By canonical Jordan recoverability of ¢, we
know that there exists a dense open set ® c rep(Q,m) such that for any Z’ € ®, Z' 2 Y. Hence there
exists a dense open set {2 c rep(Q, &) such that, forall Z € Q, Z 2 S® @ Y' 2 Y. We conclude that 2 is

canonically Jordan recoverable. m
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4.2.5.2 Applying reflection functors

This subsection aims to show that under some general storability conditions, reflection functors preserve

canonical Jordan recoverability.

First, we prove the following result.

Proposition 4.40. Let v be a vertex of an A, type quiver Q. Let € < rep(Q) be a Jordan recoverable

category such that :
(V) For any X € €, GenJF(X) is either (8,8)-storable, (B,B)-storable, (B,8)-storable or strongly
(8,8)-storable at v.

If v is a source, then R, (€) is a Jordan recoverable category of rep(o,(Q)). Similarly, if v is a sink, then

R} (€) is a Jordan recoverable category of rep(o,(Q)).

Proof. Assume that v is a source. Let Y, Z € R, (%¢). By (V), we know that S, ¢ €. Therefore there
exists a unique representation Y € ¢ (up to isomorphism) such that R, (Y") = Y. Similarly, there exists

aunique Z' € ¢ such that R, (Z') = Z.

Consider A = GenJF(Y') et u = GenJF(Z"). So 0,(\) = GenJF(Y') and 0, (u) = GenJF(Z). Now
assume that @ = o,(\) = 0, (p). We claim that Y = Z. We know, by (V) and Lemma 4.31, that @ is either
(m, B)-storable, (B, ®)-storable, (B, 8)-storable or strongly (8, 8)-storable at v. As a consequence of
Lemma 4.31 6), we have X = u. Using the fact that € is Jordan recoverable : we conclude that Y/ =~ Z'.

Thus Y = Z, we end up with the result we wished for.

The same goes analogously for R} (%), whenever v is a sink. m

Under the same assumption (V), we can show that reflection functors also preserve canonical Jordan reco-

verability.

Proposition 4.41. Let v be a source of an A,,-type quiver Q. Let € c rep(Q) be a canonically Jordan recove-
rable category satisfying (V). Then R, (€) is a canonically Jordan recoverable subcategory of rep(o,(Q)).
Similarly, if v is a sink, R} (%) is a canonically Jordan recoverable subcategory of rep(o,(Q)).

155



Proof. Assume that v is a source. Let Y € R (%). By (V), S, ¢ €. So there exists a unique represen-
tation Y € € (up to isomorphism) such that R, (Y') 2 Y.

Let ™ = GenJF(Y"). As % is canonically Jordan recoverable, we have that GenRep(m) = Y. We can
use Lemma 4.35 to get that GenJF (YY) = o, (m). Moreover, Theorem 4.36 gives us that GenRep (o, (7))
R,(Y') 2 Y. This completes the proof.

The same goes similarly for R (%), whenever v is a sink. m

4.2.6 Adjacency-avoiding interval sets

Recall the following definition.

Definition 4.42. Two intervals K, L € Z,, are adjacent if either b(K) = e(L) + 1 or b(L) = e(K) + 1. An
interval set ¢ is said to be adjacency-avoiding if there are no pair of adjacent intervals in _# ; meaning, in a

more affirmative way, that for all K, L € _#, we have either KnL # &, b(K) > e(L)+2o0rb(L) > e(K)+2.

We saw in Section 4.2.1.2 that this notion is a crucial point to describe the canonically Jordan recoverable
subcategories of rep(Q) for any A,, type quiver ). We aim to look into the combinatorial behavior of this

family of interval sets, keeping in mind their representation-theoretic interest.

4.2.6.1 Interval sets from shifted bipartitions

This section will describe and characterize all maximal adjacency-avoiding subsets of Z,,.

Definition 4.43. Let B and E be two subsets of {1,...,n}. We define _# (B, E) to be the following subset
of 7, :
J(BE)={KeZ,|b(K)eBande(K) cE}.

Example 4.44. Letn > 1. Form e {1,...n} (B = [1,m],E = [m,n]), we get

J(B,E)={KeI,|meK}.
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Note that for a given pair of subsets (B, E), there could exist b € B such that for all e € E, e < b : this
implies that there are no intervals K in _# (B, E) such that b(K) = b. Hence # (B,E) = _# (B~ {b},E).
We consider the following notion as we want to completely characterize these interval subsets by pairs of
subsets (B, E). We say that (B, E) is a effective pair of subsets if it satisfies the two assertions below :

o for all b € B there exists e € E such that b < e

e for all e € E, there exists b € B such that b < e.

Lemma 4.45. For all (C,F) pairs of subsets of {1,...,n}, there exists a unique effective pair of subsets

(B,E) of {1,...,n} such thatr ¢ (C,F)= _¢(B,E).

Forall A c {1,...,n}, we denote by A[1] the shift of A definedby A[1]={a+1|acA}.

Definition 4.46. Let (B, E) be a pair of subsets of {1,...,n}. We say that (B, E) is a shifted disjoint pair
if BNE[1] = o.

Proposition 4.47. Let (B, E) be an effective shifted disjoint pair of subsets in {1,...,n}. Then ¢ (B,E)

is adjacency-avoiding.

Proof. Let K, L ¢ ¢ (B, E). We want to prove that they are not adjacent. If they intersect, we are done.
Otherwise, without loss of generality, assume that b(L) > e(K). By definition, b(L) e Band e(K) € E.
We know that B n E[1] = @. This means that e(K) + 1 ¢ B and so b(L) > e(K) + 2. Therefore K and

L are not adjacent. m

Definition 4.48. A pair of subsets (B,E) of {1,...,n} is a shifted interval bipartition if B U E[1] ¢
Zn+1 U {2}, and BN E[1] = @. Moreover, such a pair is said to be complete if BUE[1] = {1,...,n+1}.

Remark 4.49. Some remarks :
e Note that if (B, E) is a pair of subsets of {1,...,n} suchthat BUE[1] = {1,...,n+1}, then (B,E)
is effective since necessarily 1 € B and n € E.

e Define rev the reverse map on {1,...,n}, by rev(i) = n+ 1 —1i. Write A™ = rev(A) for all A ¢

{1,...,n}. Now if (B, E) is an effective shifted interval bipartition, then (E™V, B"") is too.

We will show that the complete shifted bipartitions describe all the maximal (for inclusion) adjacency-

avoiding interval sets.
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Lemma 4.50. Let (B, E) be a complete shifted bipartition of {1,...,n}. Then forall K € T, ~ 7 (B,E),
eitherb(K)-1eEore(K)+1¢B.

Proof. Let K € Z,, ~ _# (B, E). We have either b(K) ¢ B or e(K) ¢ E. We know that B U E[1] =
{1,...,n+1}and BnE[1] = @. If b(K) ¢ B then b(K) € E[1] and therefore b(K) — 1 € E. Otherwise
e(K)¢Eandthene(K)+1¢B. m

Proposition 4.51. Let (B, E) be a complete shifted bipartition of {1,...,n}. Then ¢ (B, E) is a maximal

(for inclusion) adjacency-avoiding subset of L.

Proof. By Proposition 4.47, we already know that _# = ¢ (B, E) is adjacency-avoiding.

Let K € Z,, ~ _#. Then either b(K) -1 € E or e(K) + 1 € B by Lemma 4.50. In the first case, by
taking [1,b(K) — 1] or, in the second case, by taking [e(K) + 1,n], we conclude that ¢ u {K} is not

adjacency-avoiding. m

Lemma 4.52. Consider ¢ a maximal (for inclusion) adjacency-avoiding subset of intervals of I,,. Then :
(i) [inle 7
(i) if K,Le ¢ withb(K)<e(L), then [b(K),e(L)] € #

(4i1) if K,Le Zandif KnL+ @, then KnLe 7

(iv) if K € 7, then there exists m € K such that [m] € ¢.

Proof. Let ¢ be as assumed.

(i) Nointerval K € 7, is adjacent to [1;n]. Hence ¢ u {[1;n]} is adjacency-avoiding. By maxima-
lity of 7, [1;n]e #.

(i) Let K,L € _¢ such that b(K') < e(L). There is no interval 7' € _# adjacent to [b(K),e(L)];
otherwise, such a 7' would have to be adjacent to either K or L. Hence ¢ u {[b(K),e(L)]} is
adjacency-avoiding. By maximality of ¢, we have [b(K),e(L)] € 7.

(#i7) Let K, L € # suchthat K nL # @. Without loss of generality, we may assume that b(L) < e(K).
Therefore b(L) < b(K) < e(L) < e(K) and K n L = [b(K),e(L)]. By (i), we conclude that
KnLe ¢.

(iv) Let K € . Let us consider a minimal interval 7' C K such that T'e _#
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Let U € Z,, such that @ # U ¢ T If there exists L € _# such that L is adjacent to U, then either L
is adjacent to 7', which is impossible by hypothesis on ¢, or L nT # . Using (4i7), we get that
T2LnTe . By minimality of T'in ¢, we assert that LnT =T and thus LnU =U # @,

contradicting the fact that L and U are adjacent. Thus, forall L € ¢, L and U are not adjacent.

We obtain that ¢ u {U} is adjacency-avoiding. By maximality of ¢, we get that 7' = U. The
only case where any nonempty subset of 7" is equal to U is when b(T") = e(T"). We deduce the

desired result. m

Proposition 4.53. All the maximal adjacency-avoiding subsets of I, can be written as ¢ (B, E) where

(B, E) is a complete shifted bipartition of {1,...,n}.

Proof. Let ¢ be a maximal adjacency-avoiding subset of Z,,. By Lemma 4.52 (4), we know that [1;n] €
7. Applying Lemma 4.52 (iv) to [1;n], we know that there exists m € [1;n] such that [m] € 7.
Knowing that there is at least one m € {1,...,n} such that [m] € _#, assume that there are p € N* of
those. We order and denote them by 1 < my < mg < ... <m, < n. Note obviously that we cannot have

ms+1 =ms+ 1 forany se{l,...,p—1}.

Forse {1,...,p-1},let as be the maximal index a such that mg < a < m4.1 and such that [mg;a] € 7,
and b, be the minimal index b such that m, < b < m.1 and such that [b;mgq] € Z.
We show that, forall s € {1,...,p— 1}, bs > as + 2. By contradiction :
e if by = as + 1 then ¢ is not adjacency-avoiding ;
o if by < ag, then [b,, as] € # by Lemma 4.52 (i74), and this implies by Lemma 4.52 (iv) that we
should have a m' € [b, as] such that [m] € _#. However, by construction, ms < m' < mg..
By taking
e B=[1,mi]ufai +2,ma]u...ufap-1+2,my] and
o E=[mi,a1]u[ma,a]u...u[mp,n],

we can easily check that (B, E) is a complete shifted bipartition of {1,...,n}. Moreover, by construc-

tion of # (B, E) and Lemma 4.52 (4i), we can assert that ¢ (B,E) 2 _#.Thus ¢ (B,E) = ¢ by

Proposition 4.51. m
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4.2.6.2 Interval reflections

Definition 4.54. Let v € {1,...,n}. The interval reflection at v, denote refl, is a function on Z,, \ {[v]}
defined as follows :
Ku{v} ifv¢ Kand Ku{v}eZ,
VK € Zp N {[v]}, refly(K) = { K~ {v} ifveKand K {v}€eT,

K otherwise.

Remark 4.55. The interval reflection at v is an involution on Z,, ~ {[v]}.

For all # ¢ I,,, we denote refl,(_#) the interval subset made of all the intervals refl, (K) for K € ¢ ~

{[v]}. Here is a direct consequence of the definition of refl, and Proposition 4.15.

Corollary 4.56. Let () be an A,, type quiver and v € Q) be either a source or a sink of Q. Consider 7 c I,
Then the reflection functor at v applied to Catg(_# ) yields Cat, o) (refly( 7))

The result below shows that the adjacency-avoiding property is stable under refl, forall v e {1,...,n}.

Proposition 4.57. Let 7 be an adjacency-avoiding subset of I,,. Then refl,(_#) is adjacency-avoiding.
Moreover, if [v] ¢ #, then 7 is adjacency-avoiding if and only if refl,(_#') is too.

Proof. Let # be an adjacency-avoiding interval subset. Suppose that refl,(_#) is not adjacency-
avoiding. We thus have two adjacent intervals 7" and U in refl,(_# ). Let us say that b(U) = e(T") + 1

without loss of generality.

By definition, let K, L € _# \ {[v]} such that refl,(K) = T" and refl, (L) = U. By involution, we get
K =refl,(T") and L = refl, (U). Now,

o ifv¢{e(T),b(U)} thenb(L)=b(U)=e(T)+1=e(K)+1;

o ifv=e(T),thenb(L)=b(U)-1=e(T)=e(K)+1;

o ifv=0b(U),thenb(L)=b(U)+1=e(T)+2=¢(K)+1.
In all cases, we get that K and L are adjacent, which gives us a contradiction. So refl, (_# ) is adjacency-

avoiding.
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If [v] ¢ #, then refl, (refl,(_#)) = # and we are done. m

It seems natural to ask how the maximal adjacency-avoiding interval subsets behave under this action. The
example below must motivate us to define an action on effective shifted interval bipartitions by seeing that
the image by refl, can be described thanks to another effective shifted interval bipartition.
Example4.58. Letn =6,B = {2,4} and E = {2,4,5}. Wehave 7 = 7 (B,E) = {[2],[2,4],[2,5], [4], [4,5]}.
Then we get

refls(,7) = {[2.3], [2,4], [2, 5], [3,4], [3,5]} = .7 (B",E") » {[3]}
with B’ = {2,3} = (Bu {3})~ {4} and E’ = {3,4,5} = (Eu {3}) \ {2}. ,

Before defining the foggle action, let us introduce the completion of an effective shifted interval bipartition

via extended shifted bipartitions.

Definition 4.59. An extended shifted bipartition of {1, ... n} isapair (C,F)suchthat Cc {1,...,n+1},
F c{0,...,n}and {C,F[1]} is a bipartition of {1,...,n+1}.

Proposition 4.60. For any pair (B, E), with B # @ + E, forming an interval shifted bipartition of {1, ...,n},
there exists a unique extended shifted bipartition (B,E) of {1,...,n} such that 7 (B,E)=_¢#(B,E).

We call (B, E) the completion of (B, E).

Remark 4.61. Note that if either B = @gandn ¢ E, or E = @ and 1 ¢ B, then the completion is not unique. For
instance, (@, @) admits n + 2 different completions. As this pair will remain important until the end of this
section, we give a notation to its completions. Let, for 0 < m < n+1, &y, = ({m+1,...,n+1},{0,...,m-1})

be the mth completion of (3, D).

Proof of Proposition 4.60. Let (B, E) as assumed. Then let :

e B=Bu{i|i>max(BUE[1])};
e E=Eu{i-1|i<min(BuE[1])}.
It is easy to check that (B, E) is an extended shifted bipartition of {1,...,n} such that 7 (B,E) =

7 (B,E). It is also clear that this extended shifted bipartition is the unique one satisfying the desired

properties. ®

Corollary 4.62. The map (B,E) — (B, E) gives a bijection from pairs (B,E) of nonempty subsets of
{1,...,n} forming effective shifted interval bipartitions, and pairs (C, ¥ forming extended shifted biparti-
tions of {1, ...,n} such that ¢ (C,F) + @.
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Proof. This result is a direct consequence of Lemma 4.45 and Proposition 4.60. m

For any pair (C,F) suchthat Cc {1,...,n+1} and F ¢ {0,...,n}, denote eff (C, F) the unique effective
shifted interval bipartition of {1,...,n} such that # (C,F) = 7 (eff(C,F)).
In the next example, we seem to extend our observations in Example 4.58 to all the other reflections we can
do. We will see in Proposition 4.70 that is exactly the case.
Example 4.63. Letn = 6, B = {2,4} and E = {2,4,5}. So B = {2,4,7} and E = {0,2,4,5}. Let ¢ =
JZ(B,E) ={[2],[2,4],[2,5], [4],[4,5] }. Then,

o refli () = {[1,2], [1,4], [1,5], [4], [4, 5} = .7 (B", E") » {[1]} with :

e B’ ={1,4,7} = (Bu{1})~ {2}

e E'={1,2,4,5} = (Eu{1})\ {0};

o refla(_7) = {[3,4],[3,5], [4], [4,5] = Z (B',E) with :
e B’ ={3,4,7}=(Bu{3})\ {2}

e E'={0,1,4,5} = (Eu{1})\ {2};

o refls(_7) = {[2,3],[2,4],[2,5], [3,4],[3,5]} = Z (B, E") ~ {[3]} with:
e B'={2,3,7} = (Bu{3}) {4}

e E'={0,3,4,5} = (Eu{3})\{2}. _
Definition 4.64. Let (C, F) be an extended shifted bipartition of {1,...,n}. Letv € {1,...,n}. We define
tog, (C, F) the toggle at v of (C,F) as the pair (C’, F’) where :

(Cu{v})~{v+1} ifv¢ CUF
e C'=(Cu{v+1}){v} ifveCnF

C otherwise;
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(Fu{v})~{v-1} ifv¢CUF
o F'= (Fu{v-1})~{v} ifveCnF
F otherwise.

Remark 4.65. Note that, by construction, rev(tog, (C,F)) = tog,,,;_, (FY, C™).

The following interpretation of the application of tog, follows directly from Definition 4.64.

Lemma 4.66. Ler (C,F) be an extended shifted bipartition of {1, ... ,n}. Consider (C',F') = tog,(C,F).
Then C' is defined from C by replacing v by v — 1 and by replacing v — 1 by v, and F' is defined from F by
replacing v by v + 1 and by replacing v + 1 by v.

The following proposition follows immediately from Lemma 4.66.

Proposition 4.67. Let (C,F) be an extended shifted bipartition of {1,...,n}. For all v € {1,...,n},
tog, (C,F) is also an extended shifted bipartition of {1,...,n}.

Thus the toggles on the extended shifted bipartitions of {1,...,n} induce toggle operations on the effective

shifted interval bipartitions.

Definition 4.68. Let (B, E) be an effective shifted interval bipartition of the set {1,...,n},andv € {1,...,v}.

We define tog, (B, E) the toggle at v of (B, E) by :

tOgv(B, E) _ eﬁ(togv(év)) if (B7 E) = (@7 @);

eff (tog, (compl,,(B,E))) otherwise.

Remark 4.69. We can describe tog, explicitly on effective shifted interval bipartitions of {1,...,n} : we

have tog, (B, E) = (B, E") where :

Bu{v))~{v+1} ifv¢BuEandv+1eB
ifvée BUE, v+1¢Bandeitherv-1¢c¢E

Bu{v}

orB=g

e« B'= ifve BNE and eitherv+1€¢E
(Bu{v+1})~{v}
orv+2¢B

B {v} ifveBnE, v+1¢Eandv+2¢B
B otherwise ;
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(Eu{v})~{v-1} ifv¢BuEandv-1¢c¢E

ifvée BUE, v-1¢Eandeitherv+1¢B

Eu{v}
orE=yg
e E'= ifve BnE andeitherv-1¢B
(Eu{v-1})~{v}
orv-2¢E
E~ {v} ifvreBnE, v-1¢Bandv-2¢E

E otherwise.

However, Definition 4.68 is easier to handle than this explicit description.

Proposition 4.70. Let (C,F) be an extended shifted bipartition of {1,...,n}, and v € {1,...,n}. Write
7 = Z(C,F)and T = 7 (tog,(C,F)). We get the following results :

1) ifvé¢ CUF, then T =refl,(_#) u{[v]}.

2) otherwise, T =refl,(_7).

Proof. Let (C,F) and v be as assumed. Write (C', F') = tog, (C, F). Itis obvious that [v] € _# (C',F’)
ifandonly if Cn{v,v+1} ={v+1} and Fn{v,v -1} = {v -1}, which is equivalent to v ¢ CUF as

claimed.

Let K’ € Z,,. By definition, K’ ¢ ¢ (C',F’) whenever b(K') € C" and e(K') € F'. As we already
treated this case, assume that K’ # [v]. By Lemma 4.66, the conditions b(K"') € C" and e(K') € F' is

equivalent to saying that K € _# (C,F) and K’ = refl,(K). This completes the proof. m

Corollary 4.71. Let (B, E) be an effective shifted interval partition of {1,...,n} and v € {1,...,n}. Write
7= 7(B,E)and T = 7 (tog,(B,E)). We get the following results :

1) ifvé BUE,and, v-1€Eorv+1eB, then 7 =refl,(_#7) v {[v]}.
2) otherwise, 7 =refl,(_7).

Proof. This results from Corollary 4.62, Definition 4.68, and Proposition 4.70. m

Remark 4.72. Note that the condition v — 1 € E or v + 1 € B makes sure that there exists an interval in

7 (B, E) adjacent to [v], and so _# (B, E) will not be fixed under refl,.
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Corollary 4.73. For any effective shifted interval bipartitions (B, E), there exists a unique effective shifted
interval bipartition (B',E") such that either ¢ (B,E) =refl,(_#(B",E')) ifv ¢ BnE or #(B,E) =
refl,(_Z (B',E")) u{[v]} otherwise.

Proof. We use the fact that refl, is an involution on interval subsets which do not contain [v] and

Corollary 4.71. Therefore (B, E’) = tog,(B,E). m

Remark 4.74. A similar statement can be made for extended shifted bipartitions of {1,...,n}. In the follo-

wing, we will only focus on the effective shifted interval bipartitions.

4.2.7 Proof of the main result

In this section, we prove Theorem 4.9. To do so, we will prove that for any complete shifted bipartition
(B,E) of {1,...,n}, and any quiver @) of A,, type, Catg(_# (B,E)) is canonically Jordan recoverable.

We first prove this claim for () linearly oriented and then generalize it to any A,, type quiver.

4.2.7.1 The linearly oriented case

We introduce an algorithm as a sequence of operations seen in Section 4.2.5 which builds the category
%E:(B, E) = CatA—;(j(B, E))) for any given complete shifted bipartition (B, E) of {1,...,n}. Thanks

to it, we will prove that this category is canonically Jordan recoverable.

Algorithm 4.75. Letn > 1and Q) = Tn Let (B, E) be a complete shifted bipartition of {1, ..., n}. Consider

—
Q10 = A,Pand, for 1 <i<nand 0 < j<n—1, Q1 = 0nj(Qi;) and Qis10 = Qin-i+1. We define

¢ :‘Ké](B,E) and 2% = @é” (B,E)for1<i<n+1land0<j<n—i+1asfollows :
V) ¥
e €40 = {0} and 20 = {0} ;

e if j<n—i+1, weput 2+ = R;_j(%i’j) and

AddS,,—j(2%7*1) ifieBandi+jeE

%i,j+1 _

i+l otherwise.

° cgi+1,0 — cgi,n—z}l'

Recall that the quiver over which we consider ¢’/ and 27 is Qi ;-
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We can rephrase Algorithm 4.75 by giving a similar algorithm for interval sets corresponding to €/ and
758
Algorithm 4.76. We define ¢/ = #%/(B,E)and 7% = 7%/ (B,E)forl1 <i<n+land0<j<n-i+l
as follows :
o jl’ozgandfl’():@;
o ifj<n-i+1,weput 7% =refl, ;(_#") and
i T u{[n-4]} ifieBandi+jeE

Fhitl otherwise.
° ji+1,0 _ ji,n—ﬂl'
It follows that Catg, ; (FH)=¢" and Catg, ; (T4 =94,

Proposition 4.77. The Algorithm 4.75 returns €™10 = ¢ (B,E).

Proof. First, we can check, by a simple induction, that the quiver @}, o, for p > 2 is as follows.

| —>2—> > p-1l €D €— " €—n

Thus Qn+1,0 = zTn) as claimed. As there is a bijection from subcategories of any given A,, type quiver
() to interval subsets, we can work with the sequence ¢ “J and prove that I ntl,0 - J(B,E). It will

imply the result we wished for.

To do so, we will first study the evolution of [n — j] appearing in _# 43*+1 following the algorithm until

arriving at _#"*1'0. Following the sequence of reflections from #"*! o g"*1.0 = gin=itl ywe get
refl; oreflj, 1 0... orefl,_j_1 ([n - 4]) = [¢,n - j].

In the sequence of reflections applied to get _#"**0 from _#*1:0, the only reflection that affects [, n—j]

is refl,_j+1. So [n - j] in _#"*! corresponds to [i,n - j + 1] in _Z >0,
By the same argument, we get that [n - j] in _#*/*! corresponds to [i,n] in _# “*/*1:0. Here, following
the sequence of reflections applied to get ¢ /%20 = gi+i+ln=i=j+2 from #i*i+1.0 the interval [i, n]

becomes [i,7 + j] in _# +7+2.0 " A5 the remainder of the sequence of reflections we still have to apply
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to get _Z"10 from g *20 does not affect anymore [i, i + 5], because they only touch the vertices

q>i+j+2, we conclude that [n - j] in _#*/*! corresponds to [i,i + j] e #™0.

To end the proof, we only have to notice that during the construction, we add in our interval subset

[n-j]e #%* if and only if we havei e Bandi +j ¢ E. m

Theorem 4.78. Let n > 1. For all effective shifted interval bipartitions (B, E) of {1,...,n}, ¢ (B,E) is

canonically Jordan recoverable. Moreover, for all X € ‘KT(B, E):
(a) GenJF(X) is (m,m)-storable at q forq ¢ BUE;
(b) GenJF(X) is (m,8)-storable at q for g e Ex B

(

(

(¢) GenJF(X) is (B8,®)-storable at q for g e BNE;

(d) GenJF(X) is (8,8)-storable at q for g e BN E;
(

(e) GenJF(X)?=(0) whenever q < min(B) or ¢ > max(E)

Proof. Assume first that (B, E) is a complete shifted bipartition of {1,...,n}. In this case, we show the
claimed result by an induction proof of the following claim, for all ¢ € {1,...,n+ 1} and j € {0,...,n -
i+1}:
(H; ;) The category € “.J is canonically Jordan recoverable and for all X € €% :
(a) GenJF(X) is (m,m)-storable at ¢ for g € {1,...,n} such that either :
(a)(1) g<i-landgq¢ BUE, or;
(a)(2) g=n—-jifieBandn-j+i-1.
(b) GenJF(X) is (m,8)-storable at g for g € {1,...,n} such that either :
(b)(1) g<i—-1andge E~B,or;
(b)(2) g=i-1,ifi—1¢B,or;
(b)(3) g>i—landg¢{n-j,n-j+1},or;
(b)4) ge{n-j,n-j+1}ifi¢B.
(¢) GenJF(X) is (2,m)-storable at g for g € {1,...,n} suchthatg<i—1and g e B\ E;
(d) GenJF(X) is (8,8)-storable at g for g € {1,...7 — 1} such that either :
(d)(1) g<i-1and qe BNnE,or;
(d)(2) ¢g=i-1,ifi-1€eB,or;

(d)(3) g=n—-j+1ifieB.
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(e) GenJF(X)?=GenJF(X)%"! for q € {0,...,n} such that either :
(e)(1) n—-g+i<n—-jandn-qg+ieB,or;

(e)(2) n—g+i+1>n—jandn—-qg+i+1eB.

Recall that we extended the generic Jordan form data of any X € rep(Q; ;) by writing GenJF(X)° =
GenJF(X)" = (0).

Note, by Proposition 4.77, that the claim (H,,+1,0) corresponds to the wished-for result.

Fori=1and j =0, %% = {0} is canonically Jordan recoverable, and, GenJF(0) = ((0))1<4<n satisfies

all the storability conditions and equalities we ask for.

Now assume that for a fixed i € {1,...,n+1},and j € {0,...,n —i + 1}, €% satisfies (H; ;).

We will show that either €%7*! satisfies (Hjj+1)ifj<n—-i+1,or €10 satisfies (Hj41,0) otherwise.

We can already say that the only vertices ¢ where the storability conditions change are ¢ = n —j — 1,

g=n-jandg=n-j+1.

We have several cases to treat :

e The case j = n—i+ 1 is trivial by the fact that " +! = ¢+1.0 by Algorithm 4.75. We only have
to check that (i,n—4i+ 1) and (7 + 1,0) give us the same storability conditions.

Assume that i ¢ B and j < n — i + 1. Following Algorithm 4.75, to get €%/ from €%, we
have to apply the reflection functor R, _;. By (H,; ), we know that ¢ “.J is canonically Jordan
recoverable, and, for all X € €/, GenJF(X) is (@, 3)-storable at n — j. As a consequence of
Proposition 4.41, €7+ = R, _ j(%i’j ) is canonically Jordan recoverable. Moreover, by Lemma
4.35, and Lemma 4.31 3), for all X € €%/, GenJF(R,_;(X)) is (@,8)-storable at n — j. Thus
the storability conditions satisfied by representations in ¢’ and those satisfied by representa-
tions in €’/ *1 are the same. If GenJF(X )"/ = GenJF(X)" 77!, then GenJF(R;_j(X))”‘j =
GenJF(R;H-(X))”’j+1 by Lemma 4.31 1).

Assume that i € B, j < n—i+1and i+ j ¢ E. To go from €%/ to €**!, we only have
to apply R,,_;. By induction, we have that GenJF(X) is (&, ®)-storable at n — j for all X €
€I . Then, by Proposition 4.41, we get that €*/*! is canonically Jordan recoverable and, by
Lemma 4.35, GenJF(R,,_;(X)) is strongly (8, 8)-storable at n — j. We can also check easily
that GenJF(R,,_;(X)) is (@, ®)-storable at n — j — 1 and (&, 8)-storable at n — j + 1if n - j -

1 > i — 1 by the diagonal transformation at n — j. We can also remark that if GenJF(X)"™/ =
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GenJF(X)" 77!, then GenJF(R,,_;(X))"™ = GenJF(R,,_;(X))"7*! by Lemma 4.31 1).

e Assume that i € B, j <n—i+1andi+j € E. To go from €%/ to €*/*!, we need to use
R,,_; followed by AddS,,;. By induction, we have that GenJF(X) is (&, @)-storable at n — j
for all X € €%, By Proposition 4.41, we get that 271 = R _ j(‘gi’j ) is canonically Jordan
recoverable and, by Lemma 4.35, GenJF(R,,_;(X)) strongly (8, 8)-storable at n — j. By Pro-
position 4.39, €"“*! = AddS,,_;(2"7*1) is also canonically Jordan recoverable, and by Lemma
4.37, GenJF(Z) is (3,8)-storable at n — j for all Z € €“*1. We also have that GenJF(Z) is

(@,8)-storable atn —j - 1,ifn—j—1>i-1and (®,2)-storable at n — j + 1.

This completes the induction proof in this case.

Therefore (H; ;) is true forall ¢ € {1,...,n+1} and j € {0,...,n -+ 1}, and we get the wished-for
result for all complete shifted bipartition (B, E) of {1,...,n}.

Now assume that (B, E) is an arbitrary effective shifted interval bipartition of {1,...,n}. We can
see the category %A—;(B,E) has a subcategory in %Z;(BO, E°) where m = max(E) — min(B) + 1,
B°={i-min(B)+1|ieB}and E° = {j —min(B) + 1| j € E}. As (B°,E®) is a complete shifted
bipartition of {1,...,m}, we get that CgA_{(B’ E) is canonically Jordan recoverable and the storable
condition of GenJF(X) holds for all X « ‘KA—>n(B,E). Note that, for such a representation X, it is
obvious that GenJF(X)? = (0) for ¢ ¢ {min(B),..., max(E)}.

This completes the proof. m

4.2.7.2 For other orientations

In this subsection, we show that Theorem 4.9 holds for all quivers of A,, type. To do so, we will first prove a

result similar to Theorem 4.78 available for any A,, type quiver and then use it to give the final proof.

Theorem 4.79. Let n > 0 and Q) be an A,, type quiver. For all effective shifted interval bipartitions (B, E)
of {1,...,n}, €o(B, E) is canonically Jordan recoverable. Moreover, for all X € 6o(B,E) :

(a) GenJF(X) is (m,B)-storable at q forq ¢ BUE;
(b) GenJF(X) is (®,8)-storable at q for e EX B;

(

(

(¢) GenJF(X) is (8,8)-storable at q for g e BNE;

(d) GenJF(X) is (8,8)-storable at q for e BN E;
(

(e) GenJF(X)?=(0) whenever q < min(B) or ¢ > max(E).
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—
Proof. Note that we can go from A, to any A,, type quiver by a sequence of mutations only done at

sources. Using that fact, we will prove our wished result by induction.

First, we know that for Q) = In the claim is valid by Theorem 4.78.
Assume now that for a fixed A, type quiver @, the same is true. Let v be a source of () and put

= = 0,(Q). We will prove that the same goes for =.

Let (B, E) be an effective shifted interval bipartition of {1,...,n}. We want to prove that ¢=(B, E)
is canonically Jordan recoverable and for all X € ¢=(B, E), GenJF(X) satisfies the announced sto-
rability conditions. By Corollary 4.73, we know that there exists (B’,E’) = tog,(B, E) an effective
shifted interval bipartition of {1,...,n} such that either ¢ (B,E) = refl,(_#(B',E")) if v ¢ BnE,
or 7(B,E)=refl,(_7(B',E"))u{[v]} otherwise.

o If v ¢ BNnE, then 4z(B,E) = R, (4 (B’,E’)). By induction, we know that ¢ (B’,E’) is ca-
nonically Jordan recoverable, and for all X € 6 (B’,E"), GenJF(X) is either (&, 8)-storable,
(B, ®)-storable, or (B, 8)-storable at v.

In the two first cases, we conclude by Proposition 4.39 and Lemma 4.33.

In the last case, this means v € B’ n E’. By the induction hypothesis, for all Y € 6, (B’,E’),
GenJF(Y') is (8,8)-storable at v. By considering 75 (B', E') the subcategory of ¢(B’, E')
generated by modules without S, in its summands, using Lemma 4.37, we obtain that, for all
Z € 7¢(B",E’), GenJF(2) is strongly (8, 8)-storable at v, By Proposition 4.41, ¢=(B, E) =
R, (Z5(B',E")) is canonically Jordan recoverable and, by Lemma 4.31 5), for all X € ¢=(B, E),

GenJF(X) is (@, ®)-storable at v.

The only other storability conditions that change from % (B',E’) to 4=(B,E) are at v — 1
and at v + 1. If v — 1 € E' \ B/, then the (8, @)-storability condition satisfied by GenJF(Z),
for Z € €o(B’,E’), becomes a (8,8)-storability condition satisfied by GenJF(X) for X e
%¢=(B, E). This corresponds with v—1 € BnE. We can treat similarly the case where we go from
(@, ®)-storability condition to (&, B)-storability condition at v — 1, if v — 1 € B’ n E’. A similar
and symmetric argument allows us to get the same result at v + 1, considering the two possible

changes of storability conditions.
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This completes the proof of the induction step in this case.
e Ifve BnE, 4=(B,E) = AddS,(R,(%¢o(B’,E"))). Using the definition of (B’, E’), we have
thatv ¢ B'UE’and v-1 € E' or v +1 € B’. Therefore, the induction hypothesis allows us to state

that for all X € €5(B’,E’), GenJF(X) is (@, ®)-storable at k.

Following Theorem 4.36 and Lemma 4.31, we get that R, (6 (B’,E’)) is canonically Jordan
recoverable and for any representation Y in this category, GenJF(Y) is strongly (8, 8)-storable
at v. Hence by Proposition 4.39, we get that 4= (B, E) is canonically Jordan recoverable and for
any representation Z in it we have that GenJF(Z) is (8, 8)-storable at v.

By analogous arguments to those given in the previous point, we can deduce that the storability

conditions satisfied by GenJF (X)) for all X € ¢=(B, E) are the ones we claimed.

This completes the proof of the induction step in this case

Thus we have proved the induction step, and so we have proved the wished-for result. m

We can now prove the main result of this paper.

Proof of Theorem 4.9. Fix @ a quiver of A,, type. Let € be a subcategory of rep(Q). By Proposition

4.7, we already know that if ¢ is canonically Jordan recoverable, then Int(%) is adjacency-avoiding.

Now assume that Int (%) is adjacency-avoiding. Using Proposition 4.53, there exists a complete shifted
bipartition (B,E) of {1,...,n} such that Int(¢) c _#(B,E), and % is therefore a subcategory of
%o (B, E). By Theorem 4.79, we know that (B, E) is canonically Jordan recoverable. Thus so is ¢

4.2.8 To go further

We could ask ourselves some questions based on this work.

* Can we translate the adjacency-avoiding property for intervals into another algebraic property for

subcategories of rep(Q) for any A, type quiver Q) ?

First, the following simple lemma allows us a translation of the adjacency property into the algebraic world.

Lemma 4.80. Let Q be an A, type quiver. Let K,L € 1I,. Then K and L are adjacent if and only if
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there is a short exact sequence whose end terms are X g and Xy, in some order and whose middle term is

indecomposable.

The following theorem follows as a direct consequence of Theorem 4.9 and Lemma 4.80.

Theorem 4.81. Let QQ be a quiver of A, type. Fix a collection of indecomposable representations 2~ <
Ind(Q). Then add(Z") is canonically Jordan recoverable if and only if for all X, Y € 2 and for all short
exact sequences

0—X—F—Y —0,

the representation E is not indecomposable.

Thus, for any T € rep(Q) a tilting representation, add(7") is canonically Jordan recoverable. But the inter-
action between canonically Jordan recoverable subcategories and tilting representations seems not to end at

this. We formulate an exact statement as the next conjecture.

Let @ be an A, type quiver, and 7' a tilting representation of Q). Write T = T} & ..., @7, for the de-
composition of 7T". For all ¢ € {1,...,n}, we define the mutation of T' by T;, denoted p7,(T), to be, if
it is possible, the unique tilting representation (up to isomorphism) isomorphic to 71 & ... ® T} & ... T,
such that T/ # T;, otherwise pur, (T") = T. Riedtmann and Schofield proved that 7} can be obtained from
U, =To...0T,_10T;+18T, and T; as either the kernel or the cokernel of a minimal add (U; )-approximation
(see (Riedtmann, 1991)).

Following this result, in our case, we can divide the non-trivial mutations into two kinds :
o the 1-term mutations in the two following cases :
e there exists i # k € {1,...,n} such that T; — T} is a minimal left add(U; )-approximation, and
T! = Coker(T; — T).
e there exists 7 # k € {1,...,n} such that T, — T; is a minimal right add(U;)-approximation,
and T} = Ker(T, — T5).
o the 2-terms mutations in the two following cases :
o there exist £,k € {1,...,n} suchthat £ # k, £ # ¢ + k and T; — T} & Ty is a minimal left
add(U;)-approximation, and T} = Coker(T; — T}, & Ty).
e there exist £,k € {1,...,n} such that ¢ # k, ¢ # ¢ # k and T}, ® T; — T; is a minimal right

add(U;)-approximation, and T, = Ker(T}, @ Ty — T;).
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Note that 7; can admit both a left and a right add(U;)-approximation, but only one of them defines the

!
summand 7} used to construct p7, (T°).

Now we can state our conjecture.

Conjecture 4.82. Let () be an A,, type quiver.

(a) For any tilting representation T € rep(Q), there exists a unique maximal canonically Jordan recove-

rable subcategory € such that'T € € ;

(b) For any maximal canonically Jordan recoverable subcategory € of rep(Q), and for any tilting repre-
sentation T' € €, € is additively generated by indecomposable summands of tilting representations

that can be obtained by a (finite) sequence of 2-term mutations from T

This result could open a way to characterize algebraically the canonically Jordan recoverable subcategories

for, at least, Dynkin quivers.

Remark 4.83. In Theorem 4.81, we can see a kind of complementarity with the notion of maximal almost
rigid modules (Barnard ef al., 2023) : they are defined as modules M = @ ; M (i) where M (i) € Ind(Q)
give a maximal collection of indecomposable representations such that for all 1 < 7,5 < s and all nonsplit
short exact sequence

0— M(i) — E— M(j) — 0,

the representation E is indecomposable.

* Can we hope to characterize the Jordan recoverable categories of rep(Q) for Q of A,, type ?

Let # cZ,and L €Z,. A _Z-partition of L is a partition {T",...,T},} of L such that foralli e {1,...,p},
we have T; € 7.

Proposition 4.84. Let ¢ < 1, such that there exists an interval L € T,, admitting two distinct 7 -partitions.

Then Catg( 7 ) is not a Jordan recoverable category of rep(Q).

Proof. This result is a consequence of Lemma 4.8. m

Like between the adjacency-avoiding interval subsets and canonical Jordan recoverable categories, the fol-

lowing notion seems to play a significant role in determining all the Jordan recoverable categories.
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Definition 4.85. Let ¢ c Z,,. We say that _¢# is double interval partition-avoiding if any L € T,, admits at

most one _¢Z -partition.

Example 4.86. For all n e N*, # = {[i] |i € {1,...,n}} is double interval partition-avoiding. Note also

that this is a maximal one (for the inclusion). J

Conjecture 4.87. Let Q) be an A,, type quiver. A subcategory € c rep(Q) is Jordan recoverable if and only

if Int(%) is double interval partition-avoiding.

‘We hope to prove this result in the near future.

* Can we hope to extend the definition of the Greene—Kleitman invariant on representations of string

quivers ?

Let us give the definition of a string quiver.

Definition 4.88. A string quiver is a pair (Q, R) where () is a finite connected quiver and R a set of

monomial relations of degree 2 such that :

o all the vertices in () admit at most two ingoing arrows and at most two outgoing arrows ;

e for any «, 3, € Q1 such that S« and y« are paths of (), then
{Ba,va} N R + @,
e for any «, 3, € Q1 such that a8 and oy are paths of (), then

{af,av} N R + 2.

A representation X € rep(Q) is a representation of a string quiver (@, R) if for any «, 5 € @1 such that
pa € R, then XgX, = 0. We denote rep((Q, R) the finite-dimensional representations of (Q, R). A string
algebra is a quotient algebra KQ/I where (Q, R) is a string quiver and [ is the ideal of K@ generated by R.
Note that, at least, if the Auslander—Reiten quiver of a string quiver (Q, R) is acyclic, then we can define a
similar Greene—Kleitman invariant. We can first ask how much we can extend this invariant in a larger case
than the one we explore in this article.

Garver, Patrias, and Thomas proved that we can define a generic Jordan form data for any finite-dimensional
module of any algebra (Garver et al., 2023). We can therefore ask in which circumstances the two invariants

coincide.
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* May we expect to extend Theorem 4.9 for gentle, locally gentle, or string algebras ?

Recall that the idea of considering adjacency-avoiding interval subsets comes from previous work (Dequéne,
2023) for gentle algebras. It seems reasonable to think this result could find an extension for gentle and even

string algebras.

The reader is invited to have a look into these different problems or things related to them.
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CONCLUSION

A travers cette thése, apres quelques rappels, nous avons découvert ce qu’est la notion de retrouvabilité de
Jordan, les motivations qui nous ont menées a étudier cette notion. Puis, a travers les articles, nous avons
pu mettre en avant des résultats de caractérisation de ces catégories. A la suite de ce travail, de nombreuses
questions se posent et peuvent définir de nouvelles directions de recherches qui pourraient étre des axes de

réflexions dans 1’avenir.

Etendre les résultats du premier article pour les carquois a relations cordes. C’est une alternative en-
visageable en attendant d’avoir une description précise de toutes les catégories canoniquement retrouvables
de Jordan et de toutes celles retrouvables de Jordan. Cela semble atteignable a partir des travaux du premier
article. Apres quelques essais, je conjecture que la caractérisation des catégories 6( gy, qui sont cano-
niquement retrouvables de Jordan pour les carquois a relations aimables serait la méme que celle pour les
carquois a relations cordes. La question de la retrouvabilité de Jordan semble faire intervenir un nouveau cas

qui élargirait la condition (i7)(a) :

(i7)(ax) S’il existe deux fleches « et 3 telles que s(«) = t(B) = m, alors a8 € R; de plus, s’il existe deux
fleches a et o' distinctes telles que s(«) = s(a’) = m, alors il y a au plus une corde maximale passant
par a; dualement, s’il existe deux fleches 3, 5’ distinctes telles que ¢(3) = t(3') = m, alors il y a au

plus une corde maximale passant par S3.

Cela peut permettre d’avancer vers une réponse aux deux dernieres interrogations que nous énoncerons dans

cette conclusion.

Traduire les conditions combinatoires sur le sommet m pour que la catégorie ¢ r),, soit canoni-
quement retrouvable de Jordan, ou retrouvable de Jordan, en des conditions algébriques. Une partie
du travail a été effectuée dans le deuxieme article. La condition () du Théoréme 3.29, qui s’est traduite en
condition d’avoir un ensemble d’intervalles adjacent-évitant pour les carquois en type A, nous a mené au
Théoréme 4.5. Puis, en Section 4.2.8, via le Théoreme 4.81, nous avons vu que cette caractérisation combi-
natoire des catégories canoniquement retrouvables de Jordan, pour les carquois de type A, s’est traduite par

le fait d’avoir uniquement des suites exactes courtes entre les représentations de la catégorie dont le terme
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du milieu est décomposable.

Nous pourrions nous poser la question de la détermination d’une traduction algébrique des autres conditions
(i7) et (i*), quitte a se restreindre a certaines familles de carquois a relations aimables, comme ceux qui

sont dérivés équivalents a un carquois de type A, ou les carquois grilles.

Approfondir I’étude de la caractérisation algébrique des catégories canoniquement retrouvables de
Jordan dans un carquois de type A. Cela rejoint la question précédente, mais en se focalisant sur une
interprétation plus poussée du Théoreme 4.81. Ce résultat permet de noter que pour toute représentation 1’

inclinante d’un carquois de type A, la catégorie add(T") est canoniquement retrouvable de Jordan.

En allant plus loin, il semblerait que le lien entre les représentations inclinantes et les catégories canonique-
ment retrouvables de Jordan soit plus fort que cela. En effet, nous pourrions tenter de prouver la Conjecture
4.82. Si celle-ci est vraie, elle ouvre la perspective de décrire algébriquement les catégories canoniquement
retrouvables de Jordan & I’aide des représentations inclinantes pour les carquois de type Dynkin D et E,

voire pour les carquois a relations aimables, ou plus.

Déterminer toutes les catégories retrouvables de Jordan d’un carquois de type A. Comme vu en deuxiéme
point de la Section 4.2.8, nous pouvons étudier et tenter de prouver la Conjecture 4.87. La question d’une

traduction algébrique se pose également.

Etudier combinatoirement la correspondance entre les données de Krull-Schmidt et les données de
Jordan. En ayant le fait que la donnée générique de Jordan et I’invariant de Greene—Kleitman coincident
pour les représentations de type A, nous pourrions développer davantage le Théoreme 4.5 dans la direction

de la combinatoire et le lien avec la correspondance de Robinson—Schensted—Knuth.

Etendre la notion d’invariant de Greene—Kleitman dans des cadres ou elle correspond a la donnée
générique de Jordan. Dans cette direction, nous pouvons constater qu’en type D les deux invariants ne

coincident plus. Nous pourrions nous poser la question s’il est possible d’élargir la notion de GK dans le
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cadre de certains carquois a relations aimables, ou méme a relations cordes, et espérer que cette extension
coincide avec la donnée générique de Jordan. Une possibilité d’extension serait de travailler dans le cadre
ou tous les sommets du carquois sont minuscules (car les contre-exemples que nous pouvons fournir en D
font intervenir des représentations indécomposables qui a certains sommets donnent des espaces vectoriels
de dimension 2). J’imagine méme qu’il est possible d’obtenir un élargissement dans le cadre des carquois
a relations cordes de type de représentation finie, en comptant sur la structure assez rigide du carquois

d’ Auslander—Reiten.

Décrire les catégories de représentations canoniquement retrouvables de Jordan pour les carquois a
relations aimables, localement aimables, ou cordes. Cette objectif semble accessible. Nous avons vu un
bon nombre de configurations minimales dans lesquelles nous perdons la canonique retrouvabilité de Jordan
d’une catégorie dans le premier article. Dans le cas des carquois de type A, nous avons vu que la condition
(7) suffit pour caractériser les catégories canoniquement retrouvables de Jordan. Nous pouvons imaginer
que I’ajout de conditions permettant d’éviter les configurations en question pourrait permettre de décrire les

catégories canoniquement retrouvables de Jordan d’un carquois a relations aimables.

Un autre angle d’attaque pourrait s’imaginer en utilisant les modules inclinants. Nous pourrions conjecturer
que les catégories canoniquement retrouvables de Jordan maximales d’un carquois a relations cordes peuvent
se décrire a I’aide des facteurs indécomposables de représentations inclinantes qui sont dans la méme classe

d’équivalence donnée par les mutations a deux termes. Cela peut étre prometteur.

Déterminer les catégories retrouvables de Jordan pour les carquois a relations cordes. Ce serait un ob-
jectif sur le long terme. Les pistes viendront des différentes réponses apportées aux questions précédentes.
Dans ce cadre, nous pourrions imaginer avoir des applications combinatoires telles qu’une définition de la

correspondance de Robinson—Schensted—Knuth pour les carquois a relations cordes.

Le lecteur est invité a réfléchir a ces différents axes de travail et de recherches.
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