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RESUME

Les méthodes de clustering des sous-espaces vectoriels (Subspace Clustering) ba-
sées sur la propriété d’autoreprésentation sont efficaces et ont connu un grand
succes. Cependant, les deux étapes du subspace clustering, a savoir, la construc-
tion de la matrice d’affinité et le clustering spectral, souffrent d’une complexité
temporelle et spatiale élevée, ce qui rend difficile le regroupement de grands en-
sembles de données. De ce fait, des chercheurs se sont intéressés a la scalabilité du
subspace clustering en essayant de réduire cette complexité. Bien que de nouvelles
techniques ont été proposées, ces techniques souffrent des problémes suivants :
(1) le cott de calcul reste élevé, car elles sont résolues avec une maniére d’op-
timisation itérative, (2) certaines se basent sur des hypothéses trop restrictives,
(3) la complexité peut étre réduite au détriment de la précision du clustering, (4)
ces techniques se concentrent que sur le clustering des sous-espaces linéaires (les
données ne sont pas forcément représentées a partir de sous-espaces linéaires).
Récemment, d’autres recherches se sont intéressées aux réseaux de neurones pro-
fonds pour le subspace clustering. Les recherches les plus récentes utilisent les
auto-encodeurs (AEs) en introduisant une nouvelle couche d’autoreprésentation
(self-expression) entre 1’encodeur et le décodeur afin d’imiter la propriété d’au-
toreprésentation. Toutefois, nous avons remarqué qu’il n’y avait pas de travaux
traitant la scalabilité du subspace clustering dans le contexte de 'apprentissage
profond.

Pour palier aux limites des approches existantes, nous présentons dans le cadre
de ce mémoire une nouvelle approche scalable du subspace clustering profond.
L’approche proposée utilise une couche d’autoreprésentation entre ’encodeur et
le décodeur pour apprendre une matrice plus petite, en se basant sur des points
de repére, pour construire la matrice d’affinité. Notre solution permet de réduire
la complexité relative a la construction de la matrice d’affinité et a celle du cluste-
ring spectral de O(n?) vers une complexité linéaire O(n). L’efficacité de 'approche
proposée est comparée a d’autres méthodes récentes sur différents ensembles de
données. Les résultats des expérimentations montrent une amélioration significa-
tive de la précision du clustering par rapport aux solutions scalables existantes, et
confirment la capacité de notre approche a identifier effectivement les sous-espaces.

Mots clés : Subspace clustering profond, Couche d’autoreprésentation (self-expression),
Points de repére.



CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Mise en contexte :

De nos jours, la quantité de données qui ne cessent d’augmenter a fait naitre
un besoin essentiel et nécessaire de les exploiter et les analyser. Par conséquent,
plusieurs et différentes techniques ont vue le jour, comme le partitionnement des
données, appelé aussi clustering en anglais. Cette approche sert a grouper les
données en clusters de sorte que les données d’'un méme cluster répondent aux
mémes critéres et sont plus similaires les unes aux autres que les données des
autres clusters. Par exemple, partitionner une base de données d’image selon une

distribution de pixel similaire ou un arriére-plan similaire.

Les algorithmes de clustering sont importants dans la science de données. Ils sont
largement utilisés dans de nombreux domaines, comme les statistiques, la biologie
et diverses applications d’analyses de données. Par exemple, pour analyser des
données biologiques complexes (comme les données génomiques), les chercheurs
visent généralement a identifier certains motifs qui coexistent sous forme de clus-
ters. Par ce fait, le clustering devient un outil indispensable pour diverses téaches
de découverte de connaissances dans le domaine de la biologie. Les algorithmes
de clustering peuvent étre aussi utilisés dans d’autres applications. Par exemple,

pour grouper des maladies en science médicale, grouper des clients dans le do-
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FIGURE 1.1 — Exemple de clustering.

maine des études de marché ou encore la détection des objets pour améliorer la

conduite autonome des véhicules en utilisant le clustering des images.

Les méthodes de clustering standards (Rokach et Maimon, 2005) donnent des
résultats satisfaisants sur certains types de données. Ces méthodes essayent de
trouver les caractéristiques ou attributs, appelés aussi dimensions, les plus perti-
nents pour chaque cluster. Ainsi, tous les attributs sont considérés avec le méme
degré d’importance lors du calcul des similarités entre deux points de données.
Cependant, les données du monde réel sont multiples et souvent représentées avec
des quantités importantes d’attributs qui peuvent étre redondants ou corrélés. De
plus, en présence de données bruitées, d’autres attributs peuvent étre inutiles et
n’apportent aucune information pertinente. Par exemple, les données textuelles
explorées a partir d’internet sont bruyantes. Ces textes sont généralement écrits de
maniére informelle et souffrent d’erreurs grammaticales, de fautes d’orthographe et
de ponctuation incorrecte. Par conséquent, la présence d’attributs non pertinents
réduit la qualité du clustering, occupe plus de mémoire et nécessite davantage de
temps. Bien que, un ensemble de données est de grandes dimensions, les dimen-

sions intrinséques (réels) sont souvent beaucoup plus petites que les dimensions



de I'espace ambiant. Par exemple, le nombre de pixels dans une image peut étre
assez grand, mais la plupart des modeéles de vision par ordinateur n’utilisent que
quelques paramétres pour décrire ’apparence, la géométrie et la dynamique d’une

scene.

Afin de répondre aux problématiques de la haute dimensionnalité, une solution se-
rait de réduire la dimensionnalité des données & grande dimension. Cela a motivé
le développement d’un certain nombre de techniques de réduction de dimensions
pour trouver une représentation a faible dimension (Ye et al., 2007), (De la Torre
et Kanade, 2006), (Van Der Maaten et al., 2009). Néanmoins, avec la croissance
de la taille des données, ces méthodes deviennent difficiles & appliquer et la mise
a 1’échelle des algorithmes utilisés est compromise. De plus, ces techniques sup-
posent que les données sont représentées a partir d’'un seul sous-espace de faibles
dimensions. Cependant, en pratique, les données sont de haute dimensionnalité
et peuvent étre représentées par une union de sous-espaces de faibles dimensions.
Par exemple, en bio-informatique avec les données de puces a ADN, des cellules
d’une population peuvent étre similaires a d’autres parce qu’elles produisent de
la chlorophylle. Donc, elles peuvent étre regroupées en fonction des niveaux d’ex-
pression d’'un certain ensemble de génes liés & la chlorophylle. Cependant, une
autre population pourrait étre similaire parce que les cellules sont régulées par
le mécanisme de I’horloge circadienne de l'organisme. Dans ce cas, elles seraient
regroupées sur un ensemble différent de geénes. Ces deux relations représentent
des clusters dans deux sous-ensembles distincts de génes (Parsons et al., 2004).
De plus, peu d’informations sont disponibles sur les clusters recherchés, ce qui
nécessite des algorithmes utilisant un apprentissage non supervisé. Ce dernier de-
vient une tache plus difficile avec ce type de données. En effet, les algorithmes
utilisés doivent simultanément regrouper les données dans plusieurs sous-espaces

et trouver un sous-espace de faible dimension pour chaque cluster. Dans ce cas,



le probléme du clustering est réduit au probléme d’assigner chaque donnée a son

propre sous-espace vectoriel.

Pour répondre a ces problématiques, les méthodologies de clustering des sous-
espaces vectoriels (Subspace Clustering) ont été proposées. Le subspace clustering
est largement étudié dans la littérature. Il est basé sur I’hypothése que les points de
données de haute dimensionnalité sont répartis autour de plusieurs sous-espaces
linéaires de faible dimension. Par exemple, sous une réflectance lambertienne,
les images de visage d’un sujet obtenues avec une pose fixe et des conditions
d’éclairage variables se situent dans un sous-espace de faible dimension avec le
nombre de dimensions proches de neuf (Basri et Jacobs, 2003). Par conséquent, le
subspace clustering peut étre utilisé pour regrouper des images selon leurs sujets
respectifs (Ji et al., 2017). Le but de ces méthodologies est de trouver les sous-
espaces vectoriels, leurs dimensions et la segmentation des données selon ces sous-
espaces. Les méthodologies existantes peuvent étre divisées en quatre catégories
principales : méthodes itératives, algébriques, statistiques et celles basées sur le
clustering spectral. Les méthodes itératives, telles que k-subspace (Ho et al., 2003),
alternent entre la classification des points dans leurs sous-espaces le plus proches et
la réestimation des nouveaux sous-espaces. Cette derniére est faite en appliquant
la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) sur les points de chaque cluster.
Les méthodes algébriques, telles que celles basées sur la factorisation (Costeira et
Kanade, 1998; Kanatani, 2001), utilisent une matrice de similarité obtenue & partir
de la factorisation de la matrice des données. Les méthodes statistiques, telles
que les approches itératives (Tipping et Bishop, 1999; Sugaya et Kanatani, 2004;
Gruber et Weiss, 2004 ), supposent que la distribution des données a l'intérieur de
chaque sous-espace est gaussienne et alternent entre la segmentation des données
et 'estimation des sous-espaces. Les méthodes basées sur le clustering spectral,

telles que (Yan et Pollefeys, 2006; Goh et Vidal, 2007; Zhang et al., 2012; Zelnik-



Manor et Irani, 2003), utilisent les informations autour de chaque point pour
construire les similarités entre chaque paire de points de données. La segmentation
des données est alors obtenue en appliquant le clustering spectral sur la matrice

de similarité.

Les méthodes de subspace clustering itératives et statistiques nécessitent généra-
lement de connaitre le nombre et les dimensions des sous-espaces, et peuvent étre
sensibles & une étape d’initialisation. Les approches algébriques sont manifeste-
ment correctes lorsque les sous-espaces sont indépendants, mais échouent lorsque
cette hypothése est violée (Costeira et Kanade, 1998; Kanatani, 2001). De plus,
ils sont sensibles au bruit et aux valeurs aberrantes (Vidal et al., 2005). Les ap-
proches basées sur le clustering spectral ont des difficultés a traiter les points
proches de l'intersection de deux sous-espaces. En effet, le voisinage d’un point
peut contenir des points appartenant a différents sous-espaces. De plus, ils sont
sensibles aux choix du nombre des voisins pour construire les similarités entre les
points de données (Yan et Pollefeys, 2006; Goh et Vidal, 2007; Zhang et al., 2012;
Zelnik-Manor et Irani, 2003).

Les méthodes récentes de subspace clustering, basées sur le clustering spectral,
reposent principalement sur l'autoreprésentativité des observations (Chen et Ler-
man, 2009; Vidal, 2009; Elhamifar et Vidal, 2010; Soltanolkotabi et Candes, 2012;
Liu et al., 2010; Favaro et al., 2011). Ces méthodes utilisent une nouvelle approche
qui vise a trouver une représentation éparse ou avec un faible rang des données a
partir des données elles mémes. Un algorithme est utilisé pour construire un graphe
de similarité a partir duquel la segmentation des données est obtenue. L’avantage
avec ces méthodes est qu’elles n’ont pas besoin de connaitre les dimensions et le

nombre de sous-espaces a priori. L’algorithme Sparse Subspace clusetring! (SSC)

1. Dans ce mémoire, pour les besoins de la discussion, nous utilisons les nominations en an-
glais, des modéles de subspace clustering, comme elles sont indiquées dans la littérature étudiée.



(Elhamifar et Vidal, 2013), se base sur les techniques de représentation éparse des
données. L’idée derriére cet algorithme est appelée la propriété d’autoreprésen-
tation (self-ezpression) des données. Cette propriété permet d’exprimer chaque
point dans son sous-espace correspondant en tant qu'une combinaison linéaire des
autres points dans le méme sous-espace. Dans le cadre de ce mémoire, nous uti-
lisons cette propriété pour identifier les sous-espaces. Etant donné n instances de
données X non étiquetées avec une dimensionnalité d, X = [zy, ..., x,] € R¥>" ti-
rées de k sous-espaces Sy, ..., S, C RY, Pobjectif est de trouver ces k sous-espaces
en deux étapes. La premiére étape, la plus importante, consiste au calcul d’une
matrice d’affinité de taille n? entre tous les points de données. Telle que seuls les
points du méme sous-espace vectoriel sont connectés. La deuxiéme étape consiste

a appliquer un clustering spectral sur cette matrice d’affinité.

Au-dela du fait que plusieurs approches de subspace clustering ont été propo-
sées, leurs applicabilités a des données réelles sont trés limitées. En pratique, les
données ne sont pas forcément représentées a partir de sous-espace linéaire. Dans
I’exemple du regroupement d’images de visage, la réflectance est généralement non
lambertienne et la pose du sujet varie souvent. Dans ces conditions, les images de

visage d’un sujet se trouvent plutot dans un sous-espace non linéaire.

Récemment, d’autres recherches se sont intéressées aux réseaux de neurones pro-
fonds. Ces derniers permettent de prendre en considération des données qui ré-
sident dans des sous-espaces non linéaires de faible dimension. Ils ont montré un
succes remarquable dans diverses applications telles que la reconnaissance vocale,
le traitement du langage naturel et la classification d’image (Dahl et al., 2011,
Krizhevsky et al., 2012; Collobert et al., 2011). Différentes couches d’unité de
traitement non linéaire sont utilisées pour 'extraction des attributs caractérisant
une donnée. Au niveau de chaque couche, une nouvelle représentation des données

est obtenue. Chaque couche utilise une fonction d’activation non linéaire et prend



en entrée la sortie de la couche précédente. Ainsi, en empilant ces couches non
linéaires ensemble, 'apprentissage profond donne de meilleures représentations
des données. Différents travaux se sont intéressés a apprendre de nouvelles et
meilleures représentations des données pour le clustering (Xie et al., 2016; Huang
et al., 2014), en proposant des méthodes qui simultanément projettent les don-
nées dans un espace de faible dimension et optimisent la précision du clustering.
Aussi, des solutions sont proposées en combinant ’apprentissage profond avec
le subspace clustering (Deep Subspace Clustering) (Ji et al., 2017; Peng et al.,
2020). Par ce fait, le subspace clustering peut bénéficier du succes des réseaux
de neurones profonds. De plus, les performances du subspace clusetring peuvent
étre améliorées en combinant les avantages des méthodes existantes du subspace

clustering avec celles de ’apprentissage profond.

Les recherches les plus récentes utilisent les auto-encodeurs (AEs). Ces derniers
ont prouvé leurs efficacités dans la réduction de dimension. Plus précisément, ’ex-
traction des caractéristiques les plus pertinentes dans le but de mieux représenter
les données originales. L’encodeur permet de générer, dans un espace latent, une
représentation compressée Z d’une donnée X, en ne conservant que les infor-
mations pertinentes et nécessaires pour ’analyse et I'apprentissage. Le décodeur
essaye, a partir de la représentation Z, d’avoir la meilleure reconstruction possible
X de la donnée d’entrée X. Le but des auto-encodeurs est d’optimiser la qualité
de la reconstruction en minimisant la fonction cofit : HX —-X Hz . Dans le cadre
du subspace clustering, les auto-encodeurs sont utilisés en introduisant une nou-
velle couche d’autoreprésentation (self-expression) entre I’encodeur et le décodeur,
comme illustrer dans la figure 1.2. L’idée est d’imiter la propriété d’autoreprésen-
tation qui s’est avérée efficace dans le clustering traditionnel des sous-espaces (Ji

et al., 2017).

Différentes techniques et méthodologies de subspace clustering ont évoluées a tra-



Couche d'autoreprésentation
Matrice d’affinité

Encodeur Décodeur

X image originale Z Représentation compressée X image reconstruite

FIGURE 1.2 — Architecture du clustering des sous-espaces profond.

vers plusieurs travaux. En effet, de nouvelles techniques ont été proposées afin de
prendre en considération des données plus complexes (avec plus d’instances et de
dimensions). L’utilisation de la technique d’autoreprésentation et la matrice d’af-
finité pour le clustering donne de bons résultats. Cependant, le calcul reste trés
coliteux avec la construction et le traitement de grandes matrices. Dans le cadre
de notre travail, nous nous intéressons a la problématique de la scalabilité du sub-
space clustering. Les méthodes de subspace clustering ne doivent pas seulement
identifier les clusters, mais également trouver les sous-espaces pour chaque cluster.
Dans les données de haute dimensionnalité, le nombre des sous-espaces possibles
est trés grand, nécessitant des algorithmes de recherche efficaces. Les méthodes
qui se basent sur la technique d’autoreprésentation ont une complexité O(n?).
Ces méthodes apprennent une matrice d’affinité et effectuent ensuite un cluste-
ring spectral. Les deux étapes souffrent d’une complexité temporelle et spatiale
élevée, ce qui rend difficile le regroupement de grands ensembles de données. Les
méthodes standards, comme le k-subspace clustering, possédent une complexité
O(n?) pour le calcul de la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) mais sont
généralement moins performantes que les méthodes qui se basent sur la technique
d’autoreprésentation. C’est pour cela que les articles les plus récents utilisent la

technique d’autoreprésentation bien qu’elle soit moins scalable en ce qui concerne



le temps et la mémoire.

De ce fait, dans le cadre de notre travail, nous nous intéressons a traiter la pro-
blématique de la scalabilité du subspace clustering en réduisant ce cotit. Plusieurs
travaux de recherches existent afin de répondre a cette problématique. Toutefois,
nous avons remarqué qu’il n’y avait pas de travaux traitant la scalabilité du sub-
space clustering dans le contexte de ’apprentissage profond. Le seul travail trouvé,
intitulé Scalable Deep k-Subspace Clustering (Zhang et al., 2018), contourne la
construction de la matrice d’affinité. Il propose un réseau de neurones profond
adapté a la méthode de k-subspace clustering. Cette approche posséde une com-
plexité quadratique nécessaire pour calculer la décomposition en valeurs singu-
lieres (SVD). Dans le cadre de notre travail, nous nous intéressons a proposer une
approche capable d’effectuer le subspace clustering profond en un temps linéaire
par rapport a la taille des données. Principalement, réduire la complexité relative

au calcul de la matrice d’affinité et a celle du clustering spectral.

1.2 Motivation :

Dans la littérature, plusieurs techniques existent afin de répondre a la probléma-
tique de la scalabilité du subspace clustering. Parmi elles, les techniques d’échan-
tillonnage. Ces derniéres se basent sur 'idée qu’avec un grand nombre de données
il y a beaucoup de redondance. Par conséquent, un petit nombre d’instances sont
suffisantes pour identifier les sous-espaces. Ces techniques tentent de sélectionner
un sous-ensemble plus petit de données, de telle sorte qu’il soit le plus représenta-
tif possible de ’ensemble de données originale. Théoriquement, pour chaque sous-
espace linéaire, il suffit de fournir un nombre d’échantillons indépendants (formant
une famille indépendante) égale & la dimension de ce sous-espace. Dans certains

travaux, la sélection du sous-ensemble de données est ciblée et doit répondre a
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certains critéres. Ces techniques souffrent d’un cotit de calcul élevé, car elles sont
résolues avec une maniére d’optimisation itérative. De plus, certaines supposent
que les sous-espaces sont indépendants (Wang et al., 2014; Matsushima et Brbic,
2019; You et al., 2018). Cette hypothése est trop restrictive et ne peut pas étre
garantie pour les données du monde réel (avec des sous-espaces pas suffisamment
séparés et avec des données pas forcement bien distribuées) (Parsons et al., 2004).
Dans d’autres travaux (Chen et Cai, 2011; Kang et al., 2020; Li et Zhao, 2017),
cette sélection est faite aléatoirement. Toutefois, ce choix aléatoire des données ne
garantit pas d’avoir, pour un sous-espace donné, un nombre d’échantillons indé-
pendants égale a la dimension de ce sous-espace (la taille de dimension de chaque
sous-espace étant inconnu). Par conséquent, le sous-ensemble sélectionné peut ne
pas étre représentatif des données originales pour un meilleur clustering. Ainsi, le

colit peut étre réduit au détriment de la précision du clustering.

Dans d’autres travaux, d’autres techniques sont utilisées pour réduire la com-
plexité du subspace clustering (You et al., 2016b,a; Chen et al., 2020; Lim et al.,
2020). Egalement, garantir la préservation des sous-espaces et traiter le probléme
de connectivité dans le graphe d’affinité. Certaines arrivent a atteindre ces ga-
ranties, mais sous certaines conditions théoriques. Toutefois, ces conditions ne
reflétent pas les données du monde réel. De plus, les algorithmes utilisés souffrent
toujours d’une complexité temporelle élevée, car ils sont résolus par des méthodes

d’optimisation itératives.

Les travaux les plus récents sur la scalabilité du subspace clustering se concentrent
sur le regroupement des sous-espaces linéaires. Cependant, en pratique, les données
ne résident pas nécessairement dans des sous-espaces linéaires (Parsons et al.,
2004). Pour cette raison, nous nous intéressons au subspace clustering profond ot
les données sont transformées de maniére non linéaire. Les solutions existantes

introduisent la couche d’autoreprésentation entre I’encodeur et le décodeur. Cette
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couche fournit dans un espace latent un moyen simple et efficace pour apprendre
la matrice d’affinité entre tous les points de données. Néanmoins, en s’appuyant
sur I’ensemble de données pour créer la matrice d’affinité, cette méthode ne réduit
pas le cotit du subspace clustering. Au mieux de nos connaissances, le seul travail
essayant d’améliorer la complexité relative a la construction de la matrice d’affinité
dans le contexte d’apprentissage profond est (Kheirandishfard et al., 2020). Ce
modéle nécessite beaucoup moins de paramétres de réseau et permet d’incorporer
certaines normes de régularisation, par exemple la norme nucléaire (la somme des
valeurs singuliéres), avec un cott de calcul trés inférieur au modeéle standard (Ji
et al., 2017; Peng et al., 2020). Cependant, la complexité de cette solution n’est

pas linéaire.

Les résultats prometteurs des travaux existants dans le contexte d’apprentissage
profond, ainsi que le manque de travaux traitant la scalabilité dans ce contexte
a susciter notre intérét. Dans le cadre de notre travail, nous nous intéressons
a réduire le cott du subspace clustering. A cette fin, nous utilisons les auto-
encodeurs ainsi que la couche d’autoreprésentation. Notre objectif est de réduire
la complexité relative au calcul de la matrice d’affinité ainsi que celle du spectral

clustering vers une complexité linéaire par rapport a la taille des données.

1.3 Contributions :

Dans ce travail nous traitons la scalabilité du subspace clustering dans le contexte
d’apprentissage profond. Le modéle présenté dans ce mémoire est la premiére
proposition & cette problématique en utilisant la propriété d’autoreprésentation

du subspace clustering. Ci-dessous, les éléments importants de notre solution :

1. Nous proposons un algorithme efficace pour réduire la complexité du sub-

space clustering. Les deux étapes du subspace clustering souffrent d’une
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complexité temporelle et spatiale élevée de O(n?), ce qui rend difficile le
regroupement de grands ensembles de données. Nous réduisons la com-
plexité relative a la construction de la matrice d’affinité ainsi que celle du

clustering spectral de O(n®) vers une complexité linéaire O(n).

. Notre algorithme garantit une convergence vers les sous-espaces optimaux.
Nous considérons un sous-ensemble de points de repére plus petit que I'en-
semble de données initiales pour apprendre les similarités entre tous les
points de données. Ce sous-ensemble est beaucoup plus petit que la taille
des données initiales. Ce qui nous permet d’apprendre les similarités a

moindre cott.

. Nous proposons une nouvelle méthode basée sur I’apprentissage profond.
Ce dernier permet de prendre en considération des données complexes qui
ne résident pas initialement dans des sous-espaces linéaires. Nous utilisons
I’auto-encodeur et la couche d’autoreprésentation. Ainsi, nous définissons
une nouvelle fonction objective permettant de réduire la complexité du

subspace clustering.

. Nous avons mené des expériences sur des données synthétiques et réelles.
Les résultats ont démontré que notre méthode fournit une amélioration
significative de la précision du clustering par rapport aux solutions scalables
existantes. De plus, les expériences sur les données synthétiques confirment
la capacité de notre approche a identifier effectivement les sous-espaces.
Egalement, nous constatons que nos résultats sont compétitifs aux résultats
obtenus par les travaux du deep subspace clustering. Ces derniers, il faut le
rappeler, utilisent la similarité entre chaque point et tous les autres points

de données lors de la construction de la matrice d’affinité.
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1.4 Structure et organisation du mémoire :

Le reste de ce document est organisé comme suit : le chapitre 2 présente une
revue des principaux travaux traitant la scalabilité du subspace clustering. Pre-
miérement, nous présentons les différents algorithmes proposés qui n’utilisent pas
un apprentissage profond. Par la suite, nous présentons le seul travail (Deep k-
Subspace Clustering) traitant la scalabilité du subspace clustering dans le contexte
d’apprentissage profond. Egalement, nous présentons quelques modéles proposés
du subspace clustering profond non scalable. Le chapitre 3 présente notre solu-
tion a la problématique de la scalabilité du subspace clustering dans le contexte
d’apprentissage profond. Plus précisément, nous présentons notre nouvelle fonc-
tion objective ainsi que la méthode utilisée pour le regroupement des données.
Enfin, nous décrivons la stratégie d’entrainement utilisée pour notre modéle. Le
chapitre 4 présente une évaluation empirique de notre approche sur des données
synthétiques et réelles. La performance de notre approche est comparée aux diffé-
rentes méthodes de subspace clustering scalable ainsi qu’a quelques méthodes du

subspace clustering profond. En dernier, le chapitre 5 conclut ce mémoire.



CHAPITRE II

REVUE DE LA LITTERATURE

Ce chapitre présente un apercu de quelques travaux existants traitant la probléma-
tique de la scalabilité du subspace clustering. En premier lieu, nous présenterons
quelques notions sur les concepts du clustering et le subspace clustering. Par la
suite, nous présenterons quelques techniques scalables pour le subspace clustering.
Plus précisément, nous catégorisons les techniques existantes selon leur mode de
fonctionnement en deux catégories : (1) scalabilité du subspace clustering linéaire,
et (2) scalabilité du subspace clustering profond. Premiérement, nous présenterons
les différents algorithmes proposés qui n’utilisent pas un apprentissage profond.
Pour la deuxiéme catégorie, nous présenterons le seul travail (Deep k-Subspace
Clustering) traitant la scalabilité du subspace clustering dans le contexte d’ap-
prentissage profond. Par la suite, nous présenterons quelques techniques non sca-
lables du subspace clustering profond. Par ce fait, nous montrons comment le
subspace clustering peut bénéficier du succes des réseaux de neurones profonds.
De plus, nous montrons comment les performances du subspace clusetring peuvent
étre améliorées en combinant les avantages des méthodes existantes du subspace

clustering avec celles de 'apprentissage profond.
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2.1 Concepts et notions :

Plusieurs algorithmes de clustering existent dans la littérature. Le plus populaire
est lalgorithme k-moyennes (k-means). L’objectif des algorithmes de clustering,
d’une fagon générale, est de grouper des éléments similaires dans des clusters. L’al-
gorithme k-means par exemple, compare le degré de similarité entre les différentes
données. Ainsi, deux données similaires auront une petite distance de similarité,
alors que deux données différentes auront une distance plus grande. La littérature
déborde de définition de distance. Parmi les plus connus, la distance euclidienne.
Toutefois, avec un nombre trés grand de variables, le calcul devient trés long. Par
conséquent, ce type de méthode & un impacte négatif sur les performances. De
plus, les métriques de distance euclidienne prennent une forme convexe par rap-
port aux clusters sous-jacents. De toute évidence, ceci peut avoir un impact sur

la qualité du clustering dans des ensembles de données arbitraires.
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FIGURE 2.1 — Exemple de forme de clusters.

Contrairement aux méthodes traditionnelles basées sur la distance, les méthodes
de spectral clustering sont moins restrictives. Ces derniéres ne font pas d’hypo-
theéses sur les formes des clusters. Elles peuvent étre appliquées dans des scénarios

plus complexes, tels que des formes spirales entrelacées ou d’autres formes non
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linéaires arbitraires comme illustrer dans la figure 2.1. Les méthodes de spectral
clustering se basent sur un graphe de similarité entre tous les points de données.
Pour décrire le graphe de similarité, une matrice d’adjacence (matrice d’affinité)
est calculée. Parmi les méthodes pour calculer cette matrice d’affinité, celles qui
se basent sur les k plus proches voisins. Une autre méthode consiste a connecter
tous les points avec une similarité positive, en utilisant une fonction de simila-
rité gaussienne. Par la suite, comme une deuxiéme étape, le graphe Laplacien est

calculé en utilisant la matrice d’affinité pour le clustering spectral final.

Bien que les performances du spectral clustering dépassent celles des méthodes
traditionnelles, elles se dégradent avec le calcul de grandes matrices d’affinités.
Les algorithmes de spectral clustering doivent bien évoluer en ce qui concerne le
nombre d’instances et de dimensions dans de grands ensembles de données. De
plus, les méthodes de spectral clustering supposent que les données sont repré-
sentées a partir d’un seul sous-espace. Cependant, en pratique, les données pour-
raient étre tirées de plusieurs sous-espaces, et l'appartenance a ces sous-espaces
peut étre inconnue. Dans ce cas, le probléme du clustering est réduit au probléme
d’assigner chaque donnée a son propre sous-espace. Pour répondre a ces problé-
matiques, les méthodes de subspace clustering ont été proposées pour trouver des
sous-ensembles de dimensions pertinentes pour chaque sous-espace (Parsons et al.,
2004; Kriegel et al., 2009; Vidal, 2011; Elhamifar et Vidal, 2013; Vidal et Favaro,
2014). La figure 2.2 montre un exemple de données avec quatre sous-espaces, cha-

cun appartient a deux dimensions.

Les méthodes récentes de subspace clustering se basent sur I'hypothése que les
points de données de haute dimensionnalité sont répartis autour de plusieurs sous-
espaces linéaires de faible dimension. Spécifiquement, ces méthodes consistent,
dans une premiére étape, a construire d’abord une matrice d’affinité telle que

seuls les points du méme sous-espace sont connectés. Par la suite, comme une
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FIGURE 2.2 — Exemple de sous-espaces vectoriel (Parsons et al., 2004).

deuxiéme étape, le spectral clustering est appliqué sur cette matrice d’affinité. La
clé du succés de cette approche réside dans la matrice d’affinité. Soit les données
{Xi}iz1,.n formées a partir de plusieurs sous-espaces linéaires {S; };—1_x, un point
peut étre exprimé dans un sous-espace en tant qu’une combinaison linéaire des
autres points dans le méme sous-espace. Dans la littérature, cette propriété est
appelée autoreprésentation (Self-expression). Cette derniére est représentée par
I’équation X = X', ot C est la matrice de coefficient. Sous I'’hypothése que les
sous-espaces sont indépendants, C;; # 0 si le point z; et le point x; se trouvent
dans le méme sous-espace. La matrice de coefficient est utilisée pour construire
la matrice d’affinité A = (|C| + |C|7)/2 pour le spectral clustering. Cette idée est

formulée comme un probléme d’optimisation comme suit (Ji et al., 2017) :

mcin cll, st X=XC, (diag(C)=0) (2.1)

ot ||.|[, représente une norme matricielle quelconque, et la contrainte diagonale
sur C' empéche des solutions triviales pour les normes induisant la sparsité, telles

que la norme [;. Diverses normes pour C' ont été proposées dans la littérature, la
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norme [; dans Sparse Subspace Clustering (SSC) (Elhamifar et Vidal, 2013), la
norme nucléaire dans Low Rank Representation (LRR) (Liu et al., 2010, 2012)
et Low Rank Subspace Clustering (LRSC) (Favaro et al., 2011; Vidal et Favaro,
2014), et la norme de Frobenius dans Least-Squares Regression (LSR) (Lu et al.,
2012) et Efficient Dense Subspace Clustering (EDSC) (Ji et al., 2014). Le probléme
d’optimisation précédent, dans I’équation (2.1), est souvent assoupli en minimisant

la fonction objective suivante :

: A :
min 1Cl, + 5 |X - XC|? st (dig(C)=0) (2.2)

Comme nous pouvons le constater, les techniques citées ci-dessus se basent prin-
cipalement sur un calcul de similarité entre tous les points de données. Différentes
techniques et méthodes ont évolué a travers plusieurs travaux. Par conséquent,
de nouvelles techniques ont été proposées afin de prendre en considération des
données plus complexes (avec plus d’instances et de dimensions). Dans le cadre
de notre travail, nous nous intéressons a la problématique de la scalabilité du sub-
space clustering. En effet, les deux étapes du subspace clustering (le calcul de la
matrice d’affinité, et le clustering spectral) souffrent d’une complexité temporelle
et spatiale élevée, ce qui rend difficile le regroupement de grands ensembles de
données. Précisément, comme mentionnées précédemment, les méthodes de sub-
space clustering ne doivent pas seulement identifier les clusters, mais également
les sous-espaces pour chaque cluster. Dans les données de haute dimensionnalité,
le nombre des sous-espaces possibles est énorme, nécessitant des algorithmes de
recherche efficaces. Ainsi, les méthodes de subspace clustering doivent étre mises a
I’échelle par rapport a la taille de données et a la dimensionnalité des sous-espaces

ou se trouvent les clusters.

Nous présenterons ci-dessous différentes techniques et méthodologies traitant la
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scalabilité du subspace clustering.

2.2 Techniques de scalabilité du subspace clustering linéaire :

Nous catégorisons les techniques existantes selon leur mode de fonctionnement en
deux catégories : (1) celles basées sur des techniques d’échantillonnage, (2) celles

qui n’utilisent pas I’échantillonnage.

2.2.1 Techniques d’échantillonnage :

Les techniques d’échantillonnage assument qu’il y a beaucoup de redondance dans
les données. Par conséquent, un petit sous-ensemble de données est suffisant pour
reconstruire les sous-espaces sous-jacents. Ce petit ensemble de données est choisi
selon un type de sélection. Cette derniére peut se faire : (1) aléatoirement, ou (2)

avec une sélection ciblée selon certains critéres.

Techniques de sélection aléatoire :

Dans un contexte de spectral clustering, Large Scale Spectral Clustering
with Landmark-Based Representation® (LSC-R) (Chen et Cai, 2011) sélec-
tionnent p points de repére a partir de n points de données (p < n). La sélection
est faite aléatoirement ou en utilisant k-means. Par la suite, une plus petite ma-
trice d’affinité Z € RP*" est calculée entre tous les points de données et les points
sélectionnés. En ayant la matrice U € R¥? des points fixes sélectionnés, la matrice
Z doit vérifier ’équation suivante : &; = Z?Zl zijuj, permettant de reconstruire le

point x; & partir des points sélectionnés et la matrice Z calculée. Avec I’hypothése

1. Nous rappelons que dans ce mémoire, nous utilisons les nominations en anglais, des modéles
de subspace clustering, comme elles sont indiquées dans la littérature étudiée.
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que z;; devrait étre plus grand si x; est plus proche de u; ; 2;; est mis a zéro si u;
n’est pas parmi les (< p) voisins les plus proches de ;. Avec cette restriction,
la matrice d’affinité Z devient éparse. De ce fait, en utilisant une sous-matrice
U<i> € R™" composée des r plus proches points de x;, z;; est calculée avec une

complexité d’ordre O(pn) comme suit :

K (i, uy)
Zj/€U<i> Kh(xi’ j,) ’

ot Ky (w4, u;) = exp(— ||z; — u;]|* /2h?) est une fonction noyau (kernel en anglais),

avec un parametre de lissage h qui régit le degré de lissage de I'estimation.

Pour réduire la complexité du clustering, la décomposition en valeurs singuliéres

(SVD) est appliquée sur Z, avec une complexité d’ordre O(p?® + p?n).

Large-scale Subspace Clustering by Fast Regression Coding (FRC) (Li
et Zhao, 2017) indiquent que pour des données X € R¥" il existe une fonction
non linéaire f(.;0) € R™™ telle que X = Y f(X;0), on Y € R¥™ est un petit
ensemble de données de taille m sélectionné aléatoirement a partir de X, et le
paramétre 6 est appris & partir des données Y comme suit : Y =Y Z, 7 = f(Y,0).
Le but est d’apprendre une fonction qui permet de calculer une matrice d’affinité
Z des données du sous-ensemble Y. Pour apprendre 6 un réseau de neurones
composé de trois couches est utilisé avec 'optimisation suivante :

Jmin |V YZ|I3 +al|Z|n st Z=Wyg(WiY) (2.4)

ot ¢(.) est une fonction d’activation non linéaire, W et W; sont les poids du

réseau de neurones.

Une fois le réseau entrainé et les poids Wi et W2 obtenus, la matrice Zx pour

tous les points de données X est alors calculée, avec une complexité totale d’ordre
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O(nm), en utilisant la fonction suivante : Zx = f(X,0) = Whg(W1X). Pour le
clustering des données, la méme méthode que celle dans (Chen et Cai, 2011) est

appliquée.

Dans un contexte de clustering des sous-espaces dans des vues multiples? (Multi-
Vue Subspace Clustering (MVSC)), Large-Scale Multi-View Subspace Clus-
tering in Linear Time (LMVSC) (Kang et al., 2020) appliquent le méme
principe de sélection des points de repére dans (Chen et Cai, 2011) cité ci-dessus.
Contrairement & (Chen et Cai, 2011), qui utilisent une technique a base de dis-
tance, les similarités sont obtenues a partir des données, en minimisant la fonction
suivante :

n}in; |XT— AZY |5+ a| 2% st 0< 2, (Z)T1=1 (2.5)

i

ou A’ représente les m points de repére fixes obtenus en appliquant k-means sur
les points X de la vue i. Z' représente la matrice de similarité de la vue i entre
tous les points X' et les points A’. La matrice d’affinité Z € R™*™ pour les v
vues est calculée avec cette équation : Z = \%[Z L. Z% ..., Z"]. Pour le clustering

des données, la méme méthode que celle dans (Chen et Cai, 2011) est appliquée.

Structured Graph Learning for Scalable Subspace Clustering : From
Single View to Multiview (SGL) (Kang et al., 2021a) utilisent la méme tech-
nique utilisée dans (Kang et al., 2020). Dans le but d’améliorer le résultat du
clustering, son objectif est de pouvoir apprendre la matrice Z € R™™ (m < n)
avec k composants disjoints connectés (k nombre de clusters). Pour obtenir cette

représentation de la matrice Z, les graphes bipartis sont utilisés de telle sorte que

2. Un article peut étre écrit dans différentes langues. Par conséquent, il est intéressant de
développer une méthode d’apprentissage sur des vues multiples a fin d’incorporer les informations
utiles provenant des autres langues
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7 soit définie par S = [ e R+m)x(n+m) - Aingi. le Laplacien normalisé

VAl
est exprimé sous la forme : L = [ — D~2SD~2. Selon la théorie de graphe spectral,
pour que les n points de données et les m points de repére soient groupés en k
clusters le rank(L) doit étre égal a (m + n) — k. Cette contrainte est exprimée

dans le probléme (2.5) comme suit :

I

minz | X - Ai(Zi)THQF +al|Z'
Sl (2.6)
st. 0< 7' (Z)1 =1,rank(L) = (m+n) — k

Pour rendre la contrainte plus facile & résoudre, en se basant sur (Kang et al.,
2021b), le probléme dans (2.6) est remplacé par :

.\ i i 7iNT||2 il|?
ngnzl | X° = A2 + || 2|+ (FTLF)

%

(2.7)
st 0<Z(Z)1=1FF=1I

ott F' € R(*m)xk Ce probléme est résolu par la stratégie d’optimisation alternée.
Z et F sont résolus de maniére alternée, en fixant I'un d’eux puis mettre a jour

l'autre.

Ces techniques d’échantillonnage tentent de sélectionner un sous-ensemble plus pe-
tit de données, de telle sorte qu’il soit le plus représentatif possible de I’ensemble
de données originales. Théoriquement, pour chaque sous-espace linéaire, il suffit
de fournir un nombre d’échantillons indépendants (formant une famille indépen-
dante) égal a la dimension de ce sous-espace. L’utilisation d’un petit sous-ensemble
de données, au lieu de toutes les données, a permis de réduire la complexité relative

au calcul de la matrice d’affinité ainsi qu’a celle du spectral clustering. Toutefois,
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ce choix aléatoire des données ne garantit pas d’avoir, pour un sous-espace donné,
un nombre d’échantillons indépendants égal a la dimension de ce sous-espace (la
taille de dimension de chaque sous-espace étant inconnu). Par conséquent, le sous-
ensemble sélectionné peut ne pas étre représentatif des données originales pour un
meilleur clustering. Ainsi, le cotlit est réduit au détriment de la précision du clus-

tering.

Techniques de sélection ciblée :

Exact Subspace Clustering in Linear Time (Wang et al., 2014) proposent
de traiter la problématique de la scalabilité en trois étapes : (1) : sélection d’un
sous-ensemble de données, (2) : clustering du sous-ensemble sélectionné, (3) :
classification de toutes les données non sélectionnées dans les clusters trouvés a
la deuxiéme étape. Cette proposition repose sur deux hypothéses : (1) les k sous-
espaces Si, ..., 5% sont linéairement indépendants tel que S; N'.S; = 0 pour tout
i # j, (2) et pour tout sous-espace S;c, 'ensemble des instances appartenant a un
sous-espace ne peut pas étre partitionné en deux ensembles distincts. Ces hypo-
théses sont appelées respectivement, indépendance des sous-espaces et dépendance
interne d’un sous-espace. Un algorithme de sélection est proposé en prenant en
considération ces deux hypothéses. Le but de cet algorithme est de faire en sorte
que les deux hypotheéses sont respectées par le sous-ensemble sélectionné. L’algo-
rithme sélectionne r instances, r est la somme des dimensions des sous-espaces,
avec une complexité d’ordre O(nr?) (n est le nombre d’instances totales). Par la
suite, 'algorithme forme k ensembles distincts a partir des données sélectionnées.
Pour I'étape du clustering du sous-ensemble sélectionné, les auteurs se basent sur
le théoréme qui garantit que si des données X satisfont les hypotheéses 1 et 2, alors
les instances de données sélectionnées satisfont également les mémes hypothéses.

Par conséquent, ils proposent d’appliquer une méthode de subspace clustering,
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Sparse Subspace Clustering (SSC) (Vidal, 2009; Adler et al., 2012) ou Low-Rank
Representation (LRR) (Liu et al., 2010; Lin et al., 2011), sur les données sélec-
tionnées pour identifier les clusters. Comme une derniére étape, les données non
sélectionnées sont affectées a I'un des clusters trouvés en utilisant une régression

linéaire.

Scalable Exemplar-based Subspace Slustering on Class-Imbalanced Data
(ESC) (You et al., 2018) et Selective Sampling-based Scalable Sparse Sub-
space Clustering (S°C') (Matsushima et Brbic, 2019) proposent un algorithme
de sélection d’un sous-ensemble de données de telle sorte que ce sous-ensemble
contient suffisamment d’instances de chaque sous-espace. Par la suite, un calcul
de similarités est fait entre tous les points de données et le sous-ensemble sé-
lectionné. Pour garantir la préservation des sous-espaces?, les auteurs supposent
que les sous-espaces sont indépendants. L’algorithme sélectionne un sous-ensemble
| Xo| = k qui doit représenté au mieux toutes les données | X| = n, avec une com-
plexité d’ordre O(kn). Un point € X est choisi et rajouté itérativement a 1’en-
semble X, de telle sorte qu’il minimise la nouvelle fonction d’autoreprésentation

suivante :

2

l’j — E Cij'ri

i:x;€Xo

(2.8)

in flc;ll, + 2
gern 19115

2

Cette nouvelle fonction permet d’écrire chaque point de données comme une com-
binaison linéaire des autres points dans X,. Une fois I’ensemble sélectionné par
lalgorithme, il est utilisé pour calculer la matrice de coefficient C' entre tous

les points et l'ensemble de points sélectionnés. Plus précisément, pour chaque

3. Il n’y a pas de connexions entre les points de différents sous-espaces, c’est-a-dire que, pour
une matrice d’affinité C, ¢;; # 0 seulement si x; et ; sont dans le méme sous-espace.
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x; € X, ¢; est calculé en optimisant la nouvelle fonction d’autoreprésentation
ci-dessus (2.8). Pour le spectral clustering, en utilisant ’approche du plus proche
voisin, la matrice d’affinité A entre tous les points de données est calculée comme
suit : A;; = 1 si ¢; est t-plus proche voisin de ¢;; A;; = 0 sinon. Les auteurs
dans (Matsushima et Brbic, 2019), quant & eux, ne font aucune supposition sur
I'indépendance des sous-espaces et proposent un algorithme de sélection basé sur
un calcul stochastique du sou-gradient. Pour ’étape de clustering, ils effectuent

une décomposition des valeurs propres en utilisant une itération orthogonale.

La sélection ciblée permet d’avoir un sous-ensemble de données qui représente
mieux les données originales que la sélection aléatoire. Cependant, les algorithmes
de sélection souffrent toujours d’une complexité temporelle élevée, car ils sont
résolus par des méthodes d’optimisation itératives. De plus, certains supposent
que les données provenant de différents sous-espaces satisfont certaines conditions

de séparation et les données d’'un méme sous-espace sont bien réparties.

2.2.2 Techniques qui ne se basent pas sur I’échantillonnage :

Scalable Sparse Subspace Clustering by Orthogonal Matching Pursuit
(SSC-OMP) (You et al., 2016b) utilisent orthogonal matching pursuit (OMP)
(Pati et al., 1993) a I'étape d’autoreprésentation pour trouver une représentation
éparse des données. OMP résout le probleme min, |Ac —bl3 st |cll, < k
graduellement, avec une complexité linaire, en sélectionnant une colonne a la fois
de A = [aq,...ay] et calcule les coefficients pour la colonne sélectionnée. Pour
le subspace clustering le vecteur de coefficient C; € RY de z; est calculé en
utilisant OMP(X_;,z;) € RY7! avec C[j] = 0 ou X_; représente les données
X sans la données x;. L’'idée d’utiliser OMP pour le subspace clustering avait

déja été envisagée dans (Dyer et al., 2013; You et Vidal, 2015). En revanche, les
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principales contributions dans (You et al., 2016b) est de trouver des conditions
théoriques sous lesquelles la matrice d’affinité produite préserve les sous-espaces.
Les auteurs déterminent que les sous-espaces sont plus préservés, dans le cas ol :
(1) les sous-espaces sont indépendants, ou (2) ils sont suffisamment séparés et
les données sont bien distribuées. Dans le cas contraire ot les sous-espaces sont
aléatoires, les auteurs supposent que la taille des dimensions des sous-espaces est

trés inférieure a la taille des dimensions de ’ensemble des données originales.

Oracle Based Active Set Algorithm for Scalable Elastic net Subspace
Clustering (EnSC) (You et al., 2016a) proposent une approche pour avoir un
équilibre entre la préservation du sous-espace et la propriété de connectivité?
(Nasihatkon et Hartley, 2011). Une solution serait d’utiliser un mélange de deux
normes de régularisation I, et l® (Wang et al., 2013; Panagakis et Kotropoulos,
2014; Fang et al., 2014) donné par : r(.) = A||c]|, + 52 llc||3. Néanmoins, 1utili-
sation de ces deux normes se fait au prix d’'une complexité de calcul trés élevée.
Comme solution, (You et al., 2016a) utilisent 7(.) et proposent un algorithme ité-
ratif pour le subspace clustering. Dans la littérature statistique, le programme
d’optimisation utilisant cette régularisation s’appelle le réseau élastique (Elastic
Net en anglais). Ce dernier est utilisé pour la sélection de variables dans les pro-
blémes de régression (Zou et Hastie, 2005). L’idée de base derriére 'algorithme est
de résoudre une séquence de sous-problémes a une échelle réduite. L’algorithme
proposé exploite le fait que les entrées non nulles de la solution de Elastic Net
(¢; # 0) tombent dans une région appelée oracle. En effet, & chaque itération,

un sous-ensemble de données plus petit est utilisé pour le calcul de la matrice

4. Les points de données du méme sous-espace forment un composant connecté du graphe
d’affinité.

5. La norme [; garantit la préservation des sous-espaces sous des conditions théoriques gé-
nérales. Alors que la norme l; améliore la connectivité, mais suppose que les sous-espaces sont
préservés que lorsqu’ils sont indépendants.
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d’affinité. Ce sous-ensemble grandit a chaque itération, en utilisant une sélection
basée sur la région oracle, jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de points a rajouter. Pour
controler la taille de ce sous-ensemble, seul un petit nombre de nouveaux points

sont ajoutés.

Stochastic Sparse Subspace Clustering (SSSC) (Chen et al., 2020) ex-
ploitent le dropout, une technique utilisée dans I'apprentissage profond pour éviter
le surapprentissage (Srivastava et al., 2014; Wan et al., 2013). Dans (Chen et al.,
2020), le dropout fait référence a ’élimination ou I’abandon de quelques colonnes
de la matrice de données X uniformément au hasard lors du calcul de la ma-
trice d’affinité. Ce qui permet de résoudre un probléme d’optimisation impliquant
un sous-ensemble de données trés petit de 'ensemble de données originales. Plus
précisément, un taux d’abandon 0 < 6 < 1 est défini, ainsi que des variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées de Bernoulli {&;}Y,, avec une

distribution de probabilité donnée par :

1%5 avec une probabilité 1-9,
& = (2.9)

0 avec une probabilité 4.

En multipliant les N variables aléatoires de Bernoulli {&}Y, aux colonnes de la
matrice de données X, ’élimination des colonnes avec la probabilité § est intro-
duite dans la fonction d’autoreprésentation comme suit :

Lj — Z §icijx;

2
2

min ‘
cj

L’algorithme proposé sélectionne T’ sous-ensembles {S®}_ en utilisant la pro-
babilité 9. Par la suite, le calcul du vecteur de coefficient ¢; de x; est effectué par

la résolution de T sous problémes parallélement en utilisant OM P({SW}]_, ;)
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(Pati et al., 1993).

Doubly Stochastic Subspace Clustering (A-DSSC)(Lim et al., 2020) pro-
posent une méthode de subspace clustering qui calcule la matrice d’affinité A en
méme temps que la matrice de coefficient C'. Le but est d’avoir une matrice d’affi-
nité éparse et bien normalisée sans passer par le post-traitement de la matrice de
coefficient pour le spectral clustering. Pour ce faire, (Lim et al., 2020) exigent que
la matrice A doit étre dans un ensemble convexe des matrices doublement sto-
chastiques (Horn et Johnson, 2012). La normalisation doublement stochastique
a démontré qu’elle améliore considérablement les performances du spectral clus-
tering (Wang et al., 2016; Nie et al., 2016). Pour ce faire, les deux contraintes
suivantes sont appliquées sur la matrice A : (1)A > 0, (2) contraindre les lignes
et les colonnes & avoir la norme [;. La premiére contrainte est tirée du fait que
la matrice d’affinité doit étre positive pour le spectral clustering. La deuxiéme
contrainte est définie selon une forme de normalisation bien établie dans la litté-
rature sur le spectral clustering (Von Luxburg, 2007). Par conséquent, le modéle
prend la forme d’un probléme d’optimisation sur C' et A comme suit :

) 1 2 T 2
min X - X%+ )

)

TS | 112 2.11
15 [C1l, = (] € mad) + F52 | A (211)

st.A>0,A1=1,AT1 = 1,diag(c) =0

Le probléme d’optimisation ci-dessus est résolu en deux étapes. La premiére étape
consiste a calculer la matrice de coefficient C'. En initialisant A = I, le probléme
d’optimisation est résolu par I'algorithme proposé dans (Scalable Elastic net Sub-

space Clustering) (You et al., 2016a) :
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| :
min §||X—XC'H;+%HCH;—FTB—FHCHI s.t. diag(c) =0 (2.12)

La deuxiéme étape consiste a calculer la matrice A. En fixant C, la matrice A
devient un cas particulier du probléme de régularisation quadratique (Blondel

et al., 2018; Lorenz et al., 2021) :

@p<4cp@+%wmﬁ st. A>0,Al=1AT1=1 (2.13)

Pour assurer un calcul plus efficace et développer une méthode scalable, la pro-
jection doublement stochastique a travers le dual est utilisée (Rontsis et Goulart,

2020).

Les techniques citées ci-dessus, qui ne se basent pas sur I’échantillonnage, sont
proposées pour réduire la complexité du subspace clustering. Egalement, garan-
tir la préservation des sous-espaces et traiter le probléme de connectivité dans le
graphe d’affinité. Certaines arrivent a atteindre ces garanties, mais sous certaines
conditions théoriques. Toutefois, ces conditions ne reflétent pas les données du
monde réel (avec des sous-espaces pas suffisamment séparés et avec des données
pas forcément bien distribuées). De plus, les algorithmes utilisés souffrent tou-
jours d’une complexité temporelle élevée, car ils sont résolus par des méthodes

d’optimisation itératives.

Bien que les techniques présentées dans cette section proposent des solutions a la
problématique de la scalabilité du subspace clustering, leurs applicabilités sur des
données réelles sont trés limitées. Elles ne considérent que la relation linéaire entre
les points de données. Cependant, en pratiques, les données ne sont pas forcément

représentées a partir de sous-espaces linéaires. D’autres recherches se sont intéres-
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sées a utiliser les réseaux de neurones profonds pour le subspace clustering. Ce qui
permet de prendre en considération des données qui ne résident pas initialement

dans des sous-espaces linéaires.

2.3 Techniques de scalabilité du subsapce clustering dans le contexte d’ap-
prentissage profond :

Des approches ont été proposées en combinant 'apprentissage profond avec le
subspace clustering (Deep Subspace Clustering). Les recherches les plus récentes
utilisent les auto-encodeurs (AEs). Ces derniers ont prouvé leurs efficacités dans
la réduction des dimensions. Plus précisément, I’extraction des caractéristiques les
plus pertinentes afin de mieux représenter et discriminer les données originales.
Les auto-encodeurs se composent principalement d’un encodeur et d’'un décodeur.
L’encodeur génére, dans un espace latent, une représentation compressée Z d’'une
donnée X. Différentes couches d’unité de traitement non linéaire sont utilisées
pour 'extraction des dimensions caractérisant une donnée. Au niveau de chaque
couche, en utilisant des filtres, une nouvelle représentation des données est ob-
tenue. Chaque couche prend en entrée la sortie de la couche précédente. Ainsi,
en empilant ces couches non linéaires ensemble, ’apprentissage profond donne de
meilleures représentations des données. Le décodeur quant a lui, essaye a partir
de la représentation Z d’avoir la meilleure reconstruction possible X de la donnée
d’entrée X, voir figure 2.3. Le but des auto-encodeurs est d’optimiser la qualité

de la reconstruction en minimisant la fonction cott L,. suivante :

Lae(@) = Z ||X] - g@d(-f@e(XJ))H; (214)

ou feo,(X,) = Z; est la fonction de transformation de 'encodeur, go,(Z;) = X;

est la fonction de reconstruction du décodeur, O, et O, sont les paramétres de
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Donnée compressée

Encodeur Décodeur
X X
Donnée d’entrée Donnée reconstruite

FIGURE 2.3 — Architecture d’'un Auto-encodeur.

I’encodeur et du décodeur respectivement.

Dans le cadre du subspace clustering, Deep Subspace Clustering Networks
(DSCNets) (Ji et al., 2017) constitue la premiére tentative a avoir utilisé I’ap-
prentissage profond non supervisé. Précisément, une couche complétement connec-
tée, appelée autoreprésentation (Self-expression), est ajoutée entre I'encodeur et
le décodeur, comme illustrer dans la figure 2.4. Cette couche vise & apprendre les
similarités entre les données dans l'espace latent. La nouvelle fonction cotit est

définie comme suit :

1 L 12 A .
1(©) = 5 ||x = Ko + M ICoull, + 5 1170, = Zo,Coully st (diag(C) = 0)
(2.15)

. 2 . ) .
ou || Ze, — Ze.Co, || représente le terme de la couche d’autoreprésentation. Les

poids de cette couche ©, correspondent a la matrice d’affinité C' € R™ ™. Les
parameétres © correspondent aux parameétres O, de l'encodeur, O de la couche

autoreprésentation, et ©,; du décodeur.
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Donnée compressée

Vi
Decodeur
Encodeur
Couche
X autoreprésentation X
Donnée d’entrée Donneée reconstruite

FIGURE 2.4 — Architecture du Deep Subspace Clustering Networks (DSCNets).

Les parameétres des couches encodeur et décodeur sont initialisés avec les para-
meétres obtenus dans une étape de préentrainement de I’auto-encodeur, sur toutes
les données, sans la couche d’autoreprésentation. Par la suite, en introduisant la

couche d’autoreprésentation, la fonction objective (2.15) est minimisée.

Les expérimentations ont démontré que DSCNets (Ji et al., 2017) fournit une
amélioration significative par rapport aux méthodes de subspace clustering en
termes de précision du clustering sur plusieurs ensembles de données. Cependant,
la complexité du calcul de la matrice d’affinité reste élevée ; d’ordre O(n?), n étant
la taille de ’ensemble de données. Suite au modéle DSCNets, d’autres modéles se
basant sur cette couche d’autoreprésentation ont été proposés. Quelques travaux
sont présentés dans la Section 2.4. Toutefois, nous avons constaté qu’il n’y avait
pas de travaux traitant la scalabilité du subspace clustering tout en utilisant la
propriété d’autoreprésentation. Dans la section suivante, nous présenterons le seul

travail, Deep k-Subspace Clustering, traitant la scalabilité du subspace clustering
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dans le contexte d’apprentissage profond sans passer par la propriété d’autorepré-

sentation.

2.3.1 Scalable Deep k-Subspace Clustering (SDk-SC) :

(Zhang et al., 2018) proposent, SDk-SC, une méthode scalable de subspace clus-
tering profond mais sans 'utilisation de la matrice d’affinité. L’approche consiste
a utiliser une variante de k-Subspace Clustering (k-SC) (Tseng, 2000; Agarwal et
Mustafa, 2004). Cette derniére est une méthode itérative et peut étre considérée
comme une généralisation de 'algorithme k-means. Le k-SC cherche & minimi-
ser la somme des résidus des points vers leurs sous-espaces les plus proches. En
Considérant un ensemble de points {1, ...,z,} € R? appartenant & une union de
k sous-espaces Sy, ..., .S, de dimensionnalité p; = py =, ..., = p, respectivement, la

fonction de minimisation pour le k-subspace clustering s’écrit comme suit :

n

k
. 2
(sin }Z > wi |1 X5 = SiSTXG

i S\ Wij . .
T (2.16)

k
s.t. wy; € {o,1}, Zwij =1
i=1
La valeur optimale pour w;; est écrite comme suit :

1 4 =argmin, |z; — SmS,Iﬂnga
wy (2.17)

0 otherwise.

avec W € R¥" une matrice d’appartenance ot w;; = 1 signifie que le point
x; appartient au subspace S;. En commengant par une initialisation de k sous-
espaces candidats, le £-SC met a jour en alternance les w;; et les sous-espaces

S;. L’équation (2.17) permet de classer les points dans leurs sous-espaces le plus
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proches. Par la suite, les nouveaux sous-espaces sont réestimés en appliquant un
SVD sur les points de chaque cluster (les colonnes de W ou la iéme ligne est égale

al).

Le SDk-SC introduit le module k-subspace clustering entre I’encodeur et le déco-
deur, voir figure 2.5. L’objectif est d’appliquer la méthode k-SC sur les données

7 de l'espace latent. La fonction cotit de SDk-SC est définie comme suit :
L(0,{S:}, W) = Lae(0) + ALgsc({S:}, W) (2.18)

Le terme L, (0) représente la fonction cotit de la reconstruction de I’auto-encodeur.
Le terme Ly.({S;}, W) représente le coiit du k-subspace clustering, il est défini

comme suit :

Lisc({S:}, W) Zwm | foe(xg) = ST fae ()
. (2.19)
s.t. SZ S Q(d,p),wij € {O, 1}, Zwij = 1,V@-j
i=1
ou G(d,p) désigne la variété de Grassmann (Absil et al., 2004) composée de p

sous-espaces avec une dimensionnalité ambiante d .

S; et W sont initialisés a partir des parameétres du préentrainement de 1’auto-
encodeur sans le module £-SC. Une fois le modéle SD.-SC entrainer avec le module
k-SC, la représentation dans l'espace latent est recalculée, Z = fy.(X). Par la
suite, I'appartenance aux sous-espaces pour chaque z; est attribuée en utilisant

I'équation (2.17).

Le modele SDE-S propose de réduire la complexité du subspace clustering en
contournant la construction de la matrice d’affinité. Cependant, la méthode né-

cessite que la taille des dimensions soit connue a priori et qu’elle soit la méme pour
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Donnée compressée

z
Module
k-subspace clustering
| J
Encodeur Décodeur
X X
Donnée d’entrée Donnée reconstruite

FIGURE 2.5 — Architecture du Scalable Deep k-Subspace Clustering (SDA-SC).

tous les sous-espaces, ce qui est une contrainte trés restrictive. De plus, les mé-
thodes k-SC souffrent toujours d’une complexité temporelle élevée, égale & O(n?),
pour le calcul de la décomposition en valeurs singuliéres (SVD). Aussi, elles néces-

sitent une bonne initialisation et semblent fragiles aux données aberrantes (Zhang

et al., 2019Db).

2.4 Subsapce clustering dans le contexte de ’apprentissage profond :

Nous présenterons les techniques récentes du subspace clustering utilisées dans
le contexte d’apprentissage profond. Par ce fait, nous montrons comment le sub-
space clustering peut bénéficier du succes des réseaux de neurones profonds. De
plus, nous montrons comment les performances du subspace clusetring peuvent
étre améliorées en combinant les avantages des méthodes existantes du subspace

clustering avec celles de 'apprentissage profond.
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(Zhang et al., 2019a) proposent un modéle appelé Self-Supervised Convolu-
tional Subspace Clustering Network (S2ConvSCN). Ce modéle propose
de superviser la transformation des données dans ’espace latent, et I'apprentis-
sage des similarités entre les points de données. Cette supervision est constituée
principalement de deux modules : (1) module de couche complétement connectée
d’autosupervision (FC' Layers), qui supervise la projection des données dans ’es-
pace latent, (2) module de spectral clustering, qui fournit des informations pour
I'étape d’autoreprésentation et pour le module (FC Layers), comme montré dans

la figure 2.6.

Le module spectral clustering utilise la matrice de coefficient C' de la couche

autoreprésentation pour regrouper les données avec la fonction cotit suivante :

2
4i — 4;
S iyl oy, qor=1 (2.20)

17]

o @ € {0,1}*" est la matrice de segmentation en k clusters, ¢; et ¢; sont les
colonnes 7 et j de () indiquant 'appartenance de chaque point de données aux

clusters.

La fonction (2.20) mesure I’écart entre la matrice de coefficients C' et la matrice de
segmentation (). Lorsque Q est fourni, la minimisation du cotit de ||C’||Q implique
que ¢;; # 0 seulement si z; et x; appartiennent au méme cluster. Par conséquent,
I’ajout de cette fonction a celle du subspace clustering profond améliore I’appren-
tissage de la matrice d’affinité. Le résultat du module spectral clustering est aussi
utilisé dans le module (FC' Layers) pour superviser la transformation des données

dans l'espace latent avec la fonction suivante :

‘2) (2.21)

N

1 Ty

N Z(Zn(l +e Ti%) 47 ‘ Y = Hry,) ,
j=1
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Module FC Layers

CEC(Y,Q)
Donnée
compressée
X v () Auto-supervision
Donnée
d’entrée Encodeur
S "ee »
¢ ICllg
b Module spectral clustering
Donnee 49 Q Auto-supervision
reconstruite Décodeur
Couche
autoreprésentation

FIGURE 2.6 — Architecture du Self-Supervised Convolutional Subspace Clustering
Networks (S2ConvSCN).

ol y € R¥ est la sortie a k dimensions des couches du module (FC Layers), Lor(y,)
représente le centre du cluster correspondant a y,; m(y;) sert a prendre I'indice

de y; & partir du résultat du spectral clustering.

En combinant ces deux nouveaux modules & la fonction objective du subspace

clustering profond, la nouvelle fonction objective est la suivante :

1 A2 1
s|1x = X+ 512 - zclk + Alcl, + el +
‘2 (2.22)

1 .
Yj = Hxiyy||,) st (diag(C) = 0)

N

M=

(In(1 4 e %%) 4+ 1 ‘

J=1

Selon les expérimentations, la supervision fournie par le spectral clustering amé-



38

liore I'apprentissage de la nouvelle représentation des données ainsi que I’appren-
tissage des similarités entre les points de données, conduisant ainsi a de meilleures

performances de clustering.

Deep Subspace Clustering (DSC) (Peng et al., 2020) proposent de développer
une extension de Sparse Subspace clustering (SSC) (Elhamifar et Vidal, 2013)
dans un contexte d’apprentissage profond. Le modeéle proposé, Deep Subspace
Clustering (DSC), utilise un réseau de neurones pour Iextraction des dimensions
et 'apprentissage simultané de la matrice d’affinité C'. Le réseau de neurones est
constitué de M couches non linéaires, ot la sortie de chaque couche est représentée

comme suit :

Bm) — g(W(m)h(m_l) + b(m)) (2.23)

avec m = 1,2,..., M, g(.) une fonction d’activation non linéaire, d™ la dimension
de la sortie de la couche m, et WM € RI™xd™ ™Y o p(m) ¢ RI™ représentent

respectivement le poids et le biais relatifs a la couche m.

Ainsi, pour n instances de données, HM) est défini comme une collection des
sorties de la couche M : HM = [p{™ p{M™  pM)]. En utilisant la nouvelle
représentation des données HM) | et la norme [; pour que la matrice d’affinité soit

éparse, la fonction coiit suivante est minimisée :

1 Ay m 1|
aip = 5 1707 = HOOC e+ 910 + 3 32 [()mhi” -1

)

2 (2.24)
s.t. diag(C) =0

ot © = {Wm pmIM_ sont les paramétres du réseau de neurones, |||, est la

2
(hZ(M))ThEm) — 1” est rajouté pour supprimer un
2

norme [y, et le terme 3 Y7,
facteur d’échelle arbitraire dans ’espace latent. Il a été noté que sans ce dernier

terme, le réseau de neurones proposé peut tomber dans une solution triviale telle
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que HM) = 0. Les auteurs ont mentionné qu’en utilisant un auto-encodeur ce

terme peut étre supprimé.
Pour résoudre la fonction (2.24) une minimisation alternée est utilisée.

(Kheirandishfard et al., 2020) proposent un modéle appelé Deep Low-Rank
Subspace Clustering (DLRSC). L’objectif de ce modéle est d’apprendre une
matrice d’affinité C' & faible rang®. Une contrainte est ajoutée a la matrice C' tel
que rank(C) = m, avec (m < n). Pour ce faire, la couche autoreprésentation
pour la matrice C' € R™"™ est remplacée par une couche avec une plus petite
matrice ¢ et sa transposée ¢"*". La figure 2.7 décrit ’architecture du DLRSC.
La matrice C est considérée comme une matrice symétrique de la forme C' = ccT,

ol ¢ est calculée par la nouvelle fonction objective suivante :
HX—XH + M Z = Zec | + s e (2.25)

La matrice ¢ est de taille n x m (m < n) avec rang(c) = min(m,n). Par consé-
quent, rang(C') = m est garantie. Ainsi, le modéle DLRSC permet d’apprendre
une matrice d’affinité C' € R™*" a faible rang avec un cott de calcul inférieur au
modele standard (Liu et al., 2012; Elhamifar et Vidal, 2013; Vidal et Favaro, 2014;
Ji et al., 2017).

Les travaux cités ci-dessus utilisent ’apprentissage profond pour apprendre une
meilleure représentation des données pour le subspace clustering. Egalement, pour
prendre en considération les données représentées par des sous-espaces non li-
néaires. Les principales différences entre les travaux du Subspace Clustering pro-

fond résident au niveau de la structure du réseau de neurones et la fonction coftit

6. Le rang correspond au nombre maximal de vecteurs colonnes linéairement indépendants
dans la matrice.
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Donnée compressée

Fi
Décodeur
Encodeur A
Couche N
X X

autoreprésentation

Donnée d'entrée Donnée reconstruite

FIGURE 2.7 — Architecture du Deep Low-Rank Subspace Clustering (DLRSC).

utilisée selon un objectif bien défini.

Les réseaux de neurones ont attiré une attention considérable en raison de nom-
breuses applications réussies dans différents domaines. Néanmoins, 1'utilisation
des réseaux de neurones pour le subspace clustering a été critiquée dans (Haeffele
et al., 2020). Les critiques se basent sur une analyse théorique des modéles du
subspace clustering profond utilisant les auto-encodeurs. Les auteurs critiquent
Iefficacité du terme d’autoreprésentation incorporé entre ’encodeur et le déco-
deur. Ils formulent que ce terme, tel qu’il est utilisé, n’est pas suffisant pour
apprendre une représentation latente exprimée par une union de sous-espaces li-
néaire. Spécifiquement, que sans aucune régularisation sur les paramétres réseau
de l'auto-encodeur (0., O,) ou normalisation des données Z dans ’espace latent,
la formulation dans (2.15) est généralement mal posée. De telle sorte que la va-
leur du terme d’autoreprésentation peut étre rendue arbitrairement petite sans

vraiment changer la valeur de la fonction cotit de ’auto-encodeur.
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2.5 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté différents travaux traitant la problématique
de la scalabilité du subspace clustering linéaire. Egalement, nous avons présenté
quelques travaux du subspace clustering dans le contexte d’apprentissage profond.
Nous avons constaté qu’il n’y avait pas de travaux traitant la scalabilité du sub-
space clustering, en utilisant la propriété d’autoreprésentation, dans le contexte
d’apprentissage profond. De ce fait, dans le chapitre suivant, nous présenterons
une nouvelle méthode de subspace clustering scalable basée sur I'apprentissage

profond.



CHAPITRE III

APPROCHE PROPOSEE

Ce chapitre présente la premiére proposition de solution & la problématique de la
scalabilité du subspace clustering dans le contexte d’apprentissage profond. Notre
modéle se base sur la propriété d’autoreprésentation du subspace clustering. Cette
propriété permet d’apprendre les similarités entre les points de données et s’est
avérée efficace dans le clustering des sous-espaces. Le modéle proposé se base éga-
lement sur ’apprentissage profond en utilisant I’auto-encodeur. Ce dernier permet
de réduire la dimensionnalité des données et de prendre en considération des don-
nées qui résident dans des sous-espaces non linéaires. L’approche proposée consiste
a considérer un sous-ensemble de points de repére plus petit que I’ensemble de don-
nées initiales pour identifier les sous-espaces. Une nouvelle fonction objective est
définie pour la propriété d’autoreprésentation. Cette derniére permet d’apprendre
une matrice plus petite pour la construction de la matrice d’affinité. Ce qui permet
de réduire la complexité relative a la construction de la matrice d’affinité ainsi que
celle du clustering spectral de O(n?) vers une complexité linéaire O(n). Dans ce
qui suit, nous donnons premiérement quelques notations et définitions. Ensuite,
nous présentons notre nouvelle fonction objective. Par la suite, nous présentons la
méthode utilisée pour le regroupement des données. Enfin, nous présentons la stra-
tégie d’entrainement utilisée par notre modéle que nous avons nommé Subspace

Clustering Scalable Profond (SCS-P) .
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3.1 Notations :

Nous présenterons dans cette section quelques notations liées au sujet traité.
X = {z1,29,...,7,} € R™P désigne la matrice des données, oul n est la taille
des données, et D la taille des dimensions. La matrice des données X est formée a
partir de plusieurs sous-espaces vectoriels de faible dimension {S;}i=1,. x, Si C Rd;
avec Zle d; < D . L’objectif de ce travail est de regrouper les données X en k clus-
ters, ol chaque cluster appartient a un ou plusieurs sous-espaces vectoriels. Notre
approche se base sur I’apprentissage profond, en utilisant ’auto-encodeur. Permet-
tant ainsi de réduire la dimensionnalité des données et de prendre en considération
des données qui résident dans des sous-espaces non linéaires de faible dimension.
Pour I'identification des sous-espaces, nous utilisons la propriété de 'autorepré-
sentation des données. Cette derniére consiste principalement a construire une
matrice d’affinité entre tous les points de données C' = {C;;}ij=1,..n, avec Cj; =0
lorsque les données z; et x; appartiennent a deux sous-espaces différents. Dans
notre solution, nous proposons une nouvelle approche scalable du subspace clus-
tering. Notre objectif est de reformuler le probléme du subspace clustering, qui
a une complexité cubique, pour avoir un autre probléme qui a une complexité

linéaire par rapport a la taille des données.

3.2 Modéle proposé - Subspace Clustering Scalable Profond :

Le modeéle que nous proposons utilise un auto-encodeur (pour l'extraction des
attributs (dimensions)) et une couche d’autoreprésentation entre ’encodeur et le

décodeur (pour apprendre les similarités entre les points de données).
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3.2.1 Extraction des attributs :

Nous utilisons un auto-encodeur convolutif. L’encodeur est composé de plusieurs
couches convolutives {h“)}le. Chaque couche posséde un ensemble de poids w()
et les biais b') associés, ainsi 'entrée X est transformée a travers les différentes
couches comme suit :

hO = frau(X, w®)

WY = freLu (h(o) ) W(l))

WP = freLu (B, wi)

Nouvelle représentation

Z
Décodeur
Encodeur
z={n"}.,
hL
h3
hz
ht
1 - ~
X Lo = IIX = X7 X
Donnée d’entrée Donnée reconstruite

FIGURE 3.1 — Architecture de 'auto-encodeur utilisé.

avec freLu(h¥), w) = ReLU(R“"Dw® 4 b®) est la fonction de transformation
de la couche ¢, et ¥ représente la sortie de la couche convolutive ¢. Au niveau

de chaque couche, d\¥) attributs {hf’}glfi sont produits. Les attributs d*) pro-
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duits par la derniére couche L sont utilisés pour former la nouvelle représentation

compressée Z € R™? dans l'espace latent, des données initiales :
L L) (L L
Z = {}im, aw = [0 15", 1) (32)

avec {th)}i:L._.’d(L) représentent les vecteurs d’attributs de la couche L.

A Tinverse de I'encodeur, le décodeur décompresse la nouvelle représentation Z
(voir figure 3.1) . Il essaye de produire la meilleure reconstruction X de la données
d’entrée X :

X = Dec(Z, W)

(3.3)
= Dec(Enc(X,w), W)

ou Enc est la fonction de transformation des données X, Dec est la fonction de

reconstruction des données transformées, et w représente les poids du décodeur.

L’auto-encodeur est ainsi entrainé, a travers plusieurs itérations, pour minimiser

l’erreur de reconstruction suivante :

2 (3.4)

1
= |X — Dec(Enc(X))|%

avec ||.|| » représente la norme Frobenius (Lu et al., 2012).

3.2.2 Etape d’autoreprésentation :

Nous utilisons une couche d’autoreprésentation complétement connectée pour ap-

prendre les similarités entre tous les points de données. La couche autoreprésen-
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tation standard apprend une matrice d’affinité C' € R™ ™ en minimisant le coit

de la fonction suivante pour le subspace clustering profond :
Escp = Erec + Ear (35)

avec L,.. représente le cotit de la reconstruction de 'auto-encodeur, et L, repré-

sente le cotit de 'autoreprésentation défini comme suit :
2
L= NZ = ZCI%+C, (3.6)

L’objectif du probléme (3.5) est de capturer la non-linéarité et réduire la dimen-
sionnalité des données. Egalement, apprendre une nouvelle représentation des don-
nées qui satisfait la propriété d’autoreprésentation (c’est-a-dire, Z ~ Z(C'), avec
une complexité O(n?). Dans ce qui suit, nous allons présenter notre approche ca-
pable d’effectuer le subspace clustering profond en un temps linéaire par rapport

4 la taille des données.

Le probléme du subspace clustering peut étre formulé comme suit (Elhamifar et
Vidal, 2013) :
rncinHCH1 st. X=0X (3.7)

avec X € R™P est la matrice de données initiales, C' € R™ " est la matrice
d’affinité, et |||, représente la norme Iy utilisée pour avoir une matrice éparse. La

solution au probléme (3.7) est formulée comme suit :
O = (XXT+ ADIXXT (3.8)

La matrice C* a deux propriétés, elle est semi-définies positives (PSD) et symé-

trique. Dans ce qui suit nous allons démontrer que C* = (X XT + X)X XT est
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semi-définies positives :

XXT est PSD
=  (XXT+AI) est PSD (somme de deux matrices PSD)

Vi est PSD

(XXT+AXI) est PSD = (XXT+A)"' est PSD

Le produit de deux matrices PSD est PSD, si et seulement si le produit est sy-
métrique. Dans ce qui suit nous allons démontrer que (XXT + M) 'XXT est

symétrique :

C* = (XXT4+X)'XXT
C* = (XXT+ M) HXXT+ A — )

C* = [(XXT 4+ M) (XXT+\)] — (XXT 4+ XI)~'\I
C*=1—-MNXXT+ )™

(C)T = XXT(XXT + \)~}
(C)T = (XXT+ A — A)(XXT 4 )~

(C)T = [(XXT+ M) HXXT+A)] — (XXT+AI)'AI
(CT =T —AXXT+ N

C*=(C")T = (" estsymétrique

Avec [XXT] € R™™ la complexité pour calculer C* est O(n?®). Pour réduire la
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complexité du subspace clustering nous construisons un ensemble de m points
de repére, avec m plus petit que la cardinalité de ’ensemble de données n. En
effet, un petit nombre d’instances sont suffisantes pour identifier les sous-espaces.
Théoriquement, pour chaque sous-espace, il suffit de fournir un nombre d’échan-
tillons indépendants (formant une famille indépendante) égale a la dimension de

Cce Sous-espace.

Notre but initial est de décomposer la matrice d’affinité de taille n x n sous la
forme d’un produit de deux matrices de taille n x m et m x n respectivement. Pour

arriver a cette fin, nous nous basons sur la décomposition de cholesky suivante :

une matrice M € R™™ est semi-definie positive (PSD) si est seulement si M
peut étre décomposée et écrite sous la forme BBT. Avec B €"* rank(B) =

rank(M) = k.

C* étant PSD, elle peut étre décomposée en deux matrices et s’écrire comme suit :

C*=PPT st. PTP=1I, (3.9)
En remplagant C' avec (3.9) dans la fonction (3.6), cette derniére devient :
Lo =|Z - PP Z||3 + ||PPT||, st. PTP=1I, (3.10)

Nous pouvons voir que le probléme dans (3.10) satisfait la propriété d’autorepré-
sentation suivante :

Z ~ PPZ (3.11)

La technique de factorisation matricielle tente de compresser les données en trou-
vant une représentation, par rapport a un ensemble de vecteurs de base, pour

chaque point de données. La factorisation matricielle de Z € R™ 9 peut étre
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mathématiquement définie par l'identification de deux matrices A € R™™ et

L € R™*? dont le produit peut étre plus approximatif a Z :

Z ~ AL (3.12)

A partir de (3.12) et (3.11), nous pouvons voir que le probléme dans (3.10) satisfait

la propriété d’autoreprésentation suivante :

Z ~PL, avec
A=P, (3.13)
L=PZ

Ce qui implique que le probléme d’optimisation dans (3.10) peut s’écrire comme
suit :

Lo =|Z - PL|% +||PPT|, st PTP=1I, (3.14)

La contrainte PTP = I, implique que ||PPT||; = m. Cette derniére est une
constante qui peut étre supprimée de la fonction objective (3.14). Notre fonction

cotit de 'autoreprésentation pour une solution scalable est formulée comme suit :
Los=|Z - PL||5 st. PTP=1, (3.15)

En introduisant le terme d’autoreprésentation (3.15), la fonction cott pour le

subspace clustering scalable profond est comme suit :
£scps = Lars + Erec (316>

Nous proposons de résoudre le probléme du subspace clustering scalable profond

par la stratégie d’optimisation alternée. En minimisant la fonction cott (3.17), P
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et L sont résolus alternativement, en fixant I'un d’eux puis mettre a jour 'autre.

1
Lps = min (N |X — Dec(Enc(X))||% + A || Enc(X) — PLH§> st. PTP=1,

PL
(3.17)
Calcul de P :
En fixant L, le calcul de P revient & minimiser la fonction coiit suivante :
m];nHX—XHi+A||Z—PL\|§ st. PTP=1I, (3.18)

Le deuxiéme terme dans (3.18) représente un probléme appelé Orthogonal Pro-
crustes. Ce dernier est un probléme d’approximation de matrice dans 1’algébre
linéaire. Etant donné deux matrices X, L, la question est de trouver une matrice

semi-orthogonale @) tel que :
min IX —QL|} st. QQ=1I (3.19)

Dans notre cas, on peut considérer P = (). Néanmoins, puisque P n’est pas une
matrice carrée, le probléme dans (3.18) n’est pas un probléme Procruste classique.
Cependant, selon (Gan et al., 2020) le probléme (3.18) peut étre équivalent au

probléme Procruste standard en complétant L par des zéros :

wll
I

ol le bloc supplémentaire de 0 rend L de taille n x d. Le probléme dans (3.19) est
équivalent a :

mcgn ||X — QZ)H st. QTQ=1 (3.20)
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avec () € R™"™ une matrice semi-orthogonale, la solution a ce probléme est pre-
micrement de trouvez la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) de la matrice
XLT:

XLT=UXVT (3.21)

Par la suite, la solution optimale pour Q est :
Q=U0VT (3.22)

Nous pouvons voir que PL = QL, car les (n—m) derniéres lignes de L sont & 0. En
remplagant X par Z dans (3.20) nous pouvons résoudre P en utilisant Orthogonal

Procrustes comme suit :
min[|Z — PL|} st. PTP=1 (3.23)

La solution au probléme (3.23) est premiérement de trouvez la décomposition en
valeurs singuliéres (SVD) de la matrice ZLT € R™™. Avec m < n, nous utilisons
la version économique de SVD qui utilise beaucoup moins d’espace et de temps
de calcul. La décomposition économique en valeurs singuliéres est appliquée, avec

une complexité linéaire, comme suit :
ZLT=UXVT (3.24)

ou U e R™™ ¥ e R™™ et V € R™™. Par la suite, nous calculons P € R™*"™,

avec m < n, avec une complexité linéaire O(nm?) :

P=UVT (3.25)



52

Calcul de L :

La matrice L € R™*? a la méme dimensionnalité que les points de données dans
I’espace latent. Nous pouvons considérer les vecteurs colonnes de cette matrice
comme des points de repére de '’ensemble de données. L’objectif est de pouvoir
identifier les sous-espaces vectoriels a partir de ce sous-ensemble de données re-
présenté par la matrice L. Plusieurs méthodes ont été proposées pour la sélection
de ces points de repére. Cependant, beaucoup de ces méthodes sont cotiteuses en
termes de calcul et ne s’adaptent pas aux grands ensembles de données. De plus,
certaines se basent sur des hypothéses trop restrictives et ne peuvent pas étre
garanties dans les problémes des données du monde réel (avec des sous-espaces

pas suffisamment séparés et avec des données pas forcement bien distribuées).

En fixant P, le calcul de L revient & minimiser la fonction coiit suivante :
2
mLinHX—XH +A|Z-PL|% st PTP=1I, (3.26)
F

Pour notre solution, puisque le probléme pour résoudre L est convexe, nous pou-

vons utiliser un calcul exact, en fixant P, L peut étre calculé comme suit :

L=P7 (3.27)

Le calcul de la solution exacte pour L a une complexité O(n?). Pour cette raison,
nous proposons d’apprendre ’ensemble de données représentées par la matrice L
avec une complexité linéaire. En effet, comme le probléme dans (3.26) est convexe,

nous le résolvant en utilisant la descente de gradient :

min (% IX = Dec( Ene(X))|% + A || Ene(X) — PL||) (3.28)
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En appliquant la descente de gradient, notre approche converge vers le minimum

global. Ainsi, nous pouvons éviter le calcul exact pour L.

3.2.3 Etape du clustering

Dans cette étape, il est question de regrouper les données originales en £ clusters.
La méthode communément utilisée est le spectral clustering. A partir de la matrice
P obtenue dans 'étape précédente, et en se basant sur l’équation (3.9), nous
pouvons calculer une matrice d’affinité C' = PPT € R™" entre tous les points
de données. Ainsi, le spectral clustering peut étre appliqué sur la matrice C' pour
regrouper les données. Le spectral clustering se base sur la décomposition en valeur

propre du graphe Laplacien comme suit :

1. A partir de la matrice C, calculer le Laplacien.

2. Calculer les k vecteurs propres uq, us, .., uy de Laplacien, k étant le nombre

de clusters.

3. Soit U € R™* la matrice des vecteurs propres, appliquer k-means sur U

pour avoir les clusters.

La complexité du spectral clustering appliqué sur la matrice C' € R"*" est élevée
d’ordre O(n?). C’est pourquoi, en utilisant uniquement la matrice P € R™ ™ nous

proposons une méthode scalable pour regrouper les données.

La décomposition en valeurs singuliéres (SVD) peut étre interprétée comme une
décomposition en valeurs propre. Pour trouver la matrice des vecteurs propres U
de la matrice C il suffit d’appliquer la décomposition en valeurs singuliéres (SVD)

tel que :

SVD(C) = USVT (3.29)
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ou U € R™™ ¥ € R et V € R"™™. En se basant sur I’équation (3.9), nous

avons .

C=PPT
= (UXVT)(UXVT)T
( : ) (3.30)
=UX(VTV)XUT

= UX2UT

Puisque C' est une matrice carrée et semi-définie positive, elle peut s’écrire comme
suit :

C=USUT (3.31)

> est une matrice diagonale avec des éléments o; le long de la diagonale. Lorsque
C' est semi-défini positive, o; sont des nombres réels non négatifs de sorte que la

décomposition C' = UXUT est aussi une décomposition en valeurs singuliéres.

Ainsi, les vecteurs singuliers gauches de P sont les mémes que les vecteurs propres
de C'. De ce fait, nous réduisons la complexité du spectral clustering en appliquant
la décomposition en valeurs singuliéres sur la matrice P, plus petite, de taille n xm
avec m < n. Nous utilisons la version économique du SVD, qui utilise beaucoup

moins d’espace et de temps de calcul, avec une complexité linéaire :

SVD(P) = USVT (3.32)

ou U € R™™ ¥ € R™™ et V € R™™. En ne gardant que les k plus grandes
valeurs singuliéres, nous obtenons une matrice U € R™** des k vecteurs propres.

Par la suite nous appliquons k-means sur U pour obtenir les k clusters.
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3.2.4 Entrainement du modéle Subspace Clustering Scalable Profond :

Notre modéle SCS-P (Subspace Clustering Scalable Profond) se compose de trois
parties, un encodeur, une couche d’autoreprésentation et un décodeur. L’architec-

ture globale du modéle proposé est illustrée par la figure 3.2.

Nouvelle représentation
. (L)
L= {h 7"}y

' Décodeur
Encodeur

I
1
1
I
1
I

1 - _

X Lree = 1IX = XI5 X

Donnée d'entrée Donnée reconstruite

FIGURE 3.2 — Architecture du modéle subspace clustering scalable profond.

Nous présentons la procédure pour 'entrainement de notre modéle SCS-P dans
I’Algorithme 1. Avant de commencer 'entrainement de notre modéle, nous effec-
tuons un préentrainement de I’auto-encodeur profond sans la couche d’autorepré-
sentation sur toutes les données. A cette fin, le préentrainement est fait sur toutes
les données en utilisant I'architecture illustrée dans la figure 3.1. Ainsi, a travers
plusieurs itérations, les données sont transformées et compressées par ’encodeur.
Les données dans I’espace latent produites par I’encodeur sont reconstruites par
le décodeur en minimisant la fonction cotit (3.4). Nous utilisons ensuite les pa-

rameétres de 'auto-encodeur préentrainé pour initialiser les couches d’encodeur
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et de décodeur de notre réseau présenté par la figure 3.2. Pour la matrice P et
la matrice des points de repére L, nous adoptons la méme initialisation, égale a
1.0e-4, utilisée par les méthodes de subspace clustering profond (Peng et al., 2020;
Ji et al., 2017; Zhang et al., 2019a; Kheirandishfard et al., 2020).

Algorithme 1 : Modéle Subspace Clustering Scalable Profond

Entrée : La matrice de données X € R”*P  le nombre de clusters k, le nombre de points de repére

m < n, 'encodeur Enc, le nombre d’itérations T', t < T';
Reésultat : k clusters;

début
- Préentrainer I’auto-encodeur via ’équation (3.4);

- Initialisation des paramétres réseaux de I’auto-encodeur du modéle par les paramétres obtenus par le
préentrainement ;
- Initialisation de la matrice P et de la matrice des points de repére L ;
pour i =0 a T faire
En fixant P, mettre a jour L € R™*9 par la descente de gradient via I’équation (3.28);
sii%t =0 alors
En fixant L, calculer SVD(ZLT), avec Z = Enc(X);
Mettre a jour P € R™*™ par I’équation (3.25);
fin

fin
- Calculer SVD(P) pour avoir les vecteurs singuliers gauches U € R"*™ ;

- Obtenir les k vecteurs propres U € R”*F | en ne gardant que les k plus grandes valeurs singuliéres ;

- Appliquer k-means sur U pour avoir les k clusters.
fin

Par la suite, nous utilisons 'architecture présentée dans la figure 3.2 pour la
phase d’entrainement de notre modeéle. Nous entrainons toutes les données avec
une méthode de descente de gradient. En fixant P, & travers plusieurs itérations,
la matrice des points de repére L est mise & jour en minimisant la fonction cott
(3.28). Arrivée a t < T itérations, nous fixons L et nous mettons & jour P par le
calcul exact de I’équation (3.25). Comme une derniére étape, a la fin de Uentrai-
nement, nous appliquons k-means sur la matrice des vecteurs propres obtenue en

appliquant le SVD sur la matrice P.
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3.3 Analyse de la complexité :

La complexité de SCS-P dépend de la complexité du préentrainement de ’auto-
encodeur et les deux étapes du subspace clustering, a savoir, la construction de la

matrice d’affinité et le clustering spectral.

Pour I'étape de construction de la matrice d’affinité, en utilisant notre fonction
objective (3.17), la complexité : (1) du calcul de la matrice P est égale & O(nm?), n
est la taille de données et m < n est le nombre de points de repére, (2) du calcul de
la matrice L est égale a O(nmd), d < n est la dimension des données dans ’espace
latent, (3) de la transformation des données est égale a O(Ind?), [ est le nombre
de couches de ’encodeur, (4) de la minimisation de I'erreur de reconstruction des
données est égale & O(dn)+0(2ind*) = O(n(d+2ld?*)). En rajoutant la complexité
du préentrainement qui est égale a O(n(d+2ld?)) , la complexité totale pour cette
étape est égale & O(nm?+nmd+Ind?+2n(d+21d*) = O(n(m?+md+1d+d+21d?)).
Avec n > m, d et [, la complexité pour le calcul de la matrice d’affinité est linéaire

par rapport a la taille des données.

Dans la deuxiéme étape, la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice P
entraine une complexité O(nm?). De plus, pour le regroupement final, ’algorithme
k-means est appliqué avec une complexité O(nk?t), ou k est le nombre de clusters,
et t nombre d’itérations de k-means. La complexité totale pour cette étape est
égale & O(nm? + nk*t) = O(n(m? + k*t)), avec n > m, k et t, la complexité du

spectral clustering est également réduite vers une complexité linéaire.

3.4 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté notre modéle SCS-P (Subspace Cluste-

ring Scalable Profond). Ce dernier est la premiére proposition a la problématique
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de la scalabilité du subspace clustering dans le contexte d’apprentissage profond.
Notre modéle se base sur la propriété d’autoreprésentation du subspace clustering.
Egalement, sur I'apprentissage profond en utilisant I’auto-encodeur. Comme une
premiére étape, en utilisant les données dans ’espace latent, une nouvelle fonction
objective est définie pour la propriété d’autoreprésentation. Cette derniére permet
d’apprendre une matrice plus petite pour la construction de la matrice d’affinité.
Dans la deuxiéme étape, cette matrice est utilisée pour le regroupement des don-
nées. L’apprentissage d'une matrice plus petite a permis de réduire la complexité
relative a la construction de la matrice d’affinité ainsi que celle du clustering spec-
tral de O(n?) vers une complexité linéaire O(n). Dans le prochain chapitre, nous
présenterons les résultats obtenus des expérimentations de notre modeéle sur des

données réelles et synthétiques.



CHAPITRE IV

EVALUATION DE IAPPROCHE PROPOSEE

Ce chapitre présente une évaluation empirique de notre approche SCS-P (Sub-
space Clustering Scalable Profond) sur des données synthétiques et réelles. La
performance de notre approche est comparée a sept méthodes de subspace cluste-
ring scalable. A noter que, dans la littérature courante, il n’y a aucune méthode de
subspace clustering scalable dans un contexte d’apprentissage profond & laquelle
notre approche peut étre comparée. Pour cette raison, la performance de notre
approche en termes d’exactitude du clusering est également comparée a celle de
quatre autres méthodes de subspace clustering profond. Dans ce qui suit, nous
commencons par décrire le cadre expérimental ainsi que les ciriéres d’évaluation.
Par la suite, nous présentons les expérimentations et les résultats obtenus. Pour
les résultats, dans un premier temps, nous analysons la qualité du résultat du clus-
tering. Ensuite, nous analysons la scalabilité pour déterminer comment le temps
d’exécution évolue par rapport a la taille des données. En dernier, nous analysons

le comportement de convergence de la matrice d’affinité.
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4.1 Cadre expérimental :

4.1.1 Modeéles sélectionnés pour la comparaison :

Afin d’illustrer les performances de ’approche proposée, nous avons sélectionné
plusieurs méthodes décrites dans ’état de ’art. Premiérement, nous comparons
notre approche aux méthodes de subspace clustering scalable. La comparaison est
faite avec les méthodes qui se basent sur la technique d’échantillonnage, tel que
SGL (Kang et al., 2021a), S°C (Matsushima et Brbic, 2019), LMVSC (Kang
et al., 2020). Egalement, avec les méthodes qui n’exploitent pas I’échantillonnage,
tel que SSC-OMP (You et al., 2016b), EnSC (You et al., 2016a), SSSC (Chen
et al., 2020), A-DSSC (Lim et al., 2020).

Dans I'absence des travaux traitant la scalabilité du subspace clustering profond,
en utilisant la propriété d’autoreprésentation, nous considérons également les mé-
thodes de subspace clustering profond telles que, DSC (Peng et al., 2020), DSC-
Net (Ji et al., 2017), S?ConvScn (Zhang et al., 2019a), DLRSC (Kheirandish-
fard et al., 2020).

4.1.2 Ensemble de données utilisées pour la comparaison :

La comparaison des méthodes décrites dans la section précédente est faite sur
cinq ensembles de données citées et utilisées dans la littérature, ainsi que sur des
données synthétiques. Une description sommaire est fournie dans les tableaux 4.1,

4.2 pour chaque ensemble de données.

Dans ce qui suit, nous donnons une description un peu plus détaillée des données

utilisées :
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TABLEAU 4.1 — Description des ensembles de données réelles.

Données Taille | Groupes | Dimensions
YaleB 2432 38 48 x 42
ORL 400 40 32 x 32
Coil100 7 200 100 32 x 32
UMIST 480 20 32 x 32
Fashion-MNIST | 60 000 10 28 x 28
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(d) Coil100. (e) Fashion-MNIST.

FIGURE 4.1 — Exemples d’images tirées des ensembles de données réelles.

1. YaleB (Lee et al., 2005) est une référence populaire pour le subspace clus-
tering avec 2 432 images. Les données se composent de 38 sujets, chacun
étant représenté par 64 images de visage obtenues dans différentes condi-
tions d’éclairage (voir la figure 4.1a pour des exemples d’images de ce jeu

de données).

2. ORL (Samaria et Harter, 1994) est composé¢ de 400 images de visages,
avec 40 sujets ayant chacun 10 images. Pour chaque sujet, les images ont
été prises dans des conditions d’éclairage variables avec différentes expres-

sions faciales (yeux ouverts, ou fermés, et avec ou sans sourire). Egalement,
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avec d’autres détails du visage (avec ou sans lunettes) (voir Figure 4.1b
pour des exemples d’images). Cet ensemble de données est plus difficile &
regrouper en raison que : (1) les sous-espaces du visage présentent plus
de non-linéarité a cause de la variation des expressions et des détails du

visage, (2) la taille de I'ensemble de données est plus petite (400 images).

. UMIST (Graham et Allinson, 1998) se compose de 564 images de visages
avec 20 sujets distincts. Les visages couvrent une gamme mixte de poses,
de races, de sexe et d’apparences telles que différentes expressions, illumi-
nations, avec ou sans lunettes, avec ou sans barbe et différentes coiffures

(voir figure 4.1c pour des exemples d’images).

. Coil100 (Nene et al., 1996) contient 7 200 échantillons d’images, répartis
sur 100 objets tels que le canard et des modeéles de voitures (voir figure
4.1d pour des exemples d’images). Chaque objet a été placé sur un fond
noir, et 72 images ont été prises avec des intervalles d’angle de vue de 5
degrés. Les objets dans COIL100 sont davantage variés, et les images d'un
méme objet différent les unes des autres en raison du changement d’angle

de vue. Cela pose un défi aux techniques du subspace clustering.

. Fashion-MNIST (Xiao et al., 2017) se compose d’un ensemble d’images
de 10 produits de mode. Des photos sont prises par des photographes pro-
fessionnels montrant différents aspects du produit (des photos a partir de
différents angles, mettre en avant les petits détails, avec un modéle portant
le produit), voir figure 4.1e pour des exemples d’images. Pour notre expéri-
mentation, nous utilisons trois sous-ensembles a partir de cet ensemble de

données :
(a) TestFashion-MNIST : avec 10 000 images de 10 produits de mode.
(b) Fashion-MNIST 20K : avec 20 000 images de 10 produits de mode.

(c) Fashion-MNIST 30K : avec 30 000 images de 10 produits de mode.



63

6. Données synthétiques : nous suivons la configuration utilisée dans (Chen
et al., 2020) pour générer aléatoirement s = 10 sous-espaces avec des di-
mensions aléatoires d; = [6,12] dans un espace ambiant D = 784. Chaque
sous-espace contient n; points de données aléatoires, n; varie de 30 a 1000.

Ainsi, le nombre total n de points de données varie de 300 a 10 000.

TABLEAU 4.2 — Description des données synthétiques utilisées.

Dimension D | Dimension d; | # sous-espaces s | points n; Taille
784 d; € [6,12] 10 [30, 1000] | s x n; = [300, 10 000]
4.1.3 Criteres d’évaluation :

Pour évaluer la performance de notre approche ainsi que les approches sélection-
nées pour la comparaison, nous considérons un ensemble de critéres d’évaluation.
Nous utilisons cing métriques standard citées et appliquées dans la littérature
pour comparer les performances de clustering des différentes méthodes sur les

ensembles de données décrits dans la section précédente.

Premiérement, nous évaluons I'exactitude du clustering (Accuracy : ACC) en cal-
culant le taux de clustering correct moyen. Cette métrique mesure le taux de
correspondance correcte entre les étiquettes! identifiées, par les différentes mé-
thodes de subspace clustering, et les vraies étiquettes équivalentes. L’exactitude
admet des valeurs entre 0 et 100. Une valeur proche de 0 désigne une mauvaise
correspondance, tandis qu’une valeur proche de 100 désigne une forte correspon-

dance. L’exactitude (ACC) est définie comme suit :

1 & R
ACC% =~ Zl I[y; = map(y;)] x 100% (4.1)

1. Les données originales sont étiquetées pour faire correspondre chaque image & son cluster
équivalent.
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ou y; correspond a l'étiquette ¢ identifiée par le clustering, et y; correspond a
la vraie étiquette. I(y;,y;) est une fonction qui vaut 1 si y; = ¢; et 0 sinon, et
map(y;) est une fonction de correspondance qui permute les étiquettes produites

par le clustering pour les faire correspondre aux vraies étiquettes.

Nous évaluons aussi le taux d’information mutuelle normalisée (Normalized Mu-
tual Information : NMI). Cette métrique permet de mesurer la qualité du cluste-
ring et la corrélation entre les étiquettes identifiées par le clustering et les vraies
étiquettes. Le taux (en pourcentage) d’information mutuelle normalisée admet des
valeurs entre 0% (aucune corrélation) et 100% (corrélation parfaite). La métrique

NMI est définie comme suit :

NMI(Y,Y) = G x 100% (4.2)

ou Y désigne I'ensemble des vraies étiquettes, Y désigne I'ensemble des étiquettes
identifiées par le clustering, I(Y, Y) représente 'information mutuelle entre Y et

Y, et H(.) désigne Pentropie.

La troisiéme métrique consiste & mesurer l’erreur de préservation des sous-espaces
(Subspace Preserving Error : SPE). Spécifiquement, SPE mesure pour chaque
vecteur C; dans la matrice d’affinité I'erreur d’appartenance des points de données
¢;; dans son propre sous-espace j. Une valeur nulle indique que tous les points dans
C; appartiennent au sous-espace j, tandis que 'erreur égale a 1 correspond a ce
que tous les points appartiennent & d’autres sous-espaces. La métrique SPE est

définie comme suit :

1 > 1G]
SPE =+ Z <1 — W) (4.3)

J
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Nous évaluons également la connectivité du graphe de similarité (CONN). Cette
métrique identifie si les points de données dans chaque cluster forment un compo-
sant connecté du graphe. Nous utilisons la deuxiéme plus petite valeur propre du
Laplacien normalisé (Chen et al., 2020). Soit )\g) la deuxiéme plus petite valeur
propre du Laplacien normalisé correspondant au ¢-éme cluster. La connectivité

est calculée comme suis :

CONN = min,{\{"V | (4.4)

La derniére métrique utilisée pour la comparaison consiste & mesurer le temps

d’exécution relatif a la construction de la matrice d’affinité.

4.2 Expérimentations

4.2.1 Déroulement des expérimentations :

Nous commencons par des expérimentations sur les modéles de subspace cluste-
ring scalable. Pour tous les modéles (SGL, S°C, LMVSC, SSC-OMP, EnSC,
SSSC), nous avons utilisé les codes sources publiés par les auteurs, et nous avons
ajusté les parameétres pour obtenir les meilleurs résultats sur chaque ensemble
de données. Dans l'indisponibilité du code source pour le modéele A-DSSC, la
comparaison est faite avec les résultats disponibles pour Yaleb, ORL, et UMIST

publiés dans l'article correspondant.

Pour les modéles de subspace clustering profond (DSC, DSCNet, S?ConvSen,
DLRSC), nous rapportons les résultats publiés dans les différents articles. Les

expérimentations présentées dans ces articles ne sont faites que sur les ensembles

de données YaleB, ORL et Coil100. De plus, les criteres NMI, SPE et CONN ne
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sont pas évalués. Pour cette raison, nous comparons uniquement les résultats de
I'exactitude du clustering (ACC), sur les ensembles de données YaleB, ORL et

Coil100 publiés dans les articles originaux de chaque approche.

Nous avons implémenté notre méthode en PyTorch avec Tensorflow-1.0. Nous
avons utilisé un serveur avec un CPU Intel(R) Xeon(R) E5-2620 V4 @ 2.10GHz.
Le serveur dispose d’un systéme d’exploitation Ubuntu (version : 18.04.5 LTS) sur
lequel notre modéle a été implémenté avec le langage PyTorch (version : 3.7.4),

ainsi que les librairies PyTorch (version : 1.3.1), et Sklearn (version : 0.23.1).

4.2.2 Paramétrage de 'approche proposée SCS-P :

Dans le tableau 4.3 nous présentons I’ensemble des paramétres utilisés pour préen-
trainer un auto-encodeur sans la couche d’autoreprésentation sur chaque ensemble
de données. Le paramétre <Taux>, dans les tableaux ci dessous, correspond au

taux d’apprentissage.

TABLEAU 4.3 — Configuration des parameétres de SCS-P pour chaque ensemble
de données pour le préentrainement.

Données/Paramétres | Taux| Filtre | Couches cachées | Itérations | Optimiseur
YaleB 1073 [ [5, 3, 3] [10, 20, 30] 1000 Adam
ORL 1073 | [3, 3, 3] 3, 3, 5] 1000 Adam
Coil100 10-% [5] [50] 1000 Adam
UMIST 1073 | [5, 3, 3] [15, 10, 5] 700 Adam
TestFashion-MNIST 1072 ] [3, 3, 3] [10, 20, 30] 1000 Adam
Fashion-MNIST 20k 10711 [3, 3, 3] [10, 20, 30] 1000 Adam
Fashion-MNIST 30k 1072 [3, 3, 3] [10, 20, 30] 1000 Adam

Pour I'étape d’entrainement, nous présentons dans le tableau 4.4, les paramétres
utilisés pour chaque ensemble de données. Le paramétre <t> (a la sixiéme co-
lonne du tableau) représente la fréquence de mise & jour, en termes de nombre
d’itérations, de la matrice P € R™*™. Egalement, notre approche dépend de deux

autres parameétres de la couche d’autoreprésentation présentés dans le tableau
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4.5. Notamment, le nombre de points de repére utilisés pour l'identification des

sous-espaces, et I’hyperparameétre .

TABLEAU 4.4 — Configuration des paramétres de SCS-P pour chaque ensemble
de données pour ’entrainement.

Données/Paramétres | Taux| Filtre | Couches cachées | Itération | ¢ Optimiseur
YaleB 1073 | [5, 3, 3] | [10, 20, 30] 8000 100| Adam
ORL 1073 [ [3,3,3] | [3, 3, 5] 6000 100| Adam
Coil100 1072 [5] [50] 1000 100| Adam
UMIST 1073 | [5, 3, 3] | [15, 10, 5] 700 100| Adam
TestFashion-MNIST | 102 [ [3, 3, 3] | [10, 20, 30] 800 100| Adam
Fashion-MNIST 20k | 10~* | 3,3, 3] | [10, 20,3 0] 1000 100| Adam
Fashion-MNIST 30k | 10~% [ 3,3, 3] | [10, 20, 30] 1000 100| Adam

TABLEAU 4.5 — Configuration des paramétres de la couche autoreprésentation de
SCS-P pour chaque ensemble de données pour l'entrainement.

Données/Paramétres | Taille | Points de repére A

YaleB 2432 380 1074

ORL 400 40 4 %1072

Coil100 7 200 1000 4 %1072
UMIST 480 33 10~7
TestFashion-MNIST 10 000 700 10~1
Fashion-MNIST 20k | 20 000 1 200 1077
Fashion-MNIST 30k | 30 000 1 800 101

Pour les données synthétiques, nous faisons varier le nombre de points n; dans

chaque sous-espace. Ainsi, pour n; € [30, 1000] nous évaluons notre approche sur

un ensemble de données synthétiques de taille n € [300, 10 000]. Les tableaux 4.6

et 4.7 présentent les parameétres utilisés pour les deux étapes, préentrainement et

entralnement.

TABLEAU 4.6 — Configuration des paramétres de SCS-P pour les données syn-

thetiques.
Etape/Paramétres | Taux | Filtre | Couches cachées | Itération| ¢ Optimiseur
Preentrainement | 107° [5] [10] 300 - Adam
Entrainement 107° [5] [10] 500 100 Adam
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TABLEAU 4.7 — Configuration des parametres de la couche autoreprésentation
pour les données synthetiques pour I'entrainement.

n; Taille des données | Points de repére A
[30-1000] n; x 10 n; 10—°
4.2.3 Reésultats et discussion :

L’objectif de cette section est d’analyser les résultats des expérimentations sur les

différents ensembles de données :

1. Analyse et comparaison de la qualité du clustering SCS-P par rapport aux
méthodes de subspace clustering scalable, et aux méthodes de subspace

clustering profond ;

2. Analyse de la scalabilité de SCS-P sur les données synthétiques par rap-
port aux approches de subspace clustering scalable (EnSC, SSC-OMP,
LMV, SGL, S°C);

3. Analyse du comportement de convergence de la matrice d’affinité C' de

SCS-P.

Qualité du clustering :

Nous comparons ’ACC, NMI et SPE de SCS-P par rapport aux modéles scalables
de I'état de I'art. Les tableaux 4.8, 4.9 et 4.10 présentent les performances de
chaque modéle, évalués sur les ensembles de données (UMIST et Coil100), (YaleB
et ORL), et (TestFashion-MNIST, Fashion-MNIST 20k et Fashion-MNIST _30k)

respectivement.

Dans I'ensemble, les résultats révelent que notre approche, en termes de qualité
du clustering, dépasse les résultats des méthodes LMVSC, SGL et S°C qui se

basent sur les techniques d’échantillonnage. Notre approche dépasse les méthodes
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TABLEAU 4.8 — Comparaison des performances du clustering de notre approche

avec les approches de subspace clustering scalable sur les ensembles de données
UMIST et Coil100.

Méthodes UMIST Coil100
ACC [ NMI | SPE | ACC | NMI | SPE
SSC-OMP | 67.7 | 77.7 [ 0.30 [ 59.46 | 82.02 | 0.28
EnSC 61.03 | 74.12 | 0.35 | 67.34 | 88.53 | 0.25
SSSC 61.79 | 72.95 | 0.45 | 66.89 | 88.11 | 0.03
A-DSSC 72.5 | 85.1 | 0.03 | 82.4 | 94.6 | 0.03
LMVSC | 60.62 | 74.80 | 0.4 | 49.5 [ 71.78 | 0.55
SGL 65 78.48 | 0.16 | 47.57 | 72.33 | 0.66
S5C 69.79 | 78.62 | 0.08 | 55.25 | 79.70 | 0.17
| SCS-P  |[83.33]90.15 [ 0.09 [ 71.10 | 90.95 | 0.24 |

TABLEAU 4.9 — Comparaison des performances du clustering de notre approche

avec les approches de subspace clustering scalable sur les ensembles de données
Yaleb et ORL.

Méthodes Yaleb ORL
ACC [ NMI | SPE | ACC | NMI | SPE
SSC-OMP | 75.03 | 80.27 | 0.17 70 | 84.44 [ 0.28
EnSC 88.19 | 89.02 | 0.30 | 79.43 | 90.28 | 0.63
SSSC 80.67 | 84.78 | 0.19 | 74.72 | 85.43 | 0.52
A-DSSC 91.7 | 947 [ 0.08 | 79.0 | 91.0 | 0.15
LMVSC 21.5 | 45.74 | 0.32 50 | 68.24 | 0.49
SGL 21.5 | 47.58 | 0.78 | 56.75 | 70.80 | 0.58
S5C 60.81 | 65.55 | 0.29 | 72.75 | 85.21 | 0.44
| SCS-P |96.46 [ 95.49 [ 0.24 [ 85.5 | 89.60 | 0.54 |

LMVSC, SGL en moyenne de 74.96% pour YaleBet, 20.52% pour UMIST, 32.12%
pour ORL, 22.56% pour Coil100 et 5.36% pour Fashion-MNIST. En effet, contrai-

rement & notre approche, LMVSC et SGL se basent sur une sélection aléatoire

ne permettant pas de bien identifier les sous-espaces. La méthode S®C utilise une

sélection ciblée permettant de mieux identifier les sous-espaces que LMVSC et

SGL mais se base sur des conditions théoriques trop restrictives et reste moins

performante. Nos résultats dépassent les résultats de la méthode S?C en moyenne

de 35.65% pour YaleBet, 13.54% pour UMIST, 12.75% pour ORL, 15.85% pour
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TABLEAU 4.10 — Comparaison des performances du clustering de notre ap-
proche avec les approches de subspace clustering scalable sur TestFashion-MNIST,
Fashion-MNIST 20k et Fashion-MNIST 30k. (M : Limite de mémoire)

Méthodes TestFashion-MNIST | Fashion-MNIST 20k | Fashion-MNIST 30k
ACC \ NMI \ SPE | ACC \ NMI \ SPE ACC \ NMI \ SPE
SSC-OMP 44.47 | 49.79 0.57 37.94 | 44.44 0.58 36.24 | 42.78 0.57
EnSC 60.21 | 61.93 0.33 61.69 | 61.61 0.31 61.35 | 62.27 0.28
SSSC 60.35 | 61.98 | 0.30 | 60.37 | 63.08 0.24 60.50 | 63.12 0.23
LMVSC 60.64 | 52.39 0.39 61.58 | 52.21 0.40 59.18 | 50.44 M
SGL 60.16 | 53.97 0.55 55.20 | 56.24 0.49 54.40 | 55.95 M
S5C 59.15 | 61.55 0.35 65 78.48 0.16 59.78 | 61.74 M
| SCS-P 63.64 | 60.87 | 0.32 [66.41 [ 68.70 [ 026 |61.86 | 61.39 | 0.61

Coil100 et 2.66% pour Fashion-MNIST. Egalement, nos résultats dépassent les ré-
sultats des méthodes SSC-OMP, EnSC, SSSC et A-DSSC en moyenne de 12.56%
pour YaleBet, 17.57% pour UMIST, 9.71% pour ORL, 2.07% pour Coill00 et

10.28% pour Fashion-MNIST. Contrairement aux autres méthodes, notre méthode

se base sur un apprentissage profond pour apprendre un sous-ensemble de don-

nées permettant de mieux identifier les sous-espaces a moindre cott. De plus, les

résultats sur le NMI et SPE montrent que notre approche est aussi capable de

préserver les Sous-espaces.

TABLEAU 4.11 — Comparaison de l'exactitude du clustering de notre approche
avec des approches de subspace clustering profond sur les bases de données ORL,
Yaleb et Coill00. ( - : donnée non disponible).

. ORL | Yaleb | Coill100
Méthodes  —r==T"acc I AcC
DSC - - 69.63
DSCNet | 86 | 9733 | 69.04
DLRSC 83 | 9753 | 7186
S2ConvSCN | 89.5 | 98.48 | 73.33
[ SCS-P [ 85 | 9646 [ 71.10 |

Le tableau 4.11 présente une comparaison de ’exactitude de clustering de SCS-P

avec les méthodes de subspace clustering profond qui ne sont pas scalable. Ces
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derniers, il faut le rappeler, utilisent la similarité entre chaque point et tous les
autres points de données lors de la construction de la matrice d’affinité. Les résul-
tats de notre approche sont compétitifs aux résultats obtenus par les approches
de subspace clustering profond avec un maximum d’écart de 4% pour ORL, 2.02%

pour YaleB et 2.23% pour Coil100.
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FIGURE 4.2 — Evolution du cotit de la reconstruction et de I’autoreprésentation

pour I'étape de 'entrainement a travers les itérations pour I'ensemble de données
YaleB.
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FIGURE 4.3 — Evolution de ACC, NMI et SPE & travers les itérations pour 1’en-
semble de données YaleB.

Aussi, nous observons les évolutions des différentes fonctions de cotit, ACC, NMI

et SPE a travers les itérations. Les figures 4.2 et 4.3 présentent les résultats des
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expérimentations sur ’ensemble de données YaleB. Nous pouvons voir que le cofit
de reconstruction ainsi que celui de 'autoreprésentation continuent a diminuer au
fil des itérations tandis que la précision du clustering et le NMI sont améliorés et

que l'erreur de préservation des sous-espaces diminue.
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FIGURE 4.4 — Comparaison des performances de EnSC, SSC-OMP, LMV, SGL,
SHC et SCS-P sur les données synthétiques.

Analyse de la scalabilité :

Nous comparons dans ce qui suit les performances en termes de scalabilité sur des
données synthétiques. En faisant varier la taille des données, la figure 4.4 présente
une comparaison des résultats sur ’exactitude, la connectivité et le temps d’exé-

cution pour la construction de la matrice d’affinité. Etant donné que les méthodes
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de subspace clustering scalable sélectionnées pour la comparaison s’exécutent sur
un CPU, nous présentons deux résultats de temps d’exécution pour SCS-P : (1)

temps d’exécution avec GPU et (2) temps d’exécution avec CPU.

Nous pouvons voir que SCS-P donne la meilleure exactitude de clustering tout
en gardant, avec GPU, le plus petit cott de calcul, et un cotit de calcul avec
CPU comparable voire inférieur a celui des autres méthodes. Egalement, nous
pouvons voir que SGL produit une meilleure connectivité qui est due a I'utilisation
d’une contrainte de connectivité pour générer un graphe biparti & £ composantes

connexes, mais garde un cotit de calcul le plus élevé.

Convergence de la matrice d’affinité :

Pour évaluer la convergence, nous montrons le changement relatif de la matrice
d’affinité C' entre deux itérations successives. La figure 4.5 présente les résultats
sur les données synthétiques et les ensembles de données réelles. Nous observons
que la matrice d’affinité se stabilise apres quelques itérations. Ceci confirme la

convergence de notre algorithme.
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FIGURE 4.5 — Changement relatif de la matrice d’affinité C' entre deux itérations
successives.
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Egalement, nous visualisons dans la figure 4.6 la matrice d’affinité a travers les
itérations pour un sous-ensemble de l’ensemble de données YaleB composé de
10 groupes. Nous pouvons voir qu’au bout de quelques centaines d’itérations les
clusters commencent déja a étre bien formés. Cela est d & notre solution pour le

calcul et la mise a jour de la matrice P € R™*™.

(a) Itération 0. (b) Itération 100. (c) Itération 500.

FIGURE 4.6 — Visualisation de la matrice d’affinité pour un sous-ensemble de
données Yaleb avec 10 groupes.

LA

(a) Itération 0. (b) Ttération 100. (c) Ttération 500.

FIGURE 4.7 — Visualisation de la matrice d’affinité pour un sous-ensemble de
données ORL avec 10 groupes.

La figure 4.7 montre la matrice d’affinité a travers les itérations pour un sous-

ensemble de I’ensemble de données ORL composé de 10 groupes. Il est a rappeler
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que cet ensemble de données est composé de 400 images de visages, avec 40 sujets
ayant chacun 10 images, et que le regroupement est plus difficile en raison que les
sous-espaces du visage présentent plus de non-linéarité et que la taille de I’ensemble
de données est trop petite. Nous pouvons voir qu’au bout de quelques centaines

[N

d’itérations les clusters commencent déja a étre bien formés.

(c) 400 points. (d) 500 points.

FIGURE 4.8 — Visualisation de la matrice d’affinité avec différentes tailles de
I’ensemble de données synthétiques pour 500 itérations.

La figure 4.8 montre la matrice d’affinité avec différentes tailles d’ensembles de
données composés de 10 groupes, a partir de I’ensemble de données synthétiques,
pour un entrainement de 500 itérations. Nous pouvons voir qu’au fur et & mesure
que la taille des données augmente, les clusters sont beaucoup mieux formés. Les

expérimentations sur les données synthétiques confirment la capacité de notre
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approche & identifier effectivement les sous-espaces.

4.3 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats des expérimentations de notre
approche SCS-P sur des données synthétiques et réelles. Les résultats démontrent
que SCS-P fournit une amélioration significative de la précision du clustering par
rapport aux approches scalables existantes. En effet, notre méthode se base sur
I’apprentissage profond, ce qui permet de prendre en considération des données
complexes qui ne résident pas initialement dans des sous-espaces linéaires. Egale-
ment, notre méthode permet d’apprendre une plus petite matrice permettant de
réduire la complexité du subspace clustering tout en améliorant 1’exactitude du

clustering.



CHAPITRE V

CONCLUSION

Dans le cadre de ce mémoire, nous avons exposé la problématique de la scala-
bilité du subspace clustering. Les deux étapes du subspace clustering, a savoir,
la construction de la matrice d’affinité et le clustering spectral, souffrent d’une
complexité temporelle et spatiale élevée, ce qui rend difficile le regroupement de
grands ensembles de données. Nous avons présenté un apergu de quelques travaux
existants traitant cette problématique. Toutefois, nous avons remarqué qu’il n’y
avait pas de travaux traitant la scalabilité du subspace clustering dans le contexte

de I'apprentissage profond.

Dans le cadre de notre travail, nous avons proposé une approche capable d’effec-
tuer le subspace clustering profond en un temps linéaire par rapport a la taille
des données. Le modéle présenté est la premiére proposition a cette probléma-
tique en utilisant la propriété d’autoreprésentation du subspace clustering dans le
contexte d’apprentissage profond. Notre approche utilise I’auto-encodeur permet-
tant de réduire la dimensionnalité des données et de prendre en considération des
données qui résident dans des sous-espaces non linéaires. Dans une premiére étape,
la couche d’autoreprésentation placée entre I’encodeur et le décodeur permet d’ap-
prendre une matrice plus petite pour la construction de la matrice d’affinité. Dans

la deuxiéme étape, cette petite matrice est utilisée pour le regroupement des don-
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nées. L’utilisation d’une matrice plus petite a permis de réduire la complexité
relative a la construction de la matrice d’affinité et a celle du clustering spectral

de O(n?) vers une complexité linéaire O(n).

Les résultats des expérimentations de notre solution montrent une amélioration
significative de la précision du clustering par rapport aux solutions scalables exis-
tantes, et confirment la capacité de notre approche a identifier effectivement les

sous-espaces.

Bien que nous ayons pu répondre aux objectifs de ce mémoire, quelques pistes
d’amélioration demeurent envisageables. Par exemple, améliorer et optimiser les
résultats du clustering en utilisant les techniques d’amélioration comme 'augmen-
tation de données, ou encore en combinant les avantages de notre méthode avec
celles des méthodes proposées du subspace clustering profond. Une autre piste se-
rait de pouvoir identifier les dimensions des sous-espaces vectoriels. En effet, notre
approche identifie les sous-espaces pour le regroupement des données, mais les di-
mensions des différents sous-espaces restent & identifier automatiquement. Ceci
représente un défi que nous comptons relever dans la continuité de nos travaux

sur le subspace clustering profond.
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