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RESUME

Cette these porte sur le calcul du caractére de 'action simultanée du groupe gé-
néral linéaire GL, et du groupe symétrique S, sur des sous-espaces des polynomes
harmoniques multivariés en plusieurs jeux de variables. Les espaces auxquels nous
nous intéressons sont engendrés par un déterminant de type Vandermonde asso-
cié & un diagramme + et clos par dérivation et polarisation. On expose dans cette
thése les stratégies mises en place afin de rendre possible le calcul de ces caractéres.
On obtient une décomposition compléte en composantes irréductibles pour GL;
et S, des espaces étudiés en exploitant la quasi-commutativité des dérivées par-
tielles et des opérateurs de polarisation, I'idempotent de Young et la graduation
par le degré. En exploitant également les symétries sur les jeux de variables et les
antisymétries qui apparaissant naturellement dans les polynémes considérés, on
réduit encore la difficulté du calcul. De plus, on montre que lorsque v est un vec-
teur d’entier, on peut se ramener au cas d’un partage. Enfin, on présente le code
implémenté en utilisant les stratégies décrites ainsi que les caractéres obtenus.






ABSTRACT

This thesis is on the computation of the character of subspaces of harmonic mul-
tivariate polynomials on multiple sets of variables by the simultaneous action of
the general linear group GL, and the symmetric group S,. The subspaces we
are interested in are spanned by a Vandermonde like determinant associated to a
diagram v and closed by derivation and polarization. In this thesis, we discuss the
strategies used to make the computation of those characters possible. We obtain a
complete decomposition into (GL, x S,)-irreducibles of those spaces by exploiting
the quasi-commutativity of the partial derivatives and the polarization operators,
the Young idempotent and the graduation by the degree. By also exploiting the
symmetries on sets of variables and antisymmetries that naturally appear in the
polynomials, the computation complexity is reduced again. Moreover, we show
that when v is a vector of integers, we can reduce to the partition case. Finally,
we present the implemented code using the described strategies as well as the
characters we managed to compute.






INTRODUCTION

Dans un article de 1987, I. Macdonald décrit une nouvelle famille de fonctions
symétriques aujourd’hui connues sous le nom de polynémes de Macdonald, (Mac-
donald, 1987). L’expression de ces fonctions dans une base des fonctions de Schur
transformées fait apparaitre des coefficients K ,(q,t) qui semblent posséder des
propriétés remarquables. I. Macdonald formule alors la conjecture qui affirme que
les K ,(q,t) sont des polynémes en ¢ et ¢ & coefficients entiers positifs. Comme
I'explique M. Haiman dans (Haiman, 2003), afin de prouver cette conjecture, A.
Garsia et M. Haiman proposent, dans (Garsia et Haiman, 1993), une interprétation
d’'une version modifice H , des polynomes de Macdonald, comme transformée de
Frobenius graduée du caractére de modules M,,, aujourd’hui connus sous le nom
de modules de Garsia-Haiman. Ils conjecturent également que dim(M,) = n!.

Cette conjecture devient connue sous le nom de conjecture n!.

Les modules de Garsia-Haiman sont tous des sous-espaces du plus large module
des polynémes harmoniques diagonaux (en deux jeux de variables). En 2002, M.
Haiman prouve la conjecture n! qui devient alors le théoréme n! (Haiman, 2002).
Dans le méme article, il démontre également que la transformée de Frobenius gra-
duée de I'espace des polyndmes harmoniques diagonaux en deux jeux de variables
est donnée par V(e,), ou V désigne un opérateur introduit par F. Bergeron et A.
Garsia (Bergeron et Garsia, 1996), qui admet les H . comme fonctions propres. Ce-
pendant, I'impact des modules de Garsia-Haiman et des polynomes harmoniques
diagonaux ne se limite pas a la démonstration de la conjecture n!. Comme le dit

J. Haglund dans la préface de son livre (Haglund, 2008), 'étude des polynomes



de Macdonald et de ces modules a révélée des liens avec la géométrie algébrique
et les schémas de Hilbert (Haiman, 1999), la physique mathématique et d’autres
objets connus de combinatoire algébrique. L’étude des polyndémes harmoniques
diagonaux s’est depuis élargie au contexte de plusieurs jeux de variables, mais
la dimension de ces espaces rend les calculs difficiles et les conjectures ardues a

formuler.

C’est dans ce contexte que s’inscrit cette thése, le but étant de développer des
outils de calcul pour les (GL; x S;)-caractéres des espaces de polynémes harmo-
niques diagonaux pour de plus grands nombres de jeux de variables. On veut
également étudier d’autres espaces de polyndémes multivariés en plusieurs jeux de
variables, construits a partir d’'un déterminant de type Vandermonde et clos par
dérivation et polarisation, de maniére analogue aux polynémes harmoniques dia-
gonaux et aux modules de Garsia-Haiman. Dans cette thése, on travaille donc sur
des espaces de polyndémes multivariés avec entre autre des variables dites inertes
qui se comportent comme des constantes a la dérivation. Le but du travail mené
dans ce doctorat est de développer une stratégie mathématique qui permet de
calculer informatiquement les caractéres de ces espaces. Ces calculs sont difficiles
a réaliser a cause de la dimension des espaces considérés et de la taille (degré et
nombre de termes) des polynéomes qu’ils contiennent. Il faut donc bien comprendre
comment ces espaces sont construits et mettre en place différentes techniques qui
rendent le calcul faisable en un temps raisonnable et en prenant en compte les

limites de mémoire d’un ordinateur.

La principale contribution de cette these est double. Tout d’abord, on montre
que l'on peut obtenir les caractéres des espaces étudiés en les décomposant en
(GL, x S,)-composantes irréductibles fermées par polarisation (théoréme 4.2).

Dans un deuxiéme temps, en utilisant les résultats théoriques établis, on décrit



une implémentation d’'un code modulable et réutilisable qui permet de calculer
les (GL, x S,)-caractéres des espaces mentionnés précédemment jusqu’a 5 jeux de
variables (plus un jeu de variables dites inertes). De plus, on prouve que dans le
cas d’un espace associé a un vecteur d’entiers, on peut se ramener au cas d’un
partage, obtenu en réordonnant les parts du vecteur. On montre ainsi que dans
le cas de diagrammes, c’est-a-dire de sous-ensembles de cases de N x N, justi-
fies & gauche, on peut se réduire uniquement a I’étude des espaces associés a des
partages. Enfin, quelques résultats sur le cas de diagrammes qui ne sont ni des

partages, ni des vecteurs d’entiers, sont présentés dans le dernier chapitre.

Dans le chapitre 1, on rappelle des notions de combinatoire algébrique nécessaires
au développement des chapitres suivants. On rappelle entre autres ce que sont
les partages, les chemins de Dyck et les fonctions symétriques. C’est également
dans ce chapitre que l'on rappelle des définitions classiques sur les anneaux de
polynomes gradués, les définitions de polynémes harmoniques et de polyndémes
harmoniques diagonaux. Les concepts de théorie de la représentation et des ca-
ractéres sont rappelés au chapitre 2. On se concentre plus particuliérement sur
le groupe symétrique S, et sur le groupe général linéaire GL, ainsi que sur leurs
représentations irréductibles (polynomiales dans le cas de GL,). Dans le cas du
groupe symétrique, on introduit un projecteur, I'idempotent de Young. Dans la
premiére partie du chapitre 3, on présente le contexte et les résultats déja connus
sur les polynémes harmoniques diagonaux. Dans une deuxiéme partie, on expose
les liens avec I’algebre elliptique de Hall et on motive 1’étude d’espaces générali-
sant les polyndmes harmoniques diagonaux au cas a plusieurs jeux de variables.
Le chapitre 4 décrit les stratégies de calculs mises en place pour calculer les carac-
téres voulus. On voit, en particulier, comment obtenir ces caractéres en utilisant
les projecteurs de Young, la graduation par le degré, la quasi-commutativité des

opérateurs utilisés dans la construction des espaces et une borne de stabilité sur



le nombre de jeux de variables. De plus, on voit comment améliorer I'efficacité
du calcul en exploitant les symétries et antisymétries qui apparaissent dans ces
espaces. Pour finir, on utilise les stratégies discutées pour obtenir une formule
explicite du caractére pour deux types de partages et on montre que dans le cas
de vecteurs d’entiers, on peut toujours se ramener a un partage. Enfin, on termine
cette thése en présentant, dans le chapitre 5, le code implémenté d’un point de
vue plus informatique ainsi que quelques tests de temps de calcul. On y retrouve
également les résultats obtenus en exploitant le code implémenté et on aborde le
cas de diagrammes plus généraux et des essais de calculs effectués pour ces dia-
grammes. En annexe, on présente les explications permettant d’accéder au code
implémenté dans le cadre de cette thése, des tables de résultats obtenus grace a

ce code ainsi que des exemples de calculs effectués.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Le but de ce chapitre est de rappeler des notions et résultats de base et de fixer
les notations employées. Ces notations et résultats se retrouvent pour la plupart

dans (Macdonald, 1995).

1.1 Partages et tableaux de Young

Un partage A = (A1, Mg, ..., Ax), d'un entier n, est une suite décroissante de parts
entiéres \; > 0, telle que Zle Aj = n. On note A - n ou |A| = n. De plus, on
dit que ¢(\) = k est la longueur de A. Il existe plusieurs fagons d’ordonner les
partages, on donne ici deux ordres possibles, 'ordre lexicographique, noté <, qui
est un ordre total et 'ordre de la dominance, noté <, qui est un ordre partiel. Soit
A et p deux partages de n, A < p si A est avant p dans l'ordre lexicographique.
Autrement dit, A < p si et seulement si \; < p; pour j le plus petit entier tel
que \; # p;. D’autre part, A < p si et seulement si pour tout 1 < N < k,
AMA A+ F AN < g g+

Pour o = (v, g, ..., ay) € N% (resp. NF) tel que Zle a; = n, on dit que « est
une composition (resp. un vecteur d’entiers) de (poids) n. On note A(«) le partage

obtenu en ordonnant les parts de « (et en supprimant les 0 dans le cas ou « est



un vecteur d’entiers). Enfin, pour o une composition de n ou un vecteur d’entiers

de poids n, on note |a| = n.

On omet parfois les parenthéses dans la notation des partages, des compositions et
des vecteurs d’entiers lorsque cela simplifie I’écriture et ne porte pas a confusion.
Par exemple, les partages de 3 sont (3) = 3; (2,1) = 21 et (1,1,1) = 111. Les
compositions de 3 sont 3, 21, 12 et 111. Les vecteurs d’entiers de poids 3 sont : 3,

21, 12, 111, 03, 201, etc. De plus A(12) = A(201) = 21.

Un diagramme est un sous-ensemble fini de N x N de cases (i, j). Traditionnel-
lement, on représente chaque case (i,j) par un carré 1 x 1 dont le coin inférieur
gauche est de coordonnées (i, j). La colonne i d'un diagramme est ’ensemble des
cases dont la premiére coordonnée est ¢ et la ligne j est I’ensemble des cases dont
la deuxiéme coordonnée est j. Un partage A est souvent présenté sous forme d’un
diagramme de Ferrer, c’est-a-dire du sous-ensemble de N x N constitué des cases
(t,j)ou0<j<k—1et0<i<A\j; —1. Lediagramme de Ferrer de A contient
donc \j 4 cases dans la ligne j pour tout 0 < j < ¢(\)—1, en numérotant les lignes
de bas en haut (voir figure 1.1). Par abus de notation, on dénote par A le partage

et son diagramme associé donc A est & la fois un k-uplet et un sous-ensemble de

N2,

O~ N W

FIGURE 1.1 Diagramme associé au partage A\ = 4221

Le conjugué N d’un partage A est le partage formé des cases (j,1) avec (i,j) € A.
Autrement dit, chaque part X’ de A" est égale au nombre de cases dans la colonne

j de A. Par exemple, le conjugué de A = 4221 est \' = 4311.



Notons qu’une composition ou un vecteur d’entiers o = (aq,as,...,ax) peut
également étre représenté sous forme de diagramme en suivant des régles analogues
a celles des partages. Ainsi, de bas en haut, la ligne j contient o cases justifiées
a gauche. Le diagramme associé a a est donc constitué de ’ensemble des cases

{1027 <h-1,00 < ay— 1},

[T

S = N W

FIGURE 1.2 Diagramme associé au vecteur d’entier o = 2103

Un tableau de Young est une fonction 7 : A — {1,2,..., N} C N décrivant un
remplissage du diagramme A\ par des entiers inférieurs ou égaux a N. Lorsque
les valeurs sont strictement croissantes sur les colonnes du bas vers le haut et
faiblement croissantes sur lignes de gauche a droite, on dit que le tableau est
semi-standard. Autrement dit, dans le cas d’un remplissage semi-standard, on a
que 7(i,7) < 7(¢,j) pour i < ¢ et 7(i,j) < 7(i,7") pour j < j' (voir figure 1.3).
De plus, si 7: A — {1,2,...n} est bijectif, alors le tableau est dit standard (voir
figure 1.4). On note SSYT(A) 'ensemble des tableaux de Young semi-standards
de forme A et SYT(A) 'ensemble des tableaux de Young standards de forme A.

}—ll\DUl\]‘
—ee[enoo]

5 9
3 6
1 2

2[4] 4]7]

FIGURE 1.3 7 € SSYT(4221) FIGURE 1.4 7 € SYT(4221)

On introduit un ordre sur les cases de A et on écrit (a,b) < (¢,d) si b < d ou si

b=det a<c. Le tableau canonique de forme A est le tableau standard de forme



A dont les cases sont numérotées de 1 & n dans l'ordre (voir figure 1.5).

8
6
213]4]

=]~

F1GURE 1.5 Tableau canonique de forme 4221

1.2 Chemins de Dyck et diagrammes associés

En plus des diagrammes de Ferrer et des diagrammes associés a des vecteurs
d’entiers, on définit maintenant des diagrammes associés des chemins de Dyck

dans une grille rectangulaire.

On consideére la grille de taille m x n, c’est-a-dire le sous-ensemble de N x N défini
par {(i,7) | 0 <i <met0<j<n}. Un chemin de Dyck dans cette grille est
une suite de pas sud (0, —1) et est (1,0) allant de (0,7n) a (m,0) qui reste toujours
en dessous de la droite d d’équation y = —"x + n. La droite d est aussi appelée
diagonale. Notons que 1’on a choisi de définir les chemins de Dyck en fonction de la
diagonale y = —*x+n et non de la diagonale y = ™z comme c’est généralement le
cas. On a fait ce choix car, de cette fagon, les chemins de Dyck obtenus définissent
des partages pour lesquels le diagramme de Ferrer correspondant apparait sur la
représentation du chemin. Le chemin de Dyck formé de a; pas sud, suivis de by
pas est, suivis de ay pas sud, etc. est noté S EP S22 E¥ S Eb avec Y. a; =n

et > .b =m.

Un chemin de Dyck dans une grille m x n induit un diagramme ~y(m,n) comme
suit. On considére le chemin de Dyck le plus proche de la diagonale, c’est-a-
dire le chemin de Dyck pour lequel il n’existe pas de point entier (i,7) € N x N
contenu entre le chemin et la diagonale. On met en évidence toutes les cases situées

immédiatement a droite d’un pas sud et on les fait tomber jusqu’au bas de la grille.



On obtient ainsi le diagramme constitué des cases (7,7) avec 0 < j < a; — 1 et

0<:<n-—-1

Exemple 1.1.
On construit les diagrammes pour (m,n) = (3,4), (m,n) = (4,6) et (m,n) =

(7,4).

7(374> - ‘ ‘

7(47 6) =

vy, 4y =11 [11[]

FIGURE 1.6 Exemples de diagrammes

On remarque que dans certains cas y(m,n) correspond au diagramme d’un par-
tage. C’est le cas pour certaines valeurs de m et n pour lesquelles m < n. Dans
I’'exemple 1.1, le cas m = 4 et n = 6 est 'exemple avec m < n et m + n minimal
pour lequel y(m,n) n’est pas un partage. Lorsque m = n, on obtient le partage
formé d’une seule part de taille n. Et enfin, dans le cas m > n, on obtient n cases
avec des coordonnées de la forme (a;,0), avec 0 < a; <met 0 <i<n—1. Clest
le cas de (7,4) dans 'exemple 1.1. Pour finir, notons qu’il possible lorsque m > n

que deux chemins de Dyck différents induisent le méme diagramme. Dans ce cas,
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la valeur de n est identique pour les deux diagrammes, la valeur de m différe de 1
et I'un des chemins de Dyck est composé d'un pas (1,0) supplémentaire a la fin.

On a par exemple (8,4) = 7(9,4).

1.3 Anneaux de polynémes

On note R = Q[X]| 'anneau des polynémes en r jeux de n variables a coefficients
dans Q muni de ’addition et de la multiplication usuelle sur les polynémes. Les
jeux de variables sont représentés dans une matrice X de taille » x n ou chaque

ligne correspond a 1'un de ces jeux de n variables.

11 12 - Tin

To1 Ta2 -+ Tan
X = ]

xr,l xr,? T xr,n

On dénote par x; le i-éme jeu de variables de X, c’est donc dire que x; =
(i1, Tigy - . ., i) pour 1 < ¢ < 7. De maniére générale, les jeux de variables sont
notés par des caractéres gras et les variables par des caractéres usuels. Un monome
dans R est donné par X = x{'a5?---x2" o a € N et «; correspond a la
i-éme ligne de « de sorte que xf" = xfita?xs ™. Le degré de X®, noté deg(X?),
est un vecteur d’entiers d € N” tel que d = (|aq|, |azl|, ..., |an|) et le degré total

de X® est Deg(X®) = |d| = d. Le degré total d’un polynéme p de R est

Deg(p) = max Deg(X?)

Xaep

et p est dit homogene de degré total d si tous ses termes sont de degré d et multiho-
mogéne de degré d si tous ses termes sont de degré d. Par exemple, 2%, 29, + 22,799
est homogene de degré total 3 et multihomogene de degré (2, 1) mais 22,121 +7 1273,

est uniquement homogéne de degré total 3.
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Soit M un monoide commutatif (souvent N* dans ce qui suit). Un anneau M-
gradué (on dit souvent simplement gradué) est un anneau A qui admet une décom-
position en somme directe A = P, A; telle que A;A; C A, pour tout 7,5 € M.
On définit alors la notion de sous-anneau gradué de maniére naturelle. L’anneau
R est gradué par le degré. En effet, le produit d’un polynéme multihomogeéne de
degré d, par un polyndéme multihomogeéne de degré ds est un polynéme multiho-
mogéne de degré d; + dy. On a donc R = @ ;- R ou R est la composante
multihomogene de degré d, c’est-a-dire ’ensemble des polyndémes de R multihomo-
génes de degré d. Ainsi, tout polynome p € R s’écrit sous la forme p = p;+- - -+ pi
ol les p; sont des éléments multihomogénes appartenant & des composantes multi-
homogénes distinctes. On dit également que p; est une composante multihomogeéne
de p. L’anneau R est également gradué par le degré total : R = @, R ot R
est ’ensemble de polynomes de degré total d. La graduation par le degré constitue

un raffinement de la graduation simple par le degré total. En effet,

R — @ R

denr
|d|=d

De plus, toutes les remarques précédentes sur les composantes multihomogénes
s’appliquent également pour la graduation par le degré total et on parle alors
de composantes homogénes. Enfin, un idéal I C R est dit multihomogéne (resp.
homogéne) si pour tout g € I, les composantes multihomogénes (resp. homogénes)
de g appartiennent aussi a . Si I est multihomogéne (resp. homogeéne), alors R/
est aussi un anneau gradué par le degré (resp. degré total). Pour plus de détails

sur les anneaux gradués et les anneaux de polynémes, voir (Lang, 2002).

Dans le cas a un jeu de variables, on note Q[x] 'anneau des polynémes en les
variables @ = (z1,x9,...,2,) a coefficients dans Q. Bien évidemment, I’anneau

de polynomes Qx| est gradué par le degré.
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Pour finir, dans les prochaines sections et prochains chapitres, nous serons amenés

N P N . , . . . k

a dériver des polynomes, aussi pour alléger la notation, on écrit dz* := % pour
xr

la k-iéme dérivée partielle en la variable z. De plus, pour a € N”, on écrit 0x® :=

0x10xy? ... Oz,
1.4 Fonctions symétriques

Rappelons qu’une permutation o dans S,, est une bijection de 'ensemble {1,2,...,n}
vers lui-méme. L’ensemble des permutations S,, muni de la composition forme un
groupe. On rappelle également qu’une inversion dans une permutation o est un
couple (i,7) tel que i < j et o(i) > o(j). On dénote par inv(c) le nombre d’inver-

sions de ¢ et le signe d'une permutation ¢ est sgn(c) = (—1)"v(7),

On considére 'action par permutation du groupe des permutations S, sur le
vecteur de variables @ = (z1,x9,...,2,). Pour ce faire, on considére o comme
matrice de permutation, et o agit par multiplication a droite. Autrement dit,
.0 = (To(1); To(2)s - - - » To(m))- ON étend cette action aux polynomes dans Q[x] en

posant que f(x) — f(x.0).

Définition 1.1. Soit f € Q[x]|. On dit que f est symétrique si f(x.0) = f(x)

pour tout o € S, et antisymétrique si f(x.0) = sgn(o)f(x) pour tout o € S,.

Le sous-ensemble des polynéomes symétriques en n variables dans Q[x] est fermé
pour I'addition et la multiplication. On dénote par A(x) 'anneau correspondant.
Pour  C &', on a un homomorphisme surjectif naturel obtenu en annulant les

variables de @’ n’apparaissant pas dans x :

Q «—— A(xy) «—— Az, x9) «—— Az, 29, 23) 46— - - (1.1)

x1=0 x2=0 x3=0 x4=0
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Ces morphismes sont compatibles avec la graduation par le degré. Autrement

dit, les projections de (1.1) sont des morphismes d’anneau gradué. Toute équa-

tion dans A(zy,xs, -+ ,xy) se spécialise en une équation dans A(zy,x9, -+, x,)
en fixant 25 = 0 pour n < k < N. On peut alors écrire A(xy, 29, ,x,) =
Az, 29, ,2,,0,---,0). Ceci permet de considérer la limite inverse

A= lim A(z),

n—>00

c’est-a-dire qu’on passe au contexte d’une infinité dénombrable de variables. On
parle alors de fonctions symétriques et A est 'anneau des fonctions symétriques.
C’est un anneau gradué¢ par le degré A = P AD ot AD est ensemble des

combinaisons linéaires de monomiales indicées par un partage A b d,

my(x) = Z . (1.2)

aeNe©
Ala)=X

On rappelle brievement la définition de plusieurs bases usuelles de I'anneau des
fonctions symétriques. Pour une part k, la fonction symétrique pi(x) = py =
my(x) = 2§ + 25 + -+ + 2% est appelée somme de puissances. On étend ensuite
aux partages de facon multiplicative en posant py := py,pa, - .- Py, On dit aussi
que py est une base multiplicative. Les fonctions symétriques élémentaires sont
aussi définies multiplicativement en posant d’abord, pour k& € N, que ei(x) =
er = myr(x), puis en étendant aux partages en posant ey := ey, €y, ...ey,. 1l en
va de méme pour les fonctions symétriques homogénes, on pose hy(x) = hy =

Z)\Fk m)\<£L'>, puiS h>\ = hklhkg R hAe'

Exemple 1.2.

Moy (T1, T, T3) = T3To + T3T3 + 1123 + X323 + 1175 + ToT3
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4 4 4
my11(x1, To, T3) = XT3 + T125T3 + T1T2T3

2., .2, .2
p2(21, 2, 23) = 2] + 25 + 3

po11(x1, Ta, 23) = (ﬁ + x% + x%)(ﬂh + 29 + $3)2

ea(T1, e, T3) = T1T2 + 123 + TaT3

ea1(x1, T, x3) = (2122 + 2123 + 2923) (21 + 22 + 23)

hg(l‘l, Xa, .%'3) = l’% + T1X2 -+ 13 -+ .T% —+ T3 + £L'§

_ 2 2 2\2
hgg(l‘l,ZEQ, I3) = (fl + T1T9 + T1X3 + .%'2 + Tol3 -+ $3)

La derniére base que nous définissons pour l'instant revét une grande importance
pour la suite, il s’agit de la base des fonctions de Schur. Il en existe plusieurs des-
criptions équivalentes. On utilise ici comme définition la description combinatoire

que l'on retrouve dans plusieurs ouvrages incluant (Stanley, 1999).

Soit A un partage de n et 7 : A\ — {1,2,...,k} un remplissage quelconque de A.

Alors 1" évaluation monomiale de 7 est donnée par

Tr = H Tr(c)

cEA
ou 7(c) est la valeur attribuée a la case ¢ dans le remplissage 7. Par exemple,

I’évaluation monomiale du tableau de la figure 1.3 est z, = z¥r3xvsr iy,

Définition 1.2. Soit A un partage de n et © = (x1,23,...), alors les fonctions

de Schur sont définies par

sx(x) == Z T, (1.3)

TESSYT()

Exemple 1.3. Tous les tableaur semi-standards de forme A = (2,1) a valeur

dans {1,2,3} sont les suivants :
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2 3 2 3 2 3 3 (3]
2

On a alors sy1(x1, T, T3) = Tixy + 2373 + 1103 + 2017973 + T173 + T373 + To73.

Un élégant argument combinatoire permet de montrer que s)(x) est symétrique
(Stanley, 1999). Pour d’autres descriptions équivalentes des fonctions de Schur,

voir (Macdonald, 1995).
Le produit scalaire usuel sur les fonctions symétriques, aussi dit de Hall, est défini

dans (Macdonald, 1995) par

<p)\7 pu> = 5)\,,uz)\

ol zy 1= 11d;12%d,! . .. j%d;! avec d; le nombre de parts de taille i dans \, et ou

1 siA=
(S/W:{ s 7

0 sinon.
Il est bien connu que fonctions de Schur sont orthogonales pour ce produit scalaire.

Le pléthysme, f[A], consiste a considérer f comme opérateur sur les éléments A
d’une Q-algebre A. Il est définit & partir des régles suivantes. Soient A, B € A et

f et g des fonctions symétriques, alors

i) pl®] =27 + a5+ ...+ iv) (fg)A] = flAlg[A]
ii) prle] =csiceQ v) pi[A+ B] = pi[A] + pi[B]
iii) (f +g)[A] = fIA] + g[4] vi) p[AB] = pi[Alpx[B]

Soit Q(q,t) le corps des fractions rationnelles en les variables ¢ et ¢ a coefficients

dans Q. Dans le contexte de 'anneau A(q,t) des fonctions symétriques a coeffi-
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cients dans Q(q,t), I. Macdonald définit, dans (Macdonald, 1995), de nouvelles
bases des fonctions symétriques que 'on appelle les polyndémes de Macdonald.
Ceux qui nous intéressent plus particuliérement sont les polynomes de Macdonald

modifiés, habituellement noté H A(; ¢, t). On reprend ici la description donnée par

M. Haiman dans (Haiman, 2003) (voir définition 3.5.2).

Définition 1.3. Les polynomes de Macdonald modifiés ﬁA(m; q,t) sont unique-

ment caractérisés par les trois conditions suivantes :

(i) HA[(1 — q)z;q,] € Qg,t){s, : 1 3= A},
(ii) Hy[(1—t)x;q,1] € Q(q,t){s, : = N} et

(iii) Hy[1;q,t] = 1.

On rappelle que X est le conjugué de A\ (voir section 1.1).
Exemple 1.4.

Ho (21, 19, 03) = a3+ (q+1t+ 1) (2229 + 2102 + 2203 + 2225 + 2122 + 1972)
+x3 + (gt + 29 + 2t + 1) vy2973 + T3
= gtsin + (¢ +1)su + s3

Hs(xy, 20, 05) = a3+ (@ +q+ 1) (2200 + 2122 + 2205 + 2223 + 2102 + 2922)
+23 + (¢* 4 2¢* + 29 + 1) 212005 + x
= s+ (¢* + q)sa1 + S5

Pour terminer cette section, on définit briévement un opérateur bien connu sur les
fonctions symétriques. 11 s’agit de 'opérateur V (se lit « nabla » ), introduit par F.
Bergeron et A. Garsia en 1996 dans (Bergeron et Garsia, 1996). Cet opérateur est
caractérisé par le fait que ses fonctions propres sont les polynomes de Macdonald

H), avec valeur propre :

V(H,) = [] «¥H: (1.4)
(4,7)EN

L’opérateur V joue un role fondamental dans la théorie des fonctions symétriques

comme on peut le voir dans (Haglund et al., 2005).
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1.5 Polynémes harmoniques

Dans cette section, nous introduisons les espaces de polynémes harmoniques en
un jeu de variables ainsi qu'une construction simple de ces espaces. Pour plus de

détails, voir (Haglund, 2008).

Définition 1.4. Soit f € Q|x], alors f est un polynome S,-harmonique si et

seulement si, pour tout k > 0,

Oxyf + Oxbf+ -+ 0k f = 0.

Par la suite, on dit simplement harmonique pour S,-harmonique et on note H,
I’espace des polynémes harmoniques en n variables. Par exemple, pour n = 2, les
constantes et z; — o sont des polyndmes harmoniques, mais x? — x3 n’est pas

harmonique. De plus, pour tout n, le déterminant de Vandermonde
V,, = det(z] )oglfgfil = I_I(xZ — ;) (1.5)

est harmonique. En effet, il est connu que V,, est I'unique polynéme antisymétrique
non nul de plus petit degré contenu dans Q[z]. Or, deg(}, 0zFV,,) < deg(V5,)
et >, 0xkV, est antisymétrique pour tout k¥ > 0 donc >, 0zFV, = 0. Enfin,
I'espace des polyndomes harmoniques en deux variables Hy est engendré par {V, =
x1 — xe, 1}. Et 'espace des polyndomes harmoniques en trois jeux de variables Hs
est engendré par {V3 = —x%xy + 193 + 2373 — 373 — 1173 + Toxd, 17 — 27119 +

2293 — X2, —2x1To + T3 + 22173 — X3, 71 — X3, T2 — T3, 1}

Il est facile de voir que si f est harmonique alors dx;f est aussi harmonique. En
utilisant cette remarque avec un argument de dimension, on montre que H,, admet

la description explicite suivante.
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Théoréme 1.1 (Classique). L’espace des polynomes harmoniques H,, est le plus
petit sous-espace contenant le déterminant de Vandermonde qui soit clos par dé-

rivation.

De fait, il admet la base {0z%V,, | d = (dy,ds,...,d,),0 < d; < i— 1}. L'une
des versions équivalentes du théoréeme de Sheppard-Todd, Chevallay dans le cas
du groupe symétrique affirme que Qx| ~ A(x) ® H,,, (Shephard et Todd, 1954)
et (Chevalley, 1955) . Autrement dit, tout polynéme f(x) s’écrit de fagon unique

sous la forme

f(w) = Z Cd<w)awdvn>
d=(dq,dg,...,dn)
0<d; <i—1

ot les ¢,(x) sont des polynomes symétriques. Pour plus de détails et la démons-

tration, voir (Humphreys, 1978).
1.6 Polynémes harmoniques diagonaux

Dans cette section, on travaille maintenant avec plusieurs jeux de variables et on
introduit les espaces de polyndémes harmoniques diagonaux. On rappelle que R
est ’espace des polynoémes en r jeux de n variables ou X est la matrice de taille
r x n dans laquelle chaque ligne correspond a I'un de ces r jeux de n variables. Les
polyndémes harmoniques diagonaux sont les solutions d’un systéme d’équations en
plusieurs jeux de variables, décrit en terme des opérateurs suivants.

Définition 1.5. Soit o € N, alors D, est l'opérateur définit par
Do =Y 0x{i0xss ... 0z,
i=1

Par exemple, pour
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et = (2,0,1), on a D(g 1) = 0271021 + 023022 + 023073.

Définition 1.6. Soit f € R, alors [ est un polynéme harmonique diagonal en r

jeux de n variables si pour tout « € N" on a D,f = 0.

On note iHﬁf) I’espace des polynomes harmoniques diagonaux en r jeux de n
variables. Par exemple, 5—(9 est engendré par {Va(x), Vao(y), 1} ot Vo(x) = 21 — 29

et Va(y) = y1 — vo.
Remarquons que HY = H, C K. De plus, on définit les opérateurs suivants.

Définition 1.7. L’opérateur de polarisation P*  est défini par

u,v

n
ko Z k
PU,,’U — ’UZaU,L
i=1
ot u et v sont deux jeux de variables de X.

Intuitivement, 'opérateur P&ﬂ, permet de remplacer des variables de u par les

variables de v correspondantes dans le polynéme sur lequel il est appliqué.
Exemple 1.5. Par exemple, on part du déterminant de Vandermonde
Va(x) = 2329 — 2125 — wiT3 + 2373 + 1175 — 075

que ’on polarise a plusieurs reprises.

Palz,yvii(m) = 2%y — x%yl — 2wy23y1 + Igyl + m%@h — 22172Y2 + 2X273Yo
— 3y — Ty + w3ys + 2r123ys — 200w3ys = 3(P, ) Va(y)

(Ppy)?Va(x) = 2woui — 223y7 + 4x1ynys — 4xay1ys — 201Y5 + 2315 — 421913
+4311y3 + 4T210ys — dx3yays + 221y5 — 220y3 = 2P, ,Va(y)

(Py,)*Va() = 6ytys — 6y1y5 — 6yiys + 6ysys + 6y1y3 — 6yay3 = 6Vi(y)

On pourrait également repartir de V3(y) et faire les polarisations inverses jusqu’a

obtenir de nouveau un multiple de V().
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Théoréme 1.2. (Haiman, 2002) L’espace des polyndmes harmoniques diagonauz
9{7(12) en deuz jeuz de variables x ety est le plus petit espace engendré par V,,, fermé

par dériwation partielle et par les opérateurs de polarisation Pa’j’y et Pﬁm.

Exemple 1.6. 5\ est engendré par {Vs(x), 0x,Vs(x), 033Vs(x), 923022 V3 (),
PLVa(@), (PL,)Va(@), P2y Vs(@), (PL,)*Vale) = Va(y). 022Vi (), 003Vily)} ot
Vi(x), Vs(y), Py, Vs(x) et (P,,)*Va(x) sont donnés a l'exemple 1.5,
OxaVa(x) = 2% — 2w119 + 22913 — 73,
Ox3Va(w) = 2(x3 — 71),
023023V3(x) = 2,
0x3Vs(y) = 2(ys — w),
0xaVs(y) = yi — 2y1y2 + 2y0ys — Y3 et
Pz Vs(x) = 2(x1y1 — 2oy1 — T1y2 + T3yz + Toys — T3ys).

On note par T(J{g)) le plus petit espace engendré par K et ferme par les
opérateurs de polarisation. Dans la section 4.2, on démontre que l'ordre dans
lequel on applique les dérivées partielles et les opérateurs de polarisation n’a pas
d’importance pour la construction de l'espace. On peut donc en conclure que
(P(J-C%l)) - iH,(f). Cependant, on ne sait pas si ces deux espaces sont les mémes
pour r > 2. C’est une question intéressante mais difficile qui n’est pas discutée

dans cette thése.



CHAPITRE II

REPRESENTATIONS LINEAIRES DU GROUPE SYMETRIQUE ET DU
GROUPE GENERAL LINEAIRE

Le but de ce chapitre est de rappeler briévement les concepts de la théorie de
la représentation de S, et de GL, sur les corps algébriquement clos, et de la
théorie des caractéres nécessaires pour la suite. On trouve dans (Sagan, 2001) un
exposé plus spécifiquement adapté a S, et on pourra se référer a (Green, 2007)
pour les représentations polynomiales de GL,. Avant de s’intéresser aux cas de ces
deux groupes, on rappelle la définition d’une représentation pour un groupe G en

général.

Définition 2.1. Soit 'V un espace vectoriel sur un corps K et G un groupe. Alors

V est un G-module s’il existe un homomorphisme

qui associe o chaque élément de G une matrice de GL(V).

On dit aussi que 'V est une représentation de GG. Tout groupe admet au moins une
représentation, la représentation triviale, notée 1, qui associe a chaque élément
la matrice identité de dimension 1. De plus, on rappelle qu'une sous-représentation

de V est un sous-espace vectoriel stable par I'action de G.
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2.1 Représentations usuelles du groupe symétrique S,

Rappelons d’abord quelques représentations bien connues du groupe symétrique
S,. Notons que la notation en cycle est utilisée pour les permutations et que ¢

représente la permutation identité.

Tout d’abord la représentation réguliere (& gauche) est la représentation pour
laquelle S, agit sur lui-méme par multiplication (& gauche). La représentation

réguliére p est donnée par

p: Sa — GL(CS,)
o= Py

ol p,(7) := o1 pour tout 7 € S, et CS,, désigne I'algébre du groupe S,, sur C.

Exemple 2.1. Dans le cas de Sz, pour o = (12), on a
P(lz)(f) = (12); P(12)((13)) = (132), 0(12)((123)) = (23):

paz)((12)) = e, pa2)((23)) = (123), paz)((132)) = (13).

Bien entendu, on peut exprimer ces résultats sous forme de matrice.

e (12) (13) (23) (123) (132)
e /0 1 0 0 0 0
a2 (1 o o o o 0
a3 lo 0o 0o 0o o 1
P= o55lo 0 0o o 1 0
a23)lo o o 1 0 0
32\ 0o 1 0o 0 0

La représentation signe est donnée par

€ Sn — GLl(Zg)
o +— sgn(o)
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Dans le cas de Sz, on a €. = 1, €12) = —1, €(123) = 1.

Enfin la représentation standard associe chaque permutation de S, & sa matrice

de permutation dans GL,. Cette représentation est donnée par

v: S, — GL,
o= P,

ol ¢, représente la matrice de permutation associée a o.

Exemple 2.2. Dans le cas de S3, on a

w. = 1d; Ya2) = P(123) =

S = O
o O =
_ o O
O = O
_ o O
o O =

ou Ids est la matrice identité de dimension 3.

Définition 2.2. Soit V une représentation de G, alors V est dite irréductible
s’il n’existe pas de sous-G-module non trivial de 'V, c’est-a-dire de sous-espace
stable sous laction de G qui ne soit ni le sous-espace vide, ni l’espace vectoriel 'V

lui-méme.

Pour le groupe symétrique, les représentations triviale, signe et standard sont
des représentations particuliéres appelées représentations irréductibles. Par contre,
la représentation réguliére n’est pas une représentation irréductible de S,. Dans
le cas de S3, les trois représentations irréductibles citées précédemment forment
I’ensemble de toutes les représentations irréductibles de S3. On peut se référer a

(Sagan, 2001) pour plus de détails.

Définition 2.3. Soit p; : G — GL(Vy) et py : G — GL(Vy) deux représentations

de G. On dit que py et ps sont isomorphes s’il existe un morphisme 1 : Vi — Vs

tel que py o) =1 o py.
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Afin de manipuler plus aisément les représentations, on utilise un outil plus puis-

sant que les matrices et les morphismes, il s’agit du caractere.

Définition 2.4. Soit p une représentation de G, alors le caractére de la repré-

sentation est la fonction x, : G — C définie par x,(g) = tr(p(g)) pour tout g € G.

Exemple 2.3. Pour les représentations définies précédemment, on obtient res-
pectivement x,((12)) = 0; x.(e) =1, x((12)) = =1, x((123)) =1 et x,(¢c) = 3,
Xe((12)) = 1,x,((123)) = 0.

Le caractére d’une représentation irréductible est également appelé caractére ir-
réductible. Le caractére vérifie plusieurs propriétés bien connues que I'on rappelle
ici. Pour plus de détails et les démonstrations voir (Sagan, 2001).

Pour tout p: G — GL(V), on a

1. x1(g) = 1 pour tout g € G, avec x7 le caractére de la représentation triviale

de G;
2. x,(9) = xp(hgh™") pour tout g,h € G;
3. Xp(e) = dim(V);

4 Xp+p = Xp T Xp' 3

5. X, = X, si et seulement si p et p’ sont isomorphes.

D’aprés la propriété 2 ci-dessus, il est suffisant de donner le caractére d’un élément
par classe de conjugaison. De plus, le nombre de caractéres irréductibles de G
correspond au nombre de classes de conjugaisons de GG. Pour S, cela signifie qu’il
suffit de connaitre le caractére d'une permutation de chaque type cyclique. Comme
les types cycliques sont en bijection avec les partages, on indice les caracteéres

irréductibles de S, par les partages de n.
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La table des caractéres d’un groupe permet de synthétiser toute cette information.
Pour le groupe symétrique, les caracteres irréductibles sont bien connus, voir par
exemple (Sagan, 2001) ou (Fulton et Harris, 1991). On donne ci-dessous les tables
de caractéres pour n = 3 et n = 4. On rappelle que y; est la représentation

triviale, x. est la représentation signe et x,, est la représentation standard.

TABLE 2.1 Table de caractéres de Ss
e (12) (123)

x1 |1 1 1
Xe |1l -1 1
Xe |2 0 -1

TABLE 2.2 Table de caractéres de Sy

e (12) (123) (12)(34) (1234)
x1 |1 1 1 1 1
Xe |1 -1 1 1 -1
Xe | 3 1 0 -1 -1
x4 |3 -1 0 -1 1
x5 |12 0 -1 2 0
2.2 Représentations irréductibles de S,

Dans cette sous-section, on introduit les symétriseurs de Young et on décrit une
fagon de construire toutes les représentations irréductibles du groupe symétrique
en utilisant ces symétriseurs de Young. On explore le fait que la représentation
réguliére contient des copies de toutes les représentations irréductibles, (Fulton
et Harris, 1991). En utilisant un projecteur isotypique, on peut extraire chacune
de ces représentations irréductibles. Les définitions, lemmes et démonstrations de
cette sous-section sont issues de (Fulton et Harris, 1991) et (Naimark et Stern,

1982).
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Soit A un partage de n. Dans cette section, on note également par A le tableau ca-
nonique associé au partage considéré. Une permutation o € S, agit sur un tableau
par permutation des valeurs des entrées du tableau. On dit d’'une permutation o
qu’elle stabilise les lignes (respectivement les colonnes) si appliquée au tableau
canonique A, les entrées sont conservées dans la méme ligne (respectivement co-
lonne) que dans le tableau de départ A mais dans un ordre qui peut étre différent.

On définit alors les deux sous-groupes de S, suivants :

P, := {0 € S, | o stabilise chacune des lignes de A} et

Q» = {0 €S, | o stabilise chacune des colonnes de \}.

3
Par exemple, pour A = 21 avec le tableau canonique [1]2], on a alors P, =

{e,(12)} et Qx = {e, (13)}.

On rappelle que I'algébre du groupe symétrique CS,, correspond aux combinaisons
linéaires formelles d’éléments de S,, a coefficients dans Q. On définit alors deux

éléments de 'algébre du groupe symétrique CS, correspondant a Py et Q).

Ty = Z o et ey = Z sgn(o)o

g€ Py TEQN

Toujours pour A = 21, on a alors ro; = € + (12) et ¢o; = € — (13). L’élément r),
permet de symétriser par rapport aux lignes de A et ¢, permet d’antisymétriser
par rapport aux colonnes de A. Enfin, on définit un dernier élément, appelé le

symétriseur de Young qui est la composition des deux précédents :

Y ‘= T).C). (21)
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Par exemple, pour n = 3, on a Y111 = ), 5, 0, Y = (¢ + (12)).(e — (13)) =
e+ (12) — (13) — (132) et y3 = > g, sen(0)o. Le symétriseur de Young permet
de construire les représentations irréductibles du groupe symétrique. On énonce

ce résultat dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 (Classique). Le symétriseur de Young yy est idempotent & un
scalaire pres et l'image de yy par multiplication a droite sur CS, est une repré-
sentation irréductible Vy de S,,. Toute représentation irréductible peut étre obtenue

de cette maniére pour un unique partage.

Notons que les représentations irréductibles de S, peuvent aussi étre définies sur
Q puisque ¢, € QS,. La suite de cette section est consacrée & donner une esquisse
de la démonstration ce théoréme. Pour plus de détails voir (Fulton et Harris, 1991)

et (Naimark et Stern, 1982).

On note A = CS, et V), = Ay,. Remarquons que P\NQ, = {e}. Alors pour toute
permutation o € S, il existe au plus une fagon d’écrire ¢ comme produit d’un

élément p de Py et d'un élément ¢ de Q. Ainsi, on a que y, s’écrit

Yn = Z 0. Z sgn(o)o = Z:I:a

o€P) gEQ o

ou la somme est sur toutes les permutations o qui s’écrivent comme un produit

pq avec p € Py et g € @), et le signe £1 correspond au signe de q.

Lemme 2.1.

(1) Pour tout p € Py, p.ry =r\.p ="7.

(11) Pour tout q € Q, sgn(q)g.cx = cx.(sgn(q)q) = cy.

(111) Soit a € A tel que p.a.sgn(q)q = a pour tout p € Py et pour tout ¢ € Q,

alors a = nyy oun € C.
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Démonstration. Pour (i) et (ii), puisque Py et @) sont des sous-groupes de S,, on

a bien

p.r,\:p.Za:Zp.(j:Za:m.

oc€Py oc€Py oc€Py
Le méme argument fonctionne également pour ry.p et pour ¢, puisque pour tout
o,0" € Sy, sgn(o).sgn(o’) = sgn(oo’). Il nous reste donc a prouver (iii). Soit

a =7 ,cs U0, On a alors

> a,0=a=pasgn(q)g= Y sgn(q)a,poq=

oESH oESH

En comparant terme a terme les deux sommes de 1’égalité précédente, pour o = pq
dans la somme de droite, on a que o = € dans la somme de gauche et sgn(q)a. =

a,q. On peut alors montrer que si oy # pq alors a,, = 0 et donc on obtient que

A= a,0=> san(q)apgpq = acYx.

0€Sy P.q

Lemme 2.2.

(1) Si A > p alors r\Ac, = {0}.
(i) Si X # p alors y\y, = 0.

(i1i) Pour tout x € A, yxxyx = nayx, pour un certain ny € C. En particulier,

Yaya = nayx, ny € C.

Démonstration. Pour montrer (i), commengons par remarquer que si A > p alors
rac, = 0. En effet, puisque A et p sont les tableaux canoniques de formes respec-
tives A et et que A > p, il existe deux entrées 7 et j telles que ¢ et j se trouvent

dans la méme ligne dans \ et dans la méme colonne dans . Soit t = (ij) € S, la
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transposition qui échange i et j. On a alors ryt = 7\ et tc, = —c, d’aprés (i) et

lemme 2.1 (ii). Donc ry\c, = —ryttc, = —ryc, d'ott ryc, = 0.

Soit o € S,, on note ou le tableau de forme p construit a partir du tableau

canonique en permutant les entrées selon . Alors o¢,0~*

correspond a ¢, construit
pour le tableau o plutdét que pour le tableau canonique. Soit a,0 € A, avec
a, € C, on multiplie & droite par a,o les deux cotés de I'égalité précédente et on

somme sur toutes les permutations o, on obtient alors

E r,\ac#a_laga =7y ( E aga> ¢y =0.

g o

Or ) _a,0 est un élément quelconque de A, donc ryAc, = {0}.

Pour prouver (ii) dans le cas ou A > g, il suffit de voir que yry, = racxruc, €
ryAc, = {0} d’apres (i).

Dans le cas ot A < pu, on a cette fois qu’il existe deux entrées 7 et j telles que
¢t et j se trouvent dans la méme colonne dans A\ et dans la méme ligne dans pu.
Soit t = (ij) € Sy, alors cxt = —cy et tr, = 7,. On a alors y\y, = racyruc, =

—raexttrye, = —yy,. Dot gy, = 0.

Pour (iii), il faut remarquer que y,xy, satisfait la condition permettant d’appliquer

(iii) du lemme 2.1. En effet, pour tout p € Py et tout q € Q,,

D-YATYN- SEN(Q)q = p.Tx Cx-T.7x Cx SEN(Q)q = YrTY

=r) =cx
d’aprés (i) et (ii) du lemme 2.1. Donc yyzyy = nyyx, na € C. O

Le lemme 2.2 prouve la premiére partie du théoréme 2.1. Il nous reste maintenant

a montrer que les représentations construites avec le symétriseur de Young sont
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bien des représentations irréductibles. Il est facile de voir que V) est un idéal a
gauche de A. En effet, soit x € A et v € V), alors v = ay, ot a € A et donc

x.v = zay, est aussi un élément de V,.

Lemme 2.3. V) est un idéal minimal & gauche de A.

Démonstration. Notons tout d’abord que )V, C Cy,. En effet, pour tout b €
YA\ Vy, on a que b s’écrit b = y,ay, pour un certain a € A. Ainsi, d’aprés le lemme
2.2 (ii), b = ny, avec n € C et donc b € Cy,. De plus, on a déja vu que V, est un
idéal a gauche de A, il nous reste donc a montrer qu’il est minimal.

Soit I; un idéal & gauche de A contenu dans Vy. On a donc yyI; C y,Vy C Cy,. Or
comme Cy, est de dimension 1, soit yI; = Cyy, soit y»[; = {0}. Dans le premier
cas, on a alors V\ = Ay, C ACy, = Ay,I; C I, la derniére inclusion découle du
fait que I; est un idéal & gauche de A. Donc V, C I; ce qui implique que I; = V,.
Dans le deuxiéme cas, on a que I} C V\I; = Ay,I; = {0} puisque par hypothése
ynl; = {0}. Or V) # {0} donc I, = {0}.

Ainsi, V, est bien un idéal minimal & gauche de A. m

Comme on sait que le nombre de représentations irréductibles de S, est égal
au nombre de classes de conjugaisons de S,, pour obtenir un ensemble complet
de représentations irréductibles de S,, il suffit de construire des représentations
irréductibles indicées par les partages de n qui soient toutes non isomorphes. Nous
venons ici de construire des représentations V) indicées par les partages de n et

nous avons montré qu’elles sont irréductibles puisque V) est un idéal minimal.

Lemme 2.4. Si A # p, alors Vy #£V,,.

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que A > . On a alors

r\V, = Ay, =ry Ar, ¢, = {0}, d’aprés le lemme 2.2 (i). De plus, r\Vy # {0},

cA



31

en effet, y, € V) et ryy\ # 0.

Supposons que Vy ~ V. Alors les représentations de S,, associées a chaque module
sont équivalentes et les représentations correspondantes de A sont aussi équiva-
lentes. On note ces représentations de A respectivement ¢y et ¢,. Ainsi, il existe
une application bijective P qui permet de passer de V,, & Vy, pi(a) = P Y, (a)P.
En particulier, pour a = ry, on a px(ry) = P~ t¢,(ry)P. Or, en utilisant le lemme
2.1 et les remarques précédentes, on obtient que les deux égalités suivantes sont

en contradiction,
1. gD)\(?")\)V)\ = T,\V)\ % {O} et

2. Plou(r) PV = P lou () VP = P~'n\V, P = {0}.
On en conclut donc que Vy #V,,. =

Nous venons ainsi de construire un ensemble complet de représentations irréduc-
tibles de S,. Notons que pour construire ces représentations irréductibles, nous
sommes partis du tableau canonique pour chaque partage A. Nous aurions pu
utiliser un autre tableau standard de forme A, nous aurions alors obtenu d’autres
représentations irréductibles isomorphes a celles obtenues a partir du tableau cano-
nique. Enfin, le théoréme 2.1 nous dit que le symétriseur de Young est idempotent
a un scalaire prés. La valeur de ce scalaire est donnée par la proposition suivante

dont la démonstration peut étre trouvée dans (Fulton et Harris, 1991).

Proposition 2.1 (Classique). La valeur de ny dans le lemme 2.2 est donnée par

n!

ny

Démonstration. Soit Fy : A — A l'opérateur définit sur A = CS, par z — xy,.

D’apreés (iii) du lemme 2.2, F, = n) Id sur V,. En effet, pour tout v € V,, il existe
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a € A tel que x = ayy, donc F(x) = ayyyy = npayy = nyz.
Soit ay,as,...,a, une base de V,, on étend cette base en une base aj, as, ..., ay

de A. On a alors que la matrice associée a F) dans cette base est de la forme

n,\Id M
0 0

ou Id est la matrice identité d’ordre dim 'V, et M une matrice de format dim V, x
(n! —dimV,) . Ainsi, tr(F)) = n, dimV,. D’autre part, on a que le coefficient de
o dans oy, est 1 pour tout o € S,. Donc on a aussi que tr(F)) = n! puisque S,

n!
) ]
dim V,\

est la base standard de A. Finalement, on obtient bien que ny =

Les caractéres irréductibles de S, sont efficacement encodés par des fonctions

symétriques, via la transformée de Frobenius définie de la fagon suivante.

Définition 2.5. La transformée de Frobenius est l'application qui associe a une

représentation la fonction symétrique

2
P = Z Xp(UA)Z_
A7 A
ol X, (o)) est la valeur du caractére x, sur la permutation oy de type cyclique A

et zy = 11d;12%d,! ... j%d;! ou d; est le nombre de parts de taille i dans .

On sait que dans le cas du groupe symétrique, les caractéres irréductibles sont
associés aux fonctions de Schur par la transformée de Frobenius. En fait, on a
exactement que le caractére de la représentation irréductible V, est associé a la
fonction de Schur s,. Par exemple, dans le cas de S3, le caractére de la représen-
tation triviale est associé & s3, celui de la représentation standard est associé a
s91 et enfin sy1; correspond au caractére de la représentation signe. En général

dans S,, le caractére de la représentation triviale est toujours associé a s,, la re-



33

présentation signe est toujours associée a si1. 1 et la représentation standard est

toujours associée a s,_1 1.
2.3 Représentations polynomiales du groupe général linéaire GL,

Soit GL, le groupe des matrices carrées inversibles de taille r & coefficients dans

C. Une représentation polynomiale de GL, est un morphisme

v: GL, — GLy
A — p(A4)

tel que les entrées de la matrice p(A) sont des polyndomes en les entrées de A. De

plus, une représentation polynomiale est dite homogéne de degré d si les entrées

de ¢(A) sont des polynémes homogénes de degré d.

Exemple 2.4. On donne pour exemple une représentation polynomiale de GLo

homogeéene de degré 2. On définit le morphisme suivant

@ GL2 — GL4

e () ()

a’ ab ba b
ac ad be bd
YA =0 b da db
2 cd de d?

On a donc

Chaque entrée de la matrice p(A) s’écrit bien comme un polynéme de degré 2 en

les entrées de la matrice A.

Le morphisme qui associe & une matrice son déterminant est aussi un exemple de
représentation polynomiale, cette fois de dimension 1. En effet, le déterminant est

bien un polynéme en les entrées de la matrice et comme det(AB) = det(A) det(B),
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il s’agit bien d’'un morphisme de groupe.

Le caractére d’une représentation polynomiale ¢ de GL, est, par définition, la
fonction qui & toute matrice A € GL, associe la trace de la matrice p(A). Ainsi,
dans exemple 2.4, le caractére de la représentation est tr(p(A)) = a*+ad+da+d>.
Notons qu’il s’agit d’une fonction symétrique en a et d, tr(p(A)) = so(a,d) +
s11(a,d) = s3(a,d). En fait, on peut montrer que le caractére d’une représentation
polynomiale de GL; est toujours une fonction symétrique. Cette affirmation se base
sur le fait que le caractére est le méme pour tous les éléments d’une méme classe de
conjugaison. Dans le cas de GL,, les matrices semblables vont donc avoir le méme
caractére. De plus, il est facile de voir que la trace d’'une matrice diagonalisable
est un polyndéme symétrique puisqu’il s’agit de la somme de ses valeurs propres.
Enfin, on sait que I’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans GL, ce

qui permet de conclure. Pour plus de détails voir (Green, 2007).

Tout comme dans le cas de S,,, on s’intéresse aux représentations et aux caractéres
irréductibles de GL, et cette fois encore, on peut associer les caractéres irréduc-
tibles aux fonctions de Schur. Dans (Prasad, 2015), on trouve les deux théorémes

suivants qui nous donnent exactement ces propriétés.

Théoréme 2.2 (Classique). Les représentations polynomiales irréductibles de de-

gré d de GL, sont indicées par les partages de d ayant au plus r parts.

Théoréme 2.3 (Classique). Les caractéres des représentations polynomiales ir-
réductibles de degré d de GL, correspondent auz fonctions de Schur sy, A+ d et
LX) <r.

Pour plus de détails sur les représentations de GL,, voir (James et Kerber, 1981),

(Green, 2007) et (Bergeron, 2009).
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2.4 Composantes isotypiques

Dans cette sous-section, on s’intéresse a la décomposition des représentations en
composantes isotypiques. Une représentation p est isotypique si elle est une somme
directe de sous-représentations irréductibles p; toutes isomorphes. Autrement dit,
soit 'V une représentation de GG et S une représentation irréductible de G, la
composante isotypique de V de type S, notée VI est la somme de toutes les
représentations irréductibles de V isomorphes a S. Ainsi, V%! est ’ensemble des
éléments qui s’écrivent sous la forme vy +vo+- - -+ v avec v; € V; o Vi, Vo, ...,V

est la liste de toutes les représentations irréductibles de V isomorphes a S.

Définition 2.6 (Classique). Soit p une représentation d’un groupe G et soit
P1, P2, - - - Pr un ensemble complet de représentations irréductibles de G. St p =
mip1 D mops @ « -+ B mypr alors m; est la multiplicité de p; dans p et m;p; est la

composante isotypique de type p; de p.

Il est connu que la décomposition en composantes isotypiques est unique a ordre

prés dans la somme, voir par exemple (Sagan, 2001).

Théoréme 2.4 (Classique). La décomposition de la représentation réguliére en
G en composantes isotypiques est @le n;p; ot p; pour 1 < i < k sont les repré-

sentations irréductibles de G et n; = dim p;.

Dans notre cas, on souhaite trouver la décomposition en composantes isotypiques
de certains S,-modules. En effet, si on connait les composantes isotypiques et
leurs dimensions, on connait alors la multiplicité de la représentation irréductible

associée dans le module étudié.






CHAPITRE III

(GL, x S,)-CARACTERES D’ESPACES DE POLYNOMES MULTIVARIES

On s’intéresse aux espaces de polyndémes harmoniques diagonaux, et a des géné-
ralisations de ces espaces contenant des variables « inertes ». Dans ce chapitre, on
définit les (GL, X S,)-caractéres sur ces espaces et on en motive I’étude en expo-
sant les résultats déja connus et les liens entre la théorie des caractéres des espaces

de polyndémes harmoniques diagonaux et d’autres domaines des mathématiques.

3.1 Actions simultanées de GL, et S, sur R

L’anneau de polynomes R = Q[X], ot X est la matrice contenant r jeux de n
variables, est muni d’'une action du groupe symétrique S, et du groupe général

linéaire GL,.

11 T12 - Tin
To1 T2 - Ton
GL,
Tr1 Tr2 - Trn
Sn

FIGURE 3.1 Actions simultanées de GL, et S, sur X.

L’action de S, permute les colonnes de X, et GL, agit par combinaison linéaire

sur les lignes de X. Ces deux actions commutent. Une description plus détaillée
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de Taction de S, sur les polynomes a été donnée a la section 1.4. De la méme
fagon, l'action de GL, sur f € R est donnée par f(X) — f(7.X) pour tout
T € GL,. On désigne par RS I’anneau des polynémes diagonalement symétriques,
c’est-a-dire les polyndémes dans R qui sont invariants pour ’action sur les variables
correspondant aux permutation des colonnes de X. L’anneau coinvariant Rg, est
le quotient de R par l'idéal J,, = (RSH+> des polynomes diagonalement symétriques
sans terme constant. On rappelle que R est gradué par le degré (voir section 1.3).
Ainsi, puisque J,, est un idéal homogene de R, Rg, hérite de R une structure de
(GL; x S,)-module gradué par le degré. De plus, le multidegré est préservé par
l'action de S, (mais pas par action de GL,). Le caractére de GL, peut alors étre

déduit entiérement du degré de chaque composante multihomogeéne.

Pour r = 1, 'action de GL; est triviale, et Rs, est de dimension n!. En fait, Rg,
correspond dans ce cas a la représentation réguliére de S,. Son caractére bigradué
est donné par un polynéme de Hall-Littlewood. Ces polynémes sont définis dans
le chapitre 3 de (Macdonald, 1995). Pour 7 = 2, Rg, est de dimension (n + 1)"!
(16807 pour n = 6); comme conséquence de la démonstration de Haiman de la
conjecture n! (Haiman, 2002), le caractére bigradué correspond a V(e,,). On décrit

plus en détails ces résultats dans la prochaine section.

On rappelle que les caractéres irréductibles de S, et de GL, peuvent étre exprimés
en terme des fonctions de Schur (voir chapitre 2 pour plus de détails). Le caractére
sera donc toujours donné sous cette forme. Ainsi le caractére associé a l'action
simultanée de GL, et de S, sur un espace de polynémes en les variables de X est
un couple de fonctions de Schur (s,(q), sx(w)) ou s,(q), avec ¢ = (q1,¢2, - - -, ¢),
encode I'action de GL, et s)(w), avec w = (wq, wo, . .., w,), encode 'action de S,.
On écrit ce couple sous la forme d'un produit tensoriel formel. On obtient alors

une expression de la forme suivante pour le caractére de GL, et de S,
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ZZC/\MSM<Q) ® sx(w), (3.1)

Abn p
ol ¢y, sont des entiers positifs correspondant aux multiplicités des représentations
irréductibles et sont les coefficients que ’on cherche a déterminer. Dans 'expres-
sion (3.1), le produit tensoriel permet d’identifier clairement quelle fonction de
Schur encode l'action de GL, et laquelle encode l'action de S,. Pour simplifier

I’écriture, on peut alors omettre les variables g et w et on écrit
Z CoapSp @ Sx- (3.2)
A

Par exemple, le (GL, xS, )-caractére de 1'espace des polyndémes harmoniques dia-
gonaux en 2 jeux de 3 variables 5{:(32) est 1®s34(51+52)®891+(S11+53)®8111. (Voir
chapitre 4 pour les détails du calcul.) Ainsi, si les variables sont mentionnés dans
I’expression du caractére, on suppose qu’il est alors sous la forme d’une somme
de fonctions de Schur a coefficients dans Q[q] ot les polynémes en g représentent
I’action de GL,. Si les variables sont omises, le caractére est exprimé sous forme
de produit tensoriel. Dans les sections suivantes, on s’intéresse a des sous-espaces
de R pour lesquels on veut une expression du caractére sous la méme forme que

I'équation (3.2).
3.2 Reésultats connus sur les polyndmes harmoniques diagonaux

Les caractéres de certains sous-(GL, X S, )-modules de R, incluant les polynomes
harmoniques diagonaux f}CT(f), ont déja été étudiés et des résultats pour r < 3
ont été établis. Dans cette section, on rappelle ces résultats. Dans le cas des
polynoémes harmoniques en un jeu de variables J{,, on a le résultat suivant qui

est une reformulation, adaptée a nos notations, d’un cas particulier.
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Théoréme 3.1. (Shephard et Todd, 1954) Soit H, (q; w) le (GL; X S, )-caractére
de H,,, alors H,(q; w) = ﬁ[n(q; w).

Dans le théoréme 3.1, ﬁn(q; w) est le polynome de Macdonald correspondant au

partage & une part n. Il en résulte en particulier que la dimension de H, est n!.

Dans le cas de deux jeux de variables, M. Haiman, dans (Haiman, 2003), a prouvé
le théoréme suivant sur les polyndémes harmoniques diagonaux 5{7(12), en utilisant
l'opérateur V (voir équation 1.4) introduit par F. Bergeron et A. Garsia dans

(Bergeron et Garsia, 1996) et des arguments de géométrie algébrique.

Théoréme 3.2. (Haiman, 2003) La dimension de HE est (n + )" et son
(GL; X Sy)-caractére est HP (g, t; w) = V(e,(w)).

Dans le méme article, M. Haiman prouve également des résultats sur des sous-
espaces de HP appelés les modules de Garsia-Haiman et notés M,. Il avait au-
paravant introduit ces modules en collaboration avec A. Garsia dans (Garsia et
Haiman, 1993) dans le but de résoudre une conjecture posée par I. Macdonald
sur la positivité des coefficients des polynémes qu’il introduit dans (Macdonald,
1995). Dans (Garsia et Haiman, 1993), A. Garsia et M. Haiman formulent la
conjecture que la transformée de Frobenius des caractéres irréductibles de S, sur
M,, correspond aux polynomes définis par I. Macdonald et que la dimension de
M, est n!. Ces modules introduits par A. Garsia et M. Haiman ont des liens avec

la géométrie des variétés de drapeau (Humphreys, 1975).

Les modules de Garsia-Haiman sont définis & partir d’une version généralisée du
déterminant de Vandermonde sur deux jeux de variables. Soit @ = (x1, 22, ..., x,)
et y = (y1,¥2,...,Yn) deux jeux de variables et p un partage de n, alors

V(5 y) = det(zfy?) 1<i<n .

(a,b)Ep



41

Cette définition suppose un ordre sur les cases de pu. On utilise 'ordre sur les
cases d'un diagramme défini & la section 1.1. Cependant, 'ordre choisi importe
peu puisqu’on on obtient le méme déterminant au signe prés et donc l’espace
engendré reste le méme. On note M, le plus petit module contenant V,(x;y) et
ses dérivées partielles en toutes les variables de « et de y. On a alors le résultat

suivant conjecturé dans (Garsia et Haiman, 1993) et prouvé dans (Haiman, 2003).

Théoréme 3.3. (Haiman, 2003) Le (GLy X S,,)-caractére de M, est M,(¢, t; w) =

H,(q.t;w). La dimension de M,, est n!.

Le cas de trois jeux de variables a été étudié par F. Bergeron et L.-F. Préville-
Ratelle dans (Bergeron et Préville-Ratelle, 2012). Dans cet article, les auteurs
mettent en évidence des liens entre le caractére gradué de 3{23), les treillis de
Tamari généralisés et les fonctions de parking sur les chemins de Dyck dans le but
de donner une description combinatoire du caractére. Ils conjecturent une formule
pour le caractére J—C,(f’) (q,t,1;w) et M. Haiman conjecture que la dimension de ﬂ{g’)
est 2"(n + 1)"2. Cependant, dans le cas d’'un nombre quelconque 7 de jeux de
variables, il ne semble pas y avoir de « belle » formule donnant la dimension de

H.
3.3 Motivations : Algébre de Hall elliptique

Dans les derniéres années, il a été mis en évidence qu’il existe de nombreux liens
entre la théorie des polynomes de Macdonald, les représentations des polynomes
harmoniques diagonaux et la combinatoire des fonctions de parking d’une part et
I'algebre de Hall elliptique de Shiffmann-Vasserot (Schiffmann et Vasserot, 2011),
les algébres de Hecke doublement affines, la géométrie algébrique de fibres de
Hikita (Hikita, 2014), ou encore le polynéme de HOMFLY en théorie des nceuds

(Freyd et al., 1985) d’autre part. En combinant ces différents travaux avec leurs



42

propres découvertes (Gorsky et Negut, 2015), E. Gorsky et A. Negut, ont formulé
la conjecture qu’on pourrait appeler « (m,n)-shuffle », avec pged(m,n) = 1. Le
travail de F. Bergeron, A. Garsia, E. Leven et G. Xin, dans (Bergeron et al.,
2016) correspond a formuler une extension a la conjecture de E. Gorsky et A.
Negut,, dite conjecture « compositional (km, kn)-shuffle ». On présente dans cette

section une partie de leur travail.

Soit f(a) une fonction symétrique, on donne 'opérateur suivant

Di(f(®)) = fla+ M/2]) (=2)eila]| . (3-3)
i>0
avec M = (1 — q)(1 — t) et le symbole | , signific que I'on garde uniquement le
coefficient devant z* dans I’expression. Les opérateurs { Dy} x>0 ont été introduits
pour l'étude des polynomes de Macdonald (Bergeron et al., 1999). Ils sont a
I'origine de ’algébre de Hall elliptique de Shiffmann et Vasserot (Schiffmann et
Vasserot, 2011).

Proposition 3.1 (Classique). Si m,n > 1 sont copremiers, alors il existe une
: i b

unique décomposition (m,n) = (a,b) + (¢, d) telle que det (CCL d) = 1 avec

a,b,c,d e N.

On note alors Split(m,n) := (a,b) + (¢, d) avec Split(1,n) := (1,n — 1)+ (0,1) et
Split(m, 1) := (1,0) + (m — 1, 1).

Exemple 3.1. Split(4,3) = (3,2) + (1,1) et Split(3,2) = (2,1) + (1, 1)
Définition 3.1. (Bergeron et al., 2016) Pour tous m,n copremiers, on définit

l'opérateur suivant sur les fonctions symétriques

D, stim=1

OQpin = { %[Qc,cb@a,b] sim > 1 et Split(m,n) = (a,b) + (¢, d)
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ou [A,B] = AB — BA et D,, est l'opérateur défini en (3.3).

Exemple 3.2. Calculons Q4 3.

A lezemple 3.1, on a vu que Split(4,3) = (3,2)+(1,1), donc Qu3 = %[Ql,h Qs32].
De plus, Split(3,2) = (2,1) + (1,1) donc Q32 = 15[Q11,Q21] et Qi1 = Di.
Enfin, Split(2,1) = (1,1) + (1,0) donc Q21 = 17[Q1,0, Q11] = 7[Do, D1]. Donc
finalement Qu3 = 5+5[D1, [D1, Do, D1]] = 535(D3Dy — 3D1DoDy + 3D1DyD?} —
DyD3).

Notons que si m et n ne sont pas premiers entre eux, il existe plusieurs solutions
qui satisfont les conditions de la proposition 3.1, dans ce cas, on considére la
solution pour laquelle b — an/m est minimal et alors les opérateurs @Q,,, sont
bien définis. Les auteurs ont également montré que {[[; Qo , }» forme une base de
I’anneau des fonctions symétriques A. Enfin, on rappelle I’algorithme donné dans

(Bergeron et al., 2016) pour construire 'opérateur qui nous intéresse.

Algorithme. (Bergeron et al., 2016) Soit f une fonction symétrique homogéne

de degré k et m et n des entiers premiers entre eux.
1. On exprime f dans la base {[[, Qo }r - f =2 yrr(q,t) Hi(z)‘l) Qo x,
2. A laide des coefficients cx(q,t) apparaissant dans le développement de f, on
définit
£(N)
fkm,kn = Z Cx ((L t) H Qm)\i,n)\i' (34>
i=1

AFE

Définition 3.2. On définit l'opérateur €y i, en fizant f = ey dans (3.4).

Par la suite, on note simplement cet opérateur e,,, ou m et n ne seront pas
nécessairement premiers entre eux. Dans ce cas, la valeur de k correspondante

peut étre retrouvée en calculant le pged de m et n. Le travail mené dans la suite
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est motivé par le souhait de trouver des modules dont le (GL, X S,)-caractére est

€m.n-

3.4 Polynémes harmoniques diagonaux a variables inertes

On introduit maintenant des espaces de polynémes multivariés contenant des va-
riables « inertes ». On ajoute a la matrice X une ligne contenant un jeu de variables

particuliéres dites inertes. Plus précisément, soit X’ la matrice contenant r jeux

de n variables et ce jeu de variables inertes, @ = (01,0, ...,06,),
11 Ti2 - Tin
To1 T2 -t Top
X/ —
Lyt Ty =+ Tpp
0, 6y --- 0,

Le groupe GL, agit toujours par multiplication & gauche sur les r premiers jeux
de variables et fixe le jeu de variables inertes. Ainsi GL, apparait comme un sous-
groupe de GL,; fixant la derniére ligne de X’. Cependant, le groupe symétrique
S, agit toujours par multiplication a droite, en permutant les colonnes, ce qui

inclut les variables inertes.

11 T12 - Tin
To1 T2 - Ton
GL,
Tr1 Tr2 " Trnp
91 92 Ce Qn
Sn

FIGURE 3.2 Actions simultanées GL, et S, sur les variables classiques et inertes.
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On dit que les #; sont inertes, car on considére que leur degré est 0, elles ne sont
donc pas prises en compte dans le calcul du degré des polynémes et n’influencent
pas le caractére de GL,. Ainsi, I'anneau de polynémes R’ = Q[X'] posséde une
structure de (GL, x S,)-module gradué par le degré et, encore une fois, le carac-
tére de GL, est donné par le degré des composantes multihomogénes. Toutes les

remarques faites a la section 3.1 sont également valables dans le cas de R'.

L’avantage d’ajouter les variables inertes est que I’'on va obtenir dans le (GL, x S,,)-
caractére des termes qui n’apparaissent pas si on utilise uniquement des variables
classiques. Les variables inertes, puisqu’elles sont de degré 0, n’apparaissent pas
dans les opérateurs de dérivations ou de polarisation. Or les espaces que 1'on
souhaite étudier sont construits a partir d'un générateur, exprimé en terme de
variables classiques et de variables inertes, et clos par dérivation et polarisation.
Ainsi, ces variables inertes vont apparaitre dans tous les polynomes obtenus par
dérivation ou polarisation de ce générateur. Pour certains multidegrés, les com-
posantes multihomogénes correspondantes vont contenir des polynémes non nuls,
ce qui ne serait pas le cas avec uniquement les variables classiques qui « dispa-
raissent » progressivement au cours des dérivations et polarisations successives.
Comme ces variables inertes portent de l'information sur 'action de S, le ca-
ractére associé contient alors des termes qui ne sont pas présents si on utilise

uniquement des variables classiques.

Définition 3.3. Soit v un diagramme tel que |y| = n. On définit alors le déter-

minant associ€ a vy de la facon suivante

V’Y = det(x‘ii@ﬁ’) 1<i<n .

(a,b)ey

Bien qu'une définition précise de V., dépende de I'ordre choisi sur les cases de

v, cela ne change rien pour ce qui est du sous-espace obtenu. Par exemple, on
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peut choisir d’utiliser 'ordre défini a la section 1.1. Bien entendu, lorsque ~ est
le partage réduit a une part de taille n, alors V, coincide avec le déterminant de

Vandermonde classique V,.

Exemple 3.3. Dans le cas du diagramme v = Hj , on obtient le déterminant

1 I 01
V’y =1 i) 92 == 13192 - .17201 - ZL’193 + [E301 + x203 — £L‘3€2.
1 I3 93

Notons que pour alléger l’écriture nous avons nommé les variables x; au lieu de

x1,; dans cet exemple.

Définition 3.4. On définit EE,T) comme le plus petit sous-espace de R’ contenant

V, et clos par dérivation et polarisation.

Notre but est de calculer le caractere de EE,T) pour 'action simultanée de GL; et
de S,. On ne connait pas de formule explicite pour ces caractéres dans le cas d'un
nombre quelconque r de jeux de variables et leur calcul nécessite potentiellement
beaucoup d’espace mémoire et un temps trés important. Par exemple, la dimension
de 8&5) est 5.8 x 10° et fait intervenir des polynoémes jusqu’au degré 15 en 30

variables contenant plusieurs milliers de termes.

Les espaces 8(7” associés a des diagrammes ~ particuliers liés a la combinatoire de
Catalan rectangulaire, nous intéressent principalement. Il s’agit des diagrammes
~v(m,n) issus de chemins de Dyck définis a la section 1.2. Dans un premier temps,
on s’intéresse uniquement aux diagrammes 7y(m,n) qui correspondent a des par-
tages et on souhaite calculer &, ). Les autres cas de diagrammes, a savoir les
diagrammes obtenus de chemins de Dyck qui ne correspondent pas a des par-
tages, les diagrammes correspondant a des vecteurs d’entiers et les diagrammes

quelconques, sont considérés au chapitre 5.
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Notons que dans le cas ou 7 = p est un partage, le caractére des modules de
Garsia-Haiman M, nous donne directement de l'information sur le caractére de
8&2). En effet, si on garde uniquement la partie du caractére de M, (¢, t; w) pour
laquelle t est de degré maximal, cela correspond aux polynémes pour lesquels
le degré en y est maximal, c’est-a-dire les polynomes obtenus de V,,(x;y) sans
dériver ou polariser par rapport & y. Les variables y jouent alors le méme roéle que

les variables inertes dans ces polyndmes et on obtient ainsi le caractére de 8&1).

Le but de plusieurs recherches menées récemment par F. Bergeron (Bergeron,

2013) est de trouver des (GLy x S,)-modules dont le caractére correspond & e, ,.

Conjecture 1. [F. Bergeron, non publié] Si v(m,n) est un partage alors

éZv(m,n) <Q7 t; ’LU) = emm(Qa t; w)

De plus, en combinant les résultats de (Gorsky et Negut, 2015), (Bergeron et al.,
2016) et (Bergeron, 2017), on a que V(€nn(q,t;w)) = €minn(q,t;w). Enfin,
comme e, , = V(e,), on en déduit que e;, , = V’(e,). On peut alors formuler un

corollaire a la conjecture précédente qui est que €. (jnn)(q, t; w) = VI(e,)(g, t; w).






CHAPITRE IV

STRATEGIES DE CALCUL

L’objectif principal du travail mené dans cette thése est de développer une stra-
tégie de calcul du (GL, x Sy,)-caractére des espaces décrits au chapitre 3. Comme
nous ’avons vu précédemment (section 3.2), la dimension de ces espaces augmente
rapidement en fonction de m et n. Cela rend le calcul du caractére difficile et, méme
a l'ordinateur, on atteint rapidement les limites de temps et d’espace machine. On
a estimé que le temps de calcul pour le caractére de 8&5) en utilisant uniquement
de ’algébre linéaire serait d’environ 1600 ans. Il est donc indispensable de mettre
en place des stratégies de calcul basées sur une réflexion mathématique permet-
tant de gagner en efficacité. Dans ce chapitre, on présente les optimisations et

stratégies utilisées pour parvenir a faire des calculs pour des valeurs de m et n

allant jusqu’a 7 et qui constituent la partie centrale de cette these.

4.1 Stabilisation du caractére sur le nombre de jeux de variables

On rappelle que I'on souhaite calculer le (GL, x S,)-caractére de 89), Pespace
engendré par le déterminant V. et clos par dérivation et par polarisation sur
r jeux de variables (voir section 3.4). Dans la formule du caractére, les termes
obtenus pour I'action de GL, dépendent du nombre r de jeux de variables utilisés.

En effet, d’apres le théoréme 2.3, avec r jeux de variables, on obtient dans le
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GL,-caractére des fonctions de Schur indicées par des partages ayant au plus r
parts. Cependant, lorsque 7 est suffisamment grand (voir théoréme ci-dessous), la
formule du caractére se stabilise et contient alors toute I'information concernant

les représentations irréductibles de GL,. Ce résultat a été formulé par F. Bergeron.

Théoréme 4.1. (Bergeron, 2013) La formule du caractére de &) se stabilise

pour r > n. Autrement dit, pour tout r > n, e =elm,

Idée de la démonstration. Soit R = Q[X] 'anneau des polynémes en r jeux de n
variables o X est la matrice contenant r lignes de n variables. L’espace el est
un sous-module de R, sa décomposition en irréductibles est donc contenue dans

celle de R. Or le bicaractére y de R est donné par la formule pléthystique

r

avec Z hi(q) = H !

X = hn [(Z hj<q>> z

720 i20 joo LT
ou z = (21, 29,...,2,) sont les variables formelles intervenant dans les fonctions
de Schur qui encodent le caractére de Sy, et @ = (¢1,qa, - - ., ¢.) sont les variables

formelles intervenant dans les fonctions de Schur qui encodent le caractére de
GL;. On rappelle que ¢; encode le degré en les variables de la ligne 7. Avec la
notation sous forme de produit tensoriel, on obtient la formule suivante écrite
en terme de fonctions de Schur y = h, [ijo h; ® s1|. On peut montrer que le
résultat du pléthysme écrit dans la base des fonctions de Schur est de la forme
> sn Doy @auSx ® Sy, avec £(A) < n essentiellement parce que le développement
dans la base des fonctions de Schur du pléthysme h,[hy] ne fait intervenir que des

fonctions de Schur indicées par des partages ayant au plus a parts. n

Le théoréme 4.1 donne une indication précieuse pour le calcul du caractére. En

effet, la cardinalité des espaces étudiés et donc le temps de calcul du caractére
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dépendent du nombre de jeux de variables utilisés. En connaissant la borne pour
laquelle la formule du caractére se stabilise, cela nous évite d’effectuer des calculs
avec un nombre inutilement trop grand de jeux de variables. Ainsi, on a besoin
d’utiliser uniquement (n — 1) jeux de variables dans le calcul du caractére pour
obtenir toute I'information. On se réduit ainsi a un calcul fini, en termes de nombre
de jeux de variables. Bien entendu, cela reste vrai pour R' = Q[X'] puisque GL,
n’agit pas sur les variables inertes. Le théoréme 4.1 est donc valable pour 82;"),
pour tout «y. De plus, puisque le caractére de SE,T) se stabilise pour r assez grand,
il n’est pas toujours nécessaire de préciser sur combien de jeux de variables on
effectue le calcul. Ainsi, si la précision n’est pas nécessaire, on omet 1’exposant
r et on note simplement &,. Il est alors implicite que &, est la forme stable du

caractere associé au diagramme vy exprimé a l'aide de produits tensoriels.

4.2 Exploitation de la quasi-commutativité des opérateurs

Dans cette section, on s’intéresse a la quasi-commutativité des opérateurs intro-
duits au chapitre 1. On souhaite étudier I'impact sur la construction de I'espace €.,
de I'ordre dans lequel on applique ces opérateurs. Bien évidemment, si on applique
a un polynéme f des opérateurs agissant sur des jeux de variables différents, peu
importe 'ordre dans lequel on les applique, cela donne le méme résultat puisqu’il
s’agit de dérivées partielles. Ainsi, les compositions d’opérateurs qu’il est intéres-
sant de regarder sont celles contenant des opérateurs agissant sur les mémes jeux
de variables. On calcule alors le commutateur [A, B] = AB — BA dans chacun
des cas. Pour rappel, la dérivée k-ieme d’un produit est donnée par la formule

suivante
" /k o
(k) — (k—i) . (3)
(fg) ;:0 (Z)f q",

et donc on a que 9% (xf) = kO f + zd f.
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Premiérement, on s’intéresse a la composition de deux opérateurs de polarisation
ayant des variables en commun. Soit f un polyndéme multivarié en plusieurs jeux

de variables, f € R, on a alors,

n

Py P f—P..Pr f= Z e Z zja;j f— Z zja;j Z ok f. (4.1)
i=1 j=1 i=1

i=1

Lorsque @ # j, les dérivées commutent et les termes s’annulent. Le seul cas a regar-

der est donc i = j. Afin de simplifier I’écriture, on omet temporairement les indices
i et 7. On obtient alors y@ﬁz@éf — z@éy@’jf = yz@ﬁ@éf —z (l@é_lajjf + y@é@ff) =

—lz@ll/_lﬁfj f. En utilisant ce résultat dans ’équation 4.1, on obtient

w’y y7z y?z w’y

PEPLfPLPE F =S 1ndl 0k (4.2)
=1

On en conclut donc qu’il est nécessaire d’appliquer ces deux compositions de
polarisateurs lors de la construction de €, pour que 'espace soit bel et bien clos

par polarisation.

Regardons maintenant ce qu’il se passe pour un opérateur de polarisation et une

dérivée partielle ayant des variables communes.
I pk ko Al ! k k Al
ayipw,yf - Pm,yayif = ayi Z yjaxjf - Z yjaxjayif (4.3)
j=1 j=1

Pour ¢ = 7, on omet temporairement les indices et on obtient, Géya,’; f— y@ﬁ&i =
-1 9k I Ak kol ¢ _ 19l—19k q: . 4 :
10,70, [ +y0,0; f —y0;0,f = 10,7 0; f. En utilisant ce résultat dans I"équation

4.3, on a

0, Pyyf — Pr, o f=1> 0,705 f. (4.4)
=1

Ainsi, on obtient une somme de compositions de dérivées partielles. Puisque les
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espaces étudiés sont clos par dérivation et polarisation, la commutation du po-
larisateur et de la dérivée partielle donne des opérateurs déja présents dans la
construction de ’espace, cela ne créera donc pas de nouveaux éléments linéaire-
ment indépendants. Ce phénomeéne s’explique par la commutativité de 'action
de GL,, représentée par les opérateurs de polarisation, et de l'action de S, sur
V, et ses dérivées partielles. On revient sur cette observation dans les prochaines
sections. De plus, on remarque que 'opérateur obtenu par commutation des deux

précédents reste symétrique. Nous revenons également sur ce point plus loin.

Soit W un sous-espace de R’. On note D(W) la fermeture de W par dérivation,
P(W) la fermeture de W par polarisation et enfin Py (W) la fermeture de W par
dérivation et polarisation. Des remarques précédentes, on peut alors formuler la

proposition suivante.

Proposition 4.1. Pour tout W, sous-espace de R,

Pp(W) =D o P(W) = P o D(W).

Dans notre cas, W = Q{V,} et on veut calculer une base de l'espace Sf(f) =
Pp(Q{V4}). La proposition 4.1 implique que I'on peut tout d’abord calculer une
base B de I'espace &\ = D(Q{V,}). Puis dans un deuxiéme temps, on cherche
a obtenir une base de 8(77“) a partir de ?(B(Wl)). En effectuant les calculs de cette
facon, on utilise uniquement les dérivées partielles en le premier jeu de variables

et on réduit le nombre de compositions d’opérateurs a effectuer.

4.3 Utilisation du symétriseur de Young

Dans la section précédente, on a obtenu une fagon plus efficace de trouver une

base B, de €., mais rappelons que notre but général est de calculer le (GL, x S,)-
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caractére de cet espace. Pour le S,-caractére plus précisément, notre stratégie est
de calculer, pour chaque composante isotypique JS\T) de 89), une base multihomo-
gene 3&” de Jg\r). Cela correspond a décomposer les modules considérés de la fagcon
suivante. Soit § un sous-module gradué de R’ clos par dérivation, § = D(W). Et,
soit F le sous-module de R’ obtenu de G par polarisation sur r jeux de variables,
F =P(9) ou P est la fermeture par polarisation pour les r jeux de variables clas-
siques de X’. On décompose F en représentations irréductibles pour l'action de S,
en utilisant 'idempotent de Young y,. On note &, I'image de F par I'idempotent
de Young, gy Fyoumy(f) = f.yx pour tout f € F. Le projecteur 7y projette
chaque composante irréductible sur un espace de dimension 1 (voir théoréme 2.1
et lemme 2.2 (iii)). On obtient alors pour chaque partage A un sous-espace, dit de

type A, de dimension égale a la multiplicité de la composante irréductible associée.

Proposition 4.2. Pour tout \ - n le sous-espace de type X est stable par polari-

sation, autrement dit wy o P(G) = Pomy(9).

On peut également reformuler la proposition 4.2 par F, = P(G,) ou G, le sous-

espace de type A de G, Gy = m\(9).

Démonstration. Soit g € Gy, on peut alors montrer que Pfng € F, pour tous jeux

de variables u et v. En effet, on a que

(qu,vg).y,\ = Zviaufg. Z o Z sgn(7)T
i=1

oc€Py TEQ)

= Z sgn() va(i)aulﬁa(iﬂg (9)
=1

oEP)
TEQ )\
n
= Z sgn(T)ZvﬁufTJ(g)
ocEP) =1
TEQ )

= viouf(g.9n) = Pi,(9-0).
=1



Comme g € G, et que 7, est idempotent & un scalaire prés (théoréme 2.1 et
proposition 2.1), on a g.yx = nag. Donc (P ,g).yn = Pl (9.yx) = Pi ,(nxg) =

u u,v

n)\(ij’vg). Alinsi, Pﬁmg € Fy et Fy=P(G,). O

Dans notre cas, W = Q{V,}, § = D(W) = eW et F = PG) = €W Dapres les

propositions 4.1 et 4.2, on a donc

e =7 (@ m(em) =P Pom(el) (4.5)

AFn AFn

Exemple 4.1. On calcule, par exemple, pour tout X\ F 3 les sous-espaces de type
A de E51. On rappelle que 8&11) est engendré par le déterminant Vo = —x96, +
2301 4+ 1109 — 1305 — 1105+ 2903 €t clos par dérivation. On va tout d’abord projeter

8%11) sur ses sous-espaces de type \, A\ 3 :

7T111(8§11)) = @{@91 - $391 — 2105 + !10392 + IE103 - 95293}7
i (E5)) = Q{—6; + 63},
ms(&5)) = {0}

Ensuite, on polarise chaque sous-espace 71')\(8;11)). Le sous-espace 7r21(8§11)) est ho-
mogéne de degré 0, donc la polarisation n’a pas d’effet sur ce sous-espace. La clo-
ture par polarisation de 7T111(8§11)), décomposée en composantes homogénes pour le

degré, est

77111(821) = Q{ZIT291 — 2361 — 2105 + 2305 + 2103 — 55293}
D Q{201 + Y301 + Y162 — Y30 — y103 + Y203}

Dans I'exemple 4.1 ci-dessus, le sous-espace de type 111 se décompose en com-
posantes multihomogeénes pour le degré. Dans la section suivante, on montre que

cela est vrai pour tous les sous-espaces WA(S»(YT)).
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4.4 Exploitation de la graduation par le degré

Grace au projecteur de Young, on obtient une base multihomogéne B(;) de chaque
sous-espace de type A, JE\T), de E(J). De plus, la projection m préserve le degré.
En effet, deg(f.yn) = deg(f) pour tout f € R puisque y) € QS,. En outre, on
a montré (proposition 4.2) que la projection par y et la cloture par polarisation
commutent. Donc comme Sf(f) est gradué par le degré, les sous-espace 7T)\(8(7r)) le
sont aussi. On note mq : V — 'V la projection sur la composante multihomogéne de
degré d. D’aprés les remarques précédentes et ’équation 4.5, on peut en déduire

une décomposition de 8(77’).

Théoréme 4.2. L’espace €, engendré par V., et clos par dérivation et polarisation

se décompose de la fagon suivante :

&, = @ @ﬂd oPo 7r,\(8(71))

deN" AFn

De plus, en tant que GL,-module, le sous-espace de type A, P o 7r>\(8(71)), admet

alors une description simple de son caractére comme la somme ) Fen(® qes\f),
A

et cette somme est une fonction symétrique Schur-positive (voir théoréme 2.3).

Ainsi, comme conséquence du théoréme 4.2, on obtient finalement le caractére de

e,

Corollaire 4.1. Le (GL, x S,)-caractére de l’espace engendré par V, et clos par

.. . . . (r) N .
dérivation et polarisation est " =3 5 > causu ® Sy, ot les ¢y, sont donnés

par y_, csu(q) = Zfeggw qieelf).

Exemple 4.2. On décompose Eg). Dans le tableau suivant, on donne pour chaque

type A Fn, une base de chaque composante homogéne.



Type | Degré Base de la composante homogéne

111

2 2 2 2 2 2
(3) | —xiwy + 1125 + XT3 — T3T3 — T1X5 + TaX]

2?2 — 2x1 Ty + 2293 — X3,

21 | (2) ; i
—2$1I2 + Xy + 25(71373 — I3
Ty — T3,
(1)
Lo — I3
3 | (0) J

Par polarisation, on obtient la décomposition en irréductibles de 8&2).

Type | Degré Base de la composante multihomogéne
(3,0) Tiwy — 21235 — Tixs + 1303 + 1123 — To0]
11| (21 —Z12T2Y1 + %x%yl + T123Y1 — %13391 - %I%ZD — T2T3Y2
+x122Y2 + %95392 + %xf% - %$%y3 — T1T3Y3 + T2X3Y3
1.2 — 3Ty} + 5T3YT — T1Y1Ys + oYY + 3713 — 57395
+T1Y1Y3 — T3Y1Ys — T2loys + T3Yals — 3T1Y3 + 523
0,3) Ytys — Y193 — Yiys + Y3ys + h193 — vau3
(2’ O) T1Ty — %x% — T3+ %x%,
%x% — %m% — X1%3 + X273
21 | (1,1) —T1Y1 + T3y + ToY2 — T3Y2 + T1Y3 — Tays,
—Z1Y1 + TaY1 + T1Y2 — T3Y2 — T2Ys + T3Y3
(1,0) Ty — T2, —T2 + T3
0.2) —3Y1 + 395 + Y1ys — Yoy,
—%y% + Y1Y2 — Yoys + %y§
(0,1) —Y1+ Y3, —Y1 T
3 (0,0) 1

o7
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Trouver une fagon efficace de générer les sous-espaces de type A pour tout A F |7
de &, et de les décomposer en composantes multihomogenes constitue le coeur
du calcul. On en déduit immédiatement le caractére. Cependant, il est possible

d’améliorer encore l'efficacité du calcul.

4.5 Exploitation des symétries sur les jeux de variables

Si on restreint & S, I'action de GL,, alors I'espace €., est stable par permutation
des lignes de X’. Ces permutations permettent de passer d’une composante multi-
homogeéne a une autre. Par exemple, pour r = 3, les composantes multihomogénes
de degrés respectifs (4,2,1) et (2,1,4) sont isomorphes et peuvent étre obtenues
I'une de l'autre en appliquant la permutation appropriée sur les lignes de X'.

Autrement dit, on a que

Wd(av) ~ 7T)\(d)(87). (46)

Notons que 4, dy,.. dy,0,.0) = T(dy,do,,dy)- Alnsi, il n’est pas nécessaire de cal-
culer toutes les composantes multihomogénes pour obtenir le GL,-caractere. Par
exemple, le polyndome x?3 — 2,1y + 22973 — x3 appartient & 8;())2) (voir exemple
4.2). Comme ce polyndéme est de degré (1,0), le polynéme correspondant de de-
gré (0,1) cest-dire y — 2y1y2 + 2y2y3 — Y3, appartient aussi a 8&2). Cependant,
il n’est pas nécessaire de calculer ce dernier explicitement. On va donc déduire le

GL;-caractére des composantes multihomogénes de degré décroissant uniquement.

On a vu dans la section précédente que le GL,-caractére de €., est donné par le
degré des composantes multihomogénes. En exploitant les symétries sur les jeux
de variables, on sait que si on a une composante de degré d, elle contribue au
terme ZUGST qd7 = my) dans le caractére. Ainsi, on peut utiliser les fonctions

symétriques monomiales au lieu d'une sommation pour récupérer le caractére de
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GL, dans chaque composante de A, pour tout A F n. Ainsi, dans ’expression du

caractére donnée au corollaire 4.1, les ¢y, sont donnés par

Z Causu(q) = Z TTUA(deg(f))- (4.7)

H ses(
deg(f) décroissant

Pour obtenir uniquement les composante multihomogénes de degré décroissant,
les opérateurs de polarisation sont modifiés de sorte que chaque fois que le résultat
d’une polarisation est un élément dont le degré n’est pas décroissant, on le corrige
en appliquant la permutation appropriée sur les lignes. On note ]Sjjv les opéra-
teurs de polarisation modifiés. En effet, on ne peut pas simplement ignorer un
élément s’il n’est pas de degré décroissant. Puisque les opérateurs de polarisation
ne commutent pas tous entre eux (voir équation (4.2)), en tronquant un élément
f, appartenant & une composante de degré non décroissant, dés son apparition
dans le calcul, certains éléments de degré décroissant construits par polarisation

de f ne seraient jamais calculés.

Exemple 4.3. Prenons l'exemple de V3(x) que l'on a déja vu dans l'exemple
1.5. Si on le polarise deuz fois avec l'opérateur de polarisation classique Pl .. on

m7y7

obtient apres la premiére polarisation

P Va(®) = 2mim9y — 23y1 — 23123y1 + 231 + Tiy2 — 20182y2 + 2T2T3Ys

— 3y — TTY3 + 25Y3 + 271 23Y3 — 272733
qui est de degré (2,1). Dans ce cas, Py, Vs(x) = Ping(w) Cependant, apres la
deuzieme polarisation, on obtient

(Ppy)?Va(®) = 2moy} — 2x3y; + 4x131y0 — 402192 — 20195 + 2335 — 42191Y3
+4x3y1Y3 + 4xayoys — 4xs3yays + 221Y35 — 29y3

qui est de degré (1,2). Alors que si on applique le polarisateur modifié [f’i’y, c’est-

a-dire qu’on applique Pi’y puis on permute les jeux de variables pour obtenir un
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degré décroissant, on obtient cette fois
Pl (P Va(m)) = 2ys2? —2ys2} + dyrmizo — Ayparzs — 2y123 + 2323 — Ay w3
+Ayszix3 + dypwory — Aysraxs + 2y123 — 2913

dont le degré (2,1) est bien un degré décroissant.

Conjecture 2. Pour tout W sous-espace de R', on note flv’(W) la cloture de W
par les opérateurs de polarisation modifiés Igfjv Alors, pour tout d € N” tel que

diy >dy>--->d, on a que Tqo T(Egl)) = T4 O 55(89)) )

Le résultat ci-dessus est présenté comme une conjecture car, bien que vérifié par
le calcul, nous n’en avons pas de démonstration. Nous avons cependant certains
éléments de preuve permettant de supporter cette conjecture. En effet, on peut
remarquer qu’appliquer une transposition (ij) des jeux de variables x; et ; dans
f € R’ est équivalent & appliquer & f des opérateurs de polarisation de la forme
P&vv. Ces opérateurs ne changent pas le degré de f et en utilisant les opérateurs
appropriés autant de fois que nécessaire, on peut transformer toutes les variables
x; en variables x;, en passant par un jeu de variables intermédiaire x; pour
k # i, j. Il faudrait donc montrer que si f € g0 T(E(vl) ) est obtenu en polarisant
un polynéme g dont le degré n’est pas décroissant alors il est possible d’obtenir f
ou un multiple de f d’un polynome ¢' de degré décroissant et d’une succession de

polarisateurs dont les résultats intermédiaires sont de degré décroissant.

Comme on a vu qu’il est suffisant de considérer uniquement les composantes
multihomogeénes de degré décroissant pour obtenir le GL,-caractére, si ce résultat
est vrai, on obtient bien le caractére voulu en utilisant la cloéture par les opérateurs
de polarisation modifiés mais en évitant de calculer de I'information redondante.
Le gain apporté par cette stratégie en terme de cotit de calcul est loin d’étre
négligeable (voir 5.1 pour plus de détails), il serait donc particuliérement utile

d’avoir une preuve de cette conjecture.
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4.6 Exploitation des antisymétries sur les colonnes

Le calcul du caractére de €, est difficile, non seulement & cause de sa dimension
mais également & cause de la taille (degré et nombre de termes) des polynémes
contenus dans cet espace. Par exemple, pour A F 6, le déterminant V) est un
polynéme homogene de degré allant jusqu’a Z?Zli = 15 avec 6! = 720 monomes.
Cependant, il est possible de diminuer I'effort de calcul et la difficulté de manipu-

lation en restreignant le nombre de termes des polyndmes.

En effet, pour tout f € 7 A(E%r)), par définition de I'idempotent de Young (équation
2.1), [ est antisymétrique pour les permutations qui préservent les colonnes de A.
Autrement dit, f.o = sgn(o) f pour tout o € @Q,. Il est donc suffisant de conserver
un représentant par orbite puisque si le monéome X“ apparait dans f, alors les
termes sgn(o)X®.0 pour tout o € @), apparaissent également dans f. On choisit

de garder comme représentant le plus petit monome dans l'ordre lexicographique.

Définition 4.1. Pour tout f € R\, avec R\ le sous-espace de type \ de R', on
appelle forme normale réduite de f, l’expression obtenue de f en gardant unique-
ment le plus petit représentant pour l’ordre lexicographique de chaque orbite de

Qx. On note " Uapplication qui a f associe sa forme normale réduite.

Par exemple, Vo1 = —x901 4+ 2301 + 105 — 1305 — 1103 + 1203 est de type 111 et
a pour forme normale réduite 7'(Va1) = x1605. De méme, 0z5Vo; = 01 — 05 est de
type 21 et & pour forme normale réduite 7/(0z5V51) = 6;. On a alors que pour
tout f € m(EY),

f= Z sgn(o)w'(f).0c =7'(f).cx. (4.8)

SN

De I'équation (4.8), on en déduit que my(€) ~ 7/(mx(E4)). De plus, il est clair
que deg(f) = deg('(f)), done mq 0 (€)= 7q 0 7(mr(E])). Le (GL: x Sy)-
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caractére est donc conservé lors du passage aux formes normales réduites. Pour
finir, il reste & montrer que la forme normale réduite 7'(f) est compatible avec
la polarisation afin de s’assurer que 1'on peut appliquer 7’ avant de polariser et
ainsi manipuler le plus tot possible dans le calcul la forme normale réduite des

polynomes.

Proposition 4.3. Pour tout f € m(c‘l(f)), 7o Pk on/(f) =70 Pllfﬂ,(f) pour

u,v

tous u,v € X' et pour tout k € N.

Démonstration. Soit f € my(EY), on a alors
m o Pl (f) = woP (7(f).c.) (équation (4.8))

= 7 ((Pf’v o W’(f)) .C>\) (voir démonstration proposition 4.2)

De plus, par définition de 7/, on a que 7'(g.cx) = 7'(g) pour tout g € R). On a
donc bien que 7’ o P}, on'(f) = 7" o Py (f). O

Exemple 4.4. On reprend [’exemple 4.2 et on exploite a la fois les antisymé-
tries sur les colonnes et les symétries sur les lignes, les composantes multthomo-
genes de & deviennent les swivantes : m11(€3) = Q{aias} & Q{zizoy1 + 32Ty0} ;
T (€3) = Q{z1} & Q{—327 + m122} ® Q{x1ys — T2y1 — 2192} et m3(E5) = Q. On
observe que seules les composantes de multidegré décroissant sont calculées. Les
composantes de multidegré (1,2), (0,3), (0,2) et (0,1) ne sont pas présentes. De

plus, les éléments de chaque base sont sous forme normale réduite

Exemple 4.5. De la méme facon, pour l'ezemple 4.1 les bases des composantes

multihomogénes deviennent m111(Ea1) = Q{x162} & Q{y102} et m21(E21) = Q{61 }.
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4.7 Caractéres associés aux partages 1" et 2172

Dans cette section, on donne les formules explicites du caractére pour deux types
de partages. Tout d’abord, les caractéres associés a des partages de la forme 1"
sont simples a calculer. En effet, £;» = 1 ® s1». Dans ce cas, Vi» est de degré 0,
seules des variables inertes interviennent dans ce déterminant. Il n’y a donc aucune
dérivée partielle, ni aucun opérateur de polarisation qui puisse étre appliqué. Donc

E1n = Q{Vin}, et comme Vi. est antisymétrique, le caractére est bien 1 ® sqn.

Ensuite, afin d’illustrer notre stratégie de calcul, on montre comment calculer le
caractére de €y1n—2 en passant par la décomposition en composantes isotypiques

et en composantes multihomogenes.

Proposition 4.4. Eyin—2 =1 ® Sy1n—2 + 1 ® Sn

Démonstration. Rappelons que Vypn—2 = det(2¢6°) 1<i<n , autrement dit

(a,b)e21n—2
1 X1 81 9% Ce 9?_2
) 62 9% c. 93_2
Vain-2 = .
2 -2
1 z, 0, 0, ... 0O

Donc Vypn—2 est de la forme Voyn—2(a;0) = > 2;V,_1(09) on 81 signifie que
0; n’apparait pas, 09 = (0,6, ,0;,--- ,0,). Le polynome V,_1(8@) est donc
antisymétrique pour les permutations qui fixent i. Les polarisations possibles sont
P, , = >, vi0y, pour tout couple de jeux de variables u et v. Or Py, Voyn—2(x, 0) =
Varn—2(v, @) pour tout v puisque Vayn—z2(x, @) est de degré 1. De méme, pour tous

u et v, P, Vaorn2(u,8) = Vyin2(v, 8). Donc la composante de Exyn-2 de degré 1
est Séllzl_z, = Q{Va1n—2(u,0);u € X', u # 0}, don 8;1121_2 = $1 ® Sqn.

Considérons maintenant la composante de degré 0. Les seules dérivées partielles
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que l'on peut appliquer sont les dérivées partielles de degré 1 : 0, Voin—2 =
V,o1(09). Ainsi 8;(?”_2 = Q{V,_1(6%),1 < i < n}. Montrons que cette com-
posante appartient a la composante isotypique de type 21"2. Pour cela, on uti-
lise I'idempotent de Young associé au partage 21772 : ygin—2 = rojn-2Cogn—2 avec
roin-2 = (12) et copn-2 = Zaa(%s& sgn(o)o; que 'on applique a V,_,(0%). Mais
tout d’abord, calculons V,,_1(8%).c = V,,_1(8%.0). Pour tout o € S,,,

Vi1(09).0 = det(Gz( y) 1<i<n = sgn(o) det(0%) 1<j<n = sgn(o)V,_1(80))
J Jj#o(i) 7 Fo ()
0<b<n-2 0<b<n-2

(4.9)
Appliquons maintenant 'idempotent de Young. Pour i = 1, puisque V,,_;(0?)) est

antisymétrique pour les permutations qui fixent 2 et d’aprés I’équation 4.9, on a

Va0 gas = Y sen0)V1(89).(12)0
UCE2€)S£2
= > sgu(o)(=V,1(09)).0
oESn
o(2)=2
= - Z Sgn(U)QVn—l(e(Q))
oESn
o(2)=2
= —(n—1V,_1(8?). (4.10)

Lorsque ¢ = 2, on a

Vi1 (0) e = ) sgn(o)V,_1(0%).(12).0

oESn
o(2)=2

— Z sgn(o)(—=V,_1(0W)).o

oESp
o(2)=2

- _ Z V,_1(6€W))

oESn
o(2)=2

= —(n—2)! Zn: Vio1(689). (4.11)

i#2
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De maniére similaire, lorsque ¢ > 2 on obtient que

anl(a(i))-ymn—? = - Z anl(e(a(i)))

oESn
o(2)=2

— —(n-2) En: Vi1 (69). (4.12)

i#2

De plus, par construction, Vsin—2 est un polynéme harmonique, donc ), 0, Van-2 =
0, d’ott 3, V,,1(0W) = 0. Ainsi, d’aprés les équations 4.11 et 4.12, lorsque i # 1,
on a V, 1(09).yg1n—2 = (n —2)!V,_1(0®). Ainsi, Q{V,,_1(0™),1 <i < n} est de
type 2172, De plus, d’aprés les calculs effectués, cette composante irréductible
est de multiplicité 1 dans la composante isotypique. Donc, 8;?”_2 =1® s91n-1 €t

finalement 821n72 =1® S91n—-1 + 81 & Sqn. ]

4.8 Caractéres associés a des vecteurs d’entiers

Développer une stratégie de calcul efficace du caractére permet d’explorer et de
calculer les caractéres pour plusieurs familles de diagrammes. Cette exploration
. , , L .
permet alors de conjecturer et de démontrer d’autres propriétés des caractéres des
espaces étudiés. Dans cette section, on s’intéresse a des diagrammes possédant au
moins deux lignes dont toutes les cases ont un voisin immédiat a gauche (excepté
les cases de la bordure gauche du diagramme). Dans ce cas, v est le diagramme
d’un vecteur d’entiers et on a des espaces dans lesquels les variables inertes jouent

un role dans le caractére de GL,.

Proposition 4.5. Soit v un vecteurs d’entiers de poids n. On note v le vecteur

obtenu de v en échangeant les parts v; et vy;, alors

Eyi(qw) = &,(q; w),
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avec w = (wy,wa, ..., wy) et q=(q1,q2,- ", qr)-

Démonstration. On rappelle que les colonnes du déterminant V, sont indicées par
les cases du diagramme 7. On rappelle également que le caractére associé a v ne
dépend pas de 'ordre de lecture des cases du diagramme (voir définition 3.3).
Supposons que 7; < 7;. Ainsi, les cases de v ayant pour coordonnées (vy; + k, j)
pour 1 < k < ; —; (voir les cases colorées dans la figure 4.1) vont devenir dans
7" des cases ayant pour coordonnées (7; +k, i) pour 1 < k < ; —4; mais on peut
les lire & la méme position que dans . Dans la figure 4.1 ci-dessous, les valeurs

indiquées dans les cases correspondent a ’ordre de lecture des cases.

(

5[6] ——  [5]6[9]10]
4 4
1]2]3] 1]2]3]

FIGURE 4.1 Positions des cases dans v (& droite) par rapport a v (& gauche).

Soit ¢1 = (211, 12, .., Z1,) €t @ = (01,04, ...,0,). On peut écrire V,, sous la forme
V, = ZZ':l Jr(1)gr(0), ot fi, et gi sont des polynomes. De méme, on écrit V. :;
sous la forme V,i; = Zz;l fi(@1)dr(0), ot fi et gi sont également des polynomes.
D’aprés la remarque précédente, on a que fi(x1) = fk(wl) pour tout k puisque
fi(x1) et fi(z1) dépendent uniquement des abscisses des cases et qu’elles sont
les mémes, lues dans le méme ordre, dans v et dans 7%. De plus, pour tout k, il
existe d = (dy,da,...,d,) € N" avec Y i d; = ; — 7 tel que gx(0) = g,(6%)
ou ¢ = (9‘111, 052, ...,0%). En effet, a chaque monome de V., on peut associer
un mondéme de V.i; dans lequel fi(x1) = fk(wl) Alors, pour un tel couple de
mondmes, les indices des variables de 8 dans ¢x(0) et g(0) sont les mémes, seuls

les degrés, qui dépendent de I'ordre des lignes dans le diagramme, sont différents.
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Enfin, soit a € N, 1 < a < n,onad, Vi = m 0L (fu(21))di(6). Donc

k=1 "x1aq

el ~ 8(71) en tant que (GL; x S,)-modules.

ij

De plus, d’apreés la proposition 4.2, Eﬁf) = U’(Sgl)) et le GL,-caractére est déter-
miné par le degré des composantes multihomogénes (corollaire 4.1). Or puisque
fr(xy) = fk(azl) pour tout k, le multidegré est préservé lors de ’échange de lignes

dans . D’ott €. (q; w) = €, (q; w). O

Corollaire 4.2. Soit v un vecteur d’entiers de poids n et A(7y) le partage obtenu

de v en réordonnant les parts, alors
Exen (@ w) = &, (q; w).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer successivement la proposition 4.5 jusqu’a

avoir ordonné les parts de ~. O

Le corollaire 4.2 nous permet donc de conclure qu’il n’est pas nécessaire d’étudier
le cas d’espaces associés a des vecteurs d’entiers (ou & des compositions), il est
suffisant de s’intéresser uniquement aux partages. On a ainsi réduit le nombre de

caractéres qu’il est nécessaire de calculer et d’étudier.






CHAPITRE V

IMPLEMENTATION ET RESULTATS EXPERIMENTAUX

Dans ce chapitre, on décrit I'implémentation effectuée en appliquant les stratégies
établies au chapitre 4. L’outil ainsi développé a permis de réaliser de nombreux
calculs jamais effectués auparavant a notre connaissance. On a mentionné au cha-
pitre 4 que le temps de calcul sans optimisation pour des espaces associés a des
partages de taille 6 était estimé a plusieurs centaines d’années. On a actuellement
réduit ce temps de calcul & moins de deux jours. Cela a ainsi permis de confirmer
la conjecture 1 pour les diagrammes qui sont des partages obtenus a partir de
chemins de Dyck pour des valeurs de m et n allant jusqu’a 7. On a également pu
explorer de nouvelles idées dans le cas des diagrammes qui ne représentent pas
des partages ou des vecteurs d’entiers. On présente dans ce chapitre les résultats

obtenus et les avancées réalisées.

5.1 Implémentation et cott de calcul

Pour I'implémentation des calculs, nous avons utilisé le logiciel SageMath qui est
un logiciel de calcul formel gratuit de code source ouvert. Le choix de ce logiciel
nous a semblé évident dans la mesure ou il s’agit d’un logiciel gratuit et donc
accessible a tous, il est ainsi facile de partager le code implémenté. SageMath

est aussi un logiciel de code source ouvert, il est donc possible d’accéder au code



70

déja développé et méme de le modifier au besoin. Enfin, les outils déja présents et
performants, comme les fonctions symétriques, nous ont permis de nous concentrer

uniquement sur les calculs nouveaux effectués dans le cadre de ce travail.

Dans les chapitres 1 et 3, nous avons défini ES") comme |’espace engendré par
V, et clos par dérivation et polarisation, e = Po(Q{V4}). Ainsi, nous avons
tout d’abord implémenté un utilitaire général, Subspace(vectors, operators),
qui calcule une base du plus petit espace vectoriel contenant les vecteurs donnés
et stable sous l'action des opérateurs linéaires donnés. Il s’agit principalement
d’algebre linéaire. Les lignes d’une matrice échelonnée représentent une base de
I'espace calculé, et on dispose d'une liste d’éléments de la forme op(v), ot op est
un opérateur et v un élément du sous-espace en construction, qu’il reste a calculer
et & insérer dans la matrice. Le cotit du calcul est donc de O(N?M) ot N est la

dimension du sous-espace résultant et M la dimension de ’espace ambiant.

Dans notre cas, le vecteur donné en argument est V, et les opérateurs sont les
dérivées partielles et les polarisateurs. Bien évidemment, on ne va pas effectuer le
calcul en une seule étape puisque nous avons vu que l'on peut calculer en deux
étapes la cloture par dérivation puis par polarisation (proposition 4.1). Ainsi, on

va tout d’abord calculer 8(71) = D(Q{V,}).

Exemple 5.1. Calculons une base de 8&1) en un jeu de variables x = (x1, T2, x3).

On a que V3 = (x9—x3)(—x1+x2) (21 —23) et on va utiliser les opérateurs 0x1, 0y
. . 1
et Oxg. On obtient alors la base suivante pour 8§ ) {—2izo+z05+ ains —aiws —
2 2 1.2 1.2 1.2 1.2
T1T5+ ToX3, —T1X2 + 525 +T1T3 — 53, 507 — T1X2 + Tol3 — 525, T1 — T3, T — T3, 1}.

De plus lutilitaire implémenté permet aussi d’obtenir la dimension qui ici est 6.

Les commandes a utiliser pour obtenir ce résultat sont données en annexe B.

Puis, il reste a calculer la cloture par polarisation de 8(71). Ce calcul peut également

étre effectué a l'aide de l'utilitaire Subspace. Cependant, d’apres la proposition
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4.2, il est plus avantageux de décomposer d’abord 8(71) en composantes isotypiques
avant de polariser. En effet, si on polarise d’abord, on a vu que le cott de calcul
est O(N2M) ot N est la dimension du sous-espace résultat et M la dimension de
I’espace ambiant. Mais si on projette d’abord sur les composantes isotypiques, on
va ensuite polariser des espaces de plus petite dimension. On note N, la dimension
de chaque composante isotypique, le cotit de calcul devient alors O(>",., N3 M)
au lieu de O((3,.,, N»)>M). Nous avons donc implémenté I'application 7, de
parameétre A - n qui projette les polyndmes sur leur composante de type A. Utilisée

avec Subspace, on obtient alors une base de chaque composante isotypique.

Exemple 5.2. On a effectué des tests sur le calcul de 8%31) et on obtient que le
temps de calcul pour obtenir une base de 8;? en calculant directement Pp(Q{V31})
est de 5.72s, alors que le temps de calcul sur la méme machine pour calculer
P o D(Q{Va1}) est de 3.45s et enfin le temps de calcul, toujours dans les mémes
conditions, de @,,_,, P omy o D(Q{Vs1}) est de 1.3s.

Une fois que l'on a une base de 8@, il reste a retrouver son bicaractére. Pour
GL;, nous avons vu qu’il est donné par le multidegré et pour S, par le type de
chaque composante isotypique. A cette étape, on a décomposé 8(f) en composante
isotypiques, il nous reste donc & projeter sur les composantes multihomogénes
pour obtenir le caractére de GL, dans chaque composante isotypique (corollaire

4.1).

On définit le degré d’'un opérateur comme la variation du degré obtenue apreés
application de cet opérateur sur un polynéome de R'. Par exemple, le degré de dxz¥
est « € N" avec oy = —k et a; = 0 pour tout j # i, et le degré de mej est
B eN oup; =—k, fj =1et B, =0 pour tout ¢ # ¢, j. L'utilitaire Subspace peut
étre adapté pour projeter automatiquement sur les composantes multihomogénes

en tout temps. Les entrées sont alors une collection de vecteurs homogénes et
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d’opérateurs avec leurs degrés, et une matrice échelonnée différente est maintenue
pour chaque degré. On obtient ainsi immédiatement le GL,-caractére par lecture
sur le résultat. En procédant ainsi, on réduit encore le temps de calcul puisque
Pon a alors Ny = > ;o Ni ot N¢ est la dimension de la composante de degré d

dans la composante de type A.

Exemple 5.3. Dans les mémes condition qu’a l'exzemple 5.2, si on utilise la pro-
jection sur les composantes multihomogénes, on réduit cette fois le temps de calcul
d’une base de Ez(fi) a 930ms. Le caractére est ensuite récupéré en quelques millise-

condes supplémentaires (29ms).

De plus, comme on peut travailler sur les composantes isotypiques indépendam-
ment pour appliquer les opérateurs de polarisation, cela nous permet de paral-
léliser les calculs. Alors puisque 85,1) se décompose en au plus p(n) composantes
isotypiques, ot p(n) est le nombre de partages de n = ||, si on effectue en paral-
lele la polarisation de ces composantes isotypiques, on réduit le temps de calcul
de la polarisation au temps de calcul maximum nécessaire pour polariser une de

ces composantes isotypiques.

A la section 4.5, nous avons vu qu’il n’est pas nécessaire de calculer toutes les
composantes multihomogénes puisqu’on peut déduire le caractére de GL, a partir
des composantes de degré décroissant uniquement. Nous avons donc implémenté
les opérateurs de polarisation modifiés ]Sfjv afin de ne conserver que des poly-
nomes de degré décroissant. Ainsi, on réduit la complexité en espace puisque les
composantes multihomogénes ne sont pas toutes conservées en mémoire. En effet,
pour un degré total donné d, on conserve uniquement une composante multiho-
mogene par partage de d au lieu d’'une composante par vecteur d’entier de poids

d a r parts. De plus, on réduit la complexité en temps en diminuant le nombre de

polynomes sur lesquels appliquer des polarisateurs.
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Exemple 5.4. Toujours a la suite des exemples 5.2 et 5.3 et dans les mémes
conditions, en exploitant en plus les symétries sur les lignes de X', on passe d’un

temps de calcul de 930ms a 560ms pour obtenir une base de 8:(,3).

Exemple 5.5. En exploitant la commutativité des dérivées et des polarisateurs,
la projection sur les composantes isotypiques et la projection sur les composantes
multihomogenes, le temps de calcul pour obtenir une base de 8&?1 est de 5.12s. En
exploitant en plus les symétries sur les lignes de X', on réduit ce temps de calcul

a 1.29s.

Il serait encore plus avantageux de prévoir quelles suites d’opérateurs il n’est
pas nécessaire d’appliquer. Cela pourrait étre fait en étudiant les espaces de plus
haut poids et en s’intéressant a la théorie des cristaux mais nous n’avons pas eu

I'occasion de regarder plus en détails dans cette direction.

La derniére stratégie de calcul, abordée dans la section 4.6, concerne les antisymeé-
tries dans les polynomes eux-mémes. On a montré que ’on peut travailler avec la
forme normale réduite des polyndémes. En travaillant sur des polynémes possédant
un nombre réduit de termes, on réduit le temps de calcul lors de 'application des
opérateurs, et I'espace nécessaire pour conserver les polynémes en mémoire. Les
antisymétries sont exploitées dés I'étape de projection de 8%1) Sur ses composantes
isotypiques (proposition 4.3). En effet, une fois le type isotypique d’un polynéme
f identifié, on connait ’ensemble des permutations pour lesquelles f est antisy-
métrique. En pratique, au moment ot I'on applique 'idempotent de Young ,,
la forme normale réduite est calculée pour chaque polynéme obtenu. Ensuite, les
polynomes de la base de chaque composante isotypique sont maintenus sous leur
forme réduite durant la polarisation. En théorie, le cotit de calcul de la polari-
sation peut ainsi étre jusqu’a n! fois moins élevé. En pratique, on gagne un peu

moins a cause du redressement des monomes a effectuer a chaque étape. Notons
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également qu’une attention particuliére a été portée a I'implémentation afin d’ob-
tenir un code le plus proche possible des mathématiques. Ainsi, il est possible en
tout temps de vérifier les antisymétries pour lesquelles une forme normale réduite

a été calculée et ainsi retrouver le polynéme d’origine.

Exemple 5.6. On reprend l’ezemple 5.5 du calcul d’une base de 85?1. Si on ex-
ploite les antisymétries, on passe de 5.12s a 567ms et si on exploite simultanément
les symétries sur les jeux de variables et les antisymétries, on obtient un temps de

calcul de 430ms.

Exemple 5.7. On prend maintenant l’exemple du calul de Séé). On exploite dans
tous les cas la commutativité des dérivées et des polarisateurs, la projection sur
les composantes isotypiques et la projection sur les composantes multihomogénes.
St on utilise les symétries sur les jeux de variables mais pas les antisymétries dans
les polynomes, le temps de calcul est de 31.2s. Si on utilise les antisymétries mais
pas les symétries sur les jeux de variables, le temps de calcul est de 5.4s. Si on

exploite les deux stratégies, le temps de calcul diminue a 1.91s.

Toutes les stratégies d’optimisations mises en ceuvres peuvent étre utilisées in-
dépendamment les unes des autres dans le package Sage implémenté. Si on veut
utiliser toutes les stratégies et les opérateurs usuels, une fonction par défaut est
également implémentée. Elle renvoie le résultat final du caractére. Voir les annexes

A et B pour plus de détails et d’exemples.

5.2 Tables de caractéres

Grace au code implémenté, avec les stratégies décrites au chapitre 4, nous avons
été en mesure d’obtenir le caractére de €, pour les partages A avec 1 < || < 6. De
plus, on a également obtenu 8&2) pour certains partages de 7. On présente ici les

tables de caractéres 5.1 et 5.2 obtenues grace au code implémenté pour 1 < n < 4.
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TABLE 5.1 Table de caractéres de €, pour 1 < || <3

Diagramme Caractere
D 1 X S1
[ 1] 1 ® s34+ 81 ® s11

E 1® s11

[T 1] 1 ® s34 (814 $2) @ s91 + (511 + 83) ® S111
| 1 ® 591+ 51 ® 5111

@ 1® s111

TABLE 5.2 Table de caractéres de €, pour |\ =4

Diagramme Caracteére
1 ® sq+ (514 S22+ 53) ® S31 + (S2 + S21 + 54) ® Sao
[T T T] +(811 + S21 + S3 + S31 + S4 + S5) @ Sa11

+(S111 + S31 + 841 + S6) ® S1111

‘ ‘ 1® S31 + S1 & Soo + (81 + 82) &® So11 + (511 + 83) &® S1111

1 ® s92 + 51 @ 8211 + 82 @ S1111

1 ® 5911 + 51 ® 51111

1 ® s1111

Les autres tables étant trop longues pour étre présentées ici, elles peuvent étre
trouvées en annexe C'. Notons également que le résultat est ici donné en termes
de fonctions de Schur mais qu’il est également possible d’obtenir le caractére
dans d’autres bases des fonctions symétriques (monomiales, sommes de puissances,

homogenes ou élémentaires) en le spécifiant en argument.
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5.3 Diagrammes troués

Jusqu’a présent, seuls les diagrammes de partages ou de vecteurs d’entiers ont
été considérés. Le point commun de ces deux types de diagrammes est que dans
chaque ligne les cases sont justifiées a gauche. Il n’y a pas de trous dans les lignes.
Cependant, les diagrammes obtenus des chemins de Dyck définis dans la section
3.4 ne sont pas tous des diagrammes de partages. Certains de ces diagrammes
possédent des trous (voir y(4,6) dans la figure 1.6). Pour ces diagrammes, la
définition utilisée jusqu’a présent pour €. ne donne pas le résultat souhaité, a sa-
VOIr €(mm) (¢, t; W) = €mn(q, t; w) (conjecture 1). Dans cette section, on présente
les expérimentations menées pour trouver une définition de €., ,) qui donne le

caractére souhaité.

La premiére observation que I'on peut faire lorsque ’'on compare les valeurs obte-
nues pour E(mn) (¢, t; w) et e,,,,(¢, t; w), dans le cas de diagrammes troués, est que

I'expression obtenue pour €.y, (¢, t; w) contient plus de termes que ey, ,, (¢, t; w).

Exemple 5.8. Dans le casn =3 et m =5, on a le diagramme suivant.

L[]

On obtient alors [’expression suivante pour le caractere associé a ce diagramme
Eq5,3) (@t w) = (51,1521 +83452)®@51,1,1+(51+51,1+252+53) @591+ (1451) @ s3.
Cependant, es3(q,t;w) = (s21 + 54) @ 5111+ (S11 4+ S2+ 53) @ S21 + 51 @ 83. Si
on exprime la composante alternante dans la base des monomiales sur deux jeuz
de variables, on obtient, dans l’expression du caractére, le terme (my 1 + 2mo; +
Moo + Mg + ms1 + mg) @ s111, alors que dans es3(q,t;w), on obtient le terme

(Mo + Mmoo +ms1 +my) @ S111-
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Exemple 5.9. Dans le casn =3 et m = 6, on a le diagramme suivant.
L1 [1 T[]

On obtient alors ’expression suivante pour le caractére associé a ce diagramme.

E(6,3) (g, t;w) = (s11 + S21 + S3 + 2531 + Sa + Sa1 + 285 + S6) @ S1.1.1
+ (81 -+ S1,1 -+ 282 + 28271 + 383 + 531 + 384 + 85) X S2.1

+ (1 + s1 4+ 252 + 53) ® s3

Cependant, €63(q,t; w) = (S2,2+541+56)@51,1,1+ (52,1831 +54+55) @891+ (51,1 +
S3) ® s3. Si on exprime la composante alternante dans la base des monomiales sur
deux jeux de variables, les termes apparaissant dans l'expression du caractére mais
pas dans eg3(q,t;w) sont : myq + 2may + Moy + ms + 2ms 1 + 2mg o + 2my +

277’1,471 + 2m5 .

A partir de maintenant, on note Mg) le plus petit sous-espace contenant V, ses
dérivées partielles et fermé par polarisation pour r jeux de variables. On cherche
a quotienter M, afin que le caractere de 'espace quotient ainsi construit soit égal

a emn(q t;w).

Définition 5.1. Soit [ un polynome diagonalement symétrique de degré total au
moins 1, on appelle dérivée symétrique l'opérateur noté f(Odx) et défini par la

fonction f dans laquelle on remplace xfj par 3];”, pour tout (i,7) et pour tout k.

On note A*M({) I'union des images de M(J) par f(OJx) pour tout f diagonalement
symétrique.

A MY o= f(ox)MY)
f

Enfin, on note 8@ le sous-espace de R’ = Q[X'] défini pour tout diagramme ~y
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par 8(77“) = M,(f) /A*M(J). Encore une fois, s’il n’y a pas de confusion possible,
on omet l'exposant (1) si r est suffisamment grand (voir théoréme 4.1). Notons
que les opérateurs de différentiation D, (voir définition 1.5) forment une base des
dérivées symétriques. On peut donc se restreindre a considérer uniquement des
dérivées symétriques de la forme D,. De plus, on va pouvoir se limiter a appli-
quer les opérateurs D, pour lesquels a est un vecteur d’entiers de poids N ou
N est au plus le degré de V.. La raison pour laquelle on souhaite quotienter M.,
par l'espace des polynomes générés par les dérivées symétriques apparait ici plus
clairement. En effet, on souhaite obtenir une construction qui généralise les poly-
némes harmoniques diagonaux, or ces derniers sont définis comme étant solutions
de systémes de la forme D, f = 0 pour a un vecteur d’entiers ayant le nombre de

parts approprié et f € R'.

Nous allons maintenant vérifier la commutation des dérivées symétriques avec les
opérateurs de polarisation. Il est suffisant de le vérifier pour des compositions de
la forme ao = (0,...,0,;,0,...,0) avec a; # 0 et ou la position j de la part non
nulle de a correspond a la position dans X’ du jeu de variables y intervenant dans
le polarisateur Pa’iy. Soit f un polynéme de R’ et k un entier strictement positif,

on a alors
DoPf f = PE,Daf = 0y ol f = y0u8 > oy f  (5.)
i=1 j=1 j=1 i=1
On consideére les termes pour lesquels ¢ = j et on omet temporairement les indices.
Oy iyOz® f —yozk oy f = ajayaj’laxkf—l—yayo‘j Ox® f—yOx* oy f = ajajf’laxkf.

En utilisant ce résultat dans 5.1, on obtient finalement

DoPf,f — Py Dof =05 Y 0y 10z} f = a;Dsf, (5.2)

i=1
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avec B = (...,k,...,a; —1,...), ot j — 1 et k sont les seules parts non nulles
de [ et leurs positions correspondent respectivement aux positions dans Xy des
jeux de variables y et . On peut donc en conclure que l'ordre d’application de

ces opérateurs n’aura pas d’incidence sur le résultat final.
Proposition 5.1. Pour tout W, sous-espace de R', P(A*W) = A*P(W).

> . Lo . n c
On remarque qu’appliquer une dérivée symétrique de la forme )  0z§ a V,
revient a faire la somme de tous les diagrammes obtenus en bougeant une case de

v de ¢ cases vers la gauche.

Proposition 5.2. Soit v un diagramme quelconque de taille n alors

i=1 ¥

ot 7 est un diagramme obtenu de vy en remplagant une case (a,b) de v par la case
(a —¢,b). De plus, |l =ala—1)...(a—c+1)sia>cetf=0sia<cetle
signe de (8 est positif si la case (a — ¢, b) est lue a la méme position dans 5 que la

case (a,b) dans 7.

Démonstration. Fixons un entier ¢ dans la somme de gauche, et développons le

déterminant V,, selon la i-éme ligne, on obtient alors

0§V, = Y 0xf(xf)0! com(Vy)iapy = Y |8l 702 com(V); ().

(a,b)ey (a,b)ey

ott com(V;); ap) est le cofacteur de V. d’indice (7, (a,b)). On somme & nouveau

sur ¢ et on a alors

Zaxcv Z > |Blate6! com(V- = > |ﬁ\zx“ 07 com (V5 (ap)-

i=1 (a,b)ey (a,b)ey i=1
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Or la somme (5.3) correspond au développement selon la colonne indicée (a,b)
du déterminant V5 avec 4 obtenu de 7 en remplagant la case (a,b) par la case
(a — ¢, b), multiplié par —1 si 'ordre de lecture des cases différe entre les deux
diagrammes.

De plus, on remarque que la somme va étre nulle si la case (a — ¢, b) est une case

déja existante dans v puisque dans ce cas, on aurait deux colonnes identiques dans

V. Ainsi, Y 025V, = Z(a,b)é’y BV5 = Z:Y BVs. U

Exemple 5.10. Pourn =2 et m =4, v(4,2) = {(0,0),(2,0)} et

.2 2

Vi) = ‘

On applique p1(0y,,0r,) G Vya,2) et on obtient Z?zl O, Vya2) = 2(z2 — 7). On
calcule ensuite le membre de gauche de [’égalité de la proposition 5.2. Le seul
diagramme v qu’il est possible d’obtenir a partir de v est construit en remplagcant

la case (2,0) par (1,0). On a alors que [ est positif et =2, d’ou

Z 1 Tt
~ ﬁv&_z‘l T2
Y

= 2(1’2 - ZL‘Q) = Z 8“‘/7(4,2).

Dans le cas des diagrammes avec des trous, lorsque ’on construit M, certaines sé-
ries d’opérateurs correspondent a déplacer des cases vers des trous. En quotientant
M., on souhaite fixer les cases de v et donc imposer que toute suite d’opérateurs
correspondant a déplacer une case de v vers un trou donne un résultat nul. Cela

ne change rien dans le cas ou v ne contient pas de trous.

Corollaire 5.1. Lorsque v est le diagramme associé a un partage ou & un vecteur

d’entiers, €, = M,.

Démonstration. En effet, si v est un partage ou un vecteur d’entiers, pour toute
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case (a,b) € v et pour tout entier ¢, soit (a — ¢, b) est une case de 7, soit a < c et
dans les deux cas, le déterminant résultant du mouvement de la case (a, b) est nul.
Donc Y7 | 0z5V, = 0 pour tout ¢ € N. De plus, on a vu que l'ordre d’application
des opérateurs n’influe pas sur le résultat (proposition 5.1). Alors, puisque les
dérivées symétriques en un jeu de variables sont toutes de la forme Y 0z§, on

a que A*M, = () et donc &, = M, ]

Le fait de quotienter M, donne un résultat plus proche de celui attendu mais

I’espace obtenu n’est toujours pas celui espéré en général.

Exemple 5.11. Pour v(5,3), on obtient que le caractére associé a N*M s 3) est
1 [ S3 + (51 + 82) X 8271 + (8171 + 83) X 51’1’1. Et alors 87(5’3)(q,t; 'UJ) = 51 & S3 -+
(511 4 S2+ 53) @ So1 + (S21 + 54) @ S11.1 = €53(q, t; w).

Par contre, pour v(6,3), on obtient €3 (¢, t;w) = (s2 4+ s3) ® 53+ (521 + 53+
S31 + 254 + 55) @ Sa1 + (831 + Sa1 + S5+ S6) @ S1.1.1. On exprime la différence
des composantes alternantes en terme de fonctions monomiales sur deux jeux de

variables :

87(6,3)((]7 tw) — es3(q, t;w) =mo @ s34 (Mo + Moo +ms+mgq +my) @ s

+ (mgy +mg2+my1 +ms) @ 11,1

On remarque donc que méme si dans certains cas, quotienter par la somme des
images des dérivées symétriques suffit & nous donner le résultat recherché, cette
définition de €, n’est toujours pas satisfaisante. L’exemple du diagramme (6, 3)
est en réalité le plus petit exemple pour lequel cela ne fonctionne pas. A I’aide du
code implémenté pour le calcul des caractéres, on explore donc la possibilité de

faire intervenir d’autres opérateurs.
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5.4 Opérateurs de Steenrod

On considére une nouvelle famille d’opérateurs, celle des opérateurs de Steenrod.
On voit apparaitre ces opérateurs naturellement lorsque 'on calcule des commu-
tateurs de la forme [Pll]w — P;jy} Soit C, le sous-espace de R’ engendré par un
déterminant de type Vandermonde V, et clos par dérivation, polarisation et par
les opérateurs de Steenrod. On souhaite comparer C, et M, afin d’évaluer I'impact

des opérateurs de Steenrod.

Définition 5.2. L’opérateur de Steenrod Stk pour k > 1 est défini par

St = 3wk
=1

ou x est un jeu de variables de X' (x # 6).

Proposition 5.3 (Classique). Il est suffisant de considérer uniquement les opéra-
teurs de Steenrod pour k = 2 et k = 3. Les autres opérateurs de Steenrod peuvent

étre obtenus par composition des deux premaiers.

Démonstration. On peut vérifier par un simple calcul que St = St3 St2 — St2S¢3.

De plus,

i=1 =1 =1 i=1

=1
n

= zy(kOx ! 4 2082 — (b — DOE + 2,05)

i=1

n
_ sziaxik+l _ Stl;ﬂ
i=1
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Notons que St§ = Pk mais on préfere utiliser des notations différentes car ces
deux familles d’opérateurs jouent des roles différents. Comme avec les opérateurs
précédents, on veut s’assurer de 'impact de 'ordre dans lequel ils sont appliqués.
On commence par calculer le commutateur des opérateurs de Steenrod St et des

polarisateurs. On a alors deux polarisateurs différents & prendre en compte Pg'jy

k
et Py .
StoPryf = PeyStef =Y widh, Y yidh f =Y yok, D 0. f  (54)
i=1 j=1 j=1 i=1
Par un calcul similaire aux précédents (voir section 4.2), on obtient que

n
St Py, f— Pk Sthf ==k yokt='f = kPSS (5.5)
Dans ce cas, on obtient a nouveau un opérateur de polarisation, on n’a donc pas
besoin de porter attention a l'ordre dans lequel sont appliqués ces opérateurs. On
remarque également que 1’on a effectué le calcul avec un polarisateur de la forme
PJ1. et que I'on a obtenu un multiple d'un polarisateur de la forme P}?,. Cela nous
permet d’en déduire que considérer ensemble les polarisateurs descendants, c’est-

dire les polarisateurs de la forme Pfi avec i < j, et les opérateurs Steenrod, est

»Lj
équivalent a utiliser tous les polarisateurs sans les opérateur de Steenrod. Enfin,
pour le second polarisateur considéré, on a
I pk koSl f -1k

StLPE f — PF StLf = zz 2,00k f (5.6)
Dans ce cas, on obtient un nouvel opérateur non considéré auparavant dans la
construction de €, on peut donc en conclure que 'ordre dans lequel on applique
ces opérateurs a une importance et que l'ajout des opérateurs de Steenrod aura

un impact sur C,. De plus, I'image de A*C, par les opérateurs de Steenrod n’est
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pas stable par polarisation et donc n’est pas nécessairement une représentation de

GL,.

On termine par vérifier la commutativité des opérateurs de Steenrod et des déri-
vées partielles. Il n’est pas nécessaire d’étudier la commutativité des opérateurs de
Steenrod avec les dérivées symétriques puisque ce calcul nous raménerait au cas
des dérivées partielles. Pour les opérateurs de Steenrod et les dérivées partielles,

on en conclut que 'ordre d’application n’a pas d’importance puisqu’on obtient

O St f — Stok f=08> w0 f—> w0h Ok f =k f (57)
j=1

=1

L’ajout des opérateurs de Steenrod lors du calcul de €, est pertinent car cela
permet d’avoir un équivalent de la polarisation en un seul jeu de variables. En
effet, le caractére en un jeu de variables n’est pas affecté par ces opérateurs mais
I'espace ainsi construit est cohérent avec la construction en plusieurs jeux de

variables.

Deux définitions de A*C,, ont été testées : I'union des images de C, par les dérivées
symétriques et I'union des images par les dérivées symétriques et les opérateurs
de Steenrod. Aucune de ces deux définitions n’a donné un résultat qui a semblé
plus intéressant que l'autre. Dans le cas du diagramme ~(6,3) de ’exemple 5.9,

des exemples de calculs sont données en annexe B.

Notons que I'un des problémes que nous avons actuellement provient des espaces
de plus haut poids. Les espaces de plus haut poids sont les composantes 8%“ )
de degré d avec d = A(p). Ces composantes contribuent par un terme m, au
caractére de GL, et ce terme contribue au terme s, dans le caractére de GL,.

Par exemple, nous n’arrivons pas a obtenir le terme ss9 ® 5111 qui apparait

dans 67(6,3)(q,t;w), or ce terme est contenu dans le terme s31 ® 5111 1 S31 =
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Sa2 +Mmi111 + Mo + ms;. Pour le moment, le résultat du calcul pour (6, 3)
contient les termes (my111 +ma11+m31) ® s1.11 et le quotient calculé ne nous

permet pas de les supprimer de maniére a obtenir uniquement 5.

Nous n’avons donc pas encore trouvé de solution qui fonctionne dans le cas géné-
ral. Ainsi la définition de &, reste encore a affiner. Cependant, les calculs menés
nous permettent d’avoir déja le caractere de M, ou de €, pour tout diagramme +.
De plus, les efforts mis dans la conception d’un package modulable et réutilisable
ont permis de mener de nombreuses expérimentations avec différentes combinai-
sons d’opérateurs comme les dérivées symétriques et les opérateurs de Steenrod
mais également des opérateurs de polarisation multiple (sur plusieurs jeux de va-
riables en méme temps) qui apparaissent dans ’équation (5.6). Si le calcul de
E1(6,3) (¢,t;w) n’a pas encore pu étre mené a bien, nous avons cependant avancé

dans la compréhension de ces espaces.






CONCLUSION

Dans cette thése, on a introduit des sous-modules de Q[X'], les polynémes en r
jeux de n variables et un jeu de variables inertes. Ces sous-modules, ES"), sont
associés a des diagrammes 7 et construits a partir d'un déterminant de type Van-
dermonde et par cloture par dérivation et polarisation. Le but était de développer
des stratégies pour le calcul des (GL, X S, )-caractéres de ces espaces. On s’inté-
resse a ces caracteres, entre autre, pour leur liens avec d’autres domaines comme
I’algebre elliptique de Hall par exemple. On souhaite donc les calculer pour mener

a bien des expérimentations informatiques a des fins de catégorisation.

La difficulté majeure dans le calcul de ces caractéres est la grande dimension
des espaces étudiés ainsi que le haut degré et le grand nombre de termes des
polynomes qu’ils contiennent. On a donc présenté les stratégies de calcul qui ont
été exploitées et implémentées afin de rendre ces calculs possibles pour des cas
qui n’avaient pas déja été obtenus a la main ou a l'ordinateur. Tout d’abord, on
peut donner une borne sur le nombre de jeux de variables a partir de laquelle le
caractére se stabilise. Puis, on a vu comment utiliser I'idempotent de Young pour
obtenir le caractére de S,, et la graduation par le degré afin d’obtenir directement le
caractére de GL,. Combiné aux propriétés de quasi-commutativité des opérateurs
de dérivation et de polarisation, cela a permis de réduire considérablement le temps
de calcul. En effet, le théoréme 4.2 montre qu’il est possible de décomposer 1’espace
8({) en (GL; x S,)-composantes irréductibles calculées sur un jeu de variables puis
polarisées indépendamment. Ensuite, on a exploité les symétries sur les lignes de

la matrice X’ ainsi que les antisymétries présentes dans les polynémes, afin de
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gagner encore en espace et en temps. Pour finir, on a vu qu’il était possible de
paralléliser le calcul du caractére par composante isotypique de S, . Cette stratégie
est implémentée mais pour le moment, elle n’a pas encore toute son utilité car le
calcul est trop exigeant en terme de mémoire pour les diagrammes de 6 cases et

plus, 1a ou elle apporterait une réelle contribution.

De plus, la réflexion menée sur ces stratégies de calcul a permis de mieux com-
prendre certaines propriétés de ces espaces. On a, entre autres, pu démontrer que
les espaces associés a des diagrammes de vecteurs d’entiers peuvent étre ramenés
a des espaces associés a des partages, réduisant ainsi le nombre des possibilités a

étudier.

Dans le futur, il serait intéressant de continuer dans cette direction d’optimisation
du code. Comme évoqué précédemment, il serait avantageux de pouvoir mettre
en place une parallélisation efficace. De plus, il a été mentionné dans le chapitre
4, que l'on n’exploite pas encore au maximum les propriétés des opérateurs de
polarisation dans la construction des espaces En particulier, on pourrait espérer
exploiter les représentations de 'algébre de Lie de GL,, données par les opérateurs
de polarisation simples, pour restreindre encore le calcul aux espaces de plus haut

poids.

Le travail effectué jusqu’a maintenant a permis de confirmer et de suggérer des
conjectures. Par exemple, on a pu confirmer la conjecture 1 pour les partages
allant jusqu’a 6, ainsi que d’autres non citées dans ce document et non publiées.
La flexibilité du code produit a permis de mener une campagne d’expérimentations
qui, méme si elle n’a pas abouti, a nourri la réflexion sur la bonne définition de &.,.
Il reste cependant beaucoup de potentiel d’exploration que ’amélioration du code
rendrait possible. Cela permettrait alors de pouvoir obtenir d’autres exemples et

ainsi de formuler, confirmer et prouver d’autres conjectures. En particulier, dans
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le cas des diagrammes troués évoqués au chapitre 5, on aimerait disposer d’'un
outil de calcul rapide afin de générer plus d’exemples et de poursuivre la réflexion

présentée au chapitre 5.

Qui plus est, nous aimerions dans un futur proche intégrer le module implémenté
dans Sage afin qu’il soit utilisable par d’autres. Le code est modulaire, avec des par-
ties utilisables dans un cadre plus large, comme par exemples |'utilitaire Subspace
de calcul de sous-espaces gradués. Nous avons donc espoir qu’il puisse étre réutilisé

et adapté a d’autres contextes.

Enfin, il serait intéressant de calculer les caractéres de ces modules pour des
groupes de Coxeter W autres que le groupe symétrique. Le code actuel peut
étre facilement adapté a ces groupes pour peu que ’on ait un moyen efficace pour
extraire les représentations irréductibles des polyndémes harmoniques en un jeu
de variables, tel que les modules de Specht, un projecteur isotypique ou mieux
un projecteur analogue au projecteur de Young. Pour terminer, mentionnons que
dans un article récent, R. Orellana et M. Zabrocki (Orellana et Zabrocki, 2019)
introduisent des modules similaires a &,, appelés supers espaces, contenant un
jeu de variables non commutatif au lieu d’un jeu de variables inertes. Il serait
donc intéressant de voir les liens entre ces deux approches et d’adapter le code

implémenté pour calculer les caractéres de ces espaces.






ANNEXE A

CODE

L’entiéreté du code implémenté dans le cadre de cette these est disponible dans
un répertoire public sur le site GitHub qui est accessible au lien suivant : https:
//github.com/nthiery/harmonic-modules. Les utilisateurs sont libres de le té-

lécharger, de l'utiliser et de le modifier (licence GPL).

Le code est documenté et contient de nombreux exemples. Pour l'utiliser, le
module pypersist développé par M. Torpey (https://github.com/mtorpey/
pypersist) est nécessaire. Le code peut ensuite étre téléchargé et installé comme
un module Sage & l'aide de la commande : sage -pip install -e . (le point

fait partie de la commande).

Pour de simples essais, sans installation, ni sauvegarde du travail, une feuille de
démonstration Jupyter est accessible par le service Binder. Pour y accéder, il suffit
de cliquer sur le lien Binder présent dans le README sur le dépot GitHub. I1
sera nécessaire d’attendre quelques minutes que le chargement s’effectue puis les
feuilles Jupyter présentes dans le répertoire pourront étre ouvertes et manipulées.
La feuille intitulée demo.ipynb contient des explications et une introduction au
fonctionnement du code. Il est conseillé de commencer par regarder cette démons-
tration avant de regarder le code ou les autres exemples plus avancés présents

dans les autres feuilles de travail Jupyter.


https://github.com/nthiery/harmonic-modules
https://github.com/nthiery/harmonic-modules
https://github.com/mtorpey/pypersist
https://github.com/mtorpey/pypersist
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A titre de référence, le restant de cette annexe contient une partie du code im-
plémenté dans le cadre de cette thése. Afin de s’en tenir & un nombre de pages
raisonnable, on omet le code de certaines fonctions et on en donne seulement
une description, on omet également les importations de packages auxiliaires et la
documentation a été significativement réduite. Le code complet et intégralement

documenté est disponible en ligne.

Par soucis de transparence, le nom du ou des auteur.s est mentionné pour chaque

fichier. Précisons tout de méme que le code contenu dans les fichiers utilities.pyx

et matrix_of_vector.py a été entierement écrit par N. Thiéry et le code contenu

dans les fichiers antisymetric_utilities.pyx, subspace.py et

young_idempotent.py a été majoritairement écrit par N. Thiéry et amélioré et

adapté adapté aux besoins des calculs décrits dans cette thése par P. Hubert. En-

suite, le code contenu dans les fichiers isomorphic_object.py et diagonal_polynomial_ring.py
a été ébauché par N. Thiéry mais a majoritairement été développé jusqu’a sa ver-

sion actuelle par P. Hubert. Enfin, les fichiers diagram.py et character.py ont

été entiérement écrits par P. Hubert.

Listing A.1 Fichier utilities.pyx
# Author : Nicolas Thiery

cpdef items_of_vector (Element v):
mmnn
Return an iterator over the pairs ¢‘(index, coefficient) ‘¢
for ‘v‘.

INPUT ::
¢¢y¢‘ -- an element of some some vector space or free

module

EXAMPLES:
This handles indexed free module elements::
sage: E = CombinatorialFreeModule(QQ, [1,2,4,8,16])
sage: v = E.an_element(); v
2xB[1] + 2*B[2] + 3x%B[4]
sage: list(items_of_vector(v))
(1, 2>, (2, 2), 4, 3)]
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multivariate polynomials::
sage: P = QQ[’x,y,z"]
sage: x,y,z = P.gens ()
sage: p = (x+y+1)°2; p
X7T2 + 2%x*y + y~2 + 2%x + 2%y + 1
sage: list(items_of_vector (p))
[Cct, o, 00, 27,

(1, 1, 0), 2),
(o, 0, 0), 1),
(2, 0, 00, 1),
(o, 1, 0), 2,
(o, 2, 00, 1]

if isinstance (v, CombinatorialFreeModule.Element):
return v
else:
try:
return v.dict().items ()
except AttributeError:
return items_of_vector(v.1lift ())

cpdef act_on_polynomial(p, PermutationGroupElement sigma):

EXAMPLES ::
sage: x,y,z,t = QQ[’x,y,z,t’].gens ()
sage: s = PermutationGroupElement ([(1,2,3,4)]1)
sage: p = 2%xX"2xy+3*xz

sage: act_on_polynomial (p, s)
2%x*t”"2 + 3*y
R = p.parent ()
return R({ETuple(sigma._act_on_list_on_position(list (<ETuple>
t))): ¢
for t, ¢ in p.dict().iteritems() })

cpdef list diagonal_swap(list exponents, int n, int r, int ji1,

int j2):

Swap in place two columns of a diagonal exponent vector.

EXAMPLES ::
sage: 1 = [1,2,3,4,5,6,7,8]
sage: diagonal_swap(l, 4, 2, 1, 3)
sage: 1
[1, 4, 3, 2, 5, 8, 7, 6]
cdef int i
for i in range(r):
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64 exponents [i*n+j1], exponents[i*n+j2] = exponents[i*n+j2],
exponents [i*n+j1]

66 cpdef int diagonal_cmp(list exponents, int n, int r, int jl, int

j2):
67 e
68 Compare lexicographically two columns of a diagonal exponent
vector.
69
70 EXAMPLES ::
71 sage: 1 = [1, 1, 2, 2, 0, 1, 1, O]
72 sage: diagonal_cmp(l, 4, 2, 0, 1)
73 -1
74 sage: diagonal_cmp(l, 4, 2, 1, 0)
75 1
76 sage: diagonal_cmp(l, 4, 2, 3, 3)
77 0
78 e
79 cdef int i
80 cdef int c¢
81 for i in range(r):
82 ¢ = cmp(exponents[i*n+jl], exponents[i*n+j2])
83 if c:
84 return c
85 return O

s7 cpdef reverse_sorting_permutation (t):

88 nmmnn

4 ¢

89 Return a permutation ‘p® such that is decreasing

90

91 EXAMPLES ::

92 sage: t = [3, 3, 1, 2]

93 sage: s = reverse_sorting_permutation(t); s

94 [1, 2, 4, 3]

95 sage: [t[s[i]-1] for i in range(len(t))]

96 [3, 3, 2, 1]

97 o

98 return “(Word([-i for i in t]).standard_permutation())

99

100 cpdef destandardize (self):

101 e

102 Return the smallest word whose standard permutation is ¢‘self
¢ ¢

103

104 EXAMPLES ::

105 sage: for p in Permutations(3): print(p, destandardize (p)

)
106 (1, 2, 31 [0, 0, O]

107 [1, 3, 2] [0, 1, O]
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109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125

126

18
19
20
21

[2, 1, 3] [1, O, 1]
(2, 3, 11 [1, 1, 0]
(s, 1, 21 [1, 0, O]
(s, 2, 11 [2, 1, 0]

n = len(self)

sigma = "self

c =0

w = [None] * n

for i in range(l,n+1):
wlsigma(i)-1] = ¢
if i < n and sigma(i+1l) < sigma(i):

c += 1

return w

cpdef index_filling(t):

Return the index filling of this standard tableau.

The index filling of ‘t‘ is the semi standard tableau with
lowest content whose standardized row reading coincides
with the row reading of ‘t°¢.

return sage.combinat.tableau.from_shape_and_word(t.shape(),

destandardize (t.reading_word_permutation()))

Listing A.2 Fichier antisymmetric_ utilities.pyx

# Authors : Pauline Hubert, Nicolas Thiery

cpdef diagonal_antisort(exponents, int n, int r, tuple

positions_list):

nnn

Sort columns decreasingly at the given positions.
See :func:‘antisymmetric_normal ¢ for details.

INPUT:

- ‘‘exponents ‘¢ -- a list, seen as an ‘r\times n‘ array
- ferece, ffncc nonnegative integers

- ‘‘positions_list ‘¢ -- a tuple of tuples of all distinct

column indices

EXAMPLES ::
sage: diagonal_antisort([1,2,3,4], 2, 2, ((0,1),))
(2, 1, 4, 3), -1)
sage: diagonal_antisort([1,2,4,3], 2, 2, ((0,1),))
((2, 1, 3, 4), -1
sage: diagonal_antisort([2,1,4,3], 2, 2, ((0,1),))
(2, 1, 4, 3), 1)

cdef int sign =1

95
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22 cdef int i, j

23 cdef tuple positions

24 cdef list _exponents = list(exponents)

25 for positions in positions_list:

26 for i in range(l, len(positions)):

27 for j in range(i-1, -1, -1):

28 c = utilities.diagonal_cmp(_exponents, n, r,
positions[j], positions[j+1])

29 if not c:

30 return None

31 if ¢ < 0:

32 utilities.diagonal_swap(_exponents, n, r,

positions[j], positions[j+1])

33 sign = -sign

34 else:

35 continue

36 return ETuple(_exponents), sign

3s cpdef is_diagonal_antisorted (exponents, int n, int r, tuple

positions_list):

nnn

40 Return True if the columns are decreasingly sorted according
to positions.

42 EXAMPLES ::

43 sage: is_diagonal_antisorted([2,1], 2, 1, ((0,1),))

44 True

45 sage: is_diagonal_antisorted([1,2], 2, 1, ((0,1),))

46 False

47 e

48 cdef int i, j

49 cdef tuple positions

50 cdef list _exponents = list(exponents)

51 for positions in positions_list:

52 for i in range(l, len(positions)):

53 for j in range(i-1, -1, -1):

54 ¢ = utilities.diagonal_cmp(_exponents, n, r,
positions[j], positions[j+1])

55 if ¢ < 0:

56 return False

57 else:

58 continue

59 return True

60

61 def antisymmetric_normal(p, int n, int r, tuple positions):
62 nnn

63 Return the ‘I¢ antisymmetric normal form of ‘b_I(p) ‘.

64

65 INPUT:
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72

73
74

76
T
78

80
81
82
83

84

86
87
88
89
90
91
92

93

98
99
100
101
102

103

104
105

106

def
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- ‘p¢ a polynomial in ‘r‘ sets of ‘n‘ variables
- ‘r‘, ‘n‘ -- nonnegative integers
- ‘positions‘ -- a tuple of tuples of all distinct column

indices ‘(I_i)_i¢

A polynomial ‘b_I(p)‘¢ in ‘P_I°¢ can be uniquely written in the
form ‘b_I(q) ‘¢, where the monomials of ‘q‘ have exponent
vectors whose columns are decreasingly sorted at positions
“1,i+1¢ for ‘i \in I°.
We call ‘q‘ the ‘I‘ *antisymmetric normal formx* of (the
antisymmetrized polynomial) ‘b_I(p) ‘.

EXAMPLES ::
sage: load("diagonal_polynomial_ring.py")
sage: R = DiagonalPolynomialRing(QQ, 4, 2)

sage: X = R.algebra_generators ()
sage: p = 2 * X[0,0]*X[0,3]"2%X[1,1]*X[1,0]"3 + X[1,3] +
3

sage: antisymmetric_normal(p, 4, 2, ((0,1,2,3),))
-2%x0072*%x01*x11"3*%xx12
cdef Parent R = p.parent ()
cdef dict d = {}
cdef ETuple exponent
cdef Element c
for exponent, ¢ in utilities.items_of_vector(p):
res = diagonal_antisort(exponent, n, r, positions)
if res:
exponent, sign = res
d.setdefault (exponent, 0)
d[exponent] += signx*c
return R(d)

reduce_antisymmetric_normal (p, int n, int r, tuple positions)

3 1

Return the terms of which are diagonally antisorted.

p

INPUT:
“¢‘p¢‘ -- a polynomial

r‘¢, “‘n‘‘ -- nonnegative integers

‘‘positions ‘¢ -- a tuple of tuple of positions

¢ <

This coincides with antisymmetric_normal (and is faster) if ¢
p¢ is antisymmetric.

EXAMPLES : :
sage: load("diagonal_polynomial_ring.py")
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107 sage: R = DiagonalPolynomialRing(QQ, 4, 2)

108 sage: x = R.algebra_generators ()

109 sage: p = -2*x[0,0]"2*x[0,1]*x[1,1]"3*x[1,2]-2*xx[0,0] 2%x
[0,1]*x[1,1]1~3%x[1,2]

110 sage: reduce_antisymmetric_normal(p,4,1,((0,1,2,3),))

111 -4%xx00"2*%x01*%x11"3%x12

112 e

113 X = p.parent().gens()

114 res = 0

115 for exposent, ¢ in utilities.items_of_vector (p)

116 if is_diagonal_antisorted(exposent,n,r,positions)

117 product = 1

118 for (x,a) in zip(X,exposent)

119 product = product*(x**a)

120 res += c*product

121 return res

123 def antisymmetries_of_tableau(Q):

124 if not isinstance(Q,StandardTableau)
125 Q = Partition(Q).initial_tableau()
126 return tuple(tuple(i-1 for i in column) for column in Q.

conjugate ())

127

128 def row_permutation(n, sigma):

129 e

130 Return the permutation of the variables induced by a
permutation of the rows

131

132 EXAMPLES ::

133 sage: s = PermutationGroupElement ([(1,2,4),(3,5)])

134 sage: row_permutation(3,s)

135 (1,4,10)(2,5,11) (3,6,12) (7,13) (8,14) (9,15)

136 e

137 return PermutationGroupElement ([tuple((i-1)*n + 1 + j for i
in ¢)

138 for ¢ in sigma.cycle_tuples ()

139 for j in range(mn) 1)

Listing A.3 Fichier matrix of vectors
1 # Author : Nicolas Thiery

3 class Matrix0OfVectors:

mmnn

5 A mutable data structure representing a collection of vectors
as a matrix

non

7 def __init__(self, vectors=None, ambient=None, stats={}):

8 if vectors is None and not isinstance (ambient, Parent):

9 vectors = ambient
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ambient = None
if ambient is None:
if vectors is not None:

ambient = vectors[0].parent ()
self . _ambient = ambient
self._base_ring = ambient.base_ring()
self. _rank, self._unrank = on_fly()
self. _matrix = matrix(self._base_ring, 0, 0)

self._basis []

self._words = []

self._is_echelon = True

stats.setdefault ("add_vector", 0)

stats.setdefault ("extend", 0)

stats.setdefault ("zero", 0)

stats.setdefault ("dimension", 0)

self._stats = stats

if vectors:

for v in vectors:

self.add_vector (v)

__repr__(self):

m = self._matrix

return "A Y%sx%s matrix of vectors in %s"%(m.nrows (), m.
ncols (), self.ambient())

ambient (self):
return self._ambient

plain_vector (self, v):
nmnn

¢ [3

Return
nun

v’ as a plain vector
if not self._ambient.is_parent_of (v):
raise ValueError ("Expected vector in ¥%s; got %s"%(
self._ambient, v))
rank = self._rank
d = dict((rank(i), c) for i, ¢ in items_of_vector(v))
return vector(self._base_ring, len(self._rank.cache), 4,
sparse=False)

vector (self, v):
R = self.ambient ()

unrank = self._unrank
return R.sum(v[il* R.monomial (*unrank(i)) for i in range(
len(v)))

vectors (self):
return tuple(self.vector(v) for v in self._matrix)
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def _add_vector_to_matrix(self, m, v):

r = self.plain_vector (v)
if len(r) > m.ncols():

m = m.augment (matrix(self._base_ring, m.nrows (), len(

r)-m.ncols ()))
return m.stack(r)

def add_vector (self, v):

nnn

Add ‘v‘ at the bottom of ‘‘self ‘¢

nnn

self._stats["add_vector"] += 1

self._is_echelon = False
self._matrix = self._add_vector_to_matrix(self._matrix,
)

def cardinality(self):

return self._matrix.nrows ()

class EchelonMatrixOfVectors (MatrixOfVectors):

in row echelon form
nmnn

def repr__(self):

m = self._matrix

A%

A mutable data structure representing a collection of vectors

return "A Y%sx%s echelon matrix of vectors in %s"%(m.nrows

(), m.ncols(), self.ambient())

def extend(self, v, word=None):

self._stats["extend"] += 1

if not v:
self._stats["zero"] += 1
return False

assert self._is_echelon

m = self._add_vector_to_matrix(self._matrix, v)
m.echelonize ()
if m[-1]:

self._stats[’dimension’] += 1

self._matrix = m

self. _basis.append(v)
if word is not None:
self. _words.append (word)
return True
return False

def annihilator_basis(B, S, action=operator.mul, side=’right’,

ambient=None) :



99

100

101

102

103
104
105
106
107
108
109
110
111

10

11
12
13
14

16
17
18
19
20
21
22

101

A generalization of :meth:‘Modules.FiniteDimensional.
WithBasis.ParentMethods.annihilator_basis ¢
Return a basis of the annihilator of a finite set of elements
in the span of ¢‘B‘f
See :meth:‘annihilator ¢ for the assumptions and definition of

the annihilator.
nmnn

if side == ’right’:

action_left = action

action = lambda b,s: action_left (s, b)
B = 1list(B)
S = 1ist (S)

if ambient is None:
ambient = action(S[0], B[0]).parent ()

mat = matrix(ambient.base_ring(), len(B), 0)
for s in S:
mat = mat.augment (

Matrix0fVectors ([action(s, b) for b in B], ambient=
ambient)._matrix)
return tuple(sum(c * B[i] for i,c in v.iteritems())
for v in mat.left_kernel () .basis())

Listing A.4 Fichier subspace.py

# Author : Nicolas Thiery
# Contributor : Pauline Hubert

class Subspace(object):

Construct a subspace from generators and linear operators

INPUT:
- ‘‘generators ‘¢ -- a list of vectors in some ambient vector
space ‘V¢
“‘operators

(([:l(()

€< a list of linear endomorphism ‘V¢ (default

EXAMPLES : :
Computing a subspace of a multivariate polynomial ring::

sage: P = QQ[’x,y,z’]

sage: x,y,z = P.gens ()

sage: F = Subspace([x-y, y-z, x-2z])
sage: F.dimension ()

2

sage: F.matrix ()

[ 1 0 -1]

[ o 1 -1]

¢ ¢

The derivatives of the Van-der-Monde determinant in ‘n
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variables
spans a space of dimension ‘n!‘::
sage: Delta = (x-y)*(y-z)*(x-2)
sage: F = Subspace([Deltal], [attrcall("derivative", x)
for x in P.gens () 1)
sage: F.dimension ()
6
nun
def __init__(self, generators, operators={},
add_degrees=operator.add,
extend_word=ConstantFunction ([]),
hilbert_parent=None,
degree=None,
ambient=None,
verbose=False):
self._stats={}
self . _verbose=verbose

if self._verbose is not False:

import tqdm

if isinstance(self._verbose, tqdm.tqdm):
self._bar = self._verbose

else:
self . _bar = tqdm.tqdm(leave=True, unit="

extensions")

if isinstance(self._verbose, str):

self. _bar.set_description(self._verbose)

self._degree = degree
if not isinstance(generators, dict):
if self._degree is None:
generators = {0: generators}
else:
gens = dict ()
for g in generators:
d = self._degree(g)
gens .setdefault (d, [1)
gens [d] . append (g)
generators = gens

self . _generators = generators

if ambient is not None:
assert all( ambient.is_parent_of (g) for gens in
generators.values() for g in gens )
else:

ambient = {g.parent() for gens in generators.values ()

for g in gens}
assert len(ambient) == 1
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def

def

def

ambient = ambient.pop()
self . _ambient = ambient
self . _base_ring = ambient.base_ring()

if hilbert_parent is None:
if generators.keys() [0] in NN:
hilbert_parent = QQ[’q’]
self._hilbert_parent = hilbert_parent

if not isinstance(operators, dict):
operators = {0: operators}
self . _operators = operators

self._bases = {}

self._todo = []

self._add_degrees = add_degrees
self._extend_word extend_word

for d, gens in generators.iteritems():

103

basis = EchelonMatrixOfVectors (ambient=self._ambient,

stats=self._stats)
for g in gens:
if basis.extend(g):
self.todo(g, d, [1)
self._bases[d] = basis

todo (self, vector, dl, word):
todo = self._todo
for d2, ops in self._operators.iteritems():
try:
d3 = self._add_degrees(dl, d2)
except ValueError:
continue
for op in ops:
new_word = self._extend_word(word, op)
if new_word is not None:

todo.append ((vector, op, d3, new_word))

dimension(self):
self.finalize ()

return sum(basis.cardinality() for basis in self._bases.

values ())

basis(self):
self.finalize ()
basis = {}
for i, val in self._bases.iteritems ()
if val.vectors() !'= ()
basis[i] = val.vectors ()
return basis
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N

3

104

def

def

def

def

hilbert_polynomial (self):

return self._hilbert_parent(self.dimensions())

dimensions (self):
self.finalize ()

return {d: basis.cardinality() for d, basis in self.

_bases.iteritems ()}

matrix (self):

self.finalize ()

assert self._bases.keys() == [0]
return self._bases[0]._matrix

extend(self, v, d=None, word=None):

if d is None and self._degree is not None:
d = self._degree(v)

if d not in self._bases:

self._bases[d] = EchelonMatrix0OfVectors (ambient=self.

_ambient, stats=self._stats)
if self._bases[d].extend(v):
self.todo(v, d, word)
if self._verbose is not False:
self . _bar.update ()

self . _bar.set_postfix({’todo’: len(self._todo), °’

dimension’: self._stats[’dimension’],

self._stats[’zero’]})

@cached_method

def

Authors

finalize (self):
todo = self._todo
if not todo:
return
while todo:
v,op,d,word = todo.pop()

w = op(v)
if not isinstance(w, (list, tuple)):
w = [w]

for w2 in w:
self.extend (w2, d, word)
if self._verbose is not False:

’zero’:

self. _bar.set_postfix({’dimension’: self._stats[’
dimension’], ’zero’: self._stats[’zero’]})

self._bar.close ()

Listing A.5 Fichier add degree.py

Pauline Hubert, Nicolas Thiery

def add_degree(dl,d2):
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Compute the sum componentwise of dl and d2 and return a
grading set with no negative component as result.

INPUT: “¢d1¢¢,¢“d2‘¢ -- lists of integers
EXAMPLES ::
sage: D = cartesian_product ([ZZ for i in range(3)])
sage: add_degree(D([3,2,11), D([-2,0,01))
(1, 2, 1
sage: add_degree(D([3,2,1]1), D([-2,1,4]1))
(1, 3, 5)

d = d1 + d2
if not all(i>=0 for i in d):

raise ValueError("invalid degree")
return d

add_degrees_isotypic(gen_deg, op_deg):

nnn

Compute the sum componentwise of the lists of integrers
contained in dl1 and d2 and return a grading set and the
partition contained in d2 as result.

EXAMPLES ::
sage: add_degrees_isotypic(([3,0],[2,1]), [-1,0])
(2, 0, [2, 1D
sage: add_degrees_isotypic(([2,0,1],[3,2]), [-1,0,0])
(1, o, 1), [3, 21)
D = cartesian_product([ZZ for i in range(len(gen_deg([0]))])
d = D(gen_deg[0])+D(op_deg)
return d, gen_degl[1]

add_degrees_symmetric (gen_deg, op_deg):

nnn

Compute the sum componentwise of the lists of integrers
contained in dl1 and d2

and return an ordered grading set and the partition contained
in d2 as result.

EXAMPLES ::
sage: add_degrees_symmetric (([2,0,1],[3,2]1), [-1,0,01)
(1, 1, 0, [3, 21)
D = cartesian_product([ZZ for i in range(len(gen_deg([0]))])
dl, d2 = add_degrees_isotypic(gen_deg, op_deg)
return D(sorted(dl, reverse=True)), d2
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Listing A.6 Fichier isomorphic_object.py

1 # Authors : Pauline Hubert, Nicolas Thiery

2

3

1

# Stuff here everything currently missing in SageMath about
isomorphic algebras
class Algebras_IsomorphicObjects(IsomorphicObjectsCategory):
class ParentMethods:

def summation (self, x, y):

return self.retract(x.lift() + y.lift())

def gens(self):

return [self.retract(g) for g in self.ambient().gens

01
def is_field(self):

return self._ambient.is_field ()

def is_integral_domain(self):

return self._ambient.is_integral_domain ()

def is_commutative(self):

return self._ambient.is_commutative ()

class ElementMethods:

def

def

def

def

def

def _sub_(x, y):

return x.parent().retract(x.lift ()

def _neg_(self):

return self.parent().retract(-self.lift())

def _div_(x, y):

return x.parent().retract(x.lift()/y.1lift())

ambient (self):
return self._ambient
lift (self, p):
return p.value
retract (self, p):

- class IsomorphicObject (UniqueRepresentation,

return self.element_class(self,p)

base_ring(self):

return self.ambient () .base_ring()
__init__(self, ambient, category):

self._ambient = ambient

Parent.__init__(self, category=category.IsomorphicObjects

)

# Bricolage

5 Algebras.IsomorphicObjects = Algebras_IsomorphicObjects

Parent):

self._remove_from_coerce_cache (ambient)

phi = SetMorphism(Hom(ambient,
retract)
phi.register_as_coercion ()

class Element (ElementWrapper) :

self,

category),

- y.1ift O))

self.
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pass

Listing A.7 Fichier diagonal polynomial ring.py

# Authors : Pauline Hubert, Nicolas Thiery

#### Polynomial ring with diagonal action

class DiagonalPolynomialRing(IsomorphicObject):

nnn

The

ring of diagonal polynomials in $n \times r$ variables
and $n \times k$ inert variables.

In order to distinguish the inert variables among the others,

def

def

def

def

def

def

they are named ‘theta_{i,j}°.

__init__(self, R, n, r, inert=0):

names = ["x%s%s"%(i,j) for i in range(r) for j in range(n
J1+["theta%s%s"%(i,j) for i in range(inert) for j in
range (n)]

P = PolynomialRing (R, n*(r+inert), names)

IsomorphicObject.__init__(self, P, Algebras(R))

self._n = n
self._r = r
self._inert = inert

self. P =P
self._R = R
self. _grading_set = cartesian_product([ZZ for i in range(

r)1)
self. _hilbert_parent = PolynomialRing(ZZ, r, ’q’)

_element_constructor_(self, data):

if isinstance(data, DiagonalPolynomialRing.Element):
new_data = self._P(data.lift())

else:
new_data self._P(data)

return self.element_class(self, new_data)

variable_names (self):
# Return the variable names. This is use when calling
function inject_variables() on self.

nrows (self) :
# Return the number of sets of classic variables of self.

ncols (self):
# Return the number of variables in each set of self.

ninert (self):
# Return the number of sets if inert variables of self.
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41 def grading_set (self):
42 # Return the grading set of self.

44 def algebra_generators(self):
45 # Return all the variables of self including the inert
variables.

a7 def variables(self):

48 # Return only the classic variables.

49

50 def inert_variables (self):

51 # Return only the inert variables of self.

53 def multivar_pol_ring_variables (self):
nnn
55 Return only the classic variables as variables of a

multivariate polynomial ring.
nnn

57 vars = self._P.gens()

58 n = self.ncols()

59 r = self.nrows ()

60 inert = self.ninert ()

61 return matrix ([[vars[i*n+j] for j in range(n)] for i in

range (r)])

63 def multipower (self, d):
64 # Return the product of the terms $q_i~{d_i}$ for all
$d_i \in d$

66 def monomial (self, *args):
67 # Return the monomial with given exponents.

69 def random_monomial (self, D):

71 Return a random monomial of multidegree ‘D°¢.

72 o

73 X = self.algebra_generators ()

74 X_by_rows = [Set(list(X[i,j] for j in range(X.ncols())))
for i in range(X.nrows())]

75 return prod( X_by_rows[i].random_element() for i in range

(len(D)) for j in range(D[i]) )

77 def random_element(self, D, 1=10):
nnn
79 Return a "random" multi homogeneous polynomial of
multidegree ‘D°¢.
nnn
81 K = self.base_ring()
82 return sum(K.random_element () * self.random_monomial (D)
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for i in range(l))

@cached_method
def row_permutation(self, sigma):
nnn
Return the permutation of the variables induced by a
permutation of the rows.

EXAMPLES : :
sage: s = PermutationGroupElement ([(1,2,4),(3,5)]1)
sage: P DiagonalPolynomialRing(QQ,3,5)
sage: P.row_permutation(s)
(1,4,10)(2,5,11)(3,6,12) (7,13) (8,14) (9,15)

n = self._n
return PermutationGroupElement ([tuple((i-1)*n + 1 + j for
i in ¢) for ¢ in sigma.cycle_tuples() for j in range(

n) 1)

@cached_method
def derivative_input(self, D, j):

r = self._r
X = self.multivar_pol_ring_variables ()
res = []

for i in range(r):
res.extend ([X[i,j],D[i]])
return res

class Element (IsomorphicObject.Element):
def multidegree(self):
Return the multidegree of a multihomogeneous
polynomial.
if not self:
return -1

n = self.parent () .ncols ()
r = self.parent().nrows ()
v = self.parent()._P(self).exponents () [0]

return self.parent () .grading_set () ([sum(v[n*xi+j] for
j in range(n)) for i in range(r)])

def degree(self):

Return the total degree of a multihomogeneous

polynomial.
nnn

return sum(self.multidegree())
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126 def subs(self, *args):

127 nnn

128 Substitute some variables of the polynomial by a
specified value or variable.

nnn

130 p = self.lift ()

131 return self.parent (p.subs(*xargs))

132

133 def factor(self, *args):

134 e

135 Return the factorization of the polynomial self.

136 See method func:‘factor‘ of multivariate polynomial
ring.

137 e

138 p = self.lift ()

139 return p.factor (*args)

140

141 def derivative(self, *args):

142 e

143 Return the derivative of self w.r.t the given

arguments .
nun

145 p = self.parent()._P(self)

146 return self.parent () (p.derivative (*¥args))

147

148 @cached_method

149 def apply_permutation(self):

150 nmnn

151 Strainghten the polynomial self by applying the right
permutation

152 to obtain the equivalent polynomial of decreasing

multidegree.

154 EXAMPLES : :

155 sage: P = DiagonalPolynomialRing(QQ, 3, 3, inert
=1)

156 sage: P.inject_variables ()

157 Defining x00, x01, x02, x10, x11, =x12, x20, x21,
x22, thetaOO, thetalOl, thetal2

158 sage: p = x00*%x11°3%x227°2 + x01*x12"3+x20"2

159 sage: p.apply_permutation ()

160 x01°3*x12°2%x20 + x02°3%x21 + x10°2

161 e

162 d = self.multidegree()

163 d = tuple(d) + tuple(0 for i in range(self.parent ().

ninert ()))
164 result = self.lift ()
165 if list(d) != sorted(d, reverse=True):

166 S = reverse_sorting_permutation(d)
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167 ss = self.parent().row_permutation(s)

168 result = act_on_polynomial (result, ss)

169 return self.parent () (result)

170

171 def polarization(self, il, i2, d, row_symmetry=None) :

173 Return the polarization ‘P_{d,i_1,i_2}. p‘ of ‘p°‘.

174

175 Recall that the polarization operator is defined by

176 .. MATH:: P_{d,i_1,i_2} := \sum_j x_{i_2,j} \partial_

{i_1,j}"d

177 e

178 n = self.parent () .ncols ()

179 r = self.parent () .nrows ()

180 X = self.parent () .multivar_pol_ring_variables ()

181 if il>=r or 12 >=r:

182 print "Row number out of range"

183 return None

184 else:

185 result = sum(X[i2, jl*self.derivative (X[il,j],d)
for j in range(n))

186 if row_symmetry=="permutation" and result:

187 result = result.apply_permutation ()

188 return result

189

190 def symmetric_derivative(self, d, row_symmetry=None) :

191 e

192 Return the symmetric derivative of p w.r.t the

degrees d.

193 nnn

194 n = self.parent () .ncols ()

195 r = self.parent () .nrows ()

196 X = self.parent().multivar_pol_ring_variables ()

197 result = 0

198 if not isinstance(d, (tuple, list)):

199 d = [d4]

200 for i in range(n): #columns

201 interm_result = self

202 for j in range(len(d)): #rows

203 interm_result = interm_result.derivative (X[j,
il,dliD)

204 result += interm_result

205

206 if row_symmetry=="permutation" and result:

207 result = result.apply_permutation ()

208 return result

210 def steenrod_op(self, i, k, row_symmetry=None):
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212 Apply the Steenrod operator of degree ‘k‘ for the ‘if

th set of variables to ‘p°*.
nnnn

214 n = self.parent().ncols ()

215 X = self.parent () .multivar_pol_ring_variables ()

216 result = sum(X[i,jl*self.derivative(X[i,j], k) for j
in range (0, n))

217 if row_symmetry=="permutation" and result:

218 result = result.apply_permutation ()

219 return result

221 #### Polynomial ring with diagonal action and antisymmetries

223 class DiagonalAntisymmetricPolynomialRing(DiagonalPolynomialRing)

nmn

225 The ring of diagonal antisymmetric polynomials in $n \times
r$ variables
226 and $n \times k$ inert variables.
227 ren
228 def __init__(self, R, n, r, inert=0, antisymmetries=None):
229 DiagonalPolynomialRing.__init__(self, R, n, r, inert=
inert)
230 if isinstance (antisymmetries, Partition):
231 self._antisymmetries = antisymmetries_of_tableau(
antisymmetries.initial_tableau())
232 else:
233 self . _antisymmetries = antisymmetries
234
235 def antisymmetries(self):
236 # Return the antisymmetries of ‘self ‘.
237
238 def set_antisymmetries(self, antisymmetries):
239 # Set the antisymmetries of self to be the given ones.
240
241 class Element (DiagonalPolynomialRing.Element) :
242 def antisymmetries(self):
243 # Return the antisymmetries of ‘self ‘.
244
245 def set_antisymmetries (self, antisymmetries):
246 # Set the antisymmetries of the parent of self to be
the given ones.
247
248 def polarization(self, il, i2, d, row_symmetry=DNone):
249 e
250 Return the polarization ‘P_{d,i_1,i_2}¢ of ‘self ‘.
251 The result is reduced with respect to the ring

antisymmetries.
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EXAMPLES ::
sage: mu = Partition([2,1])
sage: antisymmetries = antisymmetries_of_tableau(
mu.initial_tableau())
sage: antisymmetries = tuple(tuple(a) for a in

antisymmetries)
sage: P = DiagonalAntisymmetricPolynomialRing(QQ,

4, 3, antisymmetries = antisymmetries)
sage: x = P.algebra_generators ()
sage: v = -x[0,0]"2*xx[0,1] + x[0,0]*x[0,1]"2 + x

[0,0]"2*xx[0,2] - x[0,1]"2%*x[0,2] - x[0,0]*x
[0,2]"2 + x[0,1]*x[0,2]"2
sage: v.polarization(0, 1, 1)
-4*xx00*x01*x10 + 2%xx01°2%x10 + 4*xx00*x02*x10 - 2%
x007"2*%xx11 + 4*xx00*x01*x11 + 2*x00~2%x12
antisymmetries = self.parent().antisymmetries ()
n = self.parent().ncols ()

r = self.parent () .nrows ()
inert = self.parent().ninert ()
result = super(DiagonalAntisymmetricPolynomialRing.

Element, self).polarization(il, i2, d,
row_symmetry=row_symmetry)
if antisymmetries and result:
result = antisymmetric_normal (self.parent()._P(
result), n, r+inert, antisymmetries)
return self.parent () (result)

steenrod_op(self, i, k, row_symmetry=None):

nnn

Apply the Steenrod operator ‘St_i~k‘ to ‘self ‘.
The result is reduced with respect to the ring

antisymmetries.
nnn

antisymmetries = self.parent().antisymmetries ()

n = self.parent().ncols ()

r = self.parent () .nrows ()

inert = self.parent().ninert ()

result = super(DiagonalAntisymmetricPolynomialRing.

Element, self).steenrod_op(i, k, row_symmetry=
row_symmetry)
if antisymmetries and result:
result = antisymmetric_normal(result, n, r+inert,
antisymmetries)
return result

Listing A.8 Fichier young idempotent.py

Pauline Hubert, Nicolas Thiery
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#### Young idempotent and related functions

def apply_young_idempotent(p, t):
Apply the Young idempotent indexed by ‘t¢ on the polynomial ¢

¢

p
INPUT::
- ‘t‘ -- a standard tableau or a partition
- ‘p¢® -- a polynomial on as many variables as there are cells

in ‘t¢
EXAMPLES ::

sage: x,y,z = QQ[’x,y,z’].gens ()

sage: p = x72 *x y

sage: t = StandardTableau([[1],[2],[3]1]1)

sage: apply_young_idempotent(p, t)

X72%y - x*yT2 - X72%z + y~2%z + x*z272 - y*xz~2

sage: apply_young_idempotent (p, Partition([1,1,1]))

X"2%y - x*y~2 - X72%z + yT2%z + x*z72 - y*xz~2

sage: t = StandardTableau ([[1,2]1,[31])
sage: p = Xxy*xy~2
sage: apply_young_idempotent (p, t)
x"3*y + x*y~3 - y~3%xz - y*xz~3
if isinstance(t, Partition):
t = t.initial_tableau()
res = sum(act(Permutation(sigma),p) for sigma in t.
row_stabilizer ())
if isinstance(p.parent(), DiagonalAntisymmetricPolynomialRing
):
antisymmetries = antisymmetries_of_tableau(t)
P = p.parent ()
D = DiagonalAntisymmetricPolynomialRing(P._R, P.ncols(),
P.nrows (), P.ninert (), antisymmetries =
antisymmetries)

res = res.lift ()
res = antisymmetric_normal(res, t.size(), 2,
antisymmetries)
res = D(res)
else:
res = sum(sigma.sign()*act(Permutation(sigma),res) for

sigma in t.column_stabilizer ())
return res

Q@Qcached_function
def act(sigma, v)

Compute the action of the permutation sigma on the element v.
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EXAMPLES ::
sage: P = PolynomialRing(QQ,5,’x?)
sage: X = P.gens()
sage: X
(x0, x1, x2, x3, x4)
sage: v = X[0]*xX[1]+X[2]~2-X[4]
sage: v

if isinstance (v,

else

sub
for

x0*xx1 + x2°2 - x4
sage: sigma = (2,1,3,4,5)
sage: act(sigma,v)
x0*xx1 + x2°2 - x4

X = v.parent()._P.gens ()

r = v.parent () .nrows() + v.parent().ninert ()
n = v.parent () .ncols ()

X = v.parent () .gens ()

r =1

n = len(X)

{>

j in range(O,r)

DiagonalPolynomialRing.Element) :
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sub.update ({X[j*n+i]:X[j*n+sigma[i]-1] for i in range (O,

n) if il=sigmalil-1})

return v.subs(sub)

# Author

class Di
nnn

A list of cells in the grid $\mathbb{N} \times \mathbb{N}$
$[Ca_l, b_1), (a_2, b_2), ..., (a_n, b_n)l$.

Listing A.9 Fichier diagram.py

Pauline Hubert

agram() :

EXAMPLES

def

sage:.a = Diagram([(0,0),(3,0),(6,0)])
Diagram ([(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(0,1),(2,1)1)

sage: d

__init__(self, cells):
c = True
for cell in cells:

if len(cell) !'= 2:

c = False

self._cells = []
if c:

for cell in cells:

self._cells += [(cell[1],cell[0])]
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self. _cells.sort ()
else:
print ("Wrong format for class Diagram")

def size(self)

The size of the diagram, which is the number of cells.

EXAMPLES:
sage: Diagram([(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(0,1),(2,1)1).
size ()
sage: d.size ()
6

return Integer (len(self._cells))

def cells(self):

Gives the list of the matrix coordinates of the cells of
the diagram.

EXAMPLES ::
sage: d = Diagram([(0,0),(3,0),(6,0)])
sage: d.cells ()
[¢co, o), (o, 3), (0, 6)]

return self._cells

def nb_cols(self):

Gives the number of columns of the diagram including the
empty ones that lie between unempty ones.

nnn

return max ([c[1] for ¢ in self.cells()])

Listing A.10 Fichier character.py
# Author: Pauline Hubert

### Vandermonde like determinant

def vandermonde (gamma, r=0):
It returns the determinant of the matrix $(x_i~al\theta_i~Db)$
for $1 \leq i \leq n$ and $(a,b) the cells of ‘mu‘.

EXAMPLES ::
sage: gamma = Diagram([(0,0),(1,0),(3,0)1)
sage: vandermonde (gamma)
-x00~3*x01 + x00%x01~3 + x00"3*xx02 - x01°3*xx02 - x00%*x02
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9 def

def
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~3 + x01%x02°3

sage: v = vandermonde (Partition ([2,1]), r=2)

sage: v

-x01*theta00 + x02*thetal00 + x00*thetaOl - x02*thetall -
x00*theta02 + x01*xthetal2

nmn

if isinstance(gamma, Integer):

gamma = Partition([gammal])
n = gamma.size ()
if r == 0:

r =1

P = DiagonalPolynomialRing(QQ, n, r, inert=1)

X = P.variables ()

Theta = P.inert_variables ()

return matrix ([[x**i[1]*theta**i[0] for i in gamma.cells ()]
for x,theta in zip(X[0],Theta[0])]).determinant ()

Operators

partial_derivatives (P):

nnn

Return the partial derivative functions in all the variables
of ‘P¢ allowed for derivation (ie not in the inert

variables) .
nmnn

n = P.ncols()

r = P.nrows ()

D = P.grading_set ()

X = P.multivar_pol_ring_variables ()

op = {}
for i in range(r):
op[D((-1 if j==i else 0 for j in range(r)))] = [attrcall(
"derivative", X[i,k]) for k in range(n)]
return op

polarization_operators (r, max_deg=1, side=None, row_symmetry=
None) :

nmn

Return the polarization operator functions in ‘r‘ sets of
variables with maximum degree ‘max_deg ‘.

nmnn

D = cartesian_product([ZZ for i in range(r)])

return {D([-d if i==i1l else 1 if i==i2 else 0 for i in range(
r)1):

[attrcall("polarization", il=il, i2=i2, d=d4,
row_symmetry=row_symmetry) ]

for d in range(l, max_deg+1)

for il in range (0, 1)

for i2 in range (0, r)
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def

def

3 ###

5 def

if (i1<i2 if side ==

3

’down’ else 1i1'=i2)

steenrod_operators (r, degree=1, row_symmetry=None) :

Return the Steenrod operator functions in
variables of degree ‘degree

if degree < 1:

degree = 1
D = cartesian_product ([ZZ for
op = {}

for i in range(r):

1 [4

r
¢

i in range(xr)])

sets of

op[D((-degree if j==i else 0 for j in range(r)))]
attrcall("steenrod_op", i=i, k=degree+l, row_symmetry

=row_symmetry)]
return op

merge (dictl, dict2):

!

Merge two dictionnaries whose values are lists into the first

one.
nwnon

Projection on isotypic components

IsotypicComponent (S, arg, use
munn

_antisymmetry=False):

Project the basis of the given subspace S on the isotypic

components of $S_n$

or on the isotypic component of the given type.

INPUT:

-¢¢8¢¢ -- Subspace

-ffarg an integer or a partition
EXAMPLES : :

sage: v = vandermonde (Partition ([3]))

sage: gen = {v.multidegree() : [v]}

sage: deriv = partial_derivatives(v.parent())

sage: S = Subspace(gen, deriv)

sage: V = IsotypicComponent (S, 3)
sage: for value in V.values():
ce print (value.basis ())
{((3,), (1, 1, 1)): (-x00"2%x01 + x00*x01~2 + x00°2*x02 -

x01°2*%xx02 - x00%x02°2
{CC0,), (3,)): (1,)%}
{((2,), (2, 1)): (x00~2 -

, ((1,), (2, 1)): (x00

+ x01%x02°2,)%}

2%¥x00*xx01 + 2*xx01%xx02
- XOQ:)}

x02°2,)
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95 sage: V = IsotypicComponent(S, 3, use_antisymmetry=True)
96 sage: for value in V.values():
97 ce print (value.basis ())

98 {((3,), (1, 1, 1)): (x00~2*x01,)}

99 {CC0,), (3,)): (1,0}

100 {0((2,), (2, 1)): (x00"2 - 2xx00%*x01,), ((1,), (2, 1)): (
x00,)}

101 nonn

102 if isinstance(arg, Partition):

103 list_partitions = [arg]

104 elif isinstance(arg, Integer):

105 list_partitions = Partitions(arg)
106 else

107 print ("Error: arg should be a partition or an integer.")
108 basis = S.basis ()

109 result = {}

110 P1 = basis.values().pop() [0].parent ()

111 for nu in list_partitions:

112 result_nu = {}

113 if use_antisymmetry == True:

114 antisymmetries = antisymmetries_of_tableau(nu.
initial_tableau())

115 P2 = DiagonalAntisymmetricPolynomialRing(P1._R, P1.

ncols (), Pl.nrows(), Pl.ninert(), antisymmetries)
116 for deg, value in basis.iteritems():

117 if use_antisymmetry:

118 gen = []

119 for p in value:

120 temp = apply_young_idempotent (P2(p), nu)

121 if temp != O0:

122 gen += [temp]

123 else:

124 gen = []

125 for p in value:

126 temp = apply_young_idempotent (p, nu)

127 if temp != O0:

128 gen += [temp]

129 if gen != []:

130 result_nu[(deg, tuple(nu))] = Subspace(gen, {}).
basis () [0]

131 if result_nu != {}:

132 result [nu] = Subspace(result_nu, operators={})

133

134 if len(result.keys()) == 1:

135 key = result.keys () [0]

136 return result [key]

137 else:

138 return result
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140 #### Polarization Space
141
142 def PolarizedSpace(S, operators, add_degrees=add_degrees_isotypic

):
143 e
144 Polarize the subspace S with the given operators on the
polynomial ring P.
145
146 INPUT:
147 - ‘‘P¢‘ -- a polynomial ring
148 - ¢¢8¢¢ -- a subspace
149 - ‘‘operators ‘¢ -- a list or a dictionnary of operators
acting on elements of P
150 - ‘‘add_degrees ‘¢ -- a function that will be used to
determine the degrees of the elements computed
151
152 EXAMPLES ::
153 sage: P = PolarizedSpace(V, polarizators)
154 sage: for value in P.values():
155 ce print (value.basis ())
156 {((2, 1), (1, 1, 1)): (x00%x01%x10 + 1/2%x00~2%x11,),
(1, 1), (1, 1, 1)): (x00%x11,), ((3, 0), (1, 1, 1)):
(x00~2*x01,), ((1, 2), (1, 1, 1)): (x00*x10*x11 - 1/2%
x00*x11-~2,), ((0, 3), (1, 1, 1)): (x10-2xx11,)}
157 {C0, 0, (3,)): (1,0}
158 {1, 1), (2, 1)): (x00%x10 - x01*x10 - x00*x11,), ((O,
1), (2, 1)): (x10,), (1, 0), (2, 1)): (x00,), ((0, 2)
, (2, 1)): (-1/2%xx10"2 + x10x*x11,), ((2, 0), (2, 1)):
(-1/2%x00~2 + x00%*x01,)}
159 e
160 if isinstance (S, dict):
161 return {key : PolarizedSpace(value, operators,
add_degrees=add_degrees) for key, value in S.iteritems
O3}
162 else:
163 basis = S.basis ()
164 basis_element = basis.values () .pop () [0]
165 Pl = basis_element.parent ()
166 if operators != {}:
167 r = len(operators.keys().pop())
168 row_symmetry = operators.values().pop() [0].kwds[’
row_symmetry’]
169 else:
170 r=1
171 row_symmetry = None
172 if row_symmetry == "permutation':
173 add_degrees = add_degrees_symmetric

174 D = cartesian_product([ZZ for i in range(r)])
175 generators = {}
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if isinstance(P1, DiagonalAntisymmetricPolynomialRing):
P2 = DiagonalAntisymmetricPolynomialRing(P1._R, P1.
ncols(), r , Pl.ninert(), Pl.antisymmetries())
for key, value in basis.iteritems ():
d = (D((key[0]1[0] if i==0 else O for i in range
(0,r))), keyl[1])
generators [d] = tuple(reduce_antisymmetric_normal
(P2(b), b.parent().ncols(), b.parent().nrows()
+b.parent () .ninert (), b.antisymmetries()) for
b in value)
else
P2 = DiagonalPolynomialRing(P1._R, P1l.ncols(), r , P1
.ninert ())
for key, value in basis.iteritems ():
if isinstance(key[0], Integer):
d = (D((key[0] if i==0 else O for i in range
(0,1r))))
add_degrees = add_degree
else:
d = (D((key[0][0] if i==0 else O for i in
range (0,r))), keyl[1l)
generators [d] = tuple(P2(b) for b in value)
return Subspace(generators, operators, add_degreess=
add_degrees)

### Quotient

def Range (S, operators, add_degrees=add_degrees_isotypic):

nonn

Return the basis of the image of the subspace S by the given
operators.

INPUT:
€¢8¢¢ -- a subspace

- “‘operators ‘‘ -- a list or a dictionnary of operators
acting on elements of P
‘‘“add_degrees ‘¢ -- a function that will be used to

determine the degrees of the elements computed

nmnn

if isinstance (S, dict):
return {key : Range(value, operators, add_degrees=
add_degrees) for key, value in S.iteritems ()}

result = {}
basis = S.basis ()
for key, b in basis.iteritems():
result = merge(result, {add_degrees(key, deg): [op(p) for
p in b for op in op_list if op(p)!=0] for deg,
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op_list in operators.iteritems()})
if result != {}
return Subspace(result, operators, add_degrees) #{} <->
operators
else
return None

#### Character

def

character (S, left_basis=s, right_basis=s, row_symmetry=None) :

mnmmnn

Return the bicharacter of the subspace ‘S‘ into the given
bases. The subspace ‘S‘ must be a multivariate polynomial
subspace projected on isotypic components of ‘S_n‘ or a
dictionnary of subspaces projected on isotypic components.

INPUT:
€¢8¢¢ -- a subspace or a dictionnary of subspaces
EXAMPLES ::
sage: v = vandermonde (Partition ([2,2]))

sage: V = Subspace({v.multidegree(): [v]},
partial_derivatives (v.parent ()))

sage: V_iso = IsotypicComponent(V, 4, use_antisymmetry=
True)

sage: V_pol = PolarizedSpace(V_iso,
polarization_operators (2, max_deg = v.degree()))

sage: character (V_pol)
s[] # s[2, 2] + s[1] # s[2, 1, 1] + s[2] # s[1, 1, 1, 1]
if isinstance (S, dict):
return sum(character(V, left_basis=left_basis,
right_basis=right_basis, row_symmetry=row_symmetry)
for V in S.values())
else:
basis = S.basis ()
basis_element = basis.values () .pop () [0]
P = basis_element.parent ()
n = P.ncols()
r = P.nrows ()
charac = 0
if row_symmetry != "permutation":
q = PolynomialRing(QQ,’q’,r).gens ()
for nu in Partitions(mn):

basis_nu = {}

charac_nu = 0

for key, value in basis.iteritems ():
if Partition(key[1]) == nu:

basis_nulkey [0]] = value
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if row_symmetry == "permutation":
for deg, b in basis_nu.iteritems():
charac_nu += sum(m(Partition(deg)) for p in b
)
if charac_nu !'= 0
if left_basis == s
charac_nu = s(charac_nu).
restrict_partition_lengths(r,exact=
False)
elif left_basis != m
charac_nu = left_basis(charac_nu)
else:
for deg, b in basis_nu.iteritems():
charac_nu += sum(prod(ql[il**degl[i] for i in
range (0,len(deg))) for p in b)
if charac_nu !'= 0
if left_basis == s :
charac_nu = s.from_polynomial (charac_nu).
restrict_partition_lengths(r,exact=
False)
else:
charac_nu = left_basis.from_polynomial(
charac_nu)
if charac_nu != O0:
charac += tensor ([charac_nu, right_basis(s(nu))])
return charac
@parallel
def parallel_character (S, operators, row_symmetry="permutation",
add_degrees=add_degrees_isotypic):
nnn
Return a dictionnary corresponding to the character of the
polarized version of the subspace S.
nnn
V = PolarizedSpace (S, operators, add_degrees=add_degrees)
charac = character(V, row_symmetry=row_symmetry)
res = {tuple((tuple(support[0]),tuple(support[1]))): coef for
support, coef in charac}
return res

#### Tools on character

def

factorize (f, n=0):

nmnn

Return the factorization of the tensor product ‘f¢ w.r.t the
right symmetric functions. The right symmetric functions

have their supports in the partitions on ‘n°¢.
nmn
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def

latex_output_character (f):

Return the latex code of the character ¢f°¢.
mmnn

#### Main function

Opersist (hash=lambda k: ’character_%s_%s’ % (k[0][1].size(),’’.

def

join(str(i) for i in k[0][1])), funcname=’character’)
E_mu(mu, use_antisymmetry=True, row_symmetry="permutation",
parallel=False, r=0):

3 <

Given a diagram ‘mu‘, compute the character associated to
this diagram.

Compute the subspace span by the Vandermonde determinant
associated to ‘muf

and closed by partial derivatives and polarization, and
return its bicaracter.

If ‘use_antisymmetry‘ is ‘True‘, use the optimisation on
antisymmetries, and if

‘row_symmetry ‘ is "permutation", use the optimisation on row
permutation.

EXAMPLES ::
sage: E_mu(Partition([2,1,1]))
s[] # s[2, 1, 1] + s[1] # s[1, 1, 1, 1]
sage: for mu in Partitions (3):
Ce print (E_mu (mu))

s[] # s[3] + s[1] # s[2, 1] + s[1, 11 # s[1, 1, 1] + s[2]
# s[2, 1] + s[3] # s[1, 1, 1]
s[]1 # s[2, 1] + s[1] # s[1, 1, 1]
sl # s[1, 1, 1]
n = Integer (mu.size())
v = vandermonde (mu)
generator = {v.multidegree() : [v]}
list_op = partial_derivatives (v.parent())
V = Subspace(generators=generator, operators=list_op,
add_degrees=add_degree)
V_iso = IsotypicComponent(V, n, use_antisymmetry=
use_antisymmetry)
if r == 0 :
r = max(n-1, 1)
deg = v.degree ()
if deg == 0:
deg =1
op_pol = polarization_operators(r, deg, row_symmetry=

row_symmetry)
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if parallel:
charac = 0
for (((_,_),_), V_pol) in parallel_character ([(subspace,
op_pol) for subspace in V_iso.values()]):
for key, coeff in V_pol.iteritems():
charac += coeffx*xtensor ([s(key[0]), s(key[1]1)1)
return charac
else:
V_pol = PolarizedSpace(V_iso, op_pol)
return character (V_pol, row_symmetry=row_symmetry)






ANNEXE B

EXEMPLES DE CALCULS

Dans cette annexe, on présente quelques exemples d’utilisation du code et de tests
effectués sur les diagrammes (5, 3) et (6, 3) qui n’ont pas été inclus dans le texte
pour en alléger la lecture. Ces tests et exemples peuvent étre retrouvés en version

interactive sur GitHub, pour y accéder voir les explications données en annexe A.

Exemples du chapitre 4

Les commandes suivantes permettent de retrouver les résultats mentionnés a

I’exemple 5.1.

sage: R = QQ[’x1,x2,x3°]
sage: M = matrix.vandermonde(R.gens (), R)
sage: M

[ 1 x1 x1-2]
[ 1 x2 x2°2]
[ 1 x3 x3°2]

sage: derivatives = [attrcall(’derivative’, x) for x in R.
gens ()]
sage: E_3 = Subspace([M.determinant ()], derivatives)

sage: E_3.basis ()
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10 {0: (-x172*%x2 + x1%x2°2 + x172%x3 - x272*%x3 - x1*x3°2 + x2%
x372, -x1*x2 + 1/2%x2°2 + x1*x3 - 1/2*x3"2, 1/2*x1"2 - x1
*x2 + x2*x3 - 1/2*x3°2, x1 - x3, x2 - x3, 1)}

11 sage: E_3.dimension ()

12 6

Les commandes suivantes permettent de retrouver les résultats mentionnés a

I’exemple 4.2 & propos de 'exploitation du multidegré.

13 sage: v = vandermonde (3)

14 sage: v

15 -x00~2%x01 + x00%x01°2 + x00°2*%x02 - x01°2%xx02 - x00*%x02°2 +
x01*x02°2

16 sage: derivatives = partial_derivatives(v.parent())

17 sage: derivatives

18 {(-1,): [*.derivative(x00), *.derivative(x01), *.derivative(
x02)1}

19 sage: E_3 = Subspace({v.multidegree(): [v]}, derivatives)

20 sage: E_3.basis ()

21 {(2,): (x00"2 - 2xx00*x01 + 2%*x01*xx02 - x02"2, -2%*x00*xx01 +
x01°2 + 2xx00*x02 - x02-~2), (0,): (1,), (3,): (-x00"2%x01
+ x00%x01°2 + x00°2%xx02 - x01°2%xx02 - x00*x02"2 + x01%
x02-2,), (1,): (x00 - x02, x01 - x02)}

22 sage: E_3.dimension ()

23 6

24 sage: polarizators = polarization_operators(2)

25 sage: polarizators

26 {(-1, 1): [*.polarization(il=0, row_symmetry=None, i2=1, d
=1)], (1, -1): [*.polarization(il=1, row_symmetry=None,

i2=0, d=1)1%
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27 sage: E_3 = PolarizedSpace(E_3, polarizators)

28 sage: E_3.dimension ()

29 15

30 sage: E_3.dimensions ()

31 {0, 1): 2, (1, 2): 1, (0, 0): 1, (3, 0): 1, (2, 1): 1, (1,
1): 2, (2, 0): 2, (1, 0): 2, (0, 3): 1, (0, 2): 2}

Notons ensuite que la fonction PolariazedSpace prend en argument un élément
de type Subspace duquel une base est extraite et retourne un autre élément de
type Subsapce construit a partir de cette base et des opérateurs donnés. La diffé-
rence est que, cette fois, le calcul est adapté pour prendre en compte le changement

d’anneau de polynomes entre un et deux (ou plus) jeux de variables.

Les commandes suivantes permettent de retrouver les résultats mentionnés a

I'exemple 4.1 & propos des composantes isotypiques.

32 sage: v = vandermonde (Partition([2,1]))
33 sage: derivatives = partial_derivatives(v.parent())

34 sage: E_21

Subspace ({v.multidegree(): [v]}, derivatives)

35 sage: E_21 IsotypicComponent (E_21, 3)
36 sage: E_21
37 {[1, 1, 1]: <subspace.Subspace object at 0x7f68add79f10>,

[2, 1]: <subspace.Subspace object at 0x7f68add79910>}

Le résultat est maintenant un dictionnaire de Subspace, un pour chaque compo-

sante isotypique.

38 sage: E_21[Partition([2,1])].basis ()
39 {((0,), (2, 1)): (-theta0O0 + theta02,)}
40 sage: E_21[Partition([1,1,1])].basis()

41 {£((1,), (1, 1, 1)): (x01l*xtheta00 - x02*thetal00 - x00*thetall
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+ x02*thetal0l + x00*theta02 - xOl*xthetal02,)}

Notons que PolarizedSpace peut prendre en argument un dictionnaire de Subspace

qui sont alors considérés séparément.

42 sage: E_21 = PolarizedSpace(E_21, polarization_operators(2))
43 sage: E_21[Partition([2,1])].basis ()
44 {(C0, 0), (2, 1)): (theta0O0 - thetal02,)}
45 sage: E_21[Partition([1,1,1])].basis ()
46 {(C0, 1), (1, 1, 1)): (-x11*theta00 + x12*thetal00 + x10x*
thetaO0l - x12*thetal0l - x10*theta02 + xllxtheta02,), ((1,
0), (1, 1, 1)): (x01*theta00 - x02*theta00 - x00*thetall

+ x02*thetal0l1 + x00*theta02 - xOl*thetal02,)}

Les commandes suivantes permettent de retrouver les résultats sur les antisymé-

tries mentionnés a 'exemple 4.5.

47 sage: v = vandermonde (Partition([2,1]))
48 sage: derivatives = partial_derivatives(v.parent())

49 sage: E_21 = Subspace({v.multidegree(): [v]}, derivatives)

A cette étape, on projette sur les composantes isotypiques de Ss en exploitant les

antisymétries. On peut vérifier la différence entre ce calcul et 'exemple 4.2.

50 sage: E_21 = IsotypicComponent(E_21, 3, use_antisymmetrys=
True)

51 sage: E_21[Partition([2,1])].basis()

52 {(C0,), (2, 1)): (thetaOlO,)}

53 sage: E_21[Partition([1,1,1])].basis()

54 {((1,), (1, 1, 1)): (x00*xthetall1l,)}

55 sage: p = E_21[Partition([2,1])].basis().values () [0][0]

56 sage: p.parent ()
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57 Diagonal Antisymmetric Polynomial Ring with 1 rows of 3
variables and inert variables over Rational Field with

antisymmetries ((0, 2), (1,))

On polarise chaque composante isotypiques en exploitant les antisymétries.

58 sage: E_21 = PolarizedSpace(E_21, polarization_operators(2))

59 sage: E_21[Partition([2,1])].basis()

60 {(C0, 0), (2, 1)): (thetal00,)?}

61 sage: E_21[Partition([1,1,1])].basis ()

62 {((0, 1), (1, 1, 1)): (x10*thetaOl,), ((1, 0), (1, 1, 1)): (
x00*thetaO1,)}

Enfin, les commandes suivantes peuvent étre utilisées pour retrouver les résultats

obtenus a 'exemple 4.4 a propos de I'exploitation des symétries sur les lignes.

63 sage: E_3

IsotypicComponent (E_3, 3, use_antisymmetry=True)

64 sage: E_3

PolarizedSpace(E_3, polarization_operators (2,
row_symmetry="permutation"))

65 sage: E_3[Partition([1,1,1])].basis ()

66 {((2, 1), (1, 1, 1)): (x00*x01*x10 + 1/2*x00~2*x11,), ((3,
0), (1, 1, 1)): (x00~2%x01,)}

67 sage: E_3[Partition([2,1])].basis ()

68 {((1, 1), (2, 1)): (x00%x10 - x01*x10 - x00*x11,), ((1, 0),
(2, 1)): (x00,), ((2, 0), (2, 1)): (-1/2%xx00"2 + x00*x01
)}

69 sage: E_3[Partition([3])].basis()

70 {CC0, 0), (3,)): (1,0}
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Calculs directs exploitant toutes les stratégies

Exemples de calculs directs pour les partages de 3.

71 sage: E_mu(Partition ([3]))

72 s[]1 # s[3]1 + s[1] # s[2, 11 + s[1, 1] # s[1, 1, 11 + s[2] #
s[2, 11 + s[3] # s[1, 1, 1]

73 sage: E_mu(Partition([2,1]))

74 s[] # s[2, 1] + s[1] # s[1, 1, 1]

75 sage: E_mu(Partition([1,1,1]1))

76 s[]1 # s[1, 1, 1]

On calcule les caractéres €31, 901 et €39, en exploitant toutes les stratégies de
calul et on donne le temps de calcul. (Voir exemples 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 et 5.7
pour plus de détails.)

77 sage: E_mu(Partition([3,1]))

78 s[] # s[3, 1] + s[1] # s[2, 1, 1] + s[1] # s[2, 2] + s[1, 1]
# s[1, 1, 1, 11 + s[2] # s[2, 1, 1] + s[3] # sl[1, 1, 1,
1]

79 sage: timeit (’E_mu(Partition ([3,1]1))7)

80 5 loops, best of 3: 282 ms per loop

81 sage: E_mu(Partition([2,2,1]))

82 s[] # s[2, 2, 11 + s[1] # s[2, 1, 1, 11 + s[2] # s[1, 1, 1,
1, 1]

83 sage: timeit (’E_mu(Partition([2,2,1]))7)

84 5 loops, best of 3: 417 ms per loop

85 sage: E_mu(Partition([3,2]))

86 s[] # s[3, 2] + s[1] # s[2, 2, 1] + s[1] # s[3, 1, 1] + s[1,
1] # s[2, 1, 1, 11 + s[2] # s[2, 1, 1, 1] + s[2] # s[2,
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2, 11 + sl[2, 1] # s[1, 1, 1, 1, 11 + s[3] # s[2, 1, 1, 1]
+ s[4] # s[1, 1, 1, 1, 1]
87 sage: timeit(’E_mu(Partition([3,2]))7)

88 5 loops, best of 3: 2.27 s per loop

Exemples de calculs pour des diagrammes troués

Calcul de &5 3).

89 sage: v = vandermonde(Diagram([(0,0),(1,0),(3,0)]))

90 sage: Vv

91 -x00-~3%*x01 + x00*x01-°3 + x00°3*x02 - x01°3%x02 - x00%*xx02"3 +

x01%x02°3

92 sage: r=1

93 sage: generator = {v.multidegree() : [v]}

94 sage: list_op = merge(merge(partial_derivatives(v.parent()),

steenrod_operators(r, 1)), steenrod_operators(r, 2))

95 sage: W1 = Subspace(generators=generator , operators=list_op,

add_degrees=add_degree)

96 sage: W1l.basis ()

97 {(2,): (x00~2 - x02~2, x01-2 - x02-2, -x00*x01 + x00%*x02, -
x00*%x01 + x01*x02), (0,): (1,), (3,): (1/3*xx00"3 - 1/3%*
x01~3 - x00%xx02"2 + x01%x02"2, -1/3%x00"3 + x00%*x01~2 -
x01~2%*x02 + 1/3%x02°3, -x00"2*x01 + 1/3*x01°3 + x00°2%x02

- 1/3%¥x02-3), (1,): (x00, x01, x02), (4,): (-x00"3*xx01 +
x00*x01~°3 + x00°3%*x02 - x01°3*x02 - x00*x02°3 + x01*x02
"3,)%

98 sage: character(IsotypicComponent (W1, 3))

99 s[] # s[3] + s[1] # s[2, 11 + s[1] # s[3] + 2xs[2] # s[2, 1]
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+ s[3] # s[1, 1, 1] + s[3] # s[2, 1] + s[4] # s[1, 1,

100 sage: r = 2

101 sage: op_pol = polarization_operators(r, max_deg=v.degree())

102 sage: W2 = PolarizedSpace(IsotypicComponent(Wl, 3), op_pol)

103 sage: character (W2)

104 s[] # s[3] + s[1] # s[2, 1] + s[1] # s[3] + s[1, 11 # s[1,
1, 11 + s[1, 1] # s[2, 1] + 2xs[2] # s[2, 1] + s[2, 1] #
s[1, 1, 11 + s[3] # s[1, 1, 1] + s[3] # s[2, 1] + s[4] #
s[1, 1, 1]

105 sage: d = v.degree()

106 sage: list_degrees = [tuple((i,j)) for i in range(0,d) for j

in range(0,d) if i+j>0]
107 sage: sym_diff = symmetric_derivatives(list_degrees)
108 sage: character (Range(W2, sym_diff))
109 s[] # s[3] + s[1] # s[2, 1] + s[1, 11 # s[1, 1, 1] + s[2] #
s[2, 1] + s[3] # s[1, 1, 1]

110 sage: charac = character(W2) - character (Range (W2, sym_diff)

)

111 sage: charac

112 s[1] # s[3] + s[1, 1] # s[2, 1] + s[2] # s[2, 1] + s[2, 1]
s[1, 1, 11 + s[3] # s[2, 1] + s[4] # s[1, 1, 1]

Exemples d’essais de calcul pour €,(3). On se concentre uniquement sur la om-

posante isotypique alternante (de type 111). Tout d’abord, on calcule €, 3) en

construisant A*M, 3y apres polarisation de M, 3).

113 sage: v = vandermonde (Diagram([(0,0),(2,0),(4,0)1))
114 sage: generator = {v.multidegree() : [v]}

115 sage: list_op = partial_derivatives(v.parent())

116 sage: W1 = Subspace(generators=generator, operators=list_op,



117
118
119
120
121

122

123
124

125
126
127

135

add_degrees=add_degree)

sage:
sage:
sage:
sage:
sage:

sage:

W1 = IsotypicComponent (W1, Partition([1l,1,1]1))

r=2

op_pol = polarization_operators(r, max_deg=v.degree())
W1 = PolarizedSpace(Wl, op_pol)

deg = v.degree()

list_degrees = [tuple((i,j)) for i in range (0, deg)

for j in range (0, deg) if i+j>0 and i+j<degl]

sage:

sage:

sym_diff = symmetric_derivatives(list_degrees)

W2 = Range (W1, sym_diff, add_degrees=

add_degrees_isotypic)

sage:
sage:

s[3,

charac = character (W1) - character (W2)
charac

1] # s[1, 1, 1] + s[4, 1] # s[1, 1, 1] + s[B] # s[1, 1,

1] + s[6] # s[1, 1, 1]

Ensuite, on calcule €, 3) en construisant A*M, 3) avant de polariser de M, 3)

et on polarise les deux espaces séparément. Ici on fait également intervenir les

opérateurs de Steenrod.

128
129
130
131

132

133

134

135

sage: v = vandermonde (Diagram([(0,0),(2,0),(4,0)]1))

sage: deg = v.degree()

sage: generator = {v.multidegree() : [v]}

sage: list_op = partial_derivatives(v.parent())

sage: list_op = merge(merge(list_op, steenrod_operators(l,
1)), steenrod_operators (1,2))

sage: W1 = Subspace(generators=generator, operators=list_op,
add_degrees=add_degree)

sage: W1 = IsotypicComponent (W1, Partition([1,1,1]))

sage: list_degrees = [tuple((i,)) for i in range(1,4)]
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136 sage: sym_diff symmetric_derivatives(list_degrees)

137 sage: sym_diff merge (merge (sym_diff, steenrod_operators(1l,
1)), steenrod_operators(l, 2))

138 sage: W2 = Range(W1l, sym_diff)

139 sage: r=2

140 sage: op_pol = polarization_operators(r, max_deg=4)

141 sage: list_degrees = [tuple((i,j)) for i in range(0,deg) for
j in range(0,deg) if i+j!=0 and i+j<=deg]

142 sage: op_pol = merge(merge (op_pol, steenrod_operators(r, 1))
, Steenrod_operators(r,2))

143 sage: W1

PolarizedSpace (W1, op_pol)

144 sage: W2 PolarizedSpace (W2, op_pol)
145 sage: charac = character(W1l) - character (W2)
146 sage: charac

147 s[4, 11 # s[1, 1, 1] + s[6] # s[1, 1, 1]

Dans le but d’obtenir le terme sy9 ® 5111 qui apparait dans eg 3, d’autres tests

ont été menés avec les opérateurs de Steenrod. En voici un exemple.

148 sage: v = vandermonde (Diagram([(0,0),(2,0),(4,0)1))
149 sage: generator = {v.multidegree() : [v]}
150 sage: list_op = {}

151 sage: list_op = merge(list_op, steenrod_operators(l, 1))

152 sage: W1 = Subspace(generators=generator, operators=list_op,
add_degrees=add_degree)
153 sage: W1 = IsotypicComponent (W1, Partition([1,1,1]))

154 sage: r=2

155 sage: op_pol = polarization_operators(r, max_deg=2)

156 sage: op_pol merge (merge (op_pol, steenrod_operators(r, 1))

, Steenrod_operators(r, 2))
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158

159

160

161
162
163

sage: W1 = PolarizedSpace(Wl, op_pol)

sage: list_degrees = [tuple((i,j)) for i in range (0, deg)
for j in range(0, deg) if i+j>0 and i+j<degl]

sage: sym_diff = steenrod_operators(r, 1)

sage: W2 = Range(Wl, sym_diff, add_degrees=
add_degrees_isotypic)

sage: charac = character(Wl) - character (W2)

sage: charac

s[2, 2] # s[1, 1, 1] + s[6] # s[1, 1, 1]

Plus d’exemples de calculs peuvent étre retrouvés dans la feuille de calcul

quotient_tests.ipynb qui se trouve dans le dépot Git du projet.
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ANNEXE C

TABLES DE CARACTERES

Cette annexe contient les caractéres qui ont pu étre calculés avec le code im-
plémenté. On donne chaque fois le diagramme et le (GL, x S, )-caractére associé
a l'espace construit a partir du déterminant de Vandermonde indicé par ce dia-

gramme.

On commence par les partages jusqu’a 7. On rappelle que si v est le diagramme
d’un vecteur d’entiers, on peut se ramener au cas d’'un partage (voir corollaire
4.2). Pour les partages jusqu’a 3 voir table 5.1 et pour les partages de 4 voir table

5.2 dans le chapitre 5.
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TABLE C.1 Table de caractéres de €, pour |A\| =5

n=>5

Diagramme Caractere

1®S5+(81+82+53+S4)®841
+<52 + So1 + S99 + S3 + S31 + S4 + S41 + S5 + 56) & S32
+(s11 + 591 + S5+ 2531 + 832 + 54 + 541 + 255 + 551 + S6 + 57) @ Sa11
+(821 + S211 + S22 + 531 + 8311 + S32 + S4 + 2541 + Sa2 + S5
D:‘:l:\:‘ ‘|‘2851 + Sg + Se1 + S7 + 88) X S921
+(8111 4 S211 + S31 + 8311 + S32 + 533 + 2541 + Sa11 + Sa2 + 255
+852 + S6 + 2861 + S “+ S71 + S8 + 89) (024 S2111
+(s1111 + S311 + Sa11 + Sa2 + Sa3 + S511 + Se1 + Se2
+571 + Sg1 + S10) @ S11111

1® 54+ (31 + 52) & S32 + (Sl + S9 + 83) X S311
+(311 + 82 + S91 + S3 + 84) & S291

[ 1] +(s11 + S21 + S3 + 531 + 54+ S5) @ S2111

+(5111 + 831 + 541 + S6) @ S11111

1 ® 832 + 51 @ S311 + (51 + 52) @ S221
| +(s11 + S2 + S3) ® Sa111 + (S21 + S4) @ S11111

1 ® s311 + 51 @ 221 + (51 + S2) @ Sa111 + (S11 + S3) @ S11111

1 ® 5991 + 81 @ S2111 + 52 @ S11111

— 1 ® s2111 + 851 @ S11111

1 ® s11111
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TABLE C.2 Table de caractéres de €, pour |A| =6

n=~06

Diagramme Caractere

1®S51+(81+82+53)®842
+(51 + So + S3 + 54) X S411 + (82 + S91 + 54) X S33
(511 + S2 + 2591 + S22 + 253 + 2531 + 254 + Sa1 + 255 + S6) @ S301
+(511 + So1 + S3 + 2531 + 530 + 84+ Sa1 + 255 + 851 + S6 + 57) @ S3111
— +(821 + S211 -+ S31 -+ 5392 + Sq + S41 -+ Sy + S51 + 87) X 59929
T 1] (5111 + 821 + So11 + S22 + 2531 + 8311 + S30 + 54 + 3541
+Sy40 + Sy -+ 2851 -+ 286 + S61 -+ S + Sg) & 5929211
+(s111 + S211 + S31 + 5311 + S32 + S33 + 2541 + Sa11 + Sa2 + 255
+559 + 56 + 2561 + 57 + 571 + S5 + S9) @ So1111
+(s1111 + 8311 + Sa11 + Sa2 + Saz + Ss11 + Se1 + Se2
+571 + 881 + S10) @ S111111

1 ® 849 + 51 @ S411 + 51 ® 833 + (51 + 511 + 252 + 53) @ 5391

+($11 + S9 + S91 + S3 + 84) & S3111 + (82 + S91 + 54) (059 59929

] (511 4 2591 + 253 + 531 + 54 + 55) @ Sa211

+(5111 + S21 + S99 + 2831 + Sq + S41 + Sp + 86) X S21111
+(8211 + 832 + 541 + S51 + S7) @ S111111

I 1 & S411 + (81 + 82) X 5321 + (81 + S9 + Sg) X S3111
— +(511 + S3) @ S22 + (S11 + S2 + S21 + S3 + S4) @ S2011
‘ ‘ ‘ +(311 + S921 + S3 + S31 + S4 + 85) X S921111
+(s111 + 831 + 541 + S6) @ S111111

1 ® s33+ (51 + 52) ® S321 + (511 + 53) @ S3111 + (S11 + S3) ® 5290
"—(82 + S91 + S3 + 84) & S9211 + (821 + S31 + S84 + 85) 0% S921111
+(S22 + S41 + S6) @ S111111

1 ® S391 + 51 @ S3111 + S1 @ S22 + (81 + S2) @ Sa211
+(s11 + S2 + 83) ® So1111 + (S21 + S4) ® S111111

— 1 ® s3111 + $1 @ S2011 + (81 + S2) @ Sa1111 + (511 + S3) @ S111111

1 ® S922 + 51 @ S9211 + S2 ® S21111 + 83 @ S111111
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1 ® 59211 + 51 @ S21111 + 52 @ S111111

1 ® 521111 + 51 @ S111111

1 ® s111111
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TABLE C.3 Table de caractéres de 8&2) pour [\ =7

n=7etr=2

Diagramme Caractere

1 ®@ s31111 + (51 + S2) @ Sa11111 + 1 @ S20111 + (S11 + S3) @ S1111111

1® 899901 +51®82211,1+52@8211,1,1,1 +53@811,1,1,1,1,1

14yt by dbydsdy byt tydydy

1 ® s92111 + 51 ® S211111 + S2 @ S1111111

] 1 ® so11111 + 51 ® S1111111

1 ® s1111111
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On a également fait les calculs de M, pour des diagrammes troués obtenus a partir
d’un partage de la forme (n, 1) auquel on enléve une case (a,0) avec 1 <a <n-—1.
On a pu remarquer que le caractére associé a un tel diagramme est égal a celui
associé au diagramme contenant les cases (0,7) pour 1 < 7 < n — 2 auquel on
ajoute la case (b, 1) avec b = n —a — 1. On présente ici les résultats obtenus pour

n=4etn=>,.

TABLE C.4 Table de caractéres de M~ pour |y| =4

n=4
Diagramme Caracteére
Bjj (14 51+ 82) ® 531 + (51 + 511 + 52 + 53) @ 592
~ +(81 + 511 + 282 + 821 + 253 + 84) @ So11

[ ] +(811 + So1 + S3 4+ S31 + S4 + 85) ® S1111

| [] (14 51) ® 531+ (51 + 52) @ S22 + (81 + s11 + 252 + 53) ® Sa11
= +(s11 + S21 + S3 + S4) ® S1111

~ 1® s31 + 51 ® So9 + (81 4 S2) ® S211 + (11 + S3) @ S1111
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TABLE C.5 Table de caractéres de M~y pour |y| =5

n=>5

Diagramme Caractere

(1+81+82+53)®841
+(81 + s11 + 289 + 2591 + 253 + S31 + 284 + S5) @ S32
+(51 4 511 + 252 + 2591 + S22 + 353 + 2531 + 354 + Sa1 + 255 + S6) @ S311
Bj:lj +(s11 + 8111 + S2 + 3821 + S211 + S22 + 283 + 4531 + 832 + 354 + 3541
~ +385 + S51 + 286 + 87) X 5921
. (511 + S111 + 2891 + S211 + S22 + 83+ 431 + S311 + 2532 + 254 + 454
‘ ’ ’ +S49 + 385 + 3851 + 356 + S61 -+ 287 + Sg) & S92111
+(s111 + S211 + S31 + 5311 + S32 + S33 + 2541 + Sa11 + Sa2
+2551 + 552 + 56 + 2561 4+ 57+ S71 4 53 + S9) @ S11111

(S + 51+ 52) & 841 + (81 “+ 811 + 282 + S91 + 283 + 84) X S30

] (51 4 511 + 259 + 2591 + 353 + 531 + 254 + 55) ®@ S311

‘ | ’ ‘ +(811 + S111 + S92 + 3821 + 599 + 283 + 3331 + 384 + S41 + 285 + 86) (024 S$9221
~ +(s11 + s111 + 2891 + S211 + S22 + 83 + 4831 + 532 + 254 + 3541

[ +3S5 + S51 + 286 + 87) ® S9111

] \ + (8111 + S211 + 831 + 8311 + S32 + 2841 + Sa2 + 2851

+56 + S¢1 + 57+ 53) @ S11111

(s 4 51) ® S41 + (51 + 511 + 252 + 53) @ S32
+(s1+ 511+ 252 + So1 + 253 + 54) ® S311
+(s11 + S2 + 3521 + 283 + S31 + 254 + S5) @ S201

+(s111 + S211 + S31 + S32 + 2841 + S51 + S6 + S7) @ S11111

[ ][]
1 +(s11 + S111 + 2891 + S22 + S3 + 3831 + 284 + S41 + 285 + S¢) @ So111

1 ® 841+ (51 + 52) ® s32 + (51 + 52 + 53) ® 5311
’ | ‘ +(811 + S9 + S21 + S3 + 84) & 59291

- +(s11 + S21 + S3 + S31 + S4 + S5) @ S2111
(5111 + 831 + 541 + S6) @ S11111
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