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RESUME

Dans le cadre de ce mémoire, nous étudions, & I’aide de simulations, la régression
par discontinuité pour une variable réponse binaire. Nous débutons par la défini-
tion du modéle et de ses deux composantes (“sharp” et “fuzzy”), pour ensuite le
définir dans un contexte contrefactuel. Puis nous décrivons les hypothéses dans
le cas “sharp” et présentons ’estimation, pour une réponse continue, de l'effet
moyen du traitement & I’aide de deux procédures : 'approche par régression li-
néaire fréquentiste et bayésienne. Par la suite, nous nous concentrons sur le cas
d’une réponse binaire dans le contexte de I’étude d’association entre I’age d’entrée
des enfants & 1’école et la probabilité d’étre diagnostiqué du trouble déficitaire
de I'attention avec ou sans hyperactivité (TDAH). Pour ce faire, nous évaluons
la capacité du modéle & estimer adéquatement l'effet du traitement pour diffé-
rentes tailles d’échantillon et de largeurs de bande. Puis nous explorons I'impact de
I’ajout d’une variable explicative et de confusion sur I’ajustement du modéle. Fina-
" lement, nous utilisons la simulation bayésienne pour analyser les conséquences du
choix de la loi a priori des coefficients de régression sur ’estimation du paramétre
d’intérét et comparons cette approche avec celle fréquentiste. Nous terminons par
un retour sur nos résultats et une discussion ouverte sur d’autres problématiques
en lien avec la régression par discontinuité dans d’autres secteurs de recherche.

Mots clés : régression par discontinuité, régression par discontinuité “sharp”, ré-
ponse binaire, simulation bayésienne, TDAH, rstan, MCMC



INTRODUCTION

'Le modéle de régression par discontinuité (RD) est une méthode quasi-expérimentale
introduite dans les années 60 par (Thistlethwaite et Campbell, 1960). Un de ses
avantagés est qu’il peut étre appliqué dans tout contexte ol une intervention ou un
traitement est administré selon une loi prédéterminée liée & une variable continue
dite variable d’affectation. Depuis les années 90, la RD a été fréquemment adoptée
dans le domaine de ’économie (Imbens et Lemieux, 2008) et, plus récemment, en
épidémiologie et en sciences médicales ((Geneletti et al., 2016), (O’Keeffe et Baio,
2016), (Geneletti et al., 2015), (Bor et al., 2014)). La caractéristique principale
de la RD est que les individus situés juste en dessous du point de discontinuité
sont comparables avec ceux situés juste au dessus. En se concenfrant autour de
ce point, nous nous retrouvons avec une situation analogue 4 un essai randomisé

contrdlé sans les cofits, ni les complications qui s’y rattachent.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons & I’application du modéle de régression
par discontinuité pour une réponse binaire. La plus grande partie de la littérature
sur la RD traite de cas d’une variable de réponse continue. Entre autres, (Bor
et al., 2014) nous présente le modeéle RD et les hypotheéses requises pour son
implémentation dans un contexte d’inférence causale, se référant plus particulié-
rement aux cas d’analyses épidémiologiques (modeéle non linéaire et de éurvie). A
notre connaissance, (Geneletti et al., 2016) est le seul article qui détaille ap-
proche bayésienne dans le cas d’une réponse dichotomique. Le but de ce mémoire
est de fournir des balises supplémentaires pour comprendre et implémenter le mo-

déle de régression par discontinuité pour une réponse binaire qui, dans le contexte

épidémiologique et des soins de santé, est d’un grand intérét.



Tout au long de ce mémoire, nous ferons référence & une mise en contexte en
particulier, soit ’étude de I’association entre la probabilité d’étre diagnostiqué avec
un trouble déficitaire de 'attention avec ou sans hyperactivité (TDAH) et 1'age
d’entrée des enfants & 1’école. D a la date éligible d’entrée a 1’école, les enfants
dans une méme classe peuvent avoir presque un an de différence d’age, tel que ceux
nés juste avant la date limite seront plus jeunes et peut—étl_*e moins matures que
leurs camarades de classe nés aprés cette date (L Morrow et al., 2012). Prenons
I’exemple de deux enfants admis a la maternelle dans la méme classe : 'enfant A
est agé de 4 ans et 11 mois et 'enfant B est 4gé de 5 ans et 10 mois & la date
éligible d’entrée. Ainsi, I’éléve A plus jeune pourrait étre diagnostiqué TDAH a
cause de son comportement jugé immature relativement a 1’éléve B. Par contre, si
Penfant A était né quelqﬁes jours plus t6t, il serait admis I’année suivante ef alors
sa conduite serait considérée comme étaﬁt normale par rapport aux autres éléves
plus vieux de la classe; il n’y aurait pas de questionnement quant & la possiblilté
d’étre atteint de TDAH. Ainsi, ce sont ces quelques jours d’écart qui font toute la

différence pour un enfant entre la possibilité d’étre diagnostiqué ou non TDAH.

Plusieurs études, au ﬁivéau international, ont rapporté une association entre ces
deux facteurs : Canada (L. Morrow et al., 2012), Etats-Unis ((E Elder, 2010),
(N Evans et al, 2010)), Suéde (Halldner et al., 2014) et Allemagne (Krabbe
et al., 2014). Le Québec n’échappe pas a ce phénoméne de surdiagnostic o, de
2006-2014, le nombre d’unités de médicaments spécifiques aﬁ TDAH est passé de
23 4 65 millions (secteur privé et public), tandis que les coiits associés sont passés
de 34 a 160 millions $ pour la Régie de 1'assurance maladie du Québec (RAMQ)
et de 24 & 116 millions $ chez les assureurs privés (Turgeon, 2017). Ce mémoire se
veut un outil qui pourrait servir, entre autres, & analyser ce type de phénoméne

ol la réponse est binaire.

Dans le premier chapitre, nous détaillons les propriétés du modéle de régression



par discontinuité dans un contexte de général. Nous débutons par faire la distinc-
tion entre les deux types de modéle RD (section 1.1.1), tout en introduisant la
notation causale contrefactuelle liée au modéle (sections 1.1.2-1.1.3) et le concept
de confusion (section 1.1.4). Nous poursuivons en mettant en place les balises pour
’application du modéle par discontinuité “sharp”. Pour ce faire, nous expliquons
les hypothéses nécessaires a l'utilisation du modéle et donnons une premiére dé-
finition de I’effet moyen du traitement (EMT) (section 1.2). Par la suite, nous
présentons deux procédures pour estimer 'EMT dans le cas d’une réponse conti-
nue, soit la régression linéaire simple fréquentiste (section 1.3.1) et sa contrepartie
- bayésienne (section 1.3.2). Par la suite, nous introduisons deux types de mesures
de PEMT dans le cas d’une réponse binaire : le risque relatif causal et le rapport

de cotes causal (section 1.4).

Au deuxiéme chapitre, nous décrivons I’étude de simulation principale en débu-
tant par détailler 'algorithme pour générer une base de données d’origine (sec-
tion 2.1), suivie de I’étude de I'impact de la taille d’échantillon (section 2.2.1)
et de la valeur d’un parameétre de réglage (largeur de bande) sur lestimation de
I'EMT (section 2.2.2); ce dernier étant un élément nécessaire au roulement de
'algorithme. Ensuite, nous ajoutons une variable explicative (section 2.3) puis
confondante (section 2.4) pour analyser leur impact sur 'ETM estimé en fonction

de la taille d’échantillon et de la largeur de bande.

~Notre dernier chapitre porte sur I'inférence bayésienne du modéle RD et nous
commengons par expliquer les objectifs liés a son utilisation (section 3.1). Nous
introduisons, entre autres, quelques notions de base (section 3.1.1) sur les tech-
niques d’échantillonnage Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC) et justi-
fions nos décisons quant aux lois a priori utilisées (section 3.2). Nous poursuivons
par une introduction au Monte-Carlo Haniltonien (section 3.3.1) et appliquons un

diagnostic de convergence pour une implémentation optimale du modéle bayésien



(3.3.2). Finalement, nous terminons par la présentation des résultats et I’analyse

prédictive de la loi a posteriori (section 3.4).

Nous concluons notre mémoire par un bilan des résultats obtenus et proposons
différentes extensions du modéle de régression par discontinuité qui seraient inté-

ressantes a examiner au-deld de ce mémoire.



CHAPITRE I

MODELES DE REGRESSION PAR DISCONTINUITE

Nous traitons dans ce chapitre de la définition du modéle régression par dis-
continuité (RD) et de ses deux composantes (“sharp” et “fuzzy”). Par la suite,
nous introduisons la notation contrefactuelle et terminons par une définition de la
confusion dans un contexte RD. Nous poursuivons en traitant du cas général de
variable de réponse continue, pour finalement se concentrer sur le cas de réponse

binaire.
1.1 Régression par discontinuité et inférence causale

1.1.1 Introduction au modéle RD

Comme mentionné précedemment, la régression par di\scontinuité (RD) est une
méthode quasi-expérimentale dont le but est d’effectuer une inférence causale
par l'estimation de l'effet d’un traitement ou d’une intervention sur une variable
réponsek d’intérét. Ce modéle se voit appliqué dans des situations ou les individus
regoivent le traitement selon leur position de part et d’autre d’un seuil fixé selon
une variable d’affectation continue. Par conséquent, 15affectation du traitement
est déterminée soit totalement ou partiellement par le respect de cette régle de
décision, tel que toute discontinuité dans la loi conditionnelle de la variable réﬁonse

est I'indication d’un effet causal de traitement (Imbens et Lemieux, 2008).



I1 existe deux modeles RD principaux : le modéle RD “sharp” (RDS) et le modéle
RD “fuzzy” (RDF), qui se distinguent par le respect de la régle de décision. Le
RDS est utilisé lorsque la régle de décision est parfaitement respectée, tel que tous
les individus situés au-dessus du seuil regoivent le traitement et ceux en-dessous
ne le regoivent pas. Dans le cas du RDF, la régle de décision ‘est partiellement

respectée : certains regoivent le traitement contrairement & ce qu’indique la régle

- de décision et d’autres ne le regoivent pas méme si la régle indique qu’ils devraient

en bénéficier.

‘Prenons par exemple le cas épidémiologique de la prescription de statines, un mé-

dicament utilisé dans la prévention des maladies cardiovasculaires. Le National
Institute for Health and Care Excellence (NICE) recommande de prescrire des
statines aux patients n’ayant pas eu d’incidents cardiovasculaires si le risque de
développer une maladie cardiovasculaire, au cours des dix prochaines années, ex-
céde 20% (O’Keeffe et Baio, 2016) ; (Geneletti et al., 2015). Un individu recevra
le traitement (prescription de statines) si la variable continue d’affection (taux
de ris‘que de maladies cardiovasculaires) est plus grande ou égale & un seuil fixe
(20%) ; dans le cas contraire, il ne sera pas sujet au traitement. Cet exemple fait

directement référence au cas d’'un modéle RDS.

Le choix du seuil est prédéfini et s’appuie habituellement sur des présuppositions
a priori résultant d’une étude déja publiée ou de recherches approfondies dans la
littérature. Rappelons que 1'une des hypothéses indispensables & la RD est l'idée -
d’échangeabjlité, soit que les individus situés juste au-dessus du seuil et ceux
juste au-dessous ont des caractéristiques similaires. Il nous est ainsi possible de
comparer les résultats eyntre ces deux groupes pour avoir une évaluation appropriée
de Deffet causal de 'intervention ou du traitement sur la variable réponse d’intérét

(O’Keefte et Baio, 2016).



Notons que pour illustrer le modéle RDS, nous avons utilisé un exemple connu
dans la littérature bayésienne. Dans celui-ci, la variable réponse est continue, alors
que nous allons considérer, au cours de ce mémoire, un cas de variable réponse

binaire. Les concepts d’application demeurent toutefois similaires.

1.1.2 Modéle contrefactuel

Dans le cas d’une intervention ou d’un traitement binaire, noﬁs conceptualisons,
pour chaque sujet i, deux états possibles. Soit Y; une variable réponse d’intérét
associée au sujet 4, alors Y;; est la variable réponse pour le sujet 7 lorsque celui-ci
est exposé au traitement et Yjo est la variable réponse pour ce sujet lorsqu’il n’est

pas exposé au traitement.

Nous introduisons la variable indicatrice de traitement 7T; égale a 1 si le sujet 4
est exposé au traitement et égale a 0 si le sujet ¢ n’est pas exposé. Ainsi, nous

pouvons redéfinir la variable continue d’intérét :

Yio siTi=0 '
Y, = =T;-Ya+(1-T)- Yo ¢
Yo siTi=1

Cette définition est possible grace & I'hypothése de consistance (“consistency”) qui
stipule que la variable réponse contrefactuelle d’un individu exposé au traitement
“(Yi1) est égale a la variable réponse observée de celui-ci (Y;) s’il a réellement recu
le traitement auquel il a été exposé (Oldenburg et al., 2016). La méme logique

s’applique pour un individu non exposé au traitement.

Dans le cas d’une variable réponse continue, nous définissons typiquement ’effet
causal individuel comme étant le contraste suivant entre Y;; et Yjg, soit Y;; —

Yio. Or, il est impossible d’observer Y;; et Yy simultanément pour un seul sujet,



par conséquent, la variable réponse observée (Y;), dans 1'équation (1), détient
seulement une partie de l'information nous permettant de définir I'effet causal
individuel (Morgan et Winship, 2007). En effet, pour un individu traité (T; = 1),
nous ne pouvons observer la variable contrefactuelle Yjy et pour un individu non

traité (T; = 0), nous ne pouvons observer la variable contrefactuelle Y;;.

Face a cette situation, ’alternative est d’utiliser Peffet moyen du traitement (EMT)
dans la population (i.e. sur 'ensemble des individus). Dans le contexte de la ré-
gression par discontinuité, il est utile de définir celui-ci conditionnellement & la

variable d’affectation X :

EMT, = E[Yil - Yi0|Xi = 37]
= E[Y11|X1 = .’13] — E[KolX, = IL‘]

L’EMT mesure donc la différence en moyenne entre la réponse contrefactuelle des
sujets qui regoivent le traitement et la répbnse contrefactuelle de ceux qui ne le
regoivent pas pour une valeur de z donnée. Mentionnons que 'EMT n’est pas
équivalent & E[Y;|T; = 1, X; = 2] — E|Yi|T; = 0, X; = | qui est le contraste de
'espérance de la réponse observée (Y;) conditionnelle  la variable de traitement

(T;) pour une valeur de z donnée.

1.1.3 = Modélisation

Soient X; la variable continue d’affectation, S; la variable indicatrice du seuil, zq

le seuil de décision fixe et T; la variable indicatrice de traitement tels que :



Jl si X; > xg

S =
(0 siXi<a
(1 si le iéme sujet recoit le traitement
Ty = 4 ~
LO si le ¢éme sujet ne regoit pas le traitement .

Pour chaque individu %, nous observons (Y;,X;,S5;,T;,C;), ot C; représente l’en-
semble des variables confondantes. En référence a I'exemple introductif, le sujet
recevra une prescription de statines (7;) si son taux de risque (X;) est plus élevé

que le seuil préétabli de 20% (zo).

1.14 Confusion

Avant de poursuivre notre description du modéle RDS, nous introduisons le concept
de (‘:onfu'sion qui désigne une situation ot la présence d’une troisiéme variable vient
fausser la relation observée entre la variable explicative‘ d’intérét et la réponse (Jo-
seph, 2019). Ainsi, C; est une variable confondante et donc une cause commune
de la variable explicative d’intérét, T}, et la réponse Y;. La figure 1.1 illustre ce

phénomeéne dans un cas de généralité.

Rappelons que, dans notre contexte de RDS, C; ne peut avoir de lien direct a
T;, car cette derniere est une fohction_ déterministe de la variable d’affectation X;.
Ainsi, il n’existe pas de confusion survenant directement de la variable confondante
tel qu'illustré a la figure 1.1. Nous pouvons toutefois introduire de la confusion, a
travers un lien entre C; et X, tel qu’illﬁstré ala figure 1.2.11 s’en suit qu'il existe
une association non causale entre T; et Y; due a la présence du trajet porte-arriére

(“backdoor path”) T; < X; < C; — Y; (Hernan et Robins, 2019).
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Figure 1.1: Graphique orienté acyclique causal (“‘DAG”) représentant les associa-
tions avec la variable de confusion

Pour le reste du mémoire, jusqu’a indication contraire, nous ferons I’hypothése

qu'il n’y a pas de confusion dans le contexte RDS que nous développerons.

1.2 Modéle RD “sharp” et ses hypothéses

Tel que mentionné précédemment, on fait référence au modeéle RDS si la régle de
décision est strictement respectée, de facon que les sujets regoivent le traitement
si la variable d’affectation'est plus grande ou égale au seulil fixe, X; > zo, tandis
que les sujets avec une variable d’affectation plus petite, X; < xy, ne le regoivent
pas. Le modeéle RDS présuppose donc que la fonction‘ indicatrice du traitement

est une fonction déterministe de la variable d’affectation :
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o

Figure 1.2: Graphique orienté acyclique causal (“DAG”) représentant les associa-
tions avec la variable de confusion dans un modéle RDS

1 siX; >azp

0 si X; < xp.

Il s’ensuit que la variable indicatrice de seuil, S;, et la variable indicatrice du
traitement, T}, jouent le méme role pour 'estimation de I’effet moyen du traitement

a l'aide du modéle RDS.

Les figures 1.3 et 1.4 nous permettent de résumer le éoncept général du modéele
RDS. Dans la figure 1.3, la variable d’affectation, X;, est sur I’axe des abscisses
et la probabilité de recevoir le traitement, P(T; = 1|X; = z), sur 'axe des or-

données. Le point de discontinuité est au point zo = 20. Nous observons, dans la
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Figure 1.3: Probabilité d’affectation du traitement en %
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Figure 1.4: Fonction de régression de la variable réponse contrefactuelle (ligne
pointillée) et observée (ligne solide)
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figure 1.3, une probabilité nulle pour les X; < g et une probabilité de 1 pour
les X; > x. Dans la figure 1.4, les lignes pointillées représentent 1’espérance
conditionnelle de la variable réponse contrefactuelle : E[Y;;|X; = z], j = 0,1.
Les lignes solides représentent ’espérance conditionnelle de la variable réponse
observée : E[Y;|X; = z]. Ainsi, nous observons que la discontinuité présente dans
Paffectation du traitement entraine une discontinuité dans 1’espérance condition-
nelle de la variable réponse observée au point zg : la mesure de cette discontinuité

correspond & l'effet causal moyen du traitement pour les individus pour lesquels

Xi = Top.

Nous définissons, formellement, I'effet moyen du traitement au point de disconti-

nuité ro comme étant :

EMT;, = E[Yi - YiOlXi = 930]

| (2)
= E[Yﬂ'Xi = »’Uo] - E[Y;0|Xz‘ = 270].

Pour parvenir a identifier et estimer ’effet causal du traitement, le modéle RDS
s’appuie sur la comparaison de la variable réponse autour du point de disconti-
nuité : 7

lim E[Y;|X; = z] — lim E[Y;|X; = . (3)
zlzo zTzo v

Les hypothéses d’échangeabilité conditionnelle et de continuité sont nécessaires a

Papplication du modéle RDS et & ’établissement de 1’égalité entre les équations

(2) et (3).

H- 1 Echangeabilité conditionnelle

L’hypothése d’échangeabilité conditionnelle se définit comme :

Yi, Yo AL T3] X;.
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Dans le cadre du modéle RDS, I’hypothése d’échangeabilité‘conditionnelle est
nécessairement respectée puisque conditionnellement a la \}ariable'd’affectation, le
traitement est une fonction déterministe de celle-ci. Or, on ne peut explicitement
I'utiliser étant donné que, dans le modéle RDS, ’hypothése de positivité n’est pas
respectée. Cette derniére stipule que chaque sujet a une probabilité strictement

positive d’étre traité et non traité, ce qui se traduit par ’inégalité suivante :
0<P(T;=1X;=1) < L.

Or, pour toutes les valeurs de X; la probabilité de recevoir ou non le traitement,
soit le score de propension, est égale é 1 ou 0. En effet, dans le contexte du RDS,
un individu avec X; < xp ne pourra jémais étre exposé au traitement, tandis qu'un
individu avec X; > x, ne pourra jamais étre non exposé. Ainsi, ’hypothése de

positivité ne peut étre respectée.

Si ’hypothése d’échangeabilité conditionnelle pouvait étre utilisée explicitement
dans le modéle RDS, on pourrait alors directement identifier 'EMT au point de

discontinuité :

bEMTIO = E[Yzl IXl = iL‘()] - E[}/zole = .’L'()]
= E[Ya|Ti = 1, X; = o] — E[Yo|Ti = 0, X; = x]
= EYi|T; = 1,X; = 2] — E[Yi|T; = 0, X; = o).
Or, le non-respect de ’hypothése de positivité implique que la derniére égalité est
non définie puisque nous n’observons aucun individu non traité tel que X; = .

Ainsi, pour identifier 'EMT au point de discontinuité, nous avons besoin d’une

condition supplémentaire (continuité) décrite comme suit.

H- 2 Continuité
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L’hypothése de continuité stipule que :

ElYa|X =z] et E[Yjo|X =z] sont continues en x et donc en .

La discontinuité de l’espérance conditionnelle de la variable réponse, Y;, autour
du seuil permet Pestimation de l'effet causal. En effet, I'hypothése de continuité
garantit que seule la variable indicatrice du traitement, T;, est responsable de
cette discontinuité (Geneletti et al., 2015). Il existe ﬁne version plus générale de
I’hypothése de continuité, qui consiste a émettre les mémes conditions, mais pour
la fonction de répartition des variables contrefactuelles conditionnelle & la variable

d’affectation (Imbens et Lemieux, 2008).

Pour les sujets non traités, les hypothéses de continuité et d’échangeabilité condi-

tionnelle impliquent que :
E[}Q0|Xi = o] = :lanIg(l) EYil|X; =1z] (continuité)
= ;lcng(l) E[Y|T; = 0, X; = (échangeabilite’. conditionnelle)
= ilg(l) EY;|X; =] (hypothése de consistance).
Cette méme logique s’applique aussi pour 1es. sujets sous traitement.

Nous pouvons donc identifier I’effet moyen du traitement (EMT) au point de

discontinuité comme suit : -

EMTQ:O = E[K1|X1 = 1170] - E[K()'X, ES 1170] ( )
; 3

zlTo

= lim E}Y;|X; = z] - liTm EYi|X; = z].
TTxo

Pour compléter I’élaboration du modéle RD, il est important de faire la distinction
entre le choix du modéle effectué pour la modélisation des données et le choix qui
devrait étre fait selon le contexte de ’étude. Nous pouvons ajuster un des deux

modéles RD principaux aux données & partir des informations a priori sur ’étude,
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mais le contexte réel de I’étude peut indiquer un choix contraire. Par exemple,
conformément aux indications du NICE, lg modéle RDS devrait étre ajusté aux
données. En réalité, certains professionnels de la santé ne suivent pas strictement
les indications; ils prescrivent des statines aux patients qui ne devraient pas en
recevoir. Ainsi, bien que le contexte théorique indique que le choix du RDS serait

approprié, le contexte réel de I’étude indique plutét le modele RDF.

Pour le reste de ce mémoire, nous supposons que les sujets du modéle RDS sont en
parfaite conformité avec la régle de décision ; ils adhérent strictement et seulement

au traitement auquel ils ont été assignés.

1.3 Modele RD “sharp” et I’estimation de 'EMT

1.3.1 Régression linéaire simple

Dans le but de simplifier la notation, nous définissons les termes suivants
m~ (zg) = liTm ElY;|X; = 2]
xtzo
mt(zo) = lim E[Y;|X; = 2],
zlzo

ainsi nous pouvons réécrire I'effet moyen du traitement au point de discontinuité
comme :

EMT,, = m*(zo) — m™ (o).

Nous introduisons également un nouveau termé, soit h, la largeur de bande du
modéle RD, tel que nous limitons ’estimation de EMT,, aux valeurs de la variable

d’affectation X; incluses dans lintervalle (zo — h; zo + h).

Pour estimer 'effet moyen du traitement au point de discontinuité, il est pertinent
de commencer par un procédé non paramétrique : la régression par noyau ou

“kernel” (Cerulli, 2015). L'idée générale est d’estimer une moyenne pondérée par
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noyau, de part et d’autre du point de discontinuité, pour ensuite différencier ces
estimations pour une valeur de largeur de bande fixe. Il s’en suit que 1’estimation

des deux fonctions de régression (m*(zo), m™(zo)) est :

ZnN(Xi;xo) | ZK.N(Xii—Lx())

A4 __ieD - __ 1€G

m*(xo) = . X 7 ?t m~ () = - X 2\
Z h Z h
€D . i€G

ou le noyau, N(-), est une fonction positive intégrable 4 1, D = {i : X; > xo} et

G = {i: Xi; < xo}. Ainsi nous estimons ' EMT,, :

Svien (B5) Tvew (X)

T _ €D __ i€G

EMT,, = Yo A e — (4)
>N - >N -
€D i€G

Dans le cas hypothétique ot nous utilisons un noyau uniforme sur I'intervalle

(—1; 1) tel que :

si —1<zxl

D=

N(z) =
0 sinon,

alors ’équation (4) donne :

> Yi-lm < Xi<mo+ht ) Yi-1{zo—h < X; < 7o}

Em—, — €D _ i€EG
i Zl{(L‘O <X; gilf[)"'h} Zl{l‘o—h <X < (IID} (5)
i€D i€G :
= 7D,h - 7G',h’

ol 1 {a} est une fonction indicatrice égale a un lorsque a est vraie et zéro sinon.

Ainsi, I'utilisation d’une fonction noyau uniforme comme dans ’équation (5) nous
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donne un contraste entre la moyenne des variables réponses de part et d’autre du
seuil 7o, en tenant compte seulement des observations incluses dans l'intervalle

[l‘o - h; Zo +h]

Dans le cadre de I’estimation de I’effet moyen du traitement, nous nous intéressons
a la fonction de régression localisée & un point précis (point de discontinuité), qui
est également un point limite. Or I’estimateur (5) présente un probléme quant & la
gestion de cé type de points. En effet, la régression par noyau fournit des estima-
teurs dont le comportement est problématique, puisque la vitesse de convergence
est moins rapide aux points de discontinuité qu’aux points intérieurs (Imbens et
Lemieux, 2008). Ainsi, il peut étre démontré (Cerulli, 2015) ;(Porter, 2003) que
le biais asymptotique de 'estimateur par noyau aux points limites est fonction
linéaire de la largeur de bande (h), tandis qu’il est fonction de la largeur de bande

élevée au carré (h?) aux points intérieurs.

Nous utilisons donc comme alternative la régression linéaire simpie qui tient
compte du comportement biaisé des espérances conditionnelles de part et d’autre
de z¢ et détient des propriétés fondamentales de réduction du biais dans le cadre
du modeéle RD (Black et al., 2003). Le processus consiste & ajuster deux fonctions
de régression linéaire de part et d’autre du seuil zp par la méthode des moindres

carrés ordinaires (MCO) :
Y: = ag + Be(Xi — 20) +€q,i (6)

Yi=ap+ 5D(Xi — %) + €pyi; (7)

ol les erreurs aléatoires, eg; et €p 4, sont indépendamment distribuées, de variance
constante et centrées a zéro. Les fonctions de régressions (6) et(7) se limitent aux
observations qui appartiennent uniquement a I'intervalle [zo — h; 2o) et (zo; Zo +A]
respectivement. On implante la méthode des MCO en minimisant la somme des

erreurs au carré :
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min Y (Y- ag — fa(Xi - 20))°
aGPe i:xg—h<X;<xg

min E " (Yi—ap — Bp(Xi — )%
aDnBD .
z::co<X,-§mo+h.

Ainsi nous obtenons :

m~(xz) = &g + BG(Xi — o)
m*(2) = ap + fp(Xi — zo).
Or dans le cadre du RDS, nous recherchons ces estimations au pdint de disconti-

nuité x, tel que :

Ceci nous permet donc de trouver I’estimation de 'effet moyen du traitement au

point de discontinuité :
EMT,, = ™ (zg) — ™ (20)
(8)
= ap — 4g.
Supposons que les erreurs sont indépendamment et identiquement distribuées se-

lon :

€44~ N(O,O'Jz) ] = G, D.

Il s’en suit que la variable réponse Y; est aussi indépendamment distribuée selon
une loi normale. Sous ces hypothéses gaussiennes, nous pouvons utiliser la méthode
du maximum de vraisemblance pour obtenir les estimateurs des paramétres de
régression qui coincident avec ceux des MCO. Ainsi, nous obtenons les estimateurs

suivants pour g et fp :
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> (i — @) —38)(Yi — Ye)

fg = €€
' > (@i — wo) — 7%)
i€G
> (@i—z6)(Yi—Yo)
_ i€G
> @-a
i€G
oﬂi‘g:%vZ(xi—xo), fg=;llgzxi e‘p ?G‘: %EK
1€G i€EG 1€G
> (@i — o) — 25)(Yi — V)
Bp = €2
> (@i — z0) — 25)*
ieD
> (@ —2p)(Y:i = Yp)
_ i€D
Swi-z?
i€D
Ofl.’ch:%E(dti—l'o),d—JDZ-niD-inet?D=$zK.
i€D : , i€D i€D

De méme, nous obtenons les estimateurs des paramétres ag et ap :

ag =Yg — BeTsq (9)

=Y, —xG—*_‘? (Z(xi - Za) (Vs —VG)) -

1€G
1€G
_ z5, .
=Yqg- - _ - o ( E x;Y; — TLG:L'C,'YG) .
§ :(371 —Zg)" \iecc
i€G

Nous obtenons un résultat analogue pour les ¢ € D :

N - z§ _ = '
ap = YD —_ -—D_2- Z:L‘.LK - anDYD> . . (10)
Z(xi —2Zp)” \icD

i€D
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Il nous est donc possible d’estimer 'effet moyen du traitement au point de dis-

continuité en utilisant I’équation (8) et les parameétres estimés G¢ et Gp.

Il est pertinent de mentionner qu’il n’est pas strictement nécessaire d’effectuer
deux régressions séparément pour estimer ’effet moyen du traitement au point de
discontinuité. En effet, en combinant les fonctions de régressions (6) et (7) en une
seule fonction de régression linéaire et en minimisant les erreurs au carré de celle-

ci (Cerulli, 2015), nous pouvons estimer ’effet moyen du traitement identique &

(8) :

min Z(K_QG;,BG(Xi—xO)_TE_'(ﬂD_,BG)(Xi—xO)E)2 j==G,D, (11)

aj’.Bj)T

iel
oul={i:zo— h'g X; <z + h}, T; est la variable indicatrice du traitement et
7 = EMT,,. Notons que cette approche fait I’hypothése implicite que o4 =0%="

02, ce qui est raisonnable de présumer dans un voisinage de .

Une inférence statistique classique s’applique sur 7 ou ap — ag en autant que la
bande h soit sélectionnée adéquatement en fonction de la taille échantillonnale.
En particulier, le taux de convergence de h vers zéro doit étre suffisament élevé a
mesure que la taille d’échantillon tend vers 'infini. Dans le cas contraire, il y aura

présence d’un biais asymptotique (Cerulli, 2015).

A noter que la majorité des travaux en RD ont été faits dans un contexte continu,
d’ou 'utilisation, dans cette section, d’un-modéle de régression linéaire pour es-
timer 'effet moyen du traitement ; ’extension se fait facilement dans un cas de

réponse binaire.
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1.3.2 Approche bayésienne

Dans le cadre de l'estimation de l’effet moyen du traitement selon 1’approche
bayésienne, nous devons sélectionner des lois a priori adaptées éux parameétres
inconnus (ag, Be, @p, Bp, 62). Le choix des lois a priori s’appuie habituellement sur
des présuppositions résultant d’études déja publiées ou de recherches approfondies

dans la littérature ((O’Keeffe et Baio, 2016) ;(Geneletti et al., 2015)).

Nous conservons notre modélisation gaussienne précédente et utilisons les fonc-
tions de régression (6) et (7) en supposant les erreurs communes. Pour les pa-
ramétres (ag, B, @p, Bp) nous pouvons choisir des lois a priori normales telles

que :

aj ~ N(paj, 0% /kaj) et B~ N(ugj 0°/ks;) j=G,D, (i)

Ol Kq j et K ; sont des constantes de proportionnalité tel que si o2 est élevée, alors
la variance a priori de nos paramétres d’intérét sera aussi élevée. Ainsi, les infor-
mations a priori sur (o, f;) sont fonction de la mesure d’échelle des observations,
modulée par les coefficients k, ces derniers pouvant étre vu comme un nombre a

priori d’observations (Gelman et al., 2014).

De son c6té, la variance doit avoir une loi a priori dont les valeurs s’étendent sur
I’ensemble ouvert (0,00), offrant ainsi plusieurs choix possibles dont une loi gamma
inverse ou une loi-continue uniforme (O’Keeffe et Baio, 2016). Par exemple, nous

pouvons choisir une loi a priori gamma inverse telle que :

0t~ IGAw) A> 0,w > 0. (i)

Comme mentionné plus haut, nous choisissons les lois a priori selon les infor-
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mations dont nous disposons. Prenons le cas de notre exemple introductif sur le
traitement par statines. D’aprés la littérature, nous savons que le niveau LDL de
cholestérol (Y;) a tendance a diminuer lors de la prise de statines et & augmenter
en fonction du taux de risque (Geneletti et al., 2015). Cette information peut étre
incluse dans le choix des hyperparameétres (i.e. les parameétres des lois a priori),
tel que nous avons des valeurs plausibles du niveau LDL de cholestérol pour les

taux de risque observés.

Dans I'approche bayésienne, I'inférence sur les paramétres inconnus (ag, g, ap, Bp, 0%)
se base sur la loi a posteriori, qui est proportionelle au produit de la vraisemblance

et de la loi a priori :

plac, Be, ap, Bp, o*|Y, X) « p(Y|X, ac, e, ap, fp, 0%) | ~ (12)
x p(ag, Be, ap, Bp, 0%| X)
X P(Y|X: ag, ﬂG? ap, IBD, 02)

x plac|o?)p(Belo?) plaplo?)p(Bplo?)p(a?),

o p(ag, Ba, ap, Bp,0°|X,Y) est la loi a posteriori, p(Y'|X, ag, Bg, ap, Bp, %) est
la fonction de vraisemblance, p(ag, B¢, ap, Bp, % X) est la loi conjointe a priori
des paramétres du modele et p(ag|o?), p(Bc|o?), p(ap|a?), p(Bp|o?) et p(c?) sont
Aune factorisation de cette loi, ot les coefficients dé régression sont a priori présumés

indépendants conditionnellement & o2.

Conditionnellement & la variance, les lois a posteriori des parameétres d’intérét
(ag, Be) et (ap, Bp) sont indépendamment distribués de part et d’autre du point
de discontinuité, ainsi nous pouvons réécrire la loi a posteriori (12) selon la facto-

risation suivante :
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plag, Be, ap, Bp, a1 X, Y) = p(ag, Be, ap, Bp|Y, X, 0%)p(a?|Y, X) (13)
= p(aG7 ﬁGlK X7 02)p(aDa ﬁDlY; X7 02)p(02|Y7 X)

= p(ag, Be|Ys, Xa, 0*)p(ap, Bo|Yp, Xp, 0%)p(a?|Y, X).

Il s’en suit, qu’en utilisant les lois a priori des paramétres (i) et la loi a priori de

la variance (ii), nous obtenons :

ng

. ' 1
p(ag, Ba, ap, Bp, *|X,Y) o (0%) "/ exp FZ(ZJ:‘— aG"‘/BG-Tz 2)><

i=1

I
-

(-
(027" exp (= gz Yol — (o -+ B x
)

() = (——”“’ ?)
KaG Y 202 — Ha,G
g% \-1/2
('—) €xXp ( (,BG — Ms,G 2) X
Kks,c
() e (- 522 ?)
exp|{ — a
Ka,D P 202 ~ HaD
o2 \—1/2 K
(—) exp( ﬁD ﬁp—uﬁpz)x
Ks,p

- W
(0_2) (A+1) exp ( _ ;)

o (02)—(1G¥ﬂ+2+,\)—1 %
1 (& :
exp [-—— ( > (i — (a6 + B6w:))? + Kac(ac — pe,)? + K8,6(Bc — “ﬂ¥0)2)] x

|- o0z (Z}(yi @+ Bpm))" + (@6 — o,0)? + 55060 ~ hao)? )| X

Dans le but de simplifier ’expression de la loi a posteriori précédente, nous com-

- mengons par poser les termes suivants :

|

)

1 o -

. exp(—g—z).
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* 1 —
'=3 ( D (Wi — (aa + Bomi)? + kaclae = pac)? + Ksc(Be — Mﬁ,c)2>
7 |
v= B} < Z(yi ~ (ap + Bpx:))? + Ka,p(ap — pta,p)? + Kp,0(Bp — NB,D)2>
i=1

et obtenons :

p(aG7:6G)aD7:5D102!X7 Y) X (‘02)_(7‘ ;" +2+.)\)—1X

* kk

v v )
exp(—;) xexp(— U2)x

w N
e (- 53)

ng+np 1
o (02)~ 1D 240)-1 exp [__z(w LU u**)].
o

" Nous poursuivons dans le méme ordre d’idée en utilisant les deux termes suivants :

A*:(@Jﬂh\)

w* = (w+v*+v").

Suite & ces simplifications, nous reconnaissons une loi a posteriori inverse gamma,

pour la variance conditionnellement a (Y, X) :

*

2 2\ —(A*+1) W
pO*IX,Y) o (%) P exp (- 55),

tel que :

2|V, X ~ IG(\*,w*).

Par ailleurs, considérons le vecteur dg = (ag, Bg), ou les lois a priori respectives

des paramétres sont ag ~ N(pa,c, 0%/Ka,c) €t Bg ~ N(psc,0?/Kkpc)-



26

Ainsi, nous pouvons définir la loi a priori de notre vecteur de paramétres d¢ :

6c ~ N(6c°,0%%s0),

ol

500 = (lLa,G; ﬂﬁ,c)

et

1/Kac 0
0 ]-/F':B',G

20 =

est la matrice de variance-covariance a une constante multiplicative prés.

Compte tenu des résultats de la factorisation en (13), nous pouvons obtenir une
loi a posteriori pour notre vecteur de paramétres dg en fonction de la variable

réponse et des observations appartenant a I'ensemble G = {i : X; < 2o} :

6c|Ye, Xg ~ N(6c', 0*Zg"),

ol X¢ est une matrice de dimension ng X 2 :

Xe

1 z,,
et Y une matrice colonne :

Y1 yna]”

)
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tel que 0" = (X' X +A2) N X' Ye+A%:°) et Be! = (XeTX e+ AY) avec
AGD = (EGO)_I.

Nous adoptons la méme logique pour obtenir une loi a posteriori similaire pour
le vecteur des paramétres dp conditionnellement & la variable réponse et aux

observations appartenant a I'ensemble D = {i : X; > x4}, soit :

6p|Yp,Xp ~ N(6p',0*Ept),

ou Xp est une matrice de dimension np X 2, Yp = [y1...Unp%, tel que Spt =
(Xp™Xp + AY)UXpTYp + AYdp°) et Tp! = (XpTXp + AY) avec Ap° =
(Zp)~ |

Il s’en suit que les résultats de la factorisation de la loi a posteriori présentée
en (13) propose une méthode simple, par simulation, pour effectuer l'inférence
a posteriori sur 7 = ag — ap. Ainsi, nous avons l'algorithme suivant pour m

simulations :

Pour k=1,...,m:

1. Echantillonner la variance o7 selon sa loi a posteriori : ?|Y, X ~ IG(\*,w*);
2. Echantillonner dG,k selon sa loi a posteriori : 6¢|Ye, Xe, oF ~ N(6G1, aﬁzgl);
3. Echantillonner p ;. selon sa loi a posteriori : p|Yp, Xp, 0f ~ N(6p%,072p");

4. Poser 7, = api — ag .

14 Réponse binaire

11 existe plusieurs mesures pour estimer 'effet du traitement dans le cas d’une
réponse binaire, dont le risque relatif causal (RRC) et le rapport de cotes cau-

sal (RCC). L’hypothése de continuité sur les espérances conditionnelles H2 nous
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permet de considérer ces deux mesures dans notre modélisation dichotomique.
En effet, elle est suffisante pour identifier les paramétres de régression structu-
raux & travers les modéles linéaires généralisés (MLG) qui permettent de relier
I’espérance conditionnelle au prédicteur linéaire a 'aide de la fonction lien (“link

function”) (Bor et al., 2014).

Nous utiliserons, comme mesure de I'effet causal, le RRC qui est I’analogue multi-
plicatif de l’effet moyen du traitement. Celui-¢i se définit comme étant le rappdrt
en moyenne de la réponse contrefactuelle exposée sur la réponse contrefactuelle
non exposée au point de discontinuité. En utilisant les hypothéses de modélisation

du RDS, nous pouvons écrire le risque relatif causal au point o comme suit :

E[Yé1|Xi = xo]
RRCe0 = Bi¥X: = o)
_limg g, E[Ya|X; = 7]
 limgrg, B[Yio| Xi = 7]
_limg, E[Yy|Ti =1, X = ]
 limgyg, B[Yio|T; = 0, X; = 7]
_ limgyq, B[Yi| X = 2
N limmo E[K'Xz = ZL‘]

(continuité)
(14)

(échangeabilité conditionnelle)

(hypothése de consistance).

Nous poursuivons en posant

p1 = ET[Yi|X; = 7]
=PYi=1|X;=1] et
po = E"[Yj|X; = 1]
= P7[Y; = 1|X; = g,

tel que, dans le cas de la réponse binaire, nous pouvons réécrire 'équation (14) de

la fagon suivante :
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RRC,, = 2. (15)
Po A

Pour étre en mesure d’estimer le risque relatif causal, nous pouvons soit ajuster les
prédicteurs linéaires des fonctions de régressions (6) et(7) séparément ou utiliser

- le prédicteur linéaire combiné de I'équation (11).

Selon que nous utilisons un mod_élé de régression logistique ou un modéle de
régression log-binomial, pour estimer le RRC, les coefficients des paramétres de
régression impliqués sont interprétés différemment. En effet, les deux modeles

ont une fonction lien différente, soit le logit pour la régression logistique et le

logarithme pour la régression log-binomiale.

Pour le modéle log-binomial, nous reprenons I'équation (11), ainsi :

log (P(Y; =1X;=2,T; = t)) = ag + Ba(Xi — 20) + 7T; + (Bp — Ba)(Xi — x0) T,
otl nous incluons les individus dans un voisinage de x, tel que X; € [zo — h; o+ h).

Rappelons que T; = 1lorsque X; > zp et T; = 0 lorsqu‘e X; < xg; dans le cadre
“du risque relatif causal, nous cherchons la probabilité de succés dans un voisinage

infinitésimal du point de discontinuité zy. Pour la limite & droite, nous avons :

log(py) = log (P(Yi =1|X; = 20, T; = 1))
=ag+T1x1
@vpl = exp(ag + 1)

= exp(ap), siT= ap — ag.

Pour la limite & gauche, nous avons :
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log(po) = log (P(Yi =1|Xi=2,Ti = 0))

= (ag +7x0)

_.aG

& po = explag).

Ainsi la définition du risque relatif causal établie par le modéle log-binomial est :

RRCYr =P (16
® po . 16)

= exp(ap — ag)

= exp(T).

Un des avantages du modéle log-binomial est Pestimation directe du RRC par
exp(7), or ce modéle exhibe souvent des problémes de type échec de convergence
(“failed convergence”). En effet, les MLG sont ajustés en maximisant le logarithme
de la fonction de vraisemblance et il y a échec de convergence lorsque le proces-
sus de maximisation ne permet pas de retrouver le maximum de vraisemblance

(Williamson et al., 2013).

Le modéle logistique est une méthode alternative pour modéliser une réponse bi-
naire qui présenté moins de problémes de convergencé que le modeéle log-binomial.
Il existe d’autres méthodes, outre le modele logistique, pour contourner cette
complication : la régression par le modéle de Cox avec variance robuste propo-
sée par (Lee et Chia, 1993) et évaluée par d’autres chercheurs (Diaz-Quijano,
2012);(J D Barros et Hirakata, 2003), ainsi que la régression de Poisson modifiée
proposée par (Zou, 2004).

Pour le risque relatif causal, ’approche par le modéle logistique est légérement
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moins directe que celle par le modéle log-binomial. Nous posons, tout d’abord,

I’équation de régression suivante :

10git<P(Yi =1X;=2,T; = t)) = ac + Pa(Xi — z0) + 7Ti + (Bp — Be)(Xi — z0) T,
ou si p est une probabilité, alors logit(p) = log (T%)

Similairement, nous recherchons I'expression de la probabilité de succés autour du

point de discontinuité zy. Tout d’abord :

logit(p,) = logit (P(Y;- = 1|X; = 20, T, = 1))

ng+TX1
o —exp (aG“’(aD_aG))
1-m

= exp(ap).

Suite & quelques manipulations algébriques, nous simplifions ’équation précé-

dente :

exp(ap)
1 + exp(ap)
1

1/exp(ap) +1
1

1+ exp(—ap)’

h =

En appliquant la méme procédure pour pg, nous obtenons 1’équation du risque

relatif causal suivant pour le modele de régression logistique :




32

0g 1/(1 + exp(—ap))
RRC = 7 T o (o)) (17)
14 exp(—ag)

" 1+ exp(—ap)’

Nous remarquons que l'utilisation du modéle logistique pour I'estimation du RRC
fait intervenir les deux parameétres ap et ag distinctement, plutét que leur diffé-

rence lorsque le modéle log-binomial est utilisé.

Finalement, nous soulignons que le rapport de cotes causal du modéle logistique
peut &tre vu comme une approximation du risque relatif lorsque la prévalence de la
réponse est relativement rare (<10%) (Diaz-Quijano, 2012) ; dans le cas contraire
il y aurait une surestimation non négligeable du RRC (J D Barros et Hirakata,
2003). 11 s’en suit que, dans le cas du TDAH, nous pouvons interpréter le 7 du
modéle logistique (RCC) comme un risque relatif causal puisque ce trouble est
relativement rare. Mentionnons que les modeéles introduits précédemment peuvent

étre implantés de fagon bayésienne ou fréquentiste.



CHAPITRE II

ETUDE DE SIMULATION

Nous commencons par définir notre algorithme de simulation principal, puis nous
effectuons des analyses de I'impact du changement de taille d’échantillon et de
largeur de bande sur ’estimation de 'ETM. Finalement, nous analysons ’aptitude

de notre modéle en présence de variables explicative et de confusion.

2.1 Objectifs de simulation

Dans cette section, nous présentons tout d’abord un élgorithme standard pour
simuler notre base de données, répliquant ainsi une RDS adaptée & notre étude
de cas. Par la sui_té, nous faisons une analyse de sensibilité pour vérifier si nos
résultats sont affectés par la variation de certains facteurs, tels que la largeur de
bande et la taille d’échantillon. Nous examinons aussi I'impact de ’ajout d’une
variable explicative sur la précision de 'estimation de I'effet moyen du traitement,

ainsi que 'effet produit par la présence de confusion dans une RDS.

2.2 Simulation standard d’un jeu de données pour une RDS

Plusieurs études ont conclu qu’il existait un lien entre I’Age d’entrée & ’école et

I'incidence d’étre diagnostiqué d’un trouble déficitaire de ’attention avec ou sans
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hyperactivité (TDAH)((L Morrow et al., 2012), (E Elder, 2010), (N Evans et Aal.,
2010), (Halldner et al., 2014) et (Krabbe et al., 2014)). Entres autres, (N Evans
et al., 2010) ont rapporté que les enfants nés juste aprés la date éligible d’entrée
ont une incidence de diagnostic et de traitement TDAH significativement plus
basse que les enfants nés juste avant celle-ci. (L Morrow et al., 2012) ont obtenu
des résultats similaires qui démontrent un effet de 1'age relatif sur le diagnostic et le
traitement de TDAH, soulevant une inquiétude quant aux conséquences reliées au
surdiagnostic et prescriptions excessives. Finalement, (E Elder, 2010) ont déduit
que les enfants nés au cours du mois précédent la date limite d’entrée, étant
généralement les plus jeunes et les plus.immatures dans la classe, regoivent un
plus grand nombré de diagnostics de TDAH que les enfants nés le mois suivant. Ils
soﬁlignent également que ceci influence fortement les évaluations des enseignants
quant & savoir si 'enfant présente des symptomes de TDAH, suggérant que de
nombreux diagnostics peuvent &tre motivés par la perception des enseignants d’un

mauvais comportement chez les plus jeunes.

Ainsi, dans le cas de notre étude de simulation, nous nous questionnons sur la
présence d’un effet de 1'age relatif a 'entrée d’un enfant & 1'école sur la probabilité
d’étre diagnostiqué (TDAH). Il s’en suit que nous avons une variable réponse Y;
qui est égale & 1 si 'enfant regoit le diagnostic de TDAH et de 0 dans le cas

contraire, tel que :

zogit(P(Y,- =1|X;=2,T, = t)) = ag + Ba(Xi — o) + 7T; + (Bp — Be)(X; — zo)T:,  (18)

ot 7 mesure 'impact d’étre né aprés la date éligible d’entrée sur la probabilité de

recevoir un diagnostic de TDAH.
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Selon la Commission scolaire de Montréal !, ’enfant doit étre a4gé de 5 ans, en date
du 30 septembre, pour étre admis & 1’école préscolaire ; cette date éligible d’entrée
représente donc notre point de discontinuité. Il s’en suit que nous incluons dans
notre simulation les enfants dont la date de naissance se situe a 183 jours (selon
une année bissextile : 366/2) de part et d’autre de la date éligible d’entrée, ce
qui constitue notre largeur de bande que nous ferons varier lors de notre étude de

sensibilité.
Ainsi, nous avons l'algorithme suivant pour simuler m jeux de données :

1. Simuler aléatoirement une date de naissance (jour, mois) X = (X, ..., X,)T

pour n enfants. Pour avoir un point de discontinuité centré a ’origine, nous
introduisons X§ = X, —x¢ et nous conservons uniquement les enfants dont la
date de naissance, X?, se situe a l'intérieur de P'intervalle de bande [—183 —
h; 183 + h].

2. Définir la variable indicatrice du traitement T;. Celle-ci est égale a 1 si

I'enfant est né aprés la date éligible d’entrée et 0 sinon, ce qui équivaut & :

o J1 o siXizo
0 si X{ <0.
3. Tirer aléatoirement la réponse Y;(z = 1,...,n) d’une loi de Bernoulli avec

une probabilité de succés donnée par le modele logistique (18).

3.1. Soit g, une combinaison linéaire de nos prédicteurs, telle que :
g =oag+ BeX{ + 1T+ (Bp — Ba)X{Ti,
ol T = ap — ag et les coefficients de régression (ap, ag, Bp, Be) sont

fixés selon des informations a priori tirées de la littérature. Ainsi :

1. http://csdm.ca/parents-eleves/admission/
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g=ap+ppX;, siT;=1
- go=oag +pBecX;, siT;=0.
3.2. Nous pouvons, désormais, calculer les probabilités de succés, selon le

modeéle logistique suivant :

exp(g1) . .

=— 0 siT;=1
P T+ exn(an)

Do = exp(90) siT; =0.

?
(1 + exp(go))
Ainsi, nous générons aléatoirement la variable réponse binaire selon les

lois de Bernoulli respectives :

Ber(pry) siT; =1
Ber(pro) siT; =0.

4. Répéter les étapes précédentes m fois, créant ainsi m bases de données si-

mulées.

Il s’en suit que nous concevons une fonction permettant de simuler nos m jeux de
données et, pour chacun d’entres eux, ajustons un modéle de régression logisti(iue
des Y; simulées en fonction de la variable d’affectation, la variable indicatrice
du traitement et leur interaction (18). Nous estimons ainsi m fois le paramétre

d’intérét, 7, qui représente I'effet du traitement.

Pour réussir & exécuter notre fonction, nous devons fixer les coefficients de régres-
sion suivants : ap, 8p, ag, fc- Rappelons qu’en assignant une valeur prédéfinie a
7, nous appliquons une contrainte sur ap et ag, qui se traduit selon I’équation

suivante : T = ap — ag.

On détermine la taille d’effet d’aprés les informations provenant d’études sur 1’effet

de I’age relatif d’entrée de 'enfant a I’école sur le diagnostic de TDAH. Ainsi, plus
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la date de naissance de I'enfant s’éloigne de la date éligible d’entrée, plus nous

avons une diminution de la probabilité de recevoir un diagnostic.

Pour estimer l'effet moyen du traitement, (N Evans et al., 2010) et (E Elder,
2010) utilisent, dans leurs études sur le lien entre I'age relatif de 'enfant et I'in-
cidence de diagnostic de TDAH, un modéle linéaife avec une variable réponse
binaire. Par conséquent, leur coefficient de régression associé au traitement s’in-
terpréte comme étant une différence de risques (DR). Celle-ci se définit comme
étant la différence entre la probabilité d’étre diagnostiqué TDAH selon que ’en-
fant a une entrée tardive ou hative, donc selon la position de la date de naissance
de l'enfant par rapport au point de discontinuité. Les coefficients variant entre
-0.02 & -0.05, nous choisissons arbitrairement une différence de risques de -0.03

sur laquelle nous allons nous inspirer pour spécifier les valeurs de nos parameétres.

Il s’en suit que si nous posons :
DR=PY,=1|X;=20,T; =1) — P(Y; = 1| X; = 20, T; = 0)
—0.03=0.04 — 0.07,

alors le rapport de cotes est égal a :
ROC — PY;=1|X;=x0,T; =1)/(1 — P(Y; = 1| X; =m0, T; = 1))
: PY;=1|X; =x0,T; =0)/(1 — P(Y; = 1|X; = 20, T; -O))
_0.04/(1 —0.04)
~0.07/(1 —0.07)
~0.04/0.96
~0.07/0.93

=(.554.

Rappelohs que lorsqu’on utilise un modéle de régression logistique, les probabilités
conditionnelles autour du point de dlscontlnulte P(Y; = 1|X; = z, T; = t), s

calculent comme suit :
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-1 1
= ¢t =
Pr=ay exp(—ap) Po=14 exp(—ag)

Ainsi, nous devons résoudre le systéme d’équations suivant, afin de retrouver les

parameétres qui vont correspondre & un effet du traitement estimé de I'ordre de

7 = log(0.554) = —0.591 :.

1
14 exp(—ap)

< ap = —10g(0.96/0.04)

0.04

- 3178
et
_ 1
14 exp(~ag)
< ag = —10g(0.93/0.07)

0.07

= —2.587,

vérifiant que :
T=oap—ag
= —3.178 — (—2.5867)
= —0.591.

On s’attend 4 la présence d’une circularité dans nos données ; d’une année a I’autre,
la proportion d’enfants recevant un diagnostic de TDHA va croitre plus leur date
de naissance s’approche de la date éligible d’entrée & I’école, pour ensuite diminuer
plus leur date de naissance s’éloigne du point de discontinuité. Ainsi, nous fixons

des pentes identiques et positives, tel que le logarithme de la cote de recevoir
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un diagnostic de TDAH s’accroit faiblement plus la date de naissance de 'enfant
s’éloigne positivement du point de discontinuité : fp = 0.00162 et Sz = 0.00162

(voir calculs détaillés dans I’Annexe A).

La figure 2.1 suivante est un exemple d’une simulation d’un jeuxbkde données
contenant 20 000 individus ol I’axe des ordonnées est le logit de la réponse simulée.
Comme notre modéle de simulation est généré selon une régression logistique,
la réponse simulée est exprimée sur le logit de la probabilité que 'enfant soit '
diagnostiqué TDAH (Y; = 1). Nous avoné partitionné l’année, allant de -183 a
183, en utilisant 60 intervalles de temps. Ainsi, au lieu de calculer la probabilité
empirique de la réponse diagnostiquée a chaque temps, X;, nous I’avons calculé
pour chaque intervalle de temps; chaque unité sur I'axe des abscisses représente

un intervalle de temps. Par exemple,

nbre deY; = 1|X; € [—128, —122)) '

Pr(¥: = 11X; € [-128, -122)) = ( nbre de X; € [—128, —122)

il s’en suit que chaque point dans la figure représente ces probabilités estimées.

La ligne solide représente la droite de régression selon que les individus sont situés
a gauche du point de discontinuité, tandis que la ligne pointillée fait référence a -

la droite de régression pour ceux situés & droite 2.

2.2.1 Impact de la taille échantillonnale

Nous débutons notre étude de simulation en regardant leffet des trois tailles
d’échantillon n suivantes sur le biais, la variance et 'erreur quadratique moyenne

(EQM) de l'estimateur de leffet du traitement (7) : 250, 500 et 1000. Ainsi, pour

2. Selon la valeur des parameétres ‘(aD,ag,ﬁD,ﬂG), nous avons E{Y; p|X;] = —3.178 +
0.00162 - X; et E[Y; g|Xi] = —2.5867 + 0.00162 - X;
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chaque taille d’échantillon, ces trois mesures sont calculées selon une taille de

simulation et une largeur de bande fixes, soient 1000 et 183 respectivement.

Les résultats de cette étude sont résumés dans le tableau 2.1, o le RCEQM
représente la racine carrée de I'erreur quadratique moyenne et 'ETM est P’erreur
type moyenne de 'estimateur. Le calcul de 'écart-type s’est fait selon ’équation

suivante :

o =/ E[(T — E(7))2].

En premier lieu, nous pduvoﬁs remarquer que notre estimateur a un biais estimé
pratiquement nul, ce qui n’est pas surprenant puisqu’'on ajuste le méme modéle
utilisé pour simuler nos données. Pour ce qui est de ’écart-type, nous remarquons
que celui-ci diminue au fur et & mesure que la taille d’échantillon augmente. Nous
constatons aussi que les valeurs estimées de PETM coincident avec celles de 1’écart-

type; la méthode d’estimation de la variabilité de 7 est donc juste.

En général, puisque l'erreur quadratique moyenne est fonction de la variance et du
biais, ses fluctuations vont dépendre de la direction que prend la tendance de ces
deux mesures. L’équation de 'EQM suivante traduit la relation qui existe entre
la variance et le biais :

EQM (%) = Var(#) + Biais(,7)%. (iii)

Or, comme le biais de I'estimateur est faible et que I’écart-type diminue quand la
taille d’échantillon augmente, la RCEQM décroit au méme ordre que ’écart-type.
Nous concluons donc que la précision de notre estimateur sans biais augmente

avec la taille d’échantillon.
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Tableau 2.1: Impact de la taille échantillonnale pour une simulation Monte-Carlo
avec 1000 réplications, 7 = —0.5913 "

Taille d’échantillon | Moyenne | Biais Ecart-type | RCEQM | ETM

250 —0.603 -0.011 0.580 0.581 | 0.575
500 —0.595 ~0.003 0.396 0.396 0.401

1000 —0.584 0.008 0.280 0.280 0.282

2.2.2 Impact de la largeur de bande

Nous poursuivons notre étude en utilisant les trois h suivantes : 30, 92, et 183
jours en gardant le nombre de réplications de jeux de données et leurs tailles fixes
(1000 et 500 respectivement). Les résultats de cette étude se retrouvent dans la

table 2.2.

Puisque notre modéle de simulation n’inclut pas de variables de confusion, alors
la diminution de la fenétre de temps ne devrait pas influencer le biais ; celui-ci
demeure en effet presque nul. De plus, nous constatons que ’écart-type de notre
estimateur diminue avec 'augmentation de la fenétre de temps. Ceci n’est pas
surprenant puisqu’une petite largeur de bande implique que seulement une partie

de nos observations est utilisée pour estimer ’effet du traitement. Comme dans le

.cas de ’étude sur la taille échantillonnale, puisque le biais est relativement faible

et que I’écart-type diminue avec la largeur de bande, la RCEQM décroit au méme
ordre que ce dernier ; la précision de notre estimateur augmente avec la largeur de
la fenétre de temps. Pour un A = 30, nous remarquons que, 'ETM est légérement:
plus petite que I’écart-type, ce qui nous indique une faible sous estimation de la
variabilité. Pour ce qui est des autres largeurs de bande, les valeurs de 'ETM sont

relativement proches de celles des écarts-types.
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A noter, puisque notre modéle de simulation ne comprend pas encore de variable
de confusion, l'effet de la taille d’échantillon est équivalente & celle des fenétres de

temps (voir Annexe B).

Tableau 2.2: Impact de la largeur de bande pour une simulation Monte-Carlo avec
1000 réplications et une taille échantillonnale de 500, 7 = —0.5913 '

Largeurs de bande | Moyenne | Biais Ecart-type | RCEQM | ETM
30 —0.594 —-0.002 | = 1.178 1.178 1.077
92 —0.581 —0.010 0.569 . 0.569 0.575 -
183 —0.595 —0.003 0.396 0.396 0.401
2.3 Impact de I’'ajout d’une variable explicative

En pratique, il est assez courant d’ajouter des covariables supplémentaires dans
la spécification d’'un modéle de régression. Ces variables explicatives peuvent,
entre autres, étre utilisées pour diminuer le biais échantillonnal et améliorer la
précision des estimateurs. Dans le contexte RD, leur présence a trés peu d’effet sur
Pidentification de I’effet moyen du traitement dans un petit voisinage du point de
discontinuité. Dans le cas ot la fenétre de temps autour du point de discontinuité
est plus importante, un effet pourrait étre pergu dans le cas ou il y a de la confusion

(Imbens et Lemieux, 2008).

Faisons donc I’ajout de la variable du sexe dans notre modéle de simulation, telle

que notre équation de régression s’écrit désormais comme suit :

logit (P(Yi =1X;=2,T;=t,8 = s)) = ag + Ba(Xi — xo) + 7T+ (19)

(Bp — Ba)(X; — x0)T; + BsSi,
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oll S; est la variable indicatrice du sexe tel que :

1 si c’est un gargon

S~
0 si c’est une fille.
Il s’en suit qué nous préservons notre processus de simulation précédemment défini,
mais que nous rajoutons certaines spécifications propres & la variable du sexe.
Notre nouveau modéle de simulation permet des ordonnées & ’origine légérement
plus élevées pour les garcons que pour les filles. Ainsi, nous modifions les premiéres

étapes de notre modéle de simulation, tel que :

g1=ap+ PpX{+BsS;, siT;=1

9o = ag + BeXi + BsS;, siT;=0,
ou ,BS = 0.6. ’

Les garcons ont désormais comme ordonnées a 'origine (ap + Bs) et (ag + Bs),
tandis que les filles ont (ap, ag), toutefois leffet du traitement (sur le logarithme

du rapport de cote) demeure le méme dans les deux strates : 7 = ap — ag.

La table 2.3 nous présente les probabilités calculées au point de discontinuité pour
chaque sexe. Pour ce faire, nous avons résolu I’équation (19) avec le Bg sélectionné,
selon que I’enfant soit né aprés le point de discontinuité (7; = 1) ou avant (7; = 0).

Nous obtenons ainsi les équations de probabilités suivantes :

_ explag + 7+ BsSi) siTy=1
P Trea i sy o7
exp(ag + BsSi) si T, =0.

o= (1 + exp(ag + BsSi))’
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Comme nous nous attenddns a ce que les gargons recoivent un taux de diagnostic
TDAH plus élevé que celui des filles (N Evans et al., 2010),(L Morrow et al.,
2012)), le choix du s = 0.6 semble justifié puisque nous retrouvons des valeurs

relativement réalistes supportant cette hypbthése.

Tableau 2.3: Probabilités théoriques, au. point de discontinuité, de la régression
logistique avec la variable de sexe Sg = 0.6

T; | Fille IGargon

1 0.040 0.071
0 0.070 0.121

Nous poursuivons en simulant des jeux de données avec le terme de sexe et en
comparant la précison de notre estimateur 7 obtenu d’un modéle qui ajuste ou qui
n’ajuste pas pour cette variable. Pour avoir la possibilité de démontrer I'effet de
l’ajout d’une variable explicative, nous simulons pour deux forces de (s différentes.
En effet, plus le Bs est grand en valeur absolue, plus on pourrait penser qu'il y a
avantage a ajuster pour la varidble dans notre modele de régression. Les résultats
présentés dans la table 2.4 sont pour le 85 = 0.6 et ceux dans la table 2.5 pour
un fg = 1.‘5. Notons que nous avons ajouté une nouvelle mesure d’efficacité et
de préciéion de notre modéle de simulation, soit la probabilité de couverture qui

nous indique la probabilité que notre procédure d’estimation produit un intervalle

contenant la vraie valeur de 7 (Shedden, 2019).

Il s’en suit que nous présentons uniquement les résultats pour la taille échan-
tillonnale, puisque, comme mentionné plus haut, l'effet de la taille d’échantillon
est équivalent & celle de la fenétre de temps sans confusion. Nous pouvons tout
d’abord remarquer que, dans le cas du (s élevé, la différence entre ’écart-type et

I’ETM est non négligeable, entre autres, pour la plus petite taille d’échantillon.
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Le biais, avec ou sans ajustement du terme sexe, est faible pour les deux fBg. Par
contre, on peut coﬁstater que les moyénnes ajustées et celles non ajustées du 7
concordent moins pour le 85 élevé que pour le s plus petit. Ce comportement
s’explique par le phénoméne de non-collapsibilité des rapports de cotes du modéle
dé régression logistique; l'effet du traitement estimé change lorsque I'on ajuste

pour des variables explicatives (Ciolino et al., 2013), (Guo et Geng, 1995).

De plus, on pourrait s’attendre & ce que les écart-types, apréé ajustement, soient
moins élevés, or les résultats présentent une situation contraire; ils sont plus éle-
vés aprés ajustement quelle que soit la taille d’échantillon. Il s’avére que, pour
les modéles classiques de régression, 'ajustement d’une variable explicative non-
confondante augmente la précision de I'estimateur, tandis que poﬁr les modéles lo-
gistiques ’ajustement résulte en une perte de précision ((Xing et Xing, 2010),(Cio-

lino et al., 2013),(Robinson et Jewell, 1991)).

Dans le cas du modéle logistique, certains auteurs ((Xing et Xing, 2010),(Ciolino
et al., 2013)) suggérent toutefois de garder ’ajustement de la variable explicative,
car la perte de précision vient avec un gain de puissance. Pour que ce gain soit
observé, il faut qu'il existe une différence entre les effets marginaux (non-ajustés)
. et conditionnels (ajustés) et que ces derniers soient plus éloignés de la valeur
de féférence. Nous pouvons, en effet, observer ce phénomeéne dans la table 2.5.
Finalement, nous constatons que les probabilités de couverture estimées se situent
toutes autour de 94% et 95%, soit relativement proche de la probabilité nominale

de confiance 95% comme souhaité.
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Tableau 2.4: Impact de 'ajustement sur la variable sexe, en fonction de la taille

échantillonnale, pour un effet modéré de la variable (85 = 0.6), 7 = —0.5913
Taille Moyenne Biais Ecart-type RCEQM ETM  Probabilité de
d’échantillon k couverture
Scénario 1 : Sans ajustement de la variable seze
250 o —-0.594 —-0.002 0.528 0.528 0.532 0.945
500 -0.598  —0.007 0.383 0.384 0.372 0.946
1000 —0.590 0.001 0.265 0.265 0.262 0.943
Scénario 2 : Avec ajustement de vla variable sexe
250 —0.606 —0.015 0.537 0.537 0.538 0.946
500 —-0.607 —0.015 0.388 0.388 0.376 0.944
1000 —-0.599 —0.008 0.266 0.266 0.264 0.948

Tableau 2.5: Impact de ’ajustement sur la variable sexe, en fonction de la taille
échantillonnale, pour un effet fort de la variable (8s = 1.5), 7 = —0.5913

Taille Moyenne Biais Ecart-type RCEQM ETM  Probabilité de
d’échantillon couverture
Scénario 1 : Sans ajustement de la variable sexe

250 —0.601 —0.009 0.749 0.749 0.719 0.942

500 —0.601 -0.010 0.506 0.506 0.498 0.951
1000 ‘ —0.586 0.006 0.364 0.364  0.348 0.940
Scénario 2 : Avec ajustement de la variable sexe

250 —0.625 —0.034 0.759 0.760 0.732 0.942

500 —-0.620 —0.029 0.518 0.519 0.506 0.940
1000 —0.602 —-0.011 0.369 0.370 0.354 0.938

Les tableaux 2.6 rapportent I’analyse de puissance effectuée pour chaque valeur

de g utilisée pour générer les données simulées. Pour ce faire, nous avons calculé

en moyenne le nombre de fois que I'on rejetait ’hypothése nulle 7

= 0 pour
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un niveau fixe de 0.05. Nous obtenons, eﬂectiVement, un gain de puissance plus

prononcé pour la plus grande valeur de fs.

Tableau 2.6: Impact de I’ajustement pour la variable de sexe sur la puissance pour
une simulation Monte-Carlo avec 1000 réplications, 7 = —0.5913

Taille d’échantillon Puissance statistique

Scénario 1 : Sans ajustement de la variable sexe, fg = 0.6

250 0.187
500 0.353
1000 . 0.616

Scénario 2 : Avec ajustement de la variable sexe, s = 0.6

250 0.189
500 0.35
1000 - 0.626

Scénario 1 : Sans ajustement de la variable sexe, fs = 1.5

250 0.17
500 0.315
1000 0571

Scénario 2 : Avec ajustement de la variable sexe, g = 1.5

250 ' 0.192
500 0.326
1000 : 0.586

2.4 Impact de ajout d’une variable de confusion

L’objectif de I’analyse de I'impact de la confusion est de démonter 'efficacité du
modeéle RD quant & fournir un estimateur non biaisé dans un voisinage du point

de discontinuité z, en présence de variables confondantes.
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Pour introduire 'effet d'une variable de confusion dans notre modéle de simu-
lation, nous devons trouver une variable qui a une association commune avec
la probabilité d’étre diagnos)tiqué TDAH (la réponse) et la variable d’affectation
(voir section 1.1.4). Or, dans le cas de notre étude, imaginer ce qui influencerait
a la fois la réponse et la date de naissance s’avére difficile. Par conséquent, nous
avons créé un context fictif qui nous dénne quand méme 'opportunité d’analyser

'effet de la largeur de bande dans un tel contexte RD.

Il s’en suit que nous avons décidé d’utiliser un facteur socio-économique, soit
le revenu annuel gagné, comme variable confondante. Celui-ci se divise en deux.
catégories : moins que 50 000$ et plus de 50 000$. Comme les ressources au systéme
de santé au Québec sont économiquement facilement accessibles, nous déterminons
qu'il existe une association négativé entre notre facteur socio-économique et la
probabilité de diagnostic : ceux dont le statut est relativement confortable ont
une probabilit‘é de diagnostic plus faible que les individus dont la situation est
plus précairé. Pour ce qui est de I’association avec les dates de naissance des
enfants, c’est ici qu'entre en jeu la création d’un contexte de simulation fictif. En
effet, nous décidons que les parents dont le revenu est plus faible, auront plus
de naissances & une certaine période de 'année (aprés la date d’entrée éligible),
comparativement aux enfants dont la situation économique est aisée. Ainsi, nous R

avons les associations comme présentées dans la figure 2.2.

Pour traduire notre modéle de simulation, nous avons effectué les étapes suivantes :

1. Simuler aléatoirement la variable du statut économique, Statut;, & deux
catégories :

0 = moins de 50 000$
1 =50 000$ et plus,
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Figure 2.2: Graphique orienté acyclique causal (“DAG”) représentant les associa-
tions avec la variable de confusion

avec les probabilités respectives de 0.714 et 0.2863.

2. Définir la variable d’affectation qui désormais doit inclure la composante

d’association avec la variable confondante :
Xic‘ = U(—183, 183) + Bstatutx Statut;,

ol nous tronquons les enfants dont la date de naissance, X¥, se situe a
I'extérieur de lintervalle de bande [—h; h]. |
La figure dans l’Anﬁexe C nous donne un aperéu de la distribution empirique
des dates de naissance des enfants en fonction de leur statut économique
simulé. |

3. Définir la variable indicatrice T;. Celle-ci est égale & 1 si ’enfant est né aprés

3. Ces probabilités ont été calculées selon Revenu Québec : https://www.revenuquebec.

ca/fr/salle-de-presse/statistiques/le-revenu-total-des-particuliers/
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la date éligible d’entrée et 0 sinon, ce qui équivaut a :

T 1 si Xf>0
0 si X7 < 0.
4. Tirer aléatoirement la réponse Y;(i = 1,...,n) d’une loi de Bernoulli avec

une probabilité de succés donnée par le modéle logistique.

4.1. Soit g, une combinaison linéaire de nos prédicteurs, telle que :
9= ag + faXf+ 7T, + (B — fe)XSTs + Buaruey Statuts,
Ainsi :
91 = ap + Bp X7 + Bstaruty Statut;, siT; =1
9o = &G + BeX{ + Bstatury Statut;, siT; = 0.
4.2. Nous pouvons, désormaié, calculer les probabilités de succes, selon le

modele logistique suivant :

exp(g1) :
ry=-———:— sil;=1

T T en(a)) ™
exP(go) si T; = 0.

Pro= "7

° (T+exp(g))’
Ainsi, nous générons aléatoirement la variable de réponse binaire selon
les lois de Bernoulli respectives :

Ber(pri) siTi=1

Ber(pro) siT; =0.
Nous retrouvons, dans I’Annexe D, un apergu de la distribution empi-

rique de la probabilité d’étre diagnostiqué TDAH en fonction du statut

socioéconomique.

5. Répéter les étapes précédentes m fois, créant ainsi m bases de données si-

mulées.

Comme nous tentons de modéliser une situation fictive ot il y a de la confusion,

nous avons essayé de nombreux choix de g4t qui ne sont pas nécessairement
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réalistes quand & 'amplitude de effet sur la réponse ou la variable d’affectation.
Nous avons ainsi retenus, comme choix finaux, un Bsieruex = 30 et un Bstatuty =
—0.2. De plus, pour faire ressortir un effet caractéristique de confusion nous avons

augmenté la taille d’échantillon & 10 000.

Les résultats de I'impact de I’ajout de notre variable de confusion se retrouvent
dans la table 2.7, tandis que la table 2.8 rapporte la moyenne des coefficients
de régressions estimés pour une simulation avec et sans confusion, ot les valeurs

réelles sont entre parenthéses.

Rappelons que pour trouver un estimateur convergent de I’effet moyen du traite-
ment, le modéle RD utilise des régressions locales ou les individus sont compa-
rables dans un voisinage de [z — h;zo + k] (8). Cette propriété est illustrée dans
les résultats de 'impact de la présence d’une variable confondante, soit dans la
table 2.7. Pour un h = 30, nous obtenons un biais estimé faible, mais un écart- -
type élevé. Pour h = 183, nous retrouvons notre compromis entre la variance et le
biais qui agissent de fagon contraire I'un avec ’autre ; un h élevé engendre un biais
plus grand, mais un écart-type plus petit. Nous constatons aussi que les valeurs
de 'ETM sont proches de celles de ’écart-type, ce qui indique que notre méthode
d’estimation de la variabilité est adéquate. De plus, nous avons des probabilités
de couverture dont les valeurs s’avérent étre relativement proches de la valeur

nominale de confiance 95%."
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Tableau 2.7: Impact de la confusion sur la largeur de bande pour une simulation
Monte-Carlo avec 1000 réplications et une taille échantillonnale de 10 000, 7 =
—0.5913

Largeur de Moyenne Biais Ecart-type RCEQM ETM  Probabilité de

bande couverture
30 —0.613 —0.022 0.519 0.520 0.517 0.953

92 —0.587 0.005 0.288 0.288 0.293 0.945

183 —0.544 - 0.047 0.212 0.217 0.208 0.937

Pour fins de comparaison, nous avons refait une simulation sans confusion, mais
avec une taille d’échantillon comparable de 10 000. Ainsi, la table 2.8 nous permet
de constater que les coeflicients estimés, dans le scénario avec confusion, sont
erronés au niveau des ordonnées a l'origine, mais que leur différence ap — ag
demeure relativement proche de la vraie valeur du 7. En d’autres termes, il existe
un biais des estimateurs des ordonnées & l'origine qui est plus important que
celui de leur différence (voir table 2.7). Nous remarquons aussi que, dans le cas
du scénario sans confusion, les coefficients sont estimés sans biais et que, par

conséquent, on obtient des ordonnées a l'origine estimées adéquates.

De plus, les faibles biais estimés obtenus (voir table 2.7) suggérent qu’en pratique
la confusion est probablement négligeable dans un contexte réel de diagnostic de
TDAH. En conclusion, les résultats démontrent la capacité du modéle de régres-
sion par discontinuité & fournir un estimateur non biaisé, dans une petite fenétre

de temps, en présence de confusion.
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Tableau 2.8: Moyenne des coefficients estimés de la régression, pbur une simulation
Monte-Carlo avec 1000 réplications et une taille échantillonnale de 10 000, 7 =
—0.5913

Largeﬁr de ap Bfp  Bc ag
bande (-3.178) (0.002) (0.002) (—2.587)

Scénario 1 : Avec confusion
30 -3.483 0.002  0.003 -2.892
92  -3.484 0.002  0.002 -2.893
183  -3.520 0.002  0.001 -2.929

Scénario 2 : Sans confusion
30 -3.209 0.002  0.001 -2.618
92 -3.194  0.002  0.001 -2.603
183  -3.188 0.002 - 0.002 -2.597



CHAPITRE III

APPROCHE BAYESIENNE

Dans ce chapitre, nous adoptons une perspective bayésienne pour vérifier quels
sont les effets du choix des lois a priori sur ’estimation de l’effet moyen du trai-
tement. Les résultats de cette investigation sont également comparés i ceux de
I’approche fréquentiste afin de déterminer si 'un nous fournit des estimateurs plus

performants que I’autre selon le critére de l'erreur quadratique moyenne (iii).

3.1 Objectifs de simulation

'Rappelons que l'inférence bayésienne en RD requiert la spécification’ d’une loi
a priori sur les paramétres inconnus de régression, comme dans le cas linéaire
détaillé a la section 1.3.2. Ainsi, une des motivations qui encouragent I’utilisation
de 'analyse bayésienne est la possibilité d’incorporer nos présuppositions dans
le choix des lois a priori des paramétres d’intérét. Ceci revient & imposer des

contraintes significatives sur les valeurs de ces parameétres.

Une des méthodes d’échantillonnage a posteriori couramment utilisées est la mé-
thode Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC : “Markov-Chain Monte Car-
l0”) qui, comparativement a 'approche fréquentiste, permet une plus grande flexi-
bilité dans la structure de modélisation et fournit les estimations de mesures ci-

blées de facon simple et directe (Geneletti et al., 2015). Dans son article d’ana-
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lyse bayésienne de la RD, (Geneletti et al., 2015), qui se concentre sur le cas
du modéle RD “fuzzy”, souligne I'importance d’une réflexion approfondie sur la
spécification a priori. Ces auteurs suggéerent notamment qu’il n’est pas difficile,
dans certaines situations, de formuler des présuppositions a priori plausibles et
réalistes. La présente étude vise similairement & utiliser la simulation bayésienne
pour vérifier 'impact d’un choix de loi a priori approprié (ou non) sur l’exactitude

de nos estimateurs.

Dans le contexte de TDAH, il existe une littérature pouvant informer sur le com-
portement du paramétre d’intérét ce qui n’est pas nécessairement le cas dans un
autre contexte d’application de la RD. Il est donc dans I'ordre d’inclure ces infor-
mations dans la spécification de nos lois a priori. Par contre, le choix de celles-ci ne
devrait pas étre pris avec 'intention d’influencer I'inférence, afin qu’elle concorde
avec nos conclusions prédéterminées par rapport au paramétre d’intérét (Gelman
et al., 2004). Dans le cas ou il y a peu d’informations ou d’hypotheéses disponibles,

l'utilisation de lois a priori plus diffuses est recommandée (Genelétti et al., 2015).

Comme nous ’avons remarqué dans les sections précédentes, un plus petit h en-
traine une augmentation de la variabilité des estimateurs et, en contrepartie, di-
minue le potentiel de biais de ceux-ci. Un de nos objectifs est de. vérifier si, selon
les différentes largeurs de bande, les estimateurs bayésiens ont une moins grande

erreur que leurs contreparties fréquentistes.

3.1.1 Notions préliminaires

Les méthodes de Monte-Carlo par chaines de Markov fournissent, a I'aide de simu-
lations aléatoires, une caractérisation de la loi a posteriori des parameétres inconnus
sans avoir 'obligation de connaitre parfaitement les propriétés de celle-ci. Pour

bien comprendre le réle que joue chaque composante dans le processus de simula-
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tion bayésien, nous résumons quelques propriétés des chaines de Markov et de la

méthode Monte-Carlo.

Soit une suite de variables aléatoires {X;};>0 = {Xo, X1, ..}, un processus sto-
chastique, alors on appelle chaine de Markov & temps discret tout processus sto-
chastique possédant la propriété markovienne suivante :

P(Xt = Z.l)(t—l = j’ Xt—2a s aXU) = P(Xt = ilXt—l = .7))

oui,j € S, 'espace des états discrets (Potvin, 2019). Rappelons que la définition
de la propriété markovienne s’applique, de fagon analogue, au cas d’espace d’état
continu. Aussi, la probabilité de se déplacer d’un état i au temps ¢ & un état j
au temps ¢ 4 1 est appelée probabilité de transition et est définie par la matrice

P= bij = P(Xt+1 = let = Z)

En d’autres mots, la probabilité conditionnelle de I’état futur X;,; dépend uni-
quement de I'état d’aujourd’hui X;; le processus stochastique est alors dit sans

mémoire.

Nous poursuivons en énumérant les proi)riétés principales (Mazet, 2003) des chaines

de Markov pour les méthodes de simulation MCMC :

1. Stationnarité : Soit m, lé loi de la chaine de Markov, alors 7 est statio'nnaire
si, d’'un temps & ’autre, elle demeure inchangée. Dans le cas discret, 7 est
définie & 'état j par :

= Z TiPig
qui est équivalent en écriture matrici:elle a:

T =aP.

2. Irréductibilité : Une classe est un sous-ensemble de tous les états qui com-
muniquent entre eux. Une chaine de Markov est dite irréductible si elle ne

comporte qu’'une seule classe.
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3. Récurrence : Lorsqu’'un processus stochastique aprés avoir accédé a 1'état
i y revient avec probabilité 1, alors 7 est un état récurrent. Lorsque cela

s’applique pour tous les états de la chaine, alors celle-ci est récurrente.

4. Apériodicité : L’état ¢ est apériodique si sa période, d, est égale 4 1. C’est-a-

dire qu’il existe deux moments consécutifs, ¢ et t+1, ol pg) >0et p(Hl)

(1

> 0.

Si tous les états de la chaine sont apériodiques, la chaine est apériodique.

5. Réversibilité : Une chaine de Markov est dite réversible si la probabilité
d’étre a ’état 7 et d’aller a I’état j est la méme que d’étre a 1'état j et aller
al'état i :

TiPij = TjPji, Vi, VJ.
Rappelons que 'inférence bayésienne requiert la connaissance de la loi a posteriori
des paramétres d’intérét, or, il est souvent impossible ou ardu de trouver une forme
explicite de celle-ci. Par conséquent, I’estimation de la loi a posteriori va passer
par la construction d’une chaine de Markov irréductible, récurrente, apériodique
et réversible, soit une chaine ergodique, qui admet une loi stationnaire unique
coincidant avec la loi a posteriori (Defossez, 2019) :

L
Xt—>7r.

t—o0

Nous poursuivons avec la méthode Monte-Carlo qui se définit comme étant une

technique d’échantillonnage aléatoire dont le but est de calculer des intégrales

* (Grenon-Godbout, 2015). Soit une fonction de densité, fx(x), définie par souci de

simplicité, sur le support d’une loi uniforme [a, b, alors '’espérance mathématique

de la fonction g(X) se calcule de la fagon suivante :

G = Elg(x)) = [ g(a)fx(@de

L’objectif est de générer un échantillon aléatoire (X1, Xz, . .., X;) de variables i.i.d.

de densité fx(z) sur le support [a,b] et de calculer une estimation de G, dite de
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Monte-Carlo, par la moyenne empirique :

L’estimateur de Monte-Carlo détient les propriétés suivantes :

(1) Par la loi des grands nombres :
9 —— E(9):

(2) Nous quantifions la précision de notre estimateur, selon 1’équation suivante :

V(3) = $V(o(z)

_ %/gz(x)fm(z)dx e
En pratique V(g;) n’est pas connue. Or, puisque 1’échantillon est i.i.d., nous
utilisons la variance empirique p(t)ur I'estimer :
S5 = 73 2 (o(w:) — )7 = V(@).
(3) Par le théoréme limite centrale ’:—1 |
g —G

————=~ N(0,1), t— 0.
V(g)/t -

Suivant les propriétés des chaines de Markov précédemment énumérées, il s’en suit
que pour toute valeur initiale X, la propriété (1) de la méthode Monte-Carlo est
respectée :

gt m [Ew(g)'

Notons que, contrairement au contexte traditionnel de Monte-Carlo, puisque les
observations X; ne sont pas indépendantes, ’expression de la variance, illustrée a

la propriété (2), est pas applicable dans un MCMC.

Nous rappelons que le but est de construire une chaine de Markov qui posséde une
loi stationnaire, 7, telle que # = P ou P représente notre loi a posteriori. Pour ce

faire, il existe un algorithme simple a implémenter,' le Metropolis-Hastings (M-H)
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(Metropolis et al., 1953), qui, comme le propose (Betancourt, 2017), se définit
en deux étapes : la proposition et la correction. La premiére se référe a toutes
les perturbations stochastiques de 1’état inital, tandis que 'autre rejette toutes
propositions qui s’éloignent trop de la loi d’intérét (posteriori). Plus précisément,

nous avons ’algorithme suivant :

1. Initialisation : Choisir- un point de départ Xj.
2. Pourt =1,2,...,T, ou T est un nombre entier non-négatif :

(a) Proposition : On échantillonne un état (proposition) Z; de la loi D(.[X¢-1),
tel que : '
Zt ~ ID(-lXt—l)-

(b) Correction : La probabilité d’accepter 'état proposé est donnée par :

Xes,2) = min (1, P(Z)D(Xi-1|Z¢) )

P(X;-1)D(Z¢| X¢-1)
Si I'on accepte alors X; = Z, sinon X; = X; ;.

3.2 Spécification du modéle

Notre scénario de simulation se référe & notre modéle de régression initial, soit

celui sans ’ajout de variable explicative, ni de confusion.

Rappelons que notre premiére section (1.3.2) sur approche bayésienne se référait
au cas commun de la réponse continue, or, dans notre contexte RD avec réponse
binaire, le processus est différent. En particulier, nous devons prendre en compte
seulement le choix des lois a priori pour les coefficients de régression, sans se

, . . . . ’ o1 92 . 202
préoccuper du lien avec la variance. Ainsi, nous réutilisons ’équation de référence
suivante quant au modéle de régression logistique :

logit (P(Yi =1X;=z,T; = t)) = ag + Ba(Xi —xo) + 7T; + (Bp — Be)(Xi — z0)Ti.
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Nous pouvons donc choisir des lois a priori normales indépendantes pour nos

paramétres (ag, B¢, ap, Bg) telles que :

aj ~ N(pag,0a;) et B;~ N(ug;05;) j=G,D.

Notons que la loi a priori sur nos ordonnées a l'origine se traduit par une loi a

priori de la différence 7, tel que :

2 2
ap —ag ~ N(lta,p — fa,c T ap + 0 ag)-

Il s’en suit que nous spécifions les lois normales et centrons, pour la loi a priori
informative, les moyennes a priori selon les valeurs précédemment utilisées pour
générer notre modeéle de simulation initial (voir section 2.2). La table 3.1 qui suit
regroupe quatre différentes lois a priori qui varient selon leur niveau d’informa-
tion. Nous utiliserons cette information lors de I'interprétation subséquente des

résultats.
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Tableau 3.1: Choix des hyperparamétres pour les lois a priori normales des coef-
ficients de régression selon leur niveau d’information

Coefficients U o

Informatz've
ap |-3.178 | 0.5
ag | -2.587 | 0.5
Bp 0 10
Jole 0 10

Non informative

ap| 0 | 100
ag| 0 | 100
Bp| 0 | 100
Be| 0 | 100

Erronée faible
ap 2.5 2.5
ac | 1 2.5
Bp| O 10
Ba 0 10

Erronée forte
ap | 2.5 |0.05
ag 1 0.05
Bp| 0 | 10
Be| © 10
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Ainsi, nous retrouvons les lois a priori suivantes pour notre parameétre d’intérét :
T ~ N(=0.591,0.707%)
Tning ~ N(0,141.427)
TErrfaib ~ N(L.5,3.535%)

TErrfor ~ N(1.5,0.0712),

ou Inf, Ninf, Errfaib et Errfor représentent respectivement la loi a priori

informative, non informative, erronée faible et erronée forte.

3.3 Méthodologie et convergence

3.3.1 Introduction au Monte-Carlo Hamiltonien

Il existe plusieurs bibliothéques en R (R Core Team, 2017) pour traiter estima-
tionvbayésienne (BUGS (Lunn et al., 2000a), JAGS (Plummer, 2003), etc.))!.
Dans le cas de notre étude de simulation, nous utilisons la bibliothéque rstan
(Stan Development Team, 2019) qui fournit un interface pour interagir avec le
logiciel d’estimation bayésienne Stan (Stan Development Team, 2018). A travers
la plateforme de R, Stan utilise une branche du MCMC pour tirer desbéchantillons

aléatoires d’une loi a posteriori, soit le Monte-Carlo Hamiltonien (MCH).

Ce dernier est une méthode basée sur la physique (dynamique hamiltonienne)
qui, a ’aide d’un processus stochastique, fournit une chaine de Markov ergodique
éapable de produire de larges transitions avec une grande probabilité d’acceptation
(Girolami et Calderhead, 2011). Ainsi, ’échantillonnage MCH introduit un vecteur

de variables auxiliaires indépendantes, s; € R, tel que notre espace de paramétres

1. Voir Annexe E pour une description des logiciels implémentant les modéles de simulations

bayésiennes.
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qui était & D-dimensions passe, désormais, & 2D-dimensions (Betancourt, 2017).

Nous pouvons redéfinir la loi visée comme étant une loi conjointe T(p;, s¢). En
supposant les lois indépendantes, celle-ci se décompose en deux termes selon la

factorisation suivante :

T(pt, 5t) = P(p:)S(st),

oil P est la loi a posteriori du vecteur de variables aléatoires, p; € RP et Sestla

loi du vecteur de variables auxiliaires.

‘Nous pouvons donc écrire la loi conjointe selon la fonction Hamiltonienne H (p;, s)

T(pt, s1) = exp(=H(py, 5¢))-

Nous poursuivons en prenant le logarithme négatif de la loi conjointe, tel que :

H(p;, st) = —log(T(p:, st))
= —log(S) — log(P)
= K(St) + V(pt)v

ou K(s) représente 'énergie cinétique et V(p;), qui correspond & la loi de la
distribution ciblée (loi a posteriori), représente la somme d’énergie potentielle.

Nous avons donc le systéme d’équations dynamique suivant :

dn,_oH_ oK
dt — 8St - aSt
ds, OH 0K dV

d¢  Op.  Opy Op
L’objectif est de résoudre ce systéme en utilisant une classe d’intégrateurs numé-
riques, plus spécifiquement l'intégrateur “leapfrog”’, ce qui permet de proposer de

nouvelles réalisations pour le vecteur de paramétres et la composante cinétique.



65

Précédemment, la probabilité d’acceptation-rejet de 1’algorithme MH (voir 2b)
prenait en compte la loi visée, P, or, la loi conjointe transforme la probabilité de
décision qui doit, désormais, aussi comprendre la loi de s;. Ainsi, nous acceptons
- le nouvel état (p}, s}) avec la probabilité mise a jour : .

min (1, exp{—H (p}, s;) + H(ps, s1)}),

sinon on rejette et garde (pt, s;). Ces npuvelles trajectoires proposent des états
qui sont €loignés du point courant, ce qui permet d’explorer efficacement I'espace
des états; ces propositions, dites intelligentes, ont une plus grande probabilité
d’acceptation que dans le cas des MCMC traditionnels (Girolami et Calderhead,
2011). |

Il s’en suit, qu'en tenant compte de la réversibilité du systéme d’équation, la
loi jointe et, par conséquent, les lois marginales, S(s;) et P(p;), sont inchangées
((Girolami et Calderhead, 2011),(Defossez, 2019)) ; nous pouvbns donc retrouver

la loi a posteriori ciblée de fagon marginale.

3.3.2 Diagnostic de convergence

La bibliothéque rstan détient plusieurs options qui, lorsque fixées de fagon judi-
cieuses, permettent une implémentation optimale de notre simulation bayésienne.
Une de celles-ci est le nombre de chaines MCMC qui produisent des échantillons

indépendants d’une chaine a 'autre.

Chaque chaine part d’un point initial différent et typiquement a I’écart des autres
points; ainsi, en langant plusieurs chaines on vérifie la convergence du processus.
Dans le but de faciliter le roulement d’une simulation complexe, il est possible
de sélectionner un nombre de noyaux (“core”). Par exemple, pour quatre chaines,
le choix adéquat serait de quatre noyaux, car cela permettrait de rouler quatre

chaines indépendantes en parallele (Ovando, 2018). Le nombre d’itérations par
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chaine est aussi une option qu’il est nécessaire de spécifier. Par défaut, la premiére
moitié des valeurs échantillonnées est traitée comme des échantillons tests et est

rejetée (“warmup”).

Dans notre cas, puisque nous nous intéressons & un modéle de simulation assez
simple, il est suffisant de prendre une seule chaine avec 10 000 itérations. Pour
s’assurer que nos choix sorit adéquats, nous présentons le graphique de diagnostic
de convergence (“traceplot”) 4 la figure 3.1 qui vérifie la fiabilité de notre simula-
tion en s'assurant qu’il n’y a pas de problémes apparents quant a la convergence
vers notre loi a posteriori. Notons que la vérification de convergence s’est faite a

Paide de la loi a priori informative.

Ce graphique illustre, pour notre paramétre d’intérét, 7, les valeurs de I’échantillon
MCMC apreés chaque itération successive dans la chaine. Ainsi, tout schéma est une
indication d’un probléme de convergence et qu'un plus grand nombre d’itérations
est requis pour garantir que la loi a posteriori est correctement représentée (Logan,l
2018). La figure 3.1 nous suggére que la décision d’écarter les 1000 premiéres

simulations est appropriée pour notre simulation.
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Figure 3.1: Diagnostic des échantillons tests
3.4 Résultats et analys‘és a poéteriori

Nous tentons, au cours de cette section, de tester le caractére robuste de notre -

algorithme de simulation bayésien lors d’un mauvais choix de loi a priori. De plus,
nous nous intéressons a la performance des estimateurs bayésiens par rapport a
ceux du cas fréquentiste. Nous avons donc les cing scénarios suivants : une loi a
pribri informative, une loi a priori non informative, une loi a priori erronée faible,
une loi informative erronée forte et les résutats de notre étude de simulation

fréquentiste.

La table 3.2 nous rapporte les résultats de cette comparaison. Rappelons que les

choix pour les quatre types de loi a priori sont détaillés a la table 3.1 et que les
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données du cas fréquentiste proviennent de la table 2.2. Notons également que
nous avons calculé les estimateurs bayésiens & ’aide des mémes données simulées

de la section 2.2.

En premier lieu, nous remarquons, pour la loi a priori informative, qu’il y a une

différence importante entre les résultats de 1'écart-type estimé pour A = 30 et

h = 183. En effet, la premieére est respectivemenf plus petite et ’autre plus grande
par rapport au cas fréquentiste, tandis que le biais estimé reste légérement plus
élevé pour la loi a priori informative. Il s’en suit que la plus petite largeur de bande
coincide avec une meilleure perfomance de la simulation bayésienne. En général,
nous avons des biais qui varient selon la fenétre de temps, mais demeurent relative-

ment faibles, par conséquent, la RCEQM décroit au méme ordre que I’écart-type.

Du cé6té de la loi non informative, nous constatons que ses résultats se rapprochent
le plus de ceux du cas fréquentiste. Comme dans le scénario précédent, la plus pe-
tite largeur de bande h = 30 correspond & un écart-type moins élevé que celui
fréquentiste, mais le biais estimé et la RCEQM sont plus grands. Pour ce qui est
des deux autres largeurs de bande, soient h = 92 et h = 183, les écarts-type de
la loi a priori non informative sont tous plus élevés que ceux fréquentistes. Fina-
lement, nous remarquons que les biais estimés sont plus importants que ceux du
cas fréquentiste, mais qu’en général leurs valeurs restent atténuées; les variations

de la RCEQM concordent avec celles‘des écart-types.

Le choix des hyperparamétres des deux lois a priori erronée s’est fait tel que la vraie
valeur du 7 se situe dans la Queue de leur distribution respective. Par conééquent,
nous nous attendons & ce que ces lois engendrent des résultats moins adéquats
que les autres, ce qui est démontré par les valeurs trouvées. En effet, parmi tous

les scénarios, les biais estimés de la loi a priori erronée forte sont beaucoup plus

- élevés que ceux du cas fréquentiste di & une estimation totalement incorrecte du
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7. Nous retrouvons la méme situation pour la loi a priori erronée faible, mais dans
une optique plus modérée & cause d’une surestimation moins importante. Pour
la loi a priori erronée forte, les valeurs de la RCEQM coincident avec celles des
biais estimés, tandis que, pour la loi a priori erronée faible, le comportement de la
RCEQM concorde avec celui des écart-types. Rappelons, que nous avons spécifié,
lors de la sélection des hyperparamétres de la loi a priori erronée forte, une plus
. pefite variance pour les parameétres d’ordorinées & origine. Il s’en suit que les -

écarts-types, pour toutes largeurs de bande, sont trés petits.

Pour conclure, la loi a priori informative ainsi que celle non informative ont gé-
néralement bien performé; les résultats, pour la loi a priori informative, ont par-
ticulierement surpassés ceux fréquentistes pour la pblus petite largeur de bande
h = 30. I demeure que le scénario le moins performant est celui de la loi a priori

erronée forte, suivie par celle faible, et ce, pour toutes largeurs de bande.
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Tableau 3.2: Comparaison de 'estimation de I’effet du traitement selon la méthode
fréquentiste (scénario 5) et une simulation bayésienne selon différents choix de
lois a priori (scénarios 1-4) pour une simulation Monte-Carlo de 1000 et une taille
d’échantillon de 500, 7 = —0.5913

Largeur de bande Moyenne Biais Ecart-type RCEQM

Scénario 1 : Loi a priori informative

30 - —0.564 0.028 0.651 0.652

92  -0.598  —0.007 0.574 0.574
183  —0.633  —0.042 0.506 0.508

Scénario 2 : Loi a priori non informative

30 —0.645 -0.054 - 1.126 1.298
92 -0.619 —0.028 0.580 0.580
183 —0.601 -0.010 0.403 0.403

Scénario 8 : Loi a priori erronée faible

30 —0.736 —0.145 1.961 1.966

92 —0.690 —0.099 1.172 1.176
183 -0.697 -0.106 - 0.833 0.840

Scénario 4 : Loi a priori erronée forte

30 1.475 2.067 0.070 2.068
92 1.420 2.011 0.070 2.012
183 1.334 1.925 0.070 1.926

Scénario 5 : Résultats fréquentistes
30 —0.594 —0.002 1.178 1.178
92 —0.581 —0.010 0.569 0.569
183 —0.595 —0.003 0.396 0.396
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3.4.1 Analyse a posteriori prédictive

Rappelons que 'un des avantages de la simulation bayésienne est la possibilité
d’ajuster notre modele en fonction de présuppositions guidant le choix des lois a
priori des coefficients de régression. Par le fa‘it méme, si nos hypothéses a priori
sont réalistes,'alors notre modéle devrait étre en mesure de générer des données
qui se rapprochent le plus péssible de celles observées ; ainsi I’analyse a posteriori

prédictive nous permet d’évaluer I'ajustement de notre modéle.

Considérons le vecteur de nos paramétres d’intérét 6 = (ag, Bg, ap, Bg), alors la
loi a posteriori prédictive peut étre écrite de la fagon suivante :

mﬁxxw=fﬂﬁaxxmmxxma

ol Y est le vecteur de la réponse prédite non observée, Y est le vecteur de la

réponse observée et X est celui des variables explicatives.

Or, en supposant que Y est indépendant de Y conditionnellement a 6, I’équation
précédente se simplifie :

p(71Y,X) = [ o716, 0p(01Y, X)0,

Ainsi, pour chaque tirage s = 1,...,S du vecteur de paramétres par la loi a pos-
teriori, 8¢) ~ p(A|Y, X), on échantillonne un vecteur Y® de taille n du modéle
logistique p.(}~’|9(5),X ); il en résulte un échantillon de n réponses prédites pro-
venant de la loi a posteriori prédictive p(Y|Y, X) ‘(Gabry, 2019). Il s’en suit que
si nos hypothéses sont réalistes, alors ce processus de simulation va générer des

données similaires a celles que 1'on a actuellement observées.

La figure 3.2 nous présente les résultats de cette analyse prédictive a posteriori,
pour un jeux de données, ou I'on illustre les probabilités empiriques d’étre diag-

nostiqué TDAH (gris) versus non diagnostiqué (noir) pour chaque loi, ainsi que
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- pour la réponse observée. Nous remarquons immédiatement que la loi prédictive a
posteriori erronée forte est celle qui concorde le moins avec les réponses observées.
Par conséquent, le choix des hyperparamétres de cette loi n’a pas réussi & engen-
drer un modéle a posteriori prédictif compatible aux réponses observées. Celle-ci
est suivie par la loi prédictive erronée faible et non informative ; la proportion de
ces deux lois, qui se surperposent presque parfaitement, est plus grande que celle

de la réponse observée, mais proche de la loi informative.

La figure 3.2 nous démontre que nous avons relativement fait les bonnes hypo-
théses quant aux choix des hyperparmeétres pour la loi a priori informative. En
effet, nous constatons que la proportion prédictive a posteriori d’étre diagnostiqué
TDAH a presque réussit a reproduire celle de la réponse observée ; parmi tous les
scénarios, elle est celle dont la proportion se rapproche le plus de la proportion

observée.






CONCLUSION

Au cours de ce mémoire, nous avons étudié, a travers différents modéles de simu-
‘lation, la régression par dlscontmulte pour une variable binaire. Ainsi, nos avons
utilisé une mise en contexte spécifique lors de nos processus de simulations et
d’analyse des résultats, soit ’association entre la probabilité d’étre diagnostiqué

TDAH et 'age d’entrée des enfants a 1’école.

- Nous avons débuté par décrire le modéle contrefactuel et introduire briévement le
concept de confusion. Puis nous avons continué avec le modéle de régression par
discontinuité “sharp” olt nous avons expliqué les hypothéses définissant le processus
d’application du modele. Cette premiére section s’est terminée en présentant deux
approches pour estimer leffet moyen du traitement : la régression linéaire simple

(fréquentiste) et sa contrepartie‘bayésienne.

Par la suite, nous avons présenté deux mesures pour estimer I'effet du traitement
moyen : le rapport de cotes causal, lors de la régression logistique, et le risque
relatif causal lors de la régression log-binomiale. Il est a noter que le rapport de
cotes causal peut étre vu comme une bonne approximation du risque relatif causal.
En effet, puisque le cas du diagnostique de TDAH a une prévalence rare, nous
avons pu interpréter l'effet du traitement moyen du modéle logistique comme un
risque relatif causal. Il serait intéressant de valider cette hypothése, en reprenant
les analyses, dans le cadre d’un modéle log-binomial, et en considérant le risque

relatif causal comme mesure d’estimation.

La section suivante marque le début de notre étude de simulation fréquentiste, ou

nous avons commencé par décrire I'algorithme standard de simulation pour, par
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la suite, étudier différents scénarios de simulation. Ainsi, nous avons pu analyser
I'impact de la taille d’échahtillon et de la fenétre de temps sur l'estimation de
leffet du traitement moyen; la précision de Pestimateur augmente avec la taille
d’échantillon et le biais n’est pas affecté par la diminution de la fenétre de temps

lorsque ’algorithme de simulation ne comprend pas de variable de confusion.

Nous avons ensuite examiné, dans un contexte précis, 'impact de I'ajout d’une
variable explicative sur la précision des estimateurs. Nous avons observé que plus
- Teffet de la variable est important, plus on aurait avantage a ajuster cette variable
pour obtenir, au prix d’une perte de précision, un gain au niveau de la puissance.
De son coté, 'ajout de la variable de confusion nous a permis de retrouver la carac-
téristique priﬁcipale d’un modéle de régression par discontinuité, soit I’estimation
non biaisée dans un voisinage du point de discontinuité. Ainsi, nous avons obtenu,
pour la plus petite fenétre de temps, un biais estimé faible, mais un écart-type

élevé.

La derniére section de ce mémoire comprend ’analyse de I'impact du niveau d’in-
formation des lois a priori sur I’estimation de l'effet du traitement moyen, lors d’un
processus de simulation bayésienne. Pour ce faire, nous avons utilisé quatre types
de loi a priori : informative, non informative, erronée faible et forte. Ainsi, nous
avons observé que si la loi a priori est informative et bien spécifiée, nous obtenons
relativement une bonne estimétion pour une petite fenétre de temps. Par la suite,
nous avons retrouvé, que pour la loi a priori non informative, approximativement
les résultats fréquentiste, tandis qu’'une mauvais spécification de la loi a priori,
telle que pour celle erronée forte et faible, se résulte en un impact négatif, surtout

quand la fenétre de temps est plus petite.

Tout au long de ce mémoire, nous avons supposé le respect parfait de la régle de

décision, or, en pratique on s’attend plutot que certains individus ne respectent pas
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la régle d’affectation. Il serait donc'intéressant d’analyser 'impact du non-respect
de cette hypothése sur l'estimation de l'effet du traitement: De plus, (N Evans
et al., 2010) rapportent, dans leur article, le réle du parent et du professeur
dans le processus de diagnostic du TDAH chez l'enfant. Analysér le réle de cette
information ’augmenterait la complexité du modéle de simulation et permettrait

d’illustrer son impact sur celui-ci.



ANNEXE A

CALCUL DE LA PENTE

Pour calculer la pente, en terme des coefficients associé & notre variable d’affecta-

tion X{, nous travaillons sur le logit de la probabilité directement.

1. Différence des ordonnées a l'origine :

dp = log((1 — 0.04)/0.04) — log((1 — 0.07)/0.07)
= 10g(0.96/0.04) — l0g(0.93/0.07)
= 0.5913645

2. Nous voulons avoir une pente unitaire & mi-chemin entre les ordonnées a

I'origine, tel que :

dpp = dp/(2 * 183)
=.0.001616



ANNEXE B

EQUIVALENCE DE LARGEURS DE BANDE ET TAILLES
ECHANTILLONNALES

Le tableau suivant illustre les résultats pour les largeurs de bande équivalentes

aux tailles d’échantillon respectives de 250, 500 et 1000. Lorsque nous comparons

les résultats annalogues dans le cas de I'impact de la taille d’échantillon (section

2.2.1), nous obtenons des mesures pratiquement identiques. Dans le but de faciliter

la comparaison, la table a été reproduite ci-dessous, ou les valeurs en paranthéses

correspondent aux résultats pour les tailles d’échantillons initiales.

Tableau B.1: Impact de la largeur de bande pour une simulation Monte-Carlo de
1000 et une taille échantillonnale de 1000, 7 = —0.5913

Largeur de bande | Moyenne | Biais Ecart-type | RCEQM | ETM
—0.605 —0.014 0.600 0.600 0.577
45
(250) | (—0.603) | (—0.011) ( 0.580) ( 0.581) |.( 0.575)
—0.599 —0.008 0.414 - 0.414 ‘ 0.408
88 ‘
(500) | (—0.595) | (—0.003) | ( 0.396) ( 0.396) | ( 0.401)
—0.584 0.008 0.280 0.280 0.282
183
(1000) | (—0.584) | (—0.008) ( 0.280) ( 0.280) | ( 0.282)



ANNEXE C

ILLUSTRATION DE LA DISTRIBUTION DES DATES DE NAISSANCE EN
| FONCTION DU STATUT SOCIO-ECONOMIQUE






ANNEXE D

ILLUSTRATION DE LA DISTRIBUTION DU DIAGNOSTIC DE TDAH EN
FONCTION DU STATUT SOCIO-ECONOMIQUE






ANNEXE E

LOGICIELS DE SIMULATION

Nous présentons briévement trois logiciels de simulation bayésienne : WinBUGS,
JAGS et Stan. A noter que notre description va traiter de 'utilisation de ces
~ logiciels a travers la plateforme de programmation R. Ceci possibilité offre aux
utilisateurs une plus grande liberté dans la manipulation et la visualisation des
données. En effet, il est possible de formater les données, générer des valeurs
initiales, visualiser et sauvegarder les résultats de I’échantillonnage a posteriori
.avec de simples commandes. Notons également que nous ne rentrons pas dans les
détails du fonctionnement des commandes de R ; nous supposons que les lecteurs

sont familiers avec les notions de base.

Tout au long de cette section, nous allons utilisé un exemple de régression linéaire
simple. Soit :

Yi=fi+ B Xi + ¢,

alors pour implémenter une forme bayésienne de régression linéaire, nous faisons
Phypotheése que la variable réponse (Y;) suit une loi normale N (, 0%) ot jx est une
fonction de nos deux paramétres [3; et (5. Ainsi, nous assignons les Tois a priori
suivantes :

B ~ N(0,100), 8, ~ N(0,100), et o~ IG(0.001,0.001).
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par la suite, d’avoir accés aux résultats de les visualiser et d’en tirer un résumé.

Pour un exemple complet d’application, veuillez-vous référer a (Kruschke, 2010).

E3 Stan

Nous poursuivons avec Stan, I'unique logiciel qui opére en C++, ce qui lui confére
une plus grande flexibilité dans la création de modéles plus complexes. A noter
que Stan exige que chaque variable soit déclarée avant son utilisation et que son

type numérique, ainsi que son domaine de définition, soient spécifiés.

La simulation par Stan est divisée en six blocs : données (data), données transfor-
mées (transformed data), parameétres (parameters), parameétres transformés (trans-
formed parameters), modéle (model) et quantités générées (generated quantities).
Tous les blocs, exculant “modele”, sont optionnels, mais 'ordre doit étre préservé.
Par exemple, il est possible d’avoir le bloc “données transformées ” aprés celui
“données” ; il contient les instructions pour transformer les objets du bloc “don-
nées” en de nouvelles valeurs pouvant étre utilisées dans le modéle défini par la
suite. De fagon analogue, le bloc “paramétres transformés”’ contient les mémes in-
dications pour modifier les paramétres du bloc “paramétres”. Finalement, le bloc
“quantités générées” contient des mesures qui seront générées a partir du modéle

a chaque étape telles que les valeurs prédictives ((Kruschke, 2010)).

Ainsi, comme mentionné a la section 3.3.1, la bibliothéque rstan permet aux uti-
lisateurs de gérer Stan a travers l'interface de R. Les étapes suivantes permettent

I'implémentation de simulation bayésienne a ’aide du logiciel :

1. Installer et charger la biblothéque rstan.

2. Spééiﬁcation du modéle : A noter que, dans notre exemple, nous sauvegar-

dons notre modéle Stan dans un vecteur caractére pour ensuite le passer
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