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RÉSUMÉ 

Ce mémoire porte sur l'étude d'un problème de gestion de portefeuilles où un 
investisseur potentiel souhaite déterminer une stratégie pour obtenir en moyenne 

_ urie certaine richesse terminale tout en minimisant un risque dit cohérent. Nous 
nous intéressons tout d'abord à la mesure de risque à privilégier, ce qui nous 
incitera à utiliser une généralisation discrète del' expected-shortfall. 

Nous analysons ensuite le problème moyenne-shortfall à une période, un problème 
d'optimisation résolu par Bertsimas et al. (2004), et vérifions certaines de ces 
propriétés empiriquement. 

Nous cherchons finalement à généraliser ce problème dans un contexte· plus réa-
liste. En effet, on peut penser que l'investisseur devrait pouvoir réagir aux fluc-
tuations du marché et adapter sa stratégie financière en conséquence pendant 
la période d'investissement. Nous nous intéressons donc au problème moyenne-
shortfall multipériodique où le prix des actifs financiers suit un modèle d'arbre 
binomial. Nous explorons diverses approches stochastiques pour trouver une stra-
tégie optimale dans ce contexte particulier et comparons leur performance et leur 
efficacité par des études de simulation. 

MOTS-CLÉS: gestion de portefeuilles, optimisation stochastique, mesure de risque, 
multipériodique. 



INTRODUCTION 

En théorie de la finance mathématique, un problème répandu consiste à trou-

ver une stratégie financière minimisant une mesure de risque sous la contrainte 

d'atteindre une richesse espérée à une date terminale prédéterminée. Si nous mo-

délisons la dynamique des prix des titres du marché où un individu peut investir 

à l'aide de processus stochastiques, alors ce problème se situe dans la théorie 

mathématique du contrôle stochastique. 

Historiquement, ce problème a été résolu la première fois lorsque la mesure de 

risque choisie était la variance (Markowitz, 1952, 1968). Cela a d'ailleurs valu au 

chercheur Harry Markowitz le prix Nobel d'économie en 1990. Cependant, une des 

principales critiques émises pour le choix de la variance comme mesure de risque · 

est sa symétrie autour de la richesse espérée, si bien que Artzner et al. (1999) ont 

proposé la notion de mesure de risque cohérente. Depuis, plusieurs chercheurs se 

sont penchés sur le problème de gestion de portefeuilles sous différentes mesures 

de risque cohérentes, mais leurs résultats ont l'hypothèse restrictive commune que 

l'individu est limité à une seule période d'investissement. 

Ce mémoire porte donc sur l'étude du problème de gestion optimale de porte-

feuilles moyenne-shortfall dans un contexte multipériodique par différentes ap-

proches d'optimisation stochastique. Tout d'abord, au chapitre 1, nous nous inté-

ressons aux mesures de risque et à la notion de cohérence, ce qui nous incite à pré-

coniser une généralisation discrète del' expected-shortfall pour quantifier le risque. 

Au chapitre 2, nous enchaînons avec l'analyse du problème moyenne-shortfall à 

une période, un problème résolu par Bertsimas et al. (2004). Nous généralisons 
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ensuite au chapitre 3 ce problème dans un cas multipé~iodique où le prix des actifs 

risqués suit un modèle d'arbre binomial. Nous proposons ainsi diverses approches 

stochastiques pour explorer la résolution de ce problème ouvert. Finalement, le 

chapitre 4 met en lumière la performance des différentes méthodes proposées. 



CHAPIT_RE I 

MESURES DE RISQUE ET NOTIONS PRÉLIMINAIRES 

En gestion de portefeuilles, l'investisseur cherche toujours à contrôler le risque. 

Pour ce faire, il peut soit essayer de minimiser le risque possible sur ces investis-

sements ou encore maximiser son profit tout en n'excédant_ pas un seuil de risque 

considéré critique. C'est dans ce contexte que certains définissent des mesures de 

risque pour quantifier cette incertitude. Or, certaines mesures possèdent des pro-

priétés qui reflètent davantage le comportement d'un investisseur,· par exemple 

privilégier la diversification des actifs, et qui sont plus attrayantes à préconiser. 

Dans ce chapitre, nous allons énumérer certaines des mesures de risque les plus 

connues dans la littérature et rappeler la notion de cohérence, ce qui justifiera 

notre choix de mesure de risque dans notre problème de gestion de portefeuilles. 

1.1 Quelques notions de probabilités 

L'objectif de cette section est de définir formellement ce qu'est une mesure de 

risque; Pour y arriver, commençons par introduire un espace de probabilité et le 

vocabulaire associé. Le contenu se base sur le chapitre 1 du livre de Casella et 

Berger (~002) et les chapitres 2 et 3 de l'ouvrage de Rosenthal_ (2006). 

Définition 1.1.1. Soit O un ensemble non-vide et F une famille de sous-ensembles 

de O. On dit que F est une tribu ( ou a-algèbre) si les trois conditions suivantes 
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sont respectées : 

1. 0 E F. 

2. Si A E F, alors Ac E F. 

3. Si {Ai , i = 1, 2, ... } où An E F Vn, alors 
00 

LJ Ai E F. 
i=l 

· Si n est un ensemble non-vide et F est une tribu, alors (0, F) est un espace 

mesurable. 

Définition 1.1.2. Soit (0, F) un espace mesurable. Une mesure est une appli-

cation µ : F [O, oo] telle que 

L µ(0) = o. 
2. Si { Ai , i = l, 2, ... } où An E F Vn et les An sont deux à deux disjoints, 

alors 

µ (Q A;) = ~µ(A;). 

Si µ(O) = 1, alorsµ est une mesure de probabilité. 

On dit que (0, F, P) est un espace de probabilité si (0, F) est un espace mesurable 

et Pest une mesure de probabilité. Nous pouvons maintenant définir des fonctions 

sur cet espace. 

Définition 1.1.3. Soit (0, F, P) un espace de probabilité. Une variable aléa-

toire est une application X : n JR telle que pour tout sous-ensemble de la tribu 

de Borel B, nous avons {w En I X(w) E B} E F. 

Plutôt que d'appeler la fonction X une variable aléatoire, certains préfèrent dire 

que X est une fonction F-mesurable. Par ailleurs, nous remarquons que la défini-

tion de variable aléatoire ne dépend pas de la mesure de probabilité utilisée. Il ne 
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reste qu'à introduire l'espérance mathématique pour pouvoir ainsi décrire l'espace 

des variables aléatoires que nous utiliserons. 

Définition 1.1.4. Soit (n, F, P) un espace de probabilité et une variable aléatoire 

X. L'espérance de X est définie par 

E[X] = fnxdP, 

où l'intégrale est ici comprise au sens de Lebesgue (Rosenthal, 2006). 

Cette espérance est bien définie si X 0 ou si X est intégrable, c'est-à-dire si 

E[IXI] < oo. Une variable aléàtoire peut être qualifiée de p-intégrable, ce qui 

signifie que la variable aléatoire IXIP est intégrable. 

Note. L'espace des variables aléatoires p-intégrables est noté V(n, F, P). 
L'espace des variables aléatoires est noté L0(n, F, P), tandis que l'espace des 

variables aléatoires bornées est noté par L00 (f2, F, P). 

Ce travail préliminaire est nécessaire pour définir formellement une mesure de 

risque dans un cas général. Voici la définition en question. 

Définition 1.1.5. Une mesure de risque (Artzner et al., 1999) est une appli-:-

cation de la forme 

p : VX)(n, F, P) R 

En résumé, une mesure de risque est une fonction qui associe pour une certaine 

variable aléatoire, disons la valeur de la richesse à un moment donné, un réel 

indiquant le degré de risque de cette variable. Pour le moment, nous ne donnons 

aucune restriction à la mesure de risque, mais nous évoquerons leurs propriétés 

pour les comparer dans les sections suivantes. 
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1.2 Quelques mesures de risque ... 

Maintenant qu'une mesure de risque nous est familière sous sa forme générale, nous 

allons donner quelques exemples classiques de mesures de risque, à commencer par 

la variance. 

La variance est considérée comme une mesure de risque. En effet, les premiers 

développements en théorie de la finance mathématique ont débuté en utilisant la 

variance. Historiquement, le problème moyenne-variance, correspondant à mini-

miser la variance du rendement du portefeuille tout en fixant son espérance, a été 

résolu la première fois par le chercheur Harry Markowitz (1952, 1968), ce qui lui 

a d'ailleurs valu le prix Nobel d'éconoi:nie en 1990. 

Définition 1.2.1. La variance de la variable aléatoire X est donnée par 

Var[X] = E[(X - E[X])2]. 

Cette mesure de risque, bien que simple d'utilisation, a reçu son lot de critiques. 

Une des principales critiques émises pour le choix de la variance comme mesure 

de risque est qu'elle ne prend pas en compte l'asymétrie des distributions. Ainsi, 

en minimisant la variance, nous pouvons pénaliser aussi bien les rendements fi-

nanciers supérieurs que les rendements inférieurs à notre objectif, ce qui est com-

plètement absurde du point de vue d'un investisseur. C'est pourquoi plusieurs 

auteurs se sont penchés sur des développements de différentes mesures de risque 

ayant des propriétés reflétant davantage le comportement d'un investisseur type. 

Continuons notre tour d'horizon des différentes mesures de risque en introduisant 

la valeur-à-ri~que. 

Définition 1.2.2. Soit a E (0, 1). Le a-quantile de la variable aléatoire X est 

donné par 

q0 (X) = inf {x I P[X x] ~a}. 



7 

Définition 1.2.3. Soit un niveau de confiance a E (0, 1). La valeur-à-risque, 

en anglais value-at-risk (Artzner et al., 1999, p. 216), au niveau a de la variable 

aléatoire X, communément notée VaR0 (X), est définie par 

VaR0 (X) = -q0 (X) = -inf {x I P[X:::; x] ~a}. 

En d'autres termes, la valeur-à-risque est la valeur négative du a-quantile de la 

variable aléatoire X. Nous préférons utiliser la valeur négative seulement à des 

fins pratiques, plus particulièrement puisque nous formulons en termes de pertes 

plutôt que de gains. L'introduction d'un quantile dans la mesure de risque permet 

de quantifier l'incertitude seulement dans les pires scénarios, une composante qui 

·est inexistante dans la variance par exemple. Voici une autre mesure de risque 

couramment mentionnée dans la littérature basée sur un quantile. 

Définition 1.2.4. Soit un niveau de confiance a E (0, 1). L'espérance condi-

tionnelle de la queue, en anglais tail conditional expectation (Landsman et Val-

dez, 2003), au niveau a de la variable aléatoire X, communément notée TCE0 (X), 

est définie par 

TCE0 (X) = E[-X IX :::; q0 (X)]. 

Cette mesure de risque est souvent préconisée lorsque la variable X est continue. 

Or, si la distribution de la variable aléatoire est discrète ou indéterminée, certains 

préfèrent parfois utiliser la mesure de risque suivante. 

Définition 1.2.5. Soit un niveau de confiance a E (0, 1). La perte moyenne 

outre-seuil, en anglais expected-shortfall (Acerbi et Tasche, 2002a), au niveau a 

de la variable aléatoire X, communément notée ES0 (X), est définie par 

110: ES;(X) = - VaR,(X) d-y. a o 
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Cette expression est équivalente à la reformulation suivante donnée par Acerbi et 

Tasche (2002b) : 

1 ES;(X) = -- (E [X· ].(X~ q0 (X))] + q0 (X)(a - P[X q0 (X)])), 
. Œ 

où ]. ( •) est la fonction indicatrice. 

Tout d'abord, vérifions que les deux expressions de l' expected-shortfall dans la 

définition 1.2.5 sont équivalente's. En effet, comme nous savons que X a la même 

distribution que. qu(X), où U rv U (0, 1), nous obtenons 

ES~(X) = _!_ f
0 

VaR-y{X) d, a lo 110 = -- q (X) d, a o 'Y 

1 . = -- E [ qu(X) ].(U::; a)], où U rv·U (0, 1), 
a 
1 . 

= -- (E [ qu(X) ].(qu(X) qa(X))] 
Œ 

- E [qu(X) ].( {U > a} (î {qu(X) qa(X)})]) 
1 = -- (E [ X ].(X~ qa(X))] - qa(X) P [{U > a} n {qu(X) qa(X)}]) 
a 
1 = -- (E [ X ].(X~ qa(X))] - q0 (X) (P[X q0 (X)] - a)) 
Œ . 

= ES;(X). 

Dans la littérature, l' expected-shortfall est parfois aussi appelé valeur-à-risque 

conditionnelle ou conditional value-at-risk (Rockafellar et U ryasev, 2002), valeur-

à-risque moyenne ou average value-at-risk (Follmer et Schied, 2008) ou bien perte 

moyenne de la queue ou expected tail loss. 

Il existe un lien entre l'espérance conditionnelle de la queue et l' expected-shortfall, 

ce qui fait l'objet de la proposition 1.2.6. 

Proposition 1.2.6. Si X est une variable aléatoire continue, alors les définitions 

1.2.4 et 1.2.5 sont équivalentes. 
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Démonstration. Effectivement, puisque P[X q0 (X)] = a lorsque X est conti-

nue, nous obtenons 

TCEa(X) = E[-X I x qa(X)] 
1 

= P[X qa(X)] (E [X. ].(X~ qa(X))]) 
1 = -- (E [X, ].(X~ q0 (X))] + q0 (X)(a - P[X q0 (X)])) 
Œ 

= ES;(X). 

La proposition 1.2.6 nous permet donc d'affirmer que l' expected-shortfall est une 

généralisation de l'espérance conditionnelle de la queue. 

Nous remarquons qu'autant la variance, la valeur-à-risque, l'espérance condition-

nelle de la queue que la perte moyenne outre-seuil sont des mesures de risque au 

sens de la définition 1.1.5. Effectivement, toutes les mesures de risque sont des 

fonctions qui prennent une variable. aléatoire comme entrée et donnent un réel. 

Il existe aussi d'autres formulations pour les mesures de risque énoncées précé-

demment. Par exemple, nous pouvons les définir avec une fonction de distorsion, 

appelée en anglais distortion risk measure. Ce type de mesure de risque fait in-

tervenir la fonction de répartition de la variable aléatoire en question. Plus de 

renseignements sur ces mesures de risque particulières sont disponibles dans l'ar-

ticle de Balbas et al. (2009). 

1.2.1 ... et leurs propriétés 

Avant de continuer et de déterminer quelles mesures de risque devraient être pri-

vilégiées, nous pouvons d'ores et déjà remarquer certaines propriétés de celles-ci. 

Nous pourrons montrer les avantages de chacune des mesures en utilisant les ·ré-
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sultats suivants. 

Proposition 1.2. 7. VaRa(X) est une fonction décroissante par rapport à a. 

Démonstration. Comme le a-quantile q0 (X) est une fonction croissante par rap-

port à a, alors VaR0 (X) = -q0 (X) est une fonction décroissante par rapport à 

a. 

Proposition 1.2.8. Pour toute variable aléatoire X et pour tout seuil a E (0, 1), 

on a ES0 (X) 2:: VaR0 (X). 

Démonstration. Soit a E (0, 1) et X une variable aléatoire. En utilisant la propo-

sition 1.2.7, nous·obtenons 

110: ES0 (X) = -. VaRy{X) d, 
a o 
1 10: 2:: - VaR0 (X) d, 
a o 

= VaR0 (X). 

Proposition 1.2.9. ES0 (X) est une fonction décroissante par rapport à a. 

Démonstration. Soit O < a 1 ::; a 2 < 1 et X une variable aléatoire. Nous avons 

1 10:1 1 10:2 ES02 (X) = - VaRy{X) d, + - VaRy(X) d, 
0'.2 0 0'.2 0:1 

0'.1 1 10:2 •' . = - ESo:1 (X)+ - VaRy(X) d, 
0'.2 0'.2 · 0:1 

0'.1 ll'.2 - 0'.1 . . ::; - ES01 (X)+ ---VaR01 (X), par propos1t10n 1.2.7, 
ll'.2 0'.2 

::; ai ES01 (X)+ a 2 
- ai ES01 (X), par proposition 1.2.8, 

0'.2 0'.2 

= ES01 (X). 

Alors ES0 (X) est bel et bien une fonction décroissante par rapport à a. 
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1.3 La notion de cohérence ... 

Certaines mesures de risque précédemment mentionnées ont des propriétés qui 

expriment davantage le comportement d'un investisseur, par exemple en ce qui a 

trait à la diversification des actifs. Ainsi, nous allons définir la notion de cohérence 

pour ensuite justifier quelles mesures nous devrions préconiser. La définition de 

cohérence utilisée ici est celle donnée par Delbaen (2002), qui se base sur les 

axiomes de Artzner et al. (1999). 

Définition 1.3.1. Soit deux variables aléatoires X et Y. Une mesure de risque p 

est dite cohérente (Delbaen, 2002) si les propriétés suiv8:ntes sont respectées : 

1. (Invariance par translation) Pour tout a E IR, p(X + a) = p(X) - a. 

2. (Sous-additivité) p(X + Y) p(X) + p(Y). 

3. (Homogénéité positive) Pour tout t 2:: 0, p(tX) = tp(X). 

4. (Positivité) Si X 2:: 0, alors p(X) O. 

Ces quatre propriétés reflètent des comportements qu'un investisseur pourrait 

souhaiter. En effet, nous pouvons les traduire en termes de mots ainsi : 

1. (Invariance par translation) L'ajout d'un capital certain réduit le risque du 

même montant. 

2. (Sous-additivité) La diversification est privilégiée par la mesure de risque. 

3. (Homogénéité positive) Le risque est proportionnel à la taille du porte-

feuille. 

4. (Positivité) Une gain certain implique une mesure de risque négative. 

Maintenant que nous pouvons juger les mesures de risque sous ce principe de cohé-

rence, vérifions chacune des propriétés des mesures énumérées précédemment, soit 
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la variance, la valeur-à-risque, l'espérance conditionnelle de la queue et l' expected-

shortf all, pour déterminer lesquelles peuvent être qualifiées de cohérentes. 

1.3.1 ... de la variance 

En ce qui a trait à la variance, les quatre propriétés de cohérence ne sont pas 

respectées. En effet, nous avons que: 

1. Var [X+ a] =Var [X], Va E IR. 

2. Si la covariance entre X et Y est positive, alors 

Var [X+ Y]= Var [X]+ Var [Y]+ Cov [X, Y] 

2:: Var [X]+ Var [Y]. 

3. Var [tX] = t2 Var [X], Vt 2:: 0 . 

4. Var [X] 2:: 0, pour toute variable aléatoire X. 

La plupart des critiques émises au sujet du problème de gestion de portefeuille 

moy~nne-variance prnviennent de la non cohérence de cette mesure de risque. C'est 

pourquoi plusieurs ont proposé différentes mesures de risque pour remédier à cette 

problématique. 

1.3.2 ... de la valeur-à-risque 

Pour la valeur-à-risque, seulement la propriété 2 de sous-additivité n'est pas res-

pectée. Effectivement, vérifions les quatre propriétés : 



1. Pour tout a E ~, nous avons que 

VaR0 ( X + a) . - inf { x I P [X ::; x - a] a} 

= - inf {y+ a I P[X::; y] a} 

· = - ( inf {y I P [ X ::; y] a} + a) 

= VaR0 (X) - a. 

13 

2. Montrons qu'elle n'est pas respectée avec un contre-exemple. Soit X et Y, 

deux variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon 

la distribution 

f P[X = 0] = 0.05 

l P[X = 10] = 0.95 

Alors la distribution pour la variable aléatoire X + Y est 

P[X + Y = O] = 0.0025 

P[X +Y= 10] = 0.095 

P[X +Y= 20] = 0.9025 

Avec ces variables aléatoires, nous obtenons que pour un seuil a= 0.07, les 

trois valeurs-à-risque sont égales, plus précisément 

VaRo.01(X) = VaRo.01(Y) = VaRo.o7(X + Y) = -10. 

Ceci implique alors que 

VaRo.01(X +Y)~ VaRo.01(X) + VaRo.01(Y). 

3. Pour tout t 0, nous avons que 

VaR., (tX) = -inf {xi P [x f] 2:: a} 
= - inf { ty I P [ X ::; y] a} 

= tVaR0 (X). 
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4. Si X~ 0, alors nous obtenons que 

inf {x I P [X::; x] ~a}~ 0 VaR0 (X) ::; O. 

Il s'agit d'une amélioration comparativement à la variance, mais il reste tout de 

même une propriété essentielle qui n'est pas satisfaite avec la valeur-à-risque. 

1.3.3 ... de l'espérance conditionnelle de la queue 

En ce qui a trait à l'espérance conditionnelle de la queue, comme pour la valeur-

à-risque, seulement la propriété 2 de sous-additivité n'est pas respectée. En effet, 

faisons l'examen des quatre propriétés de la cohérence : 

1. Pour tout a E JR, nous avons que 

TCE0 (X+ a) = E[-(X + a) 1 X+ a:::; q0 (X + a)] 

= E[-(X + a) 1 X::; qa(X)] 

= TCE0 (X) - a. 

2. Montrons encore une fois qu'elle n'est pas respectée avec un contre-exemple. 

Soit X et Y, deux variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées selon la distribution 

(

P[X = 0] = 0.05 

P[X = 10] = 0.95 

Alors la distribution pour la variable aléatoire X + Y est 

P[X + Y = 0] = 0.0025 

P[X + Y = 10] = 0.095 

P[X + Y = 20] = 0.9025 

Avec ces variables aléatoires, nous obtenons que pour un seuil a= 0.07, les 

trois quantiles sont égaux, plus précisément 

qo.ü7(X) = qo.01(Y) = qo.01(X + Y) = 10. 
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On peut alors facilement calculer que TCE0.07(X) = -9.5 et TCE0.o7(X + 
Y) = -0.95/0.0975, ce qui implique alors que 

TCE0.01(X +Y)~ TCE0.01(X) + TCE0.01(Y). 

3. Pour tout t 0, nous avons que 

TCEa (tX) = E[-tX I tX::;; qa(tX)] 

= E[-tX IX::;; qa(X)] 

= tTCE0 (X). 

4. Si X~ 0, alors nous obtenons que 

qa (X) 0 ===} TCEa (X)::;; o. 

Encore une fois, la propriété de diversification des actifs n'est pas satisfaite. Voyons 

voir si la généralisation· de cette mesure de risque est cohérente. 

1.3.4 ... de l' expected-shortfall 

La mesure de risque centrale au problème étudié dans ce mémoire, soit l' expected-

shortf all, est cohérente, puisqu'elle respecte les quatre propriétés : 

1. Pour tout a E IR, nous avons que 

1 la ES0 ( X + a) = - · VaR-r [X + a] d, a o 
1 la = - (VaR-y [X] - a) d, 
a o 

= (¾ f VaRy [X] d/) a 

= ES0 (X) - a. 

2. La preuve s'inspire de la démarche donnée en appendice de l'article de 

Acerbi et Tasche (2002b)'. Passons par la deuxième version de la définition 
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1.2.5 de l' expected-shortfall : 

1 . 
ESa(X) = -- (E [X· ].(X ::; qa(X))] + qa(X)(a - P[X::; qa(X)])) 

a 
= _ _!. E [X · 11. *(X)] , 

a 

où ]_*(Z) = ]_(Z::; qa(Z)) + ]_(Z = qa(Z))a;~::-:clfi)l pour une certaine 

variable aléatoire Z. Nous pouvons constater que 

E[].*(Z)] = P(Z::; qa(Z)) + P(Z = qa(Z)) a - P[Z < qa(Z)] 
P[Z = qa(Z)] 

=a. 

De plus, nous avons que O ::; ]. * ( Z) ::; 1 pour toute variable aléatoire Z . . 

Lorsque Z > qa(Z) ou Z < qa(Z), le résultat est immédiat, tandis que 

lorsque Z = qa(Z), on a 

P[Z < qa(Z)] ::; a ::; P[Z ::; qa(Z)] 

0::; a - P[Z < qa(Z)] ::; P[Z::; qa(Z)] - P[Z < qa(Z)] 

O < a - P[Z < qa(Z)] < l 
- P[Z ::; qa(Z)] - P[Z < qa(Z)] -

O < P[Z = qa(Z)] + a - P[Z::; qa(Z)] < l 
- P[Z = qa(Z)] -

a - P [Z < q (Z)] ~O<l+ _a <l. 
- P[Z = q0 (Z)] -

Maintenant, nous allons montrer que l' expected-shortfall respecte la sous-
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additivité en ajoutant Ode façon astucieuse. Posons W =X+ Y. Alors, 

- a (ES0 (W) - ES0 (X) - ES0 (Y)) 

= E [W · ]. * (W)] - E [ X · ]. * (X)] - E [Y · ]. *(Y)] 

= E [X·(] *(W) - ]. *(X))]+ E [Y·(] *(W) - ]. *(Y))] 

= E [X· (11 *(W) - ]. *(X))]+ E [Y· (11 *(W) - ]. *(Y))] 

- qa(X) E [(11 *(W) - ]. *(X))] - qa(Y) E [(] *(W) - ]. *(Y))] 

= E [(X - qa(X)) (]_ *(W) - ]_*(X))]+ E [(Y - qa(Y)) (]_ *(W) - ]_ *(Y))] 

o. 

L'inégalité provient du fait que si X > q0 (X), alors ]. *(X) = 0 et donc la 

différence d'indicatrices est nécessairement positive. Inversement, si X < 

q0 (X), alors ]. *(X) = 1 et la différence d'indicatrices est nécessairement 

négative. Nous avons alors que 

(X - q0 (X)) (]*(W) - ll*(X)) O. 

Nous utilisons le même raisonnement pour la variable aléatoire Y et cela 

nous permet d'obtenir 

ESa(X + Y) :s; ESa(X) + ESa(Y). 

3. Pour tout t 0, nous avons que 

I la ESa (tX) = - VaRy [tX] d')' a o 
t la = - VaRy [X] d')' 
a o 

= tES0 (X). 

4. Si X~ 0, alors nous obtenons que 

VaRa (X) :s; 0 => ES0 (X) :s; O. 
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Tel que voulu, les quatre propriétés sont respectées. C'est pourquoi nous privilé-

gions_ cette mesure de risque plutôt que la valeur-à-risque ou toute autre mesure 

de risque non cohérente. Remarquons que ceci implique que la mesure de risque 

ES0 est cohérente pour toute· distribution et que la mesure de risque TCE0 est 

cohérente dans le cas où X est continue. 

Avec les propriétés de l' expected-shortfall, nous pouvons souligner une propriété 

qui nous sera d'une grande utilité dans la résolution de problèmes d'optimisation 

avec cette mesure de risque. 

Proposition 1.3.2. ES0 est une fonction convexe. 

Démonstration. Soit a E [O, 1] et X, Y deux variables aléatoires. En utilisant 

les propriétés de cohérence de l' expected-shortfall, plus particulièrement la sous-

additivité et l'homogénéité positive, nous obtenons 

ES0 (aX + (1- a)Y)::; ES0 (aX) + ES0 ((l - a)Y) 

= a ES0 (X) + (1 - a) ES0 (Y). 



CHAPITRE II 

PROBLÈME MOYENNE-SHORTFALL À UNE PÉRIODE 

Après avoir rappelé les définitions et les propriétés des mesures de risque, nous 

pouvons maintenant aborder le problème moyenne-shortfall à une période. His-

toriquement, le problème moyenne-variance a été résolu la première fois par le 

chercheur Harry Markowitz (1952, 1968). Or, suite aux maintes critiques, plu-

sieurs chercheurs ont tenté de modifier la mesure de risque à minimiser dans ce 

problème d'optimisation. C'est pourquoi nous analysons plus en détail le problème 

moyenne-shortfall, un problème résolu par Bertsimas et al. (2004f 

2.1 Moyenne-shortfall ... 

De façon formelle, mettons-nous dans le contexte d'un investisseur qui désire in-

vestir sa richesse X(t) dans plusieurs actifs. Supposons ainsi que l'on désire investir 

notre richesse au temps initial t0 = 0 pour espérer obtenir une richesse X* à la 

date terminale t1 = T tout en minimisant la mesure de risque p. Cette stratégie 

d'investissement sera notée -rr. Le marché est composé de m différents titres ris-

qués et d'un titre sans risque. Nous notons le vecteur aléatoire des rendements des 

actions risquées par R et le rendement du titre sans risque r en plus de considé-

rer que les rendements suivent une distribution continue. La stratégie -rr est donc 

un vecteur composé des différents montants investis dans les m titres risqués. La 

figure 2.1 illustre le problème avec la notation utilisée. 



20 

Richesse X(ü) X(T) 

Temps t ta= 0 t1 = T 

î Évolution des prix des m titres 

Stratégie 7r 

Figure 2.1: Illustration du problème moyenne-shortfall à une période 

Le problème d'optimisation auquel nous faisons face en général est le suivant : 

min p(X(T)) 
1r 

sous E [X(T)] = X*. 

Comme nous préconisons l' expected-shortfall comme mesure de risque, le problème 

moyenne-shortfall à une période est de la forme 

min ES0 (X(T)) 
1r 

sous E [X(T)] = X*. 

Remarquons ici que nous précisons l' expected-shortfall, mais comme les rende-

ments suivent une distribution continue, par la proposition 1.2.6, cela implique 

que nous pouvons utiliser autant les définitions 1.2.4 que 1.2.5. 

Pour le problème d'optimisation, nous proposons une contrainte dite d'auto-

financement, ce qui signifie que nous n'injectons pas de richesse dans le portefeuille 

au fil du temps. Cela se résume ainsi à demander que la richesse s'exprime comme 

X(T} - X(O} = 1r;R;, + ( X(O} - 1r;) r 

X(T) = X(O) + RLrr + (X(O) - e11r) r, (2.1) 
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où e est un vecteur colonne rempli de uns. Cette contrainte explicite que nous 

investissons un montant 7ri dans l'action i pour i = 1, ... , m, tand}s que le reste 

de la richesse est investi dans le titre sans risque. 

Nous considérons aussi un marché sans friction, c'est-à-dire que les coûts associés 

à toutes les transactions sont nuls. La seule préoccupation de l'investisseur est de 

choisir quels montants investir dans les différents titres risqués disponibles. 

2.1.1 ... et son équivalence avec le moyenne-variance 

Avant de s'attarder au problème, nous pouvons constater que pour certaines distri-

butions, les problèmes moyenne-variance et moyenne-shortfall à une période sont 

équivalents. Effectivement, l' expected-shortfall et la variance de distributions par-

ticulières sont égales à une constante près. Nous allons introduire les distributions 

elliptiques. 

Définition 2.1.1. Un vecteur aléatoire X suit une distribution elliptique (Kel-

ker, 1970) de paramètres µ et :E, respectivement la moyenne et la matrice de 

covariance, si et seulement si sa fonction caractéristique est de la forme 

E[eitrx] = eitrµ 'ljJ (tT:Et)' 

pour une certaine fonction 'l/J. Si X admet une densité, alors sa densité est donnée 

par 

fx(x) = g ( (x - µ)î:E-1(x - µ)), 
V l:EI 

où c est une constante de normalisation et g est dite une fonction génératrice de 

densité ( density generator). 

À titre d'exemple, une distribution normale multivariée de dimension k est une 

distribution elliptique. Sa constante de normalisation est c = (21r)-k/2 et sa fonc-

tion génératrice de densité est g(x) = exp(-x/2). La proposition qui suit, que 
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nous retrouvons dans l'article de Bertsimas et al. (2004), illustre la correspon-

dance entre l' expected-shorlfall et la variance pour une distribution elliptique. 

Proposition 2.1.2 (Relation entre expected-shorifall et variance). Si R suit une 

distribution multivariée elliptique de paramètre µ et ~, alors 

ES0 (RT1r) = ç(~) Var(RT1r) 1/ 2 - E[RT]1r, 

où ç (a) est une constante spécifique à la distribution elliptique. 

Démonstration. Nous avons que RT 1r suit une distribution elliptique avec moyenne 

et variance respectivement deµ*= µT1r et a 2 = 7rT~1r. En passant par la défini-

tion 1.2.4, nous obtenons donc . 

ES0 (Rî1r) = E[-RT1r!RT1r ::S; q0 (Rî1r)] 

_ Cn 1q0 (RT1r) ((X_ µ*) 2
) --- xg -- dx 

· aa -oo a 

Cn 1q0 (RT1r) ( (X _ µ*) 2) = - aa -oo (x - µ*) g a dx - µ* 

= -a..!!:. y g(y2 ) dy - µ* C 1Za 
Œ -oo 

= -aç(a) - µ* 

= ç(a) Var(RT1r) 1f 2 - E[RT]1r. 

Nous pouvons ainsi en déduire le corollaire suivant sur les problèmes moyenne-

shortfall èt moyenne-variance : 

Corollaire. Sous les éontraintes de la proposition 2.1.2 et en supposant la contrainte 

d'auto-financement donnée en (2.1) 

X(T) = X(0) + RT1r + (X(0) - eî1r) r, 
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les problèmes d'optimisation 

min Var(X(T)) 
7r 

sous E [X(T)] =X*. 

et 

min ES0 (X(T)) 
7r 

sous E [X(T)] =X*. 

ont la même solution, c'est-à-dire qu'ils sont équivalents. 

Démonstration. Par la proposition 2.1.2 et le fait que la contrainte des problèmes 

d'optimisation peut être exprimée comme 

X* = X(O) + E[R1 ]1r + (X(O) - el 1r) r, 

nous avons que 

ESa(X(T)) = ES0 (R11r) - X(O) - (X(O) - e11r) r 

· = ç(a) Var(R11r)1!2 - E[R1]1r - X(O) - (X(O) - e11r) r 

= ç(a) Var(R11r)112 - X* 

= ç(a) Var(X(T)) 1l2 - X*. 

Pour ce type de distribution bien particulière, résoudre le problème moyenne-

variance à une période est équivalent à résoudre le problème moyenne-shortfall. 

Par contre, sous différentes hypothèses du prix des actifs risqués, les solutions 

peuvent potentiellement différer, ce qui fait l'objet de la prochaine section. 
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2.1.2 ... et sa solution analytique 

Maintenant, attardons-nous à l'analyse du problème moyenne-shortfall pour des 

distributions continues en général. Tout d'abord, comme nous travaillerons avec 

des lagrangiens, nous allons expliciter la dérivée de l' expected-shortfall. Nous re-

trouvons cette proposition et une esquisse de démonstration dans l'article de 

Scàillet ( 2004). 

Proposition 2.1.3 (Dérivée de l' expected-shortfall). Soit R le vecteur aléatoire 

des rendements des titres risqués, 1r le vecteur des montants investis dans chaque 

titre risqué et r le rendement du titre sans risque. Si la distribution des rendements 

est continue, alors pour k = 1, ... , m, nous avons 

a -a ESa(X(T)) = -E [RklRT1r::; qa(RT1r)] + r. 
1rk 

Démonstration. Nous utilisons la définition 1.2.4. Tout d'abord, notons que 

ES0 (X(T)) = ES0 (RT1r)....: X(0) - (X(0) - eî1r) r. 

Attardons-nous sur le premier terme de cette expression. Posons U = 'Eif=k 1riRi 

et V = Rk, ce qui nous donne en intégrant par parties 

1 
ES0 (Rî1r) = -- E [(U + 1rkV) ](U + 1rkV::; q0 (RT1r)] 

a 
1 lrn 1qa(RT~)-rrkV = -- (u + 1rkv)f(u, v) du dv 
a IR -oo 

1 [lrn 1qa(RT~)-rrkV . = -- uf(u, v) du dv 
a IR -oo . 

+ h_ 11"kvF(qa(RT-rr) - 1rkv, v) dv] 
= -¼ [h. (qa(RT-rr) - 11"kv)F(qa(RT-rr) - 11"kV, v) dv 

r 1qa(RT~)-rrkV r ] 
- }IR _

00 
F(u, v) du dv + }IR 1rkvF(q0 (RT7r) - 'lrkV, v) dv . 
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Ainsi, en prenant la dérivée par rapport à 7rk, nous obtenons 

8 1 [ f . (8q0 (RT1r) ) B1rk ESa(RT1r) = -~ J/qa(RT1r) - 7rkv)f(qa(RT1r)_ - 7rkV, v) B1rk - V dv 

f (8q0 (RT1r) ) + JR B-1rk - v F(q0 (RT1r) - 7rkV, v) dv 

f (8q0 (RT1r) ) - JR B1rk - v F(q0 (RT1r) - 7rkV, v) dv 

+ k vF(qa(RT1r) - 7rkv,v) dv 

+ k 1r:kv ( â q"'~:r 7r) - v) J( qa(RT-rr) - trkv, v) dv] 
1 [lm 1qo:(RT1r)-1rkv = -- vf(u, v) du dv 
0: R -oo 

+ k qa(RT-rr) ( âqa~:T-rr) - v) J(qa(RT-rr) - trkv, v) dv] . 

Nous savons que 

Ü = ~0: - a f jqo:(RT-rr)-rrkv 
81rk - 81rk JR _

00 
f(u, v) du dv 

= â~k k F(qa(RT -rr) - 7rkV, v) dv 

= f f(qa(RT1r) - 7rkV v) (8qa(RT1r) ) d }'IR. ' 8 -V V. 
7rk 

Ainsi, nous obtenons, tel que désiré, 

a a a -ES0 (X(T)) = - ES0 (RT1r) - -X(O) - (X(O) - eî1r) r 
81rk 81rk 81rk 

= -E [RklRT1r ::Ç qa(RT1r)] + r. 

Maintenant, nous pouvons nous lancer dans l'analyse du problème de minimisation 
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qui nous intéresse, c'est-à-dire 

min ES0 (X(T)) 
71' 

sous E[X(T)] = X*. 

Rappelons que nous imposons toujours la contrainte d'auto-financement donnée 

en (2.1). Le théorème qui suit et la démarche pour sa démonstration se retrouvent 

dans l'article de Bertsimas et al. (2004). 

Théorème 2.1.4. Le solution optimale fr au problème d'optimisation 

min ES 0 (X(T)) 
71' 

sous E[X(T)] =X*. 

satisfait la condition 

r - E [RilRTfr:::; qa(RTfr)] . 
E[Ri] - r = (X* - X(O)(l + r)) eTfrr _ E [RTfrlRTfr:::; q

0
(RTfr)] 

pour j = l, ... , m. 

Démonstration. Le lagrangien pour ce problème est de la forme 

.C(1r, ,) = ES0 (X(T)) - 'Y (X(0) + E[RT]1r + (X(0) - eî1r) r - X*). 

Ainsi, en prenant les dérivées par rapport aux deux variables d'intérêt, nous ob-

tenons 

: L'.(1r,y)I = 0 
7r (-rr,i') 

{=;> 0 = - E [RI RTfr:::; q0 (RTfr)] + er - /y (E[R] - er) (2.2) 

et 

: L'.( 1r,ril = o 
' (-rr,i') 

{=;> 0 = X* - (X(0) + E[RT]fr + (X(0) - eîfr)r). . (2.3) 
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Nous pouvons multiplier (2.2) par fr et isoler 7 : 

,.. - E [RTfrlRTfr q0 (RTfr)] + eîfrr 
1 = E[RT]fr - eT frr 

_ - E [RT·frlRTfr q0 (RTfr)] + eTfrr 
- X* - X(O)(l + r) par (2.3). 

Ainsi, en reprenant (2.3) et en utilisant le développement précédent, nous avons 

7(E[R] - er) = - E [RIRTfr Qa(RTfr)] + er 
er - E [RIRTfr q0 (RTfr)] 

E[R] - er = (X* - X(O)(l + r)) eTfrr _ E [RTfrlRTfr q
0

(RTfr)] · 

Ceci nous indique que pour les m actions risquées, c'est-à-dire j = 1, ... , m, la 

stratégie optimale fr satisfait la condition suivante : 

· * r - E [RilRTfr q0 (RTfr)] 
E[Rj] - r = (X - X(O)(l + r)) eTfrr - E [RTfrlRTfr q

0
(RTfr)] · 

2.1.3 ... et ses propriétés 

Une des propriétés du problème moyenne-shortfall, remarquée par Tasche (2000), 

est que ce problème peut en fait être résolu pour toute valeur de richesse terminale 

espérée en le résolvant pour une certaine valeur fixée X*. En effet, soit la richesse 

finale espérée X* ayant comme solution ('rr*, ,*) et posons X(O)(l+r) x+ X*. 

Soit un scalaire À E (0, 1) tel que x+ = AX(0)(l + r) + (1 - .,\)X*. Puisque 

Qa( (1 - À)RT 7r) = (1 - À)q0 (RT 7r), 

nous avons, en utilisant les équations (2.2) et (2.3), respectivement 

0 = -E [RIRT7r* q0 (RT7r*)] + er - 1*(E[R] - er) 

= - E [RIRT(l - .,\)7r* q0 (RT(l - .,\)7r*)] + er - ,*(E[R] - er) 



et 

0 = X* - (X(O) + E(RT]-rr + (X(O) - eT-rr)r) 

= (1 - À)X* + ÀX(O)(l + r) 
- (X(O) + E[RT](l - À)1r* + (X(O) - eî(l - À)1r*)r) 

= x+ - (X(O) + E(RT](l - À)1r* + (X(O) - eî(l - À)1r*)r). 
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Nous obtenons ainsi que la richesse espérée x+ a comme solution ((l -À)1r*, ,*). 

De façon analogue, six+ >X*, soit un scalaire À E (0, 1) tel que 

X*= ÀX(O)(l + r) + (1 - À)X+. 

Nous obtenons, en utilisant les équations (2.2) et (2.3), respectivement 

et 

0 = -E [RIRT1r*·::; q0 (RT1r*)] + er - ,*(E[R] - er) 

= -E [RIRT(l - À)-11r*::; q0 (RT(l - À)-11r*)] + er - ,*(E[R] - er) 

0 = X* - (X(O) + E(RT]-rr + (X(O) - eî-rr)r) 

= (1 - À)x+ + ÀX(O)(l + r) 
- (X(O) + E[RT]1r* + (X(O)- eT1r*)r) 

= x+ + ÀX(O)(l + r)(l - À)-1 

- (X(O)(l - À)-1 + E[RT](l - À)-11r* + (X(O) - eî1r*)(l - Àt1r) 

= x+ - (X(O) + E(RT](l - À)-11r* + (X(O) - eî(l - À)-11r*)r). 

La richesse espérée x+ a cette fois-ci comme solution ((1 - À)-11r*, ,*). Cela 

signifie que le-problème peut être résolu pour une seule valeur de richesse terminale 

espérée et nous pouvons ensuite multiplier la solution par un scalaire pour toute 

autre richesse x+. 
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Une autre des propriétés, remarquée cette fois-ci par Bertsimas et al. (2004), est 

que nous pouvons exprimer le problème moyenne-shortfall comme un problème 

d'optimisation linéaire. En utilisant la dualité dans les systèmes linéaires (Goh, 

2002), nous. pouvons reformuler ce problème sous forme linéaire contenant (m + 
N + 1) variables à minimiser et (2N + 2) contraintes, où N est le nombre de 

simulations. Formuler le problème ainsi permet d'éviter d'effectuer un tri, une 

opération coûteuse qui est nécessaire dans le calcul d'un quantile. Cette façon de 

procéder pour résoudre le problème peut potentiellement être plus efficace d'un 

point de vue informatique. Pour le développement rigoureux de cette formulation 

linéaire, nous référons le lecteur à la section 5 de l'article de Bertsimas et al. 

(2004). 

2.2 Validation empirique de la solution et de ces propriétés 

Nous avons analysé théoriquement les développements du problème moyenne-

shortfall et son équivalence avec le moyenne-variance. Maintenant, nous vérifions 

empiriquement ces résultats avec un programme Matlab. Nous analysons plus par-

ticulièrement les problèmes moyenne-shortfall et moyenne-variance à une période 

avec deux actifs risqués. Ce script Matlab peut facilement être généralisé au cas 

à m actifs risqués. Le code utilisé est fourni au lecteur (voir Annexe A.1). 

Dans le script Matlab, nous initialisons tout d'abord les paramètres du pro-

blème d'optimisation, c'est-à-dire la richesse initiale, la richesse espérée, le seuil 

0:: de la mesure de risque, le nombre de simulations de richesse terminales noté 

Nbr_sim_ratios et le rendement du titre sans risque. Par la suite, nous géné-

rons Nbr_sim_ratios paires de rendements des actifs risqués. Pour permettre la 

comparaison entre les deux problèmes, l'utilisateur peut choisir de générer d'une 

distribution elliptique, soit une loi normale multivariée, ou d'une distribution el-

liptique, dans ce cas-ci une loi gamma multivariée (Schmeiser et Lal, 1982). Le 
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choix se fait en changeant la condition elliptique. Finalement, nous construi-

sons Nbr _sim_ratios richesses terminales airisi que la contrainte et les fonctions 

à minimiser à partir de ces richesses. 

La première remarque est que lorsque nous utilisons la loi normale multivariée 

pour générer les paires de rendements des titres risqués, les montants d'investis-

sements 7r qui minimisent chacun des problèmes sont identiques. En effet, ceci 

s'explique par la proposition 2.1.2 et son corollaire, dû à l'utilisation d'une distri-

bution elliptique. 

Ensuite, nous nous assurons que la solution du moyenne-shortfall satisfait les 

conditions du théorème 2.1.4. Tel qu'attendu, nous avons bel et bien que les m = 2 

-conditions sont respectées. Le script affiche les termes de chaque côté de l'égalité 

pour chacune des conditions. 

Finalement, une autre propriété que nous pouvons vérifier avec le programme Mat-

lab est que le problème peut se résoudre pour toute valeur de richesse terminale 

espérée. Tel que discuté dans la section 2.1.3, choisissons un scalaire À E (0, 1) et 

posons une nouvelle richesse terminale espérée 

x+ = AX(0)(l + r) + (1 - A)X* 

telle que x+ > X(0)(l + r). Ainsi, la solution au problème d'optimisation avec 

comme contrainte E[X(T)] = x+ a comme solution un multiple du problème 

ayant comme contrainte E[ X (T)] = X*. Plus précisément, nous devons multiplier 

la solution par (1 - A). 



CHAPITRE III 

PROBLÈME MOYENNE-SHORTFALL MULTIPÉRIODIQUE 

Nous nous _sommes intéressés au problème moyenne-shortfall à une période, ce 

qui procure un avantage à l'investisseur comparativement au problème moyenne-

variance dû à la cohérence de la mesure de risque utilisée. Par contre, nous pouvons 

tenter de généraliser ce problème pour le rendre encore plus réaliste. En effet, 

nous pourrions supposer que sur de longues périodes d'investissements, l'individu 

devrait pouvoir réagir aux fluctuations du marché et adapter sa stratégie financière 

en conséquence. Ainsi, dans ce chapitre, nous nous concentrons sur l'analyse du 

problème moyenne-shortfall multipériodique. 

3.1 Problème moyenne-shortfall multipériodique ... 

Nous allons maintenant introduire de façon générale le problème moyenne-shortfall 

multipériodique. De façon formelle, remettons-nous dans le contexte d'un investis-

seur qui désire investir sa richesse dans plusieurs actifs et qui, cette fois-ci, dispose 

den temps distincts d'investissement notés t0 , ••• , tn-I· Nous notons la richesse au 

temps t par X(t). Supposons ainsi que l'on désire investir notre richesse au temps 

initial t0 = 0 pour espérer obtenir une richesse X* à la date terminale tn = T tout 

en minimisant la mesure de risque p. Nous supposons aussi que les temps d'in-

vestissements sont équidistants, c'est-à-dire que tk = kl:it, k = 0, 1, ... , n. Pour 

faciliter le problème, nous posons que le marché est composé de m = 1 titre risqué 
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et d'un titre sans risque. La stratégie d'investissement sera notée 1r, où 7rï est le 

montant investi dans l'actif risqué au temps ti-l· 

Nous notons le rendement de l'action risquée à l'instant t par Rt et le rendement du 

titre sans risque à l'instant t par Tt. Nous considérons aussi la tribu 1lt constituant 

toute l'information disponible jusqu'au temps t en ce qui a trait aux prix du titre 

risqué et aux signaux du marché. Nous désirons donc que la stratégie 7ri se base 

uniquement sur 1lti_1 • La figure 3.1 illustre le problème avec la notation utilisée. 

X(O) X(t1) X(t2) X(T) 

7r1 7r2 7r3 Temps 

=----
\ 1ltu 

1lt1 

1lt2 

Figure 3.1: Illustration du problème moyenne-shortfall multipériodique 

Encore une fois, nous proposons une contrainte d'auto-financement pour empêcher 

l'ajout ou le retrait de richesse dans le portefeuille au fil du temps. Cela se résume 

ainsi à demander que la richesse s'exprime, pour i = 1, ... , n - 1, comme 

X(ti) - X(tï-1) = 1riRti + (X(ti_i) - 7rï) Tti 

{=> X(ti) = X(ti-1) + 1riRti + (X(ti-1) - 7ri) Tti 

{=> X(ti) = X(ti-1) (1 + TtJ + 1ri (Rti - TtJ. (3.1) 

Cette contrainte traduit qu'à chaque période i = 1, ... , n - 1, nous investissons 

un montant· 1ri dans l'action risquée et le reste de la richesse à ce moment dans le 

titre sans risque. 



33 

Le problème d'optimisation auquel nous faisons face en général est le suivant : 

min p(X(T)) 
1r 

sous E [X(T)] = X*. 

Le problème moyenne-variance multipériodique tel qu'énoncé ici, c'est-à-dire sous 

les mêmes hypothèses, a été résolu par Watier (2002) dans sa thèse de doctorat. 

Comme nous préconisons plutôt l' expected-shortfall comme mesure de risque, le 

problème moyenne-shortfall multipériodique est de la forme 

min ES0 (X(T)) 
1r 

sous E [X(T)] = X*. 

Ce problème de gestion de portefeuille est un problème ouvert, ce qui nous incite 

davantage à explorer différentes pistes pour découvrir certaines propriétés de la 

solution analytique. De plus, des développements dans ce problème permettraient 

d'ouvrir la voie à_ une solution dans un problème non-résolu encore plus réaliste, 

soit le problème moyenne-shortfall à temps continu. Dans ce type de problème, 

l'investisseur pourrait modifier son portefeuille quand bon lui semble au gré des 

variations de prix des titres risqués, contrairement à des instants d'investissements 

précis. 

Nous avons d'ores et déjà simpl~fié les hypothèses de départ en supposant l'exis-

tence d'un seul actif risqué. Nous allons renforcer davantage ces hypothèses pour 

notre analyse du problème en modélisant le rendement du titre risqué avec un 

modèle simple comportant des propriétés intéressantes. 

3.1.1 ... avec un modèle binomial 

Pour la modélisation de l'actif risqué, nous préconisons un modèle discret, plus 

précisément un modèle binomial. Tout d'abord, un modèle discret est privilégié 
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pour sa facilité à optimiser des variables .aléatoires prenant un nombre fini de 

valeurs, ce qui facilite davantage le problème d'optimisation auquel nous faisons 

face. Avant de s'attaquer à une discrétisation de ce problème, nous avons réalisé 

quelques tentatives avec des modèles continus sur le problème à deux périodes, 

tentatives qui se sont toutefois avérées infructueuses. 

_ Entre autres, notre première tentative a été de proposer des types de variables 

aléatoires simples pour les rendements des titres, suggérer des formes paramétrées 

de variables aléàtoires pour les stratégies d'investissement et optimiser selon ces 

paramètres. Comme la solution exacte ne devraient pas dépendre du choix expli-

cite des variables aléatoires utilisées, nous avons tenté de remarquer si une forme 

proposée menait toujours à une valeur· d' expected-shortfall inférieure aux autres, 

en vain. 

Nous avons aussi tenté diverses distributions pour que les problèmes moyenne-

variance et moyenne-shortfall à deux périodes soient équivalents. Notre inspiration 

nous est provenue de la proposition 2.1.2 et de son corollaire, plus particulièrement 

du fait que lorsque les rendements des actifs suivent une distribution elliptique, 

les problèmes moyenne-variance et moyenne-shortfall à une période sont équiva-

lents. Il suffisait ainsi de trouver une distribution pour laquelle la résolution du 

problème d'optimisation entraîne des valeurs optimales ne dépendant pas du seuil 

a. Malheureusement, aucune des distributions tentées n'a été concluante. 

Ensuite, le modèle binomial peut facilement se généraliser à des modèles multi-

nomiaux, ce qui le rend attrayant pour construire une généralisation de ce pro-

blème. Finalement, une des principales motivations nous poussant à utiliser un 

modèle binomial est sa possibilité d'approximer des modèles continus sous cer-

taines conditions. En effet, dans l'article de Kim et al. (2016), plusieurs modèles 

d'arbres binomiaux qui convergent faiblement vers un mouvement brownien géo-
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métrique sont donnés. Cette approximation discrète est d'un grand intérêt pour 

analyser le problème d'optimisation de portefeuille en utilisant une modélisation 

d'actif de type Black-Scholes, un modèle prisé dans la littérature. Voici une des 

formes d'arbres binomiaux explicitées par Kim et al. (2016) dans la proposition 

suivante. 

Proposition 3.1.1. Soit un intervalle de temps divisé en n périodes égales dé-

finies par les instants tk = kfl.t, k = l, ... , n et un titre risqué ayant un prix 

St à l'instant t. Posons la modélisation de l'actif risqué par un modèle binomial 

prenant de façon équiprobable les valeurs 

{
s _ s e<r-u2 /2)t:,,.t+u'iAf 

tk+At,up - tk 
Stk+.6.t = . , S _ S e<r-o-2 /2)At-u'iAf 

tk+At,low - tk 

Le processus stochastique généré par ce modèle a les deux premiers moments 

égaux à un mouvement brownien géométrique 

St = e<r-u2/2)t+uB(t) 
' 

où B(t) représente un mouvement brownien ( Jarrow et Rudd, 1983}. 

Comme nos maintes essais avec des modèles continus se sont révélés inefficaces, 

analyser le problème à· temps discret pourra améliorer notre compréhension du 

problème d'optimisation et de sa solution optimale. Nous pourrions ainsi dans un 

scénario idéal faire tendre le nombre de périodes vers l'infini dans notre modèle 

discret et obtenir une approximation plus ou moins précise d'une distribution 

continue. Il s'agirait d'un développement majeur en théorie mathématique du 

contrôle stochastique. D'ailleurs, cette piste fera l'objet de futures recherches. 

Maintenant que les motivations d'analyser ce problème avec le modèle binomial 

sont énumérées, nous pouvons définir le problème en incluant cette modélisation 
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spécifique de l'actif risqué. Nous utiliserons une notation quelque peu différente 

avec cette modélisation pour alléger l'écriture. Voici les paramètres en question : 

- Nombre de périodes : n 

- Richesse initiale : X 0 

- Richesse à la fin de la période i : Xi 

- Stratégie d'investissement au début de la période i : '!ri 

- Rendement du titre sans risque lors de la période i : ri= r 

- Rendement du titre risqué lors de la période i: 

- Seuil pour la mesure de risque : a 

Nous introduisons aussi quelques hypothèses supplémentaires au marché. Tout 

d'abord, nous considérons les facteurs actualisés, plus précisément que r = O. Ceci 

implique que la richesse, toujours sous la contrainte d'auto-financement (3.1), peut 

être exprimée comme 
n 

Xn = Xn-1 + 7rnRn = Xo + L 1riRi. 
i=l 

Pour l'actif risqué, nous optons pour un modèle binomial où les rendements sont 

indépendan~s entre chaque période. Nous posons 

{ 
U avec probabilité p 

~= 
L avec probabilité 1 - p 

\/i = 1, ... ,n. 

Ici, U représente un rendement considéré élevé de l'actif ( «Up») et L un rendement 

considéré faible ( «Low» ). Pour être réaliste dans la modélisation des rendements, 

nous choisissons U, L et p tels que U > 0, L < 0 et E[~] > O. 

En ce qui a trait aux stratégies d'investissement, nous souhaitons qu'elles tiennent 

compte uniquement de l'information disponible, c'est-à-dire des rendements ayant 

eu lieu dans le passé. Puisque nous sommes en présence d'un modèle binomial, 

tous les rendements ne peuvent prendre que deux valeurs, soit U et L. Ainsi, 
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chaque variable aléatoire 'lrï peut prendre 2i-l valeurs différentes pour chaque 

combinaison de rendements. Notons que, de cette façon, 1r1 est une constante, 

puisque l'information disponible au départ est toujours la même. Par exemple, les 

variables aléatoires 1r2 et 1r3 sont respectivement de la forme r) si R1 = U 7r2 
7r2 = 

(2) si R 1 = L 7r2 

et , 
(1) 

7r3 
. R U (l) 

Sl 2 = , 7r2 = 7r 2 

(2) 
7r3 

. R L (l) Sl 2 = , 7r2 = 7r2 
7r3 = { 

(3) . R U <2) 7r3 Sl 2 = , 7r2 = 7r2 

. (4) 
7r3 . R L <2) Sl 2 = , 7r2 = 7r2 

Si nous préférons avoir une idée visuelle des investissements, la figure 3.2 montre 

quelle est la valeur· de 1rij) à utiliser en fonction des valeurs du titre risqué. 

7r1 

/~L 
(1) 

7r2 

R;=Y ~=L 
(1) 

7r3 

u/~ 
{1) 

7r4 
7r{2) 

4 

(2) 
7r3 

/~ 
7r(3) 

4 
7r(4) 

4 

(2) 
7r2 

R2=Y ~=L 
{3) 

7r3 

/~ 
7r(5) 

4 
7r(6) 

4 

(4) 
7r3 

/~ 
7r(7) 

4 
7r(8) 

4 

Figure 3.2: Illustration des 1rf) correspondants aux différents scénarios de la valeur 

de l'actif risqué 

En décrivant les stratégies de la sorte et en utilisant le modèle binomial pour 
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les rendements, nous pouvons exprimer la richesse terminale Xn comme une va-

riable aléatoire prenant 2n valeurs. Effectivement, les richesses X 1 , X 2 et X 3 sont 

respectivement de la forme 

et 

{
X0 + 1r1 U avec probabilité p 

X1= 
X 0 + 1r1L avec probabilité 1 _;_ p 

Xo + 1r1 U + 1r?) U avec probabilité p2 

X U (:i,L 
X2= 

. 0 + 7f'1 + 7f'2 

{2) Xo+1r1L+1r2 U 

avec probabilité p(l - p) 

X3 = { 

Xo + 1r1L + 1r~2
) L 

avec probabilité (1 p )p 

avec probabilité (1 - p)2 

Xo + 1r1 U + 1r?) U + 1r~1) U avec probabilité p3 

Xo + 1r1U + 1r~
1)u + 7f'~l) L avec probabilité p2 (1 - p) 

' 
(1) (2) Xo + 1r1U + 1r2 L + 1r3 U avec probabilité p2 (1 - p) 

Xo + 1r1 U + 1r~1) L + 1r?) L avec probabilité (1 - p )2p 

Xo + 1r1L + 1r~2
) U + 1rf) U avec probabilité p2(1 - p) 

Xo + 1r1L + 1r~2
) U + 1rf) L avec probabilité (1 - p )2p 

Xo + 1r1L + 1r?) L + 1r~
4)U avec probabilité (1 - p)2p 

Xo + 1r1L + 1r?) L + 1r~4
) L avec probabilité (1 - p )3 

Développons maintenant l'espérance de la richesse terminale Xn, qui fait partie 

intégrante de la contrainte du problème de minimisation. En tenant compte des 



hypothèses introduites précédemment, nous obtenons 

E[Xn] = E [xo+ ~1r;R;l 
n 

= Xo + 1r1 E[R1] + L E[1ri~] 
i=2 

n 

= Xo + 1r1 E[R1] +LE [E[1ri~l~-1]] 
i=2 
n 

= Xo + 1r1 E[R1] +LE [1ri E[~l~-1]] 
i=2 
n 

= Xo + 1r1 E[R1] + L E[1ri] E[~]. 
i=2 
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Sous la contrainte E[Xn] = X*, la constante 1r1 peut être exprimée en termes des 

autres investissements aléatoires. En effet, il suffit d'isoler 1r1 dans le développe-

ment précédent pour obtenir 

E[Xn] = X* {=> 
X* - Xo - Ef=2 E[1ri] E[~] 

1ri = E[R1] . (3.2) 

Pour résoudre le problème d'optimisation initial, nous pouvons donc remplacer 

1r1 dans la richesse par la valeur donnée en (3.2) et résoudre le problème d'opti-

misation en éliminant la contrainte E[Xn] = X*. Voici la richesse X 2 obtenue en 



remplaçant 1r1 par l'expression en (3.2) : 

Xo + 1r1 U + 1r~
1

) U avec probabilité p2 

X2 = . Xo + 11"1U + 11"~1) L 
(2) Xo + 1r1L + 1r2 U 

avec probabilité p(l - p) 

avec probabilité (1 - p)p 

Xo + 1r1L + 1r?) L avec probabilité (1 - p)2 

X* - Xo (1) (2) 
Xo + E[R

1
] U + 1r2 U(l - p) - 1r2 U(l - p) 

X* - Xo {1) (2) Xo + E[R
1

] U + 1r2 (L - pU) - 1r2 U(l - p) 

X* - Xo (1) (2) 
Xo + E[R

1
] L - 1r2 Lp + 1r2 (U - (1- p)L) 

X* - Xo (1) (2) 
Xo + E[R1] L - 7r2 Lp + 7r2 Lp 

avec prob. p2 

avec prob. p(l - p) 

avec prob. (1 - p)p 

avec prob. (1 - p)2 
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De façon analogue, pour exprimer la richesse terminale Xn dans le problème à n 

périodes, chacune des 2n valeurs de cette variable aléatoire s'exprimera comme une 

constante suivie d'une combinaison linéaire des variables aléatoires 1r2 , .•. , 1fn, 

Pour les coder dans un logiciel, nous aimerions bien pouvoir générer les coefficients 

devant chacune des variables sous forme de matrice : 

(1) (2) (1) (4) (1) (2n-l) 
1 7f2 7f2 1f3 • • • 1f3 • • • 1fn • • • 1fn ' · 

Ainsi, chaque ligne représente une des différentes valeurs possibles de la variable 

aléatoire qu'est la richesse terminale Xn, Nous aimerions du même coup géné~er les 

probabilités associées à chacune des valeurs possibles. Pour y parvenir, rappelons 

brièvement une notion d'algèbre linéaire qui intervient dans un des algorithmes. 

Définition 3.1.2. Le produit de Kronecker, dénoté ®, de deux matrices A de 
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dimension m x n et B de dimension p x q est défini comme 

a11B a1nB 
A@B= 

am1B amnB 

La figure 3.3 illustre le pseudo-code pour créer la matrice des coefficients et le 

vecteur ligne des probabilités associées. Dans cet algorithme, l'initial_isation des 

paramètres correspond à fixer les paramètres du problème d'optimisation, tels que 

X 0 , X*, n, p, U et L. Notons aussi que la fonction Ones génère une matrice remplie 

de uns tandis que la fonction Eye génère une matrice identité. Nous remarquons 

que l'algorithme double le nombre de richesses terminales à chaque itération de la 

boucle, ce qui est attendu. 

3.1.2 ... où chercher le minimum? 

Maintenant que le problème est bien posé, nous aimerions bien savoir comment 

trouver le minimum global de ce problème d'optimisation. Avant de s'attarder 

directement au problème d'optimisation et à la fonction à minimiser, regardons 

l'ensemble d'admissibilité du problème auquel nous faisons face. 

Proposition 3.1.3. L'ensemble d'admissibilité du problème 

min ES0 (X(T)) 
7r 

sous E [X(T)] = X*. 

est convexe. 

Démonstration. Soit 0 E (0, 1) et deux éléments respectant l'ensèmble d'admissi-

bilité 1r et 1r'. Montrons que 01r + (1 - 0)1r' respecte aussi la· condition. En effet, 



Entrées : Initialisation des paramètres ; 

1 CoefRichesses <- [ Xo + x~iRJo U Xo + x~iRJo L] T ; 

2 Proba {- 1 ; 

3 pour j = 2 à n faire 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 fin 

Const {- Kronecker(CoefRichesses, Ones(2,1)) ; 

Proba {- [Proba .* p Proba .* (1 - p)] ; 

Templ {- RepMat(Proba, 2i, 1) ; 

Temp2 {- [U .* Ones(2i-1) L .* Ones(2i-1)]T ; 

Temp3 {- Kronecker(Eye(2i-l), [U L]î) ; 

Coeffiichesses {- [Const Temp3 - Templ . * Temp2] ; 

11 Proba {- [Proba .* p Proba .* (1- p)] ; 

Sorties : [Coeffiichesses, Proba] ; 
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Figure 3.3: Algorithme pour générer les valeurs de la richesse terminale et leur 

probabilité associée 

nous avons 
n 

E [X(T)] = Xo + (01r1 + (1 - 0)1rD E[R1] + L E[(01ri + (1 - 0)1rD] E[~] 
i=2 

= X* +0 ( 1r1 E[Rr] + ~E[1r;] E[Jl;J)- 0 ( 1r; E[R1] + ~E[1r:J E[Jl;J). 

=X*. 

Ainsi, par les propositions 1.3.2 et 3.1.3, nous pouvons en déduire que la solution 

optimale pour ce problème d'optimisation se situe sur les frontières. Plus particu-

lièrement, tout laisse présager que les candidats potentiels à être minimum global 
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sont obtenus uniquement lorsque la richesse terminale est une variable aléatoire 

prenant deux valeurs. 

Commençons par tenter de poser toutes les valeurs de la richesse terminale égales. 

La seule manière d'obtenir une richesse terminale constante est de poser 'Tri = 0 

pour toutes les périodes i = 1, 2, ... , n. Or, la contrainte du problème d'optimi-

sation ne sera pas respectée, puisque E[Xn] = X 0 -=/= X*. Le système d'équations 

linéaires que nous tentons de résoudre n'est donc pas consistant. 

Essayons de poser les valeurs de la richesse terminale égales en deux groupes. Nous 

supposons que les nombres de valeurs de la richesse terminale égales dans chacun 

des deux groupes sont respectivement 

2n - k et k, avec k = 1, 2, ... , 2n-1 . 

Nous devons alors résoudre un système d'équations linéaires de 

(2n - k - 1) + (k - 1) = 2n - 2 

équations à 2n - 2 variables. Pour la preuve formelle de ce qu'on avance par la 

suite, nous devons prouver deux points essentiels : 

1. La matrice du système d'équations est de plein rang et que le système 

d'équations est consistant. 

2. Le minimum global existe sur ces partages particuliers. 

Pour le premier point, il semble que la seule façon de ne pas respecter cette 

condition est que U = L, ce qui est contraire aux hypothèses de départ. Or, nous 

n'avons pas trouvé de preuve rigoureuse pour le cas général à n périodes bien que 

notre intuition soit vérifiée à l'aide d'essais numériques. En ce qui a trait au second 

point, l'existence est nécessaire pour s'assurer qu'une énumération exhaustive de 

tous ces partages nous permettra à tout coup d'obtenir le minimum global. Cette 

tâche est beaucoup plus ardue que la précédente et après maintes simulations, nous 
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nous convainquons empiriquement de sa véracité. En fait, ce dernier problème fera 

l'objet de futures recherches. 

De façon analogue. au cas à deux groupes, lorsque nous tentons de poser les valeurs 

de la richesse terminale égales en plus de deux groupes, nous devons résoudre un 

système à moins de 2n - 2 équations avec toujours 2n - 2 variables. Si le système 

d'équations est consistant, il aura nécessairement une infinité de solutions, ce qui 

signifie que le candidat ne se situe pas sur une frontière. 

Chacun des candidats potentiels à être le minimum global se trouve de la façon 

suivante. Nous séparons les 2n différentes valeurs de la richesse terminale en deux 

groupes. Ensuite, nous résolvons un système d'équations linéaires de manière à 

ce que toutes les richesses terminales dans un même groupe soient égales. Pour 

chaque candidat, nous pouvons finalement calculer la mesure de risque associée à 

cette richesse terminale ne prenant que deux valeurs. 

Pour être certain de trouver le minimum global, il suffit de faire l'énumération de 

tous les partages possibles de 2n individus en deux groupes et d'évaluer les mesures 

de risque correspondantes. Or, ce travail nécessite beaucoup de ressources en raison 

du nombre élevé de partages. En effet, le problème à n périodes comporte 2n - 2 

variables à minimiser et le nombre de partages à évaluer èst 

- + = 22n-1 - 1. 1 ( 2n ) 2n-l_l (2n) 
2 2n-l 6 k . 

k=l 

Pour donner une idée de grandeur, le nombre de candidats pour le problème à 6 

périodes s'é_lève à environ 9.2 x 1018 . Un algorithme de recherche stochastique est 

donc essentiel pour éviter de devoir faire l'énumération exhaustive de la totalité 

des différentes richesses terminales. 
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3.2 Algorithme de_ recherche stochastique ... 

Dans cette section, nous allons proposer trois méthodes de recherche stochastique 

comportant chacune des avantages et des inconvénients. Dans l'ordre, nous présen-

terons deux algorithmes de recherche uniforme discrète, soit avec et sans remise, 

ainsi qu'une approche novatrice qui prend avantage du modèle binomial intitu-

lée Markovian change-when-improve. Les avantages, désavantages,. propriétés et 

algorithmes en pseudo-code seront analysés pour chaque approche. 

Rappelons brièvement le contexte du problème d'optimisation multipériodique de 

portefeuille avec un modèle binomial pour la modélisation de l'actif risqué qui 

nous préoccupe. Pour chaque méthode proposée, ces parties seront identiques. 

Lorsque nous mentionnons que nous initialisons les paramètres, il est question des 

paramètres tels que la richesse initiale X 0 , le nombre de périodes n, le seuil de la 

mesure de risque a et les paramètres de l'action risquée entre autres. La fonction 

de coût représente la fonction à minimiser, dans ce cas-ci notre mesure de risque 

cohérente ES0 donnée dans la définition 1.2.5. Nous avons 2n différentes valeurs 

possibles de la richesse terminale Xn. Si nous sélectionnons une combinaison de 

ces 2n valeurs et que nous posons les valeurs dans les deux groupes égales, nous 

obtenons ainsi un candidat pouvant être le minimum global. 

Le vocabulaire utilisé est général de façon intentionnelle, puisque les algorithmes 

peuvent potentiellement être applicables à divers problèmes d'optimisation. Nous 

avons volontairement rédigé les pseudo-codes des algorithmes en langage presque 

naturel pour permettre une bonne compréhension des méthodes. Le code Matlab 

pour ces algorithmes se retrouve en Annexe A.3. 

Pour sélectionner de façon équiprobable un certain partage, nous allons utiliser 

la représentation en nombre binaire. Soit 2n variables aléatoires indépendantes et 



identiquement distributées (iid.) suivant une distribution de Bernoulli. Ainsi, 

rv Ber (p = 0. 5) ; i = 1, ... , 2n. 

Entrées : Initialiser le germe ; 

1 Initialiser le nombre de valeurs de richesse terminale à 2n ; 

2 Créer uri vecteur Partage de longueur 2n rempli de zéros ; 

3 tant que Partage est rempli de zéros ou de uns faire 

4 1 Remplacer Partage par 2n tirages d'une Bernoulli(p = 0.5) ; 

5 fin 

Sorties : Les indices tels que Partage vaut un ; 

Figure 3.4: Algorithme de sélection uniforme d'un partage 
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Le partage est obtenu en prenant les indices des variables aléatoires correspondants 

aux succès. Il est important ici de noter que nous ne désirons pas obtenir seulement 

des échecs ou des succès, sans quoi nous aurons un seul groupe. Le partage doit 

être composé de deux groupes non vides. Chaque combinaison a nécessairement 

la même probabilité d'être sélectionnée et nous pouvons aussi numéroter de façon 

unique chaque partage en utilisant la représentation en nombres binaires. En effet, 

posons 
2n 

D = lYi + 2Y; + ... + 2n-lyn = L 2i-l~. 
i=l · 

D est ainsi unique pour chaque candidat. La variable D est une variable per-

mettant non seulement d'identifier chaque partage, mais aussi de conserver une 

trace des combinaisons visitées. La figure 3.4 illustre le pseudo-code d'une des 

nombreuses façons de sélectionner de manière uniforme un <lesdits partages. 
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3.2.1 ... uniforme discret avec remise 

Commençons par décrire la méthode la plus naïve de recherche aléatoire. Plutôt 

que d'énumérer tous les candidats possibles, nous pouvons choisir aù hasard une 

combinaison à chaque itération. La méthode, appelée recherche uniforme discrète 

avec remise, comporte tous les éléments dans son nom ; à chaque itération, nous 

choisissons au hasard un partage parmi tous les candidats. Si nous améliorons le 

minimum global trouvé par la procédure jusqu'à cette itération, nous mettons à 

jour cette nouvelle valeur. La figure 3.5 montre le pseudo-code de l'algorithme de 

recherche uniforme avec remise. 

Cette première approche est attrayante par sa simplicité d'utilisation et le fait 

qu'elle ne nécessite pas beaucoup d'allocation de mémoire. Par contre, bien que 

simple d'utilisation, cet algorithme ne tient pas compte des événements précédents. 

Ainsi, il y a une probabilité non nulle que nous choisissions plusieurs fois le même 

candidat lors d'itérations différentes, ce qui n'est pas efficace. 

Soit X le nombre d'itérations avant d'obtenir le minimum global. En utilisant une 

loi géométrique où la probabilité de succès est l'inverse multiplicatif du nombre 

de candidats et en supposant que le minimum global ne s'obtient qu'avec un seul 

partage spécifique, nous trouvons facilement que l'espérance de X est 

1 
E[X] = 1 -1) 

= 22n-1 - 1. 

Il faut donc en moyenne parcourir tous les candidats pour trouver le minimum 

global. L'algorithme ne présente donc pas d'avantages majeurs face à l'énuméra-

tion exhaustive de tous les partages. Nous allons modifier ce présent algorithme 

pour améliorer son efficacité. 



Entrées : Initialisation des paramètres ; 

1 Initialiser le nombre d'itérations ; 

2 Fixer la fonction de coût minimum à oo ; 

3 pour ii = 1 au nombre d'itérations faire 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 fin 

Générer un entier k d'une distribution uniforme discrète sur le 

nombre de partitions.; 

Sélectionner le partage numéroté k ; 

Calculer la fonction de coût associée au partage k ; 

si la fonction de coût minimum est améliorée alors 

1 Mettre à jour la fonction de coût minimum; 

fin 

Sorties : La fonction de coût minimum et son partage associé ; 

Figure 3.5: Algorithme de recherche uniforme avec remise 

3.2.2 ... uniforme discret sans remise 

48 

Reprenons l'approche uniforme discrète, mais cette fois-ci, sans remise. Ceci peut 

s'illustrer comme si nous conservons en mémoire les candidats déjà pigés. L'algo-

rithme, semblable au précédent, est écrit en pseudo-code dans la figure 3.6. 

Les avantages de la méthode sans remise sont nombreux comparativement à la 

méthode avec remise. Tout d'abord, il est impossible de sélectionner deux fois le 

même partage lors de différentes itérations. Ceci implique nécessairement que le 

nombre d'itérations maximal avant de trouver le minimum global est inférieur au 

nombre de candidats. De plus, la méthode sans remise est en moyenne environ deux 

fois plus rapide que la méthode avec remise. En effet, soit X le nombre d'itérations 
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avant d'obtenir le minimum global. En utilisant une loi hypergéométrique négative 

et en supposant encore une fois que le minimum global ne s'obtient qu'avec un 

seul partage spécifique, l'espérance de X est donnée par 

E[X] = 22n-1 - 1 + 1 
2 

= 22n-2. 

Il faut donc en moyenne parcourir deux fois moins de candidats que pour la 

méthode avec remise, ce qui est un avantage majeur considérant le nombre élevé 

de candidats lorsque le nombre de périodes n augmente. 

Entrées : Initialisation des paramètres ; 

1 Initialiser le nombre d'itérations ; 

2 Générer une séquence d'entiers d'une distribution uniforme discrète 

sans remise sur le nombre de partitions ; 

3 Fixer la fonction de coût minimum à oo ; 

4 pour ii = 1 au nombre d'itérations faire 

5 

6 

7 

8 

9 

10 fin 

Sélectionner le partage numéroté par le iie entier de la séquence ; 

Calculer la fonction de coût associée à ce partage ; 

si la fonction de coût minimum est améliorée alors 

1 Mettre à jour Îa fonction de coût minimum; 

fin 

Sorties : La fonction de coût minimum et son partage associé ; 

Figure 3.6: Algorithme de recherche uniforme sans remise 

Par contre, cette méthode soulève aussi quelques désavantages. Effectivement, 

puisque nous souhaitons conserver une trace des candidats déjà visités, il est 
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nécessaire de conserver en mémoire pour chaque itération le partage sélectionné. 

Que ce soit en les sélectionnant dès le début sans remise ou en vérifiant à chaque 

itération que l'on visite bel et bien un nouveau candidat, cet algorithme demande 

d'allouer beaucoup d'espace pour les partages déjà visités. 

Le fait de garder en mémoire les candidats permet d'augmenter l'efficacité de lare-

cherche stochastique, mais nécessite en contrepartie beaucoup d'espace mérrioire. 

La prochaine approche présentée tente de conserver une partie des candidats vi-

sités tout en prenant avantage du modèle binomial pour augmenter considérable-

ment son efficacité. 

3.2.3 ... Markovian change-when-improve 

Pour cette approche, nous désirons instaurer une certaine structure dans la visite 

des candidats pour procéder de façon plus efficace. L'inspiration pour cette mé-

thode nous est provenue de la lecture de différentes métaheuristiques, entre autres 

l'algorithme de colonies de fourmis, en anglais Ant Colony Optimization (Dorigo 

et al., 1996). Notre contribution décrite dans cette section est l'algorithme nommé 

M arkovian change-when-improve. 

Supposons qu'initialement, nous débutons avec un certain partage que l'on notera 

par les groupes P1 et son complémentaire P2. Ainsi, si nous combinons toutes 

les étiquettes présentes dans ces deux groupes, nous nous retrouvons avec les 2n 

valeurs de la richesse terminale. 

À chaque itération, nous mettons à jour les objets P1 et P2 d'une façon bien 

particulière. En effet, nous sélectionnons aléatoirement une des étiquettes que 

l'on change de partage, en prenant bien soin qu'aucun groupe ne soit vide. 

Maintenant, en ce qui a trait à la procédure à chaque itération, nous débutons à 

un candidat choisi au hasard. Ensuite, nous réalisons la transition et vérifions si le 
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nouveau partage donne une mesure de risque moins élevée. Si tel est le cas, ~ous 

mettons à jour le partage et nous réitérons les étapes. Dans le cas contraire, nous 

écattons le partage proposé. En résumé, nous changeons l'état de l'algorithme, 

c'est-à-dire le partage, uniquement lorsque une amélioration est détectée, d'où 

le terme change-when-improve. Le fait de modifier l'état seulement lorsque la 

mesure de risque s'améliore peut potentiellement permettre de se diriger vers le 

minimum global plus rapidement en termes d'itérations. Cet algorithme tire profit 

du modèle binomial, contrairement aux méthodes uniformes qui pige aléatoirement 

les candidats. 

Nous souhaitons tout de même conserver une partie des candidats visités en mé-

moire. Pour ce faire, nous créons une variable mémoire qui contient les étiquettes 

de 1 à 2n. La variable mémoire est réinitialisée lorsque nous changeons l'état, ce 

qui signifie que l'algorithme garde une trace d'au plus les 2n derniers candidats 

examinés. Ceci est moins problématique que la recherche uniforme discrète sans 

remise expliquée précédemment qui conserve tous les états visités, soit 22n-i - 1. 

Advenant la variable de mémoire vide, ce qui signifie que tous les candidats adja-

cents ont été testés et qu'aucune amélioration n'a été détectée, l'algorithme réini-

tialise l'état de départ et recommence la procédure. Cette méthode peut ainsi être 

exécutée pour un nombre très élevé d'itérations. L'algorithme décrit est présenté 

sous forme de pseudo-code dans la figure 3. 7. Le code Matlab est aussi disponible 

en Annexe A.3, bien que sa lecture soit plus aride. 

L'algorithme contient dans son nom Markovian, puisque nous pouvons reformuler 

celui-ci comme un processus stochastique, plus particulièrement mie chaîne de 

Markov. Comme le nombre d'états pour décrire un tel processus est très élevé, on 

omet volontairement l'expression analytique de cette chaîne de Markov pour se 

concentrer uniquement sur la performance de l'algorithme. 



Entrées : Initialisation des paramètres ; 

1 Initialiser le nombre d'itérations ; 

2 Sélectionner au hasard un partage (i.e. Pl et P2) ; 

3 Fixer la fonction de coût minimum à la fonction de coût associée au 

partage initial ; 

4 Créer une variable mémoire, par exemple un vecteur avec les étiquettes 

1 à 2n; 

5 pour ii = 2 au nombre d'itérations faire 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 fin 

Sélectionner une des étiquettes dans la mémoire et la retirer de 

celle-ci ; 

Changer l'étiquette de groupe par rapport à Pl et P2; 

Calculer la fonction de coût associée ; 

si la fonction de coût minimum est améliorée alors 

1 Mettre à jour la fonction de coût minimum ; 

fin 

si la fonction de coût est améliorée par rapport à la fonction de coût 

associée à P1 et P2 alors 

Mettre à jour le partage Pl et P2 avec l'étiquette modifiée; 

Réinitialiser la variable mémoire ; 

sinon si la mémoire est vide alors 

fin 

Réinitialiser le partage (i.e. Pl et P2) et la variable mémoire ; 

Calculer la fonction de coût associée ; 

Sorties . : La fonction de coût minimum et son partage associé ; 

.Figure 3.7: Algorithme Markovian change-when-improve 
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CHAPITRE IV 

COMPARAISON DES ALGORITHMES STOCHASTIQUES 

Au chapitre précédent, nous avons proposé trois méthodes de recherche stochas-

tique, soit la méthode uniforme discrète avec remise, la méthode uniforme discrète 

sans remise et l'algorithme Markovian change-when-improve, abrégé par MCWI 

dans les figures et tableaux. Dans ce chapitre, nous allons uniquement comparer 

l'algorithme de recherche uniforme sans remise et notre algorithme proposé. Il est 

clair que la recherche uniforme avec remise est moins performante que la méthode 

sans remise, ce pourquoi nous l'ignorons dans ces études de simulation. Cela nous 

permettra de voir à quel rythme ces méthodes peuvent trouver le minimum global 

et quels algorithmes sont les plus efficaces. 

4.1 Paramètres des études de simulation ... 

Nous utilisons la notation définie dans le chapitre III. Pour tous les graphiques et 

tableaux présentés, le nombre de périodes n varie pour observer le comportement 

de la méthode. Par contre, nous fixons les autres paramètres aux valeurs suivantes : 

- Richesse initiale : X 0 = 1 

- Richesse terminale espérée : X* = 6/5 

- Probabilité d'un rendement élevé du titre risqué : p = 0.75 

- Rendement élevé du titre risqué : U = I 
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- Rendement faible du titre risqué : L = -2 

- Seuil pour la mesure de risque: a= 0.3 

Ce choix de paramètres est arbitraire, les comportements des méthodes étant si-

milaires avec d'autres combinaisons de paramètres. Encore une fois, rappelons que 

les facteurs sont actualisés, c'est-à-dire que le rendement du titre sans risquer= O. 

Les simulations ont été réalisées avec le logiciel Matlab et la totalité des scripts 

nécessaires pour ces études de simulation est fournie au lecteur (voir Annexes A.2 

et A.3). 

4.1.1 ... pour la distribution du nombre d'itérations avant l'obtention du mi-
nimum global 

Attardons-nous au nombre d'itérations avant l'obtention du minimum global. 

Ainsi, en laissant les algorithmes fonctionner très longtemps, c'est-à-dire avec un 

nombre d'itérations très élevé, nous pouvons espérer obtenir le minimum global 

comme solution. Nous nous intéressons alors à la distribution du nombre d'itéra-

tions avant d'obtenir le minimum global. Cela peut nous donner une idée empi-

rique du nombre moyen ou maximal d'itérations avant de produire une solution 

optimale. 

Pour la méthode uniforme discrète sans remise, nous connaissons la distribution 

théorique. En effet, nous savons que le nombre moyen d'itérations est de 22
n-

2 et 

que le nombre maximal d'itérations est de 22n-i -1 en utilisant une loi hypergéo-

métrique négative. Nous pouvons aussi aisément trouver ces valeurs empirique-

ment. Par contre, pour l'algorithme Markovian change-when-improve, nous allons 

les estimer empiriquement. Pour ce faire, nous laissons l'algorithme fonctionner 

jusqu'à ce qu'il obtienne le minimum global, calculé en· amont. Nous réalisons 

plusieurs réplications pour ensuite estimer la distribution du nombre d'itérations 

avant l'obtention du minimum global. La figure 4.1 illustre ces distributions pour 
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les problèmes à respectivement deux, trois, quatre et cinq périodes. 

Nous pouvons maintenant résumer le tout dans un tableau récapitulatif pour 

comparer les deux méthodes. La table 4.1 compare ces distributions que l'on 

visualise dans la figure 4.1. Notons toutefois que les valeurs de la méthode uniforme 

sont théoriques et les valeurs de l'algorithme M arkovian change-when-improve sont 

estimés. Si nous excluons le problème à deux périodes, qui ne comporte que sept 

candidats pouvant être le minimum global, la recherche Markovian change-when-

improve semble beaucoup plus efficace que la méthode uniforme. 

Tableau 4.1: Comparaison des distributions du nombre d'itérations pour trouver 

le minimum global pour les deux méthodes 

Nombre Uniforme sans remise Markovian CWI 

de combinaisons Moy. Max. Moy. Max. 

n=2 7 4 7 8.77 86 

n=3 127 64 127 25.73 208 

n=4 32 767 16 384 32 767 98.27 640 

n=5 2.1 X 109 1.0 X 109 2.1 X 109 295.95 1 584 

Valeurs moyennes (Moy.) et maximales (Max.) du nombre d'itérations 

pour trouver le minimum global où les valeurs sont exactes pour la 

méthode uniforme et estimées pour la méthode MCWI. 

4.1.2 ... pour l'efficacité en un nombre fixé d'itérations 

Continuons cet examen de performance en comparant cette fois-ci l'efficacité des 

algorithmes en un nombre fixé d'itérations. Dans ce cas, il est fort probable que 

la recherche ne trouve pas le minimum global. Malgré cela, nous pouvons tout de 

même calculer la plus petite valeur trouvée par l'algorithme à la.dernière itération 

et les comparer entre elles. Par souci d'équité pour les deux méthodes, autant la 
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Figure 4.1: Distribution du nombre d 'itérations pour trouver le minimum global 

avec la méthode MCWI 
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recherche uniforme discrète sans remise que le M arkovian change-when-improve, 

nous débutons la recherche au même candidat. Nous pourrons ainsi évaluer de 

façon similaire les deux méthodes de recherche. 

Commençons par le cas à n = 2 périodes en limitant le nombre d'itérations à 4. 

Comme il n'y a que sept candidats possibles dans ce problème, nous sommes portés 

à croire que l'algorithme de recherche unif<;>rme sans remise est supérieur au Mar-

kovian change-when-improve. En effet, lorsque nous observons la figure 4.2, nous 

constatons que l'algorithme de recherche uniforme obtient une valeur strictement 

inférieure à l'autre algorithme dans environ 28% des réplications comparativement 

à 24% pour l'autre. L'algorithme parvient aussi à trouver le minimum global plus 

fréquemment que l'algorithme Markovian change-when-improve. Effectivement, la 

méthode uniforme trouve le minimum global 57% des fois comparativement à 48% 

pour l'autre méthode. Ceci nous montre que lorsque le nombre de candidats est si 

peu élevé, inclure l'aléatoire dans la recherche du minimum global nuit à l'efficacité 

de la recherche. Les statistiques sont calculées ici avec 10000 réplications. 

Maintenant, attardons-nous au problème à n = 3 périodes en fixant le nombre 

d'itérations à 65, toujours en réalisant 10000 réplications. Cette fois-ci, l'algo-

rithme Markovian change-when-improve sort davantage vainqueur du duel, comme 

l'illustre la figure 4.3. Tout d'abord, dans environ 47% des réplications, le Marko-

vian change-when-improve a obtenu une valeur strictement inférieure.à la méthode 

recherche uniforme et cette proportion augmente à 96% si nous considérons plutôt 

inférieur ou égal. De plus, l'algorithme de recherche uniforme parvient à obtenir 

le minimum global au terme des ité~ations dans 51 % des cas comparativement à 

95% pour l'autre méthode. 

Lorsque nous nous attaquons au problème à n = 4 périodes, le M arkovian change-

when-improve fait l'unanimité en ce qui a trait à l'efficacité. Encore une fois, 
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Figure 4.2: Distribution de la valeur minimale obtenu après 4 itérations pour 1 

problème à deux périodes 
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Figure 4.4: Distribution de la valeur minimale obtenu après 150 itérations pour 1 

problème à quatre périodes 

réalisons 10000 réplications, mais fixons le nombre d 'itérations à 150. La figure 4.4 

illustre que non seulement la valeur minimale après 150 itérations du Markovian 

hange-when-improve est strictement inférieure à celle de recherche uniforme dans 

98% des cas, mais le minimum global est atteint dans 82% des réplications. À titre 

omparatif, la méthode de recherche uniforme sans remise parvient à atteindre le 

minimum global dans 0.37% des réplications. L'algorithme de recherche Markovian 

hange-when-improve procure un gain significatif dans l'efficacité de la recherche 

du minimum global. 

Nous pouvons aussi regarder la proportion des réplications qui trouvent le mini-

mum global, ce qui nous donne une idée de la probabilité de trouver le minimum 

global en un nombre fixé d'itérations. Pour chaque réplication, nous allons alors 

vérifier à toutes les itérations si le minimum global est atteint ou non. Nous pou-

vons par la suite tracer une courbe de la progression qui nous donne une idée de la 
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fonction de répartition. La figure 4.5 montre cette courbe pour les deux méthodes 

avec 10000 réplications. 

Pour le problème à deux périodes, le méthode de recherche uniforme sans remise 

trouve assurément le minimum global en moins de 7 itérations, ce qui lui permet 

d'être plus efficace. Par contre, pour l_es problèmes avec un nombre de candidats 

à visiter plus élevé, la méthode- Markovian change-when-improve a toujours une 

probabilité empirique plus grande ou égale de trouver le minimum global compa-

rativement à la recherche uniforme, comme on le remarque sur la figure 4.5. 

Lors de ces études de simulation, nous avons limité le nombre de périodes au 

problème d'optimisation à n = 5 pour montrer la supériorité de notre algorithme 

proposé. Or, par la suite, rien ne nous empêche de trouver des solutions pour le 

problème à plus de cinq périodes. Par contre, l'énumération exhaustive de tous 

les candidats pour trouver le minimum global est très coûteuse, voire impossible 

à faire. Nous pouvons ainsi trouver un minimum avec la procédure, mais nous 

n'avons rien à quoi le comparer. 

De la façon que nous avons codé les scripts Matlab, l'algorithme de recherche 

uniforme sans remise fonctionne pour un nombre de périodes inférieur à six, sinon 

l'ordinateur avec lequel'nous travaillons pose une erreur d'allocation de mémoire. 

Au contraire, notre algorithme Markovian change-when-improve sur le même ap-

pareil fonctionne au minimum jusqu'à 12 périodes, tests à l'appui. 
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Figure 4.5: Proportion des 10000 réplications ayant trouvé le minimum global 



CONCLUSION 

Ce mémoire a permis une étude approfondie du problème moyenne-shortfall à une 

période et une· exploration du même problème dans un contexte multipériodique. 

Dans les deux premiers chapitres, nous avons fait un bref tour d'horizon des me-

sures de risque existantes dans la littérature avant d'arrêter notre choix sur une 

généralisation del' expected-shortfall, une décision justifiée entre autres par sa co-

hérence. Nous avons ensuite analysé le problème moyenne-shortfall à une période 

et ces propriétés, autant théoriquement qu'empiriquement. Cette étude a permis 

d'établir les bases sur lesquelles construire pour généraliser ce type de problème 

de gestion de portefeuilles. 

Les chapitres 3 et 4 illustrent l'exploration du problème moyenne-shortfall dans 

un contexte multipériodique. Nous avons tout d'abord explicité le problème en 

imposant un marché financier d'un seul titre risqué où son prix est modélisé par 

un modèle d'arbre binomial, la motivation principale provenant du fait que ces 

modèles peuvent approximer des distributions continues fréquemment utilisées 

dans la littérature. Nous avons finalement comparé différentes approches stochas-

tiques pour trouver une solution optimale et il s'avère que la méthode que nous 

proposons, le Markovian change-when-improve, performe plutôt bien pour ce type 

particulier de problème. 

Il serait intéressant dans le futur d'utiliser cette approche stochastique pour 

déceler des propriétés de la solution analytique du problème moyenne-shortfall 

multipériodique. Ceci pourrait éventuellement permettre d'analyser le problème 
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moyenne-shortfall à temps continu avec des modèles tels que celui de Black et 

Scholes. 



APPENDICE A 

ANNEXES 

A. l Script Matlab pour la comparaison moyenne-variance et moyenne-shortfall 
à une période 

Les paramètres de la simulations pouvant être manuellement modifiés sont res-

pectivement le nombre de simulations de rendements des titres risqués, le taux 

d'intérêt du titre sans risque, la richesse initiale, la richesse terminale espérée et 

le seuil de la mesure de risque. L'utilisateur peut aussi changer la valeur de la 

variable elliptique pour générer d'une distribution elliptique ou non. 

%******************************************************************* 
% Nom <lu programme MoyShortfall_ VS_MoyVariancc 

% 

% Comparaison des problemes Moy-ES et Moy-Var; une periode et 

% deux actions (titres risques); Choix: entre une distribution 

% e 11 i p t i q u e ( no r ma 1 e ) ou non ( gamma b i varie e ) . 

% 

% :Moyenne-Short fa 11: 

% miu ES_{ alpha} [ X(T) ] s. t. E [ X(T) ] 

% Moyenne-Variance: 

% 

% 

min Var[ X(T)) s.t. E[ X(T)) 

% Anthony Coache - Mars 2019 

X star 

X star 

%******************************************************************* 



% Ajout des sous-dossiers 

addpath ( genpath (pwd)) 
% Generateur aleatoire 

mg (9662); 

% Distribution elliptique? (oui 

elliptique = l; 

% Parametres de la simulation 

Nbr sim ratios - 5000; 

r = 0.1; 

x_o = 100; 

1, 11011 0) 

X_star = 120; %1arnbdMX_0*(l+r) + (1-lambda)*120 

alpha= 0.45; 
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o/c,--------------------------% 

% Temps d' execution ( depart) 

tic; 

% Rendements des titres risques 

if elliptique = 1 

else 

end 

% Distribution normale 

mu_S = [1 3]; 

sigma_S = [ 1 0 . 7 5 ; 0 . 7 5 1 ] ; 

action = mvnrnd (mu_S, sigma_S, Nbr_sim_ratios) - 1; 

% D i s t ri but ion gamma b i v a r i e e 

[a, b] = BivGarnRND( Nbr_sim_ratios, 1, 5, 1, 3, 0. 9); 

action = [a b] - 1; 

%1c%WWW81&1&1&1&1&1W&1W&1W&1~&W&1&1&18W&"W&1é7&1&1~&1&1~~&1&1~cvW&1&1&1&1&1&1&1&Wc% 

% Richesse ( s) terminale ( s) 



X_terminale = @(w) reshape(X_0*(l + r) + w(l) ·* ... 

(action(:,1)-r)+w(2) ·* (action(:,2)-r), [], 1); 

% Construction de la contrainte du probleme d'optimisation 

contr_prob = @(w) mean(X_terminale (w)); 

nonlcon_Rtilde = @(w) contrainte_Rtilde (w, contr_prob, X_star); 

% Fonction a minimiser dans les deux problemes 

min_shortfall = @(w) EShortfall ( X_terminale (w), alpha); 

min_ variance = @(w) var ( X_terminale (w)); 

% Optimisation 

pi_shortfall = fmincon(min_shortfall, [0.3 0.3], 

[] , [] , [] , [] , [] , [] , nonlcon_Rtilde); 

pi_variance = fmincon(min_variance, [0.3 0.3], 

[] , [] , [] , [] , [] , [] , nonlcon_Rtilde); 

% Temps d'cxccution (fin) 

tps_exec = toc; 

66 

o/c-------------------------% 

% Affichage - Comparaison moyenne-short fall / moyenne-variance 

fprintf(l, ' ................................................ \n\n'); 

fprintf(l, 'Simulation11et11resultats \n'); 

fprintf (1, 'Temps_d' 'executionu (secondes) u=u%6.6f\n\n', 

tps_exec); 

fprintf(l, 'MinimumudansuleuMoy-Shortfallu=u%11.5f\n', 

min_shortfall ( pi_shortfall)); 

fprintf(l, 'MinimumudansuleuMoy-Varianceu=u%11.5f\n\n', 

min_ variance ( pi_ variance)); 

f p ri nt f ( 1 , ' pi u dans u 1 e uMoy- Short fa 11 u=u [ u % 7. 5 f , u % 7. 5 f] \ nu ' , 

pi_shortfall (1)', pi_shortfall (2)); 

fprintf(l, 'piudansuleuMoy-Varianceu=_ [u%7.5f ,u%7.5f]\n\n', 

pi_ variance ( 1) , pi_ variance ( 2)); 

fp ri nt f ( 1 , ' ................................................ \ n ' ) ; 
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o/c-------------------------% 

% Affichage - Condition de la solution du moyenne-shortfall 

Spi= pi_shortfall(l).*action(:,1) + pi_shortfall(2).*action(:,2); 

Quant_Spi = ( Spi < quantile (Spi, alpha)); 

% Termes des deux cotes de chaque condition 

Condl_actifl = (X_star - X_O*(l+r)) * ... 

(r - mœn(action (: ,1) ·* Quant_Spi)/alpha) / ... 

( r*sum( pi_shortfall) - mœn( Spi . * Quant_Spi) /alpha); 

Condl_actif2 = (X_star - X_O*(l+r)) * ... 

(r - mœn(action (: ,2) ·* Quant_Spi)/alpha) / ... 

(Hsum(pi_shortfall) - mœn(Spi ·* Quant_Spi)/alpha); 

Cond2 actifl = mœn( action (: , 1)) - r; 

Cond2_actif2 = mœn( action (: , 2)) r; 

% Nettoyage 

clear condition Spi Quant_Spi 

% Affichage 

fprintf(l, ' ................................................ \ n\n'); 

fprintf(l, 'Conditionsudeulausolution_optimale\n'); 

fprintf ( 1 , '2utermesude_ lau condition u-u Actif_ lu=u %7.5 f, u%7.5 f\n' 

Condl_actifl , Cond2_actifl ) ; 

, ... 

fprintf(l, '2utermesude_lauconditionu-uActif_2u=u%7.5f, u%7.5f\n' , ... 

Condl_actif2 , Cond2_actif2); 

fprintf(l, ' ................................................ \n\n'); 

o/c-------------------------% 

% Fouctiou pour creer la coutraiute 11011 liueaire 

function [ c, ceq] = contrainte_Rtilde (w, contr_prob, X_star) 

ccq = contr_prob (w) - X_star; 

C = []; 
end 

% Fonction pour calculer 1 'expected-shortfall 
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function [ estimator ] = EShortfall ( random , alpha ) 

%******************************************************************* 
% Estimation de 1 'expected shortfall au seuil alpha sur 

% le vecteur passe en parametre 

% 

% Paramctres d'en trcc: 

% random : Le vecteur des simulations 

% alpha : Le quantile recherche 

% 

% Parametres de sortie: 

% estimator : La valeur de 1 'expected shortfall 

%******************************************************************* 
if surn( alpha < 0) 11 swn( alpha > 1) 

error( 'Le parametre alpha11doit11etre11compris entre11Ü11et11l. ') 

elseif ~isvector (random) 

error ( 'Le_parametre_random_ doit u etre uUnuvecteur. ') 

else 

end 

end 

% Longueur du vecteur 

if size(random,2) = 1 

N = size (random, 1); 

random = random ' ; 

elsc 

N = size(random,2); 

end 

% Expected Shortfall 

estimator = (-1/alpha) * ... 
( mean( random ·* (random < quantile(random, alpha)) ) + ... 
quantile ( random, alpha)* ... 

(alpha - swn(random < quantile(random, alpha))/N)); 
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A.2 Fonction Matlab pour calculer la mesure de risque d'un candidat 

Les paramètres d'entrée de cette fonction sont respectivement les indices du par-

tage d'un candidat, les différentes valeurs de la richesse terminale et leur proba-

bilité associée, le nombre de périodes au problème d'optimisation et le seuil de la 

mesure de risque. 

function cout = CostFunction ( indice , poss , prob, n_per, alpha) 

%****************************************************************** 
% Nom de la fonction CostFunction 

% 

% Fonction a minimiser, soit la mesure de risque expected-shortfall 

% 

% Parametres d' entree: 

% indice : Vecteur <les indices 

% 

% 

% 

% 

% 

% 

poss 

prob 

n_per 

alpha 

Matrice des richesses terminales en fonction des \pi 

Vecteur de probabilites associees aux 

richesses terminales 

Nombre de periodes 

Seuil de 1 'expected-shortfall 

% Parametres de sortie: 

% cout Valeur de 1 'cxpected shortfall 

% 

% Anthony Coache - Mai 2019 

%****************************************************************** 
% Creation du systeme cl' equations lineaires 

% Les deux groupes sont notes M (temp_AA) et BB (temp_BB) 

num = 1: 2--n_per; 

temp_AA = num(ismember(l:2--(n_per), indice)); 

temp_BB = num(-ismember ( 1: 2--( n_per) , indice)); 

M= []; 
BB = []; 



for i i = 1: length (temp_AA)-1 

AA= [AA; poss(temp_AA(l), :) - poss(temp_AA(ii+l), :)]; 

end 

for ii = 1:length(temp_BB)-1 

BB = [BB; poss(temp_BB(l), :) - poss(temp_BB(ii+l), :)]; 

end 

% Resolntion <lu systemc d' equations lineaircs 

if isernpty (BB) 

else 

barr = linsol ve (AA(:, 2: ( 2"'n_per-1)), 

-AA ( : , 1 ) ) ' ; 

barr = lin sol ve ( [AA(:, 2: ( 2"'n_per-1)) ; ... 

BB ( : , 2 : ( 2"' n_per - 1 ) ) ] , , - [AA ( : , 1 ) ; BB ( : , 1 ) ] ) ' ; 

end 

% Obtention des valeurs de la richesse terminale 

% (donne uniquement deux valeurs distinctes) 

X_final = poss * (1, barr] '; 

% Ordonner les valeurs et probabilites de la richesse terminale 

[ X_finalsort , index] = sort ( [ X_final (temp_AA( end)) 

probsort 

probsort 

X_final (temp_BB (end))]); 

[swn( prob (temp_AA)) sum( prob (temp_BB))]; 

pro bsort (index); 

cumprobsort = cumsmn( probsort); 

% Calcul de 1 'indice du quantile 

quant = surn( cumprobsort < alpha) + 1; 

E_totale = X_finalsort . * probsort; 

% Calcul de la mesure de risque 

cout = (-1/ alpha)* ( swn( E_totale ( 1: quant)) + ... 

X_finalsort (quant)* ( alpha - cumprobsort (quant)) ) ; 

end 
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A.3 Scripts Matlab pour comparer la méthode uniforme sans remise et le Mar-
kovian change-when-improve 

Ce script effectue une étude de simulation entre la méthode de recherche uniforme 

sans remise et le Markovian change-when-improve. Notons bien que le script doit 

nécessairement avoir un nombre de périodes inférieur à six (6) pour être exécuté 

tel quel, sinon la méthode de recherche uniforme sans remise pose une erreur 

d'allocation de mémoire. 

Une fois le script exécuté, deux blocs dont la condition sont à false permettent 

d'obtenir des graphiques. Le premier donne des histogrammes de la distribution 

du nombre d'itérations pour trouver le minimum global. Le deuxième donne des 

histogrammes de la distribution de la valeur minimale obtenue après un nombre 

fixé d'itérations. Pour obtenir des graphiques identiques à ceux présents dans le 

mémoire, nous devons modifier certains commandes. Par exemple, la figure 4.1 

nécessite de retirer l'histogramme pour la méthode uniforme. 

%****************************************************************** 
% Nom <lu script Comparaisou_UnifVslrnprovcRcsct 

% 

% Comparaison de 1 'algorithme de recherche uniforme sans remise et 

% <le I 'algorithme Markovian change-when-improve. 

% 

% Graphiques <le sortie 

% 
% 
% 

% 

% 

% 

Histogrammes de la distribution du nombre d' iterations 

pour trouver le minimum global 

Histogrammes de la distribution de la valeur minimale 

obtenue apres un nombre fixe d' it.erat.ions 

% Anthony Coache - Mai 2019 

%****************************************************************** 



% Parametres de la simulation 

rng (9662); 

% Parametres du modele 

x_0 = 1; 

x_star = 6/5; 

p = 0.75; 

U = l; 

L = -2; 

alpha 0.3; 

n_per 3; 

% Parametres de la simulation 

Nbr_iterations = 150; 

Nbr_replications = 10000; 

% Esperance des rendements 

E_R = U*P + L*(l-p); 

o/c.------------------------% 

% Obtention <les <lifferentes valeurs de la richesse termiI1ale 

% ( le premier cas est la valeur U, le deuxiernc est la valeur L ... ) 

poss = [x_0 + (x_star - x_0)/E_R*U 

x_0 + (x_star - x_0)/E_R*L]; 

prob = 1; 

for j j = 2 : n_per 

end 

temp - kron ( poss , ones ( 2 , 1)); 

prob = [prob ·* p , prob ·* (1-p)]; 

templ 

temp2 

temp3 

repmat(prob, 2"'(jj), 1); 

[U ·* ones(2,,...(jj -1)) ; L ·* ones(2----(jj -1))]; 

kron(eye(2----(jj -1)), [U; L]); 

poss = [ temp , temp3 - templ. * temp2] ; 

prob = [prob ·* p , prob ·* (1-p)]; 
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% Initialisation des vecteurs reponses 

IterMoyen_Unif = zeros ( 1, Nbr_replications); 

IterMoyen_Trans = zeros (1, Nbr_replications); 

ValeurMin_Unif = zeros ( 1, Nbr_replications); 

ValeurMin_Trans = zeros (1, Nbr_replications); 

AtteintMin_Unif - zeros (1, Nbr_replications); 

AtteintMin_Trans = zeros (1, Nbr_replications); 

% Ivlinimum global theorique dans ce probleme precis 

MinGlobal 

for kk = 1: Nbr_replications 

% Indicateur de progression 

if mod(kk, 100) = 0 

fp ri nt f ( 'Atu i ter a t ion uo/od ... \ n ' , kk) ; 

end 

o/c---------------------------% 

% ALGORITHME UNIFORl\Œ SANS REMISE 

% Initialisation des vecteurs reponses 

CostMinEvolution = zeros ( 1 , 

min(Nbr_iterations, 2"'(2""(n_per)-1)-1)); 

CostEvolution = zeros ( 1, ... 

min( Nbr_iterations , r(r(n_per) -1) -1)); 

% Initialisation de la suite d'uniforme sans remise 

unif_partage = datasample(l:(2.,....(2""(n_per)-1)-1), .. . 

min(Nbr_iterations, 2"'(2""(n_per)-1)-1), .. . 

'Replace', false); 

% Partage initial 

% ( les deux groupes sont notes partage! et partage2) 

num = 1: 2 ....... n_per; 

cond = de2bi ( unif_partage ( 1) , 2 ....... n_per); 

Partage_init = num( logical (cond)); 

partage! = num( ismember ( 1: 2"" ( n_per) , Partage_init)); 

partage2 = num(-ismember(l:2----(n_per), Partage_init)); 
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% Cout du partage initial 

if (length(partagel) >= length(partage2 )) 

else 

end 

Cout_min 

Cout_min 

CostFunction ( sort ( partage 1) , poss , 

prob, n_per, alpha); 

CostFunction ( sort ( partage2) , poss , 

prob , n_per, alpha); 

% Conserver 1 'evolution de 1 'algorithme 

CostEvolution ( 1) = Cout_min; 

CostMinEvolu tion ( 1) = Cout_min; 

% Nombre d' i ter a t ions 

for i i 2:min(Nbr_iterations, 2"'(2"'(n_per)-1)-1) 

% Detcrmincr le nouveau partage 

cond = de2bi ( unif_partage ( i i), 2""n_per); 

Partage_temp = num( logical (cond)); 

partagel = num(ismember(l:2"'(n_per), Partage_temp)); 

partage2 = num(-ismember ( 1: 2""'· ( n_per) , Partage_temp)); 

% Calcul de la fonction a minimiser 

if (length(partagel) >= length(partage2 )) 

else 

end 

Cout_temp = CostFunction ( sort ( partagel), poss, ... 

prob , n_per, alpha); 

Cout_temp CostFunction ( sort ( partage2) , poss , 

prob , n_per, alpha); 

% l\Iettre a jour le minimum global 

if ( Cout_temp < Cout_min) 

Cout_min = Cout_temp; 

end 

% Conserver l 'evolution del 'algorithme 

CostEvolution ( ii) = Cout_temp; 

CostMinEvolution ( i i) = Cout_min; 
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% Terminer la boucle si le minimum global est trouve 

if (Cout_min = MinGlobal) 

end 

end 

break; 

% Cout minimum a t t ci nt 

ValeurMin_Unif(kk) = CostMinEvolution ( i i); 

% Nombre d' iterations moyenne avant d'obtenir la plus petite valeur 

I ter Moyen_ U nif ( kk) = find ( ... 

CostMinEvolution = CostMinEvolution ( i i), 1, 'fi r s t '); 

% Atteinte du minimum 

A tteintMin_ Unif ( kk) = CostMinEvolution ( i i) MinGlobal; 

o/c---------------------------% 

% ALGOHITH!\Œ THANSITION MARKOV 

% Initialisation des vecteurs reponses 

CostMinEvolution = zeros ( 1, Nbr_iterations); 

CostEvolution = zeros (1, Nbr_iterations); 

% Initialisation <lu point de <lepart 

% Utilisation <le Partagc_init <le 1 'algorithme prcce<leut 

% ( les deux groupes sont notes partage! et partagc2) 

partage! = num( ismember ( 1: 2----( n_per), Partage_init)); 

partage2 = num(~ismember (1:2----(n_per), Partage_init)); 

% Cout du partage initial 

if ( length ( partage 1) >= length ( partage2)) 

else 

end 

Cout_min 

Cout_min 

CostFunction ( sort ( partage 1) , poss , 

prob, n_per, alpha); 

CostFunction ( sort ( partage2) , poss , 

prob, n_per, alpha); 

% Conserver 1 'evolution de 1 'algorithme 
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CostEvolution ( 1) = Cout_min; 

CostMinEvolution ( 1) = Cout_min; 

% Initia 1 i sati on de 1 a memoire 

memory = 1: 2.-.. ( n_per) ; 

% Initialisation du cout precedent 

% ( pour dctcrmincr quand changer 1 c partage) 

Cout_prec = Cout_min; 

% Nombre d' iterations 

for i i 2: Nbr=iterations 

% Determiner le nouveau partage 

% Cas ou partagel contient seulement un etiquette 

if(length(partagel) = 1) 

memory = memory(memory -= partage!); 

ind_mod = datasample (memory, 1, 'Replace', false); 

partagel_temp = [ partagel ind_mod]; 

partage2_temp partage2 ( partage2 -= ind_mod); 

% Cas ou partage2 contient seulement un etiquette 

elseif(length(partage2) = 1) 

else 

end 

memory = memory(memory -= partage2); 

ind_mod = datasample (memory, 1, 'Replace', false); 

partage2_temp = [ partage2 ind_mod]; 

partagel_temp = partage! ( partagcl -= ind_mod); 

ind_mod = datasample (memory, 1, 'Replace', f alse); 

if ( ismember ( ind_mod, partage 1)) 

partage2_temp = [ partage2 ind_mod]; 

partagel_temp 

else 

partagel_temp 

partage2_temp 

end 

partage! ( partage! 

[ partagel ind_mod]; 

partage2(partage2 

ind_mod); 

ind_mod); 

% Enlever 1 'indice de la liste en memoire 
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memory = memory ( memory ~= ind_mod ) ; 

% Calcul de la fonction a minimiser 

if ( length ( partagel_temp) >= length ( partage2_temp)) 

Cout_temp = CostFunction ( sort ( partagel_temp) , 

poss , prob , n_per, alpha); 

clsc 

end 

Cout_temp = CostFunction ( sort ( partage2_temp) , 

poss , prob , n_per, alpha); 

% Mettre a jour le minimum global 

if ( Cout_temp <= Cout_min) 

Cout_min = Cout_temp; 

end 

% S'il y a amelioration compare a la prece<lcnte iteration 

if ( Cout_temp <= Cout_prec) 

% Rein i ti a 1 i se r 1 a memoire 

memory = 1: 2 ,,.._ n_per ; 

Cout_prec = Cout_temp; 

% l\Jo<lifier les groupes partagel et partage2 

partage! - partagel_temp; 

partage2 - partage2_temp; 

% Si la memoire est vide 

elseif (isempty (memory)) 

% Reinitialiser le partage 

cond = zeros (1 ,2---n_per); 

while(sum(cond) = 0 11 sum(cond) = rn_per) 

cond = binornd (1 ,0.5, 1 ,2---n_per); 

end 

Partage_init = num(logical(cond)); 
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% Nouveau partage ( groupes partagcl et partage2) 

partagel = num(ismember (1:2---(n_per), Partage_init)); 

partage2 = num( ~ismember ( 1: 2---- ( n_per) , P artage_init)); 

% Reinitialiser la mcmoire et le cout precedent 



memory = 1 :2-----n_per; 

if(length(partagel) >= length(partage2)) 

Cout_prec = CostFunction ( sort ( partagel), 

poss , prob , n_per, alpha); 

else 

Cout_prec = CostFunction ( sort ( partage2) , 

poss , prob, n_per, alpha); 

end 

end 

% Conserver 1 'evolution de 1 'algorithme 

CostEvolution ( i i) = Cout_temp; 

CostMinEvolution ( i i) = Cout_min; 

% Terminer la boucle si le minimum global est trouve 

if ( Cout_min = Min Global) 

end 

end 

break; 

% Cout minimum atteint 

ValeurMin_Trans (kk) = CostMinEvolution ( i i); 

% Nombre d' iterations moyenne avant d'obtenir la plus petite valeur 

IterMoyen_Trans (kk) = find ( ... 

CostMinEvolution = CostMinEvolution ( i i ) , 1, ' f ir s t '); 

% Atteinte du minimum 

AtteintMin_Trans (kk) 

end 

CostMinEvolution ( ii) MinGlobal; 

3/c,,___-----------------------% 

% P r op or t i o 11 de r c p 1 i c a t i o 11 s q u c l e rninim urn g l o b al c s t a t t c i n t 

prop_min_global_Unif = sum(AtteintMin_Unif) / Nbr_replications; 

prop_min_global_Trans = swn( AtteintMin_Trans) / Nbr_replications; 

% Proportion de replications que chacune des 

% methodes est plus performante que 1 'autre 
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prop_min_trans_inf = ... 
sum(ValeurMin_Trans < ValeurMin_Unif) / Nbr_replications; 

prop_min_trans_egal = ... 
SUIIl( Valeur Min_ Trans 

prop_min_trans_sup = ... 
ValeurMin_Unif) / Nbr_replications; 

sum(ValeurMin_Trans > ValeurMin_Unif) / Nbr_replications; 

% Comparaison des distributions des iterations 

if false 

h = figure; 

pl = histogram (IterMoyen_Unif, 

'Normalization', 'probability ', 

hold on; 

'FaceAlpha', 0.5, 'FaceColor', [0.9 0.3 0), 

'EdgeColor ' , 'none '); 

p2 = histogram (IterMoyen_Trans, 

'Normalization', 'probability', 

'FaceAlpha', 0.5, 'FaceColor', [O 0.4 0.6), 

'EdgeColor ' , 'none ' ) ; 

p3 = line ( [mean( IterMoyen_Unif) mean( IterMoyen_Unif)] , 

get(gca, 'ylim '), 'Color' ,[0.9 0.3 O], 

'LineStyle', '-', 'LineWidth', 1.5); 

p4 = line([mean(IterMoyen_Trans) mean(IterMoyen_Trans)], 

get(gca,'ylim'),'Color',[O 0.4 0._6], 

'LineStyle' '-' 'LineWidth' 1 5) · ' ' . ' . ' 
xlabel ( 'Iterations ', 'FontSize', 18); 

y label ( 'Frequencyu(%) ' , 'FontSize ' , 18); 

legend ( { 'Unif. uw/ o' , 'MCWI'}, 'FontSize' , 18); 

hold off; 

set (gca, 'XGrid', 'off'); 

set (gca, 'YGrid', 'on'); 

set ( gca, 'GridAlpha ' , 1); 

set ( gca , ' Gr id Co 1 or ' , [ 0 . 7 5 0. 7 5 0 . 7 5 ] ) ; 

set (h 'Units' 'Inches ') · ' ' ' 
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pos = get (h, 'Position '); 

set(h, 'Units', 'Inches', 'position', 

[pos(l), pos(2)-1, pos(3)+1, pos(4)+1]); 

set (h, 'PaperPositionMode' , 'Auto', 'PaperUnits' , 'Inches ' 

'PaperSize' ,[pos(3)+1, pos(4)+1]) 

p5 = annotation( 'textbox', [0.49 0.0 0.8 0.75], 

'String ' , ... 

{ [num2str( Nbr_replications , '%6.0 f '), 'u replie a tions '] , 

' ... 

[ 'Maxu for u Unifuw/ Ou: u' ,num2str(max( IterMoyen_Unif), '%6.0 f')] , 

[ 'MaxuforLMCWiu:u' ,num2str(max(IterMoyen_Trans), '%6.0f' )]} , 

'FitBoxToText', 'on', 'FontSize', 18, 

'BackgroundColor' , 'white'); 

print (h, 'dist_IterMoyen. pdf' , '-dpdf', '-r0 ') 

end 

% Comparaison des disLribuLions des valeurs minimales 

if false 

h = figure; 

%Utiliser histograrn ( categorical (round(ValeurMin, 4)) 

% et 'BarWi<lth' ,O. 7 clans les optious si peu <le categories 

pl = histogram (ValeurMin_Unif, 

hold on; 

'FaceAlpha', 0.5, 'FaceColor', [0.9 0.3 O], 
'EdgeColor ' , 'none ' , 

'Normalization', 'probability '); 

p2 = histogram (ValeurMin_Trans, 

'FaceAlpha', 0.5, 'FaceColor', [O 0.4 0.6], 

'EdgeColor ' , 'none ' , ... 

'N ormalization ', 'pro ha bility '); 

xlabel ( 'Function_ value', 'FontSize', 18); 

ylabel( 'Frequencyu(%)', 'FontSize', 18); 

legend ( { 'Unif. uw/ o' , 'MCWI'}, 'FontSize' , 18); 

hold off; 
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set (gca, 'XGrid', 'off'); 

set (gca, 'YGrid', 'on'); 

set ( gca, 'GridAlpha' , 1); 

set(gca, 'GridColor', [0.75 0.75 0.75]); 

set (h 'Units' 'Inches ') · ' ' ' 
pos = get (h, 'Position'); 

set(h, 'Units', 'Inches', 'position', 

[ pos ( 1) , pos ( 2) -1, pos ( 3) + 1, pos ( 4) + 1]); 

set (h, 'Paper PositionMode ' , 'Auto' , 'P aper U nits ' , 'Inches ' 

'PaperSize' ,[pos(3)+1, pos(4)+1]); 

p3 - annotation( 'textbox', [0.51 0.0 0.8 0.75], 

'String', 

' ... 

{[num2str(Nbr_replications, '%6.0f '), 'ureplications '], 

[ 'MCWI 1<1 1 U nif1 1: 1 1 ' , num2str ( prop_min_trans_inf, '%4.3 f ' ) ] , 

[ 'MCWL=u Unifu: u' ,num2str( prop_min_trans_egal, '%4.3 f')] 

[ 'MCWL>u Unifu: u' ,num2str(prop_min_trans_sup, '%4.3 f')]}, 

'FitBoxToText' , 'on' , 'Fon tSize' , 18, 

'BackgroundColor' , 'white'); 

print (h, 'dist_ Valeur Min. pdf', '-dpdf', '-r0 ') 

end 
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Ce deuxième script, plus demandant en mémoire, permet d'apprécier visuellement 

la progression des deux algorithmes. En effet, ce script trace la proportion des 

réplications ayant trouvé le minimum global en fonction du nombre d'itérations. 

Encore une fois, certaines commandes doivent être modifiées pour obtenir des 

graphiques identiques à ceux présents dans le mémoire. 

%****************************************************************** 
% Nom du script Comparaison_ U nifV slmprovcRcsct_prog 

% 

% Comparaison de· 1 'algorithme de recherche uniforme sans remise et 

% de 1 'algorithme Markovian change-when-improve. 

% 
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% Graphiques de sortie 

% - Courbes de la proportion des replications ayant trouve 

% le minimum global en fonction du nombre d' iterations 

% 

% 
% Anthony Coachc - Avril 2019 

%****************************************************************** 

% Parametres de la simulation 

rng (9662); 

% Parametres du modele 

x_0 = 1; 

x_star = 6/5; 

p = 0.75; 

U = 1; 

L = -2; 

alpha = O. 3; 

n_per - 2; 

% Parametre de la simulation 

Nbr_iterations = 1000; 

Nbr_replications = 5000; 

% Esperance des rendements 

E_R = U*p + L*(l-p); 

%------------------------% 

% Obtention des differentes droites / richesses terminales 

% Le premier cas est la valeur U, le deuxierne est la valeur L 

poss = [x_0 + (x_star - x_0) /E_R*U 

x_0 + ( x_star - x_0) /E_R*L] ; 

prob = 1; 

for jj = 2:n_per 

temp = kron ( poss , ones ( 2 , 1)); 



prob = (prob ·* p , prob ·* (1-p)]; 

templ 

temp2 

temp3 

repmat(prob, 2"'(jj), 1); 

[U ·* ones(2.,....(jj -1)) ; L ·* ones(2.,....(jj -1))]; 

kron(eye(2.,....(jj -1)), [U; L]); 

poss = [ temp , temp3 - templ. * temp2] ; 

end 

prob = (prob ·* p , prob ·* (1-p)]; 

% Initialisation des vect.curs reponses 

ValeurMin_Unif = zeros ( 1, Nbr_replications); 

ValeurMin_Trans = zeros (1, Nbr_replications); 

AtteintMin_Unif = zeros (1, Nbr_replications); 

AtteintMin_Trans = zeros (1, Nbr_replications); 

% Miuim um g 1 o b a 1 the or i que pour ce pro b 1 e me p r e c i s 

Min Global 

CostMinEvolution_unif = zeros ( Nbr_replications , 

min( Nbr_iterations , 2"'(2"'( n_per) -1) -1)); 

CostMinEvolution_trans = zeros ( Nbr_replications , Nbr_iterations); 

for kk = 1: Nbr_replications 

% Indicateur de progression 

i f mod ( kk , 10 0) = 0 

f p ri nt f ( 'At 1 1 i t e rat i o n 1 ,o/od ••. \ n ' , kk ) ; 

end 

o/c~----------------------------% 
% ALGORITHivIE UNIFOfüvŒ SANS RElvllSE 

% Initialisation des vecteurs reponses 

CostEvolution = zeros (1, min(Nbr_iterations, 2.,....(2,.....(n_per)-l)-1)); 

% Iuitialisatiou <le la suite <l'uniforme saus remise 

unif_partage = datasample(l:(2,.....(2,.....(n_per)-l)-1), .. . 

min(Nbr_iterations, 2"'(2,.....(n_per)-1)-1), .. . 

'Replace', false); 

% Partage initial 

% ( les deux groupes sont notes partagel et partage2) 
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nurn = 1:2 ...... n_per; 

cond = de2bi ( unif_partage ( 1) , rn_per); 

Partage_init = nurn( logical ( cond)); 

partage 1 = num( ismember ( 1: 2-- ( n_per) , P artage_ini t ) ) ; 

partage2 = num(-ismember ( 1: 2 ...... ( n_per), Partage_init)); 

% Cout du partage initial 

if (length(partagel) >= length(partage2)) 

else 

end 

Cout_min = CostFunction ( sort ( partage 1) , poss , ... 

prob , n_per, alpha); 

Cout_min = CostFunction ( sort ( partage2) , poss , ... 

prob , n_per, alpha); 

% Conserver l 'evolution del 'algorithme 

CostEvolution (1) = Cout_min; 

CostMinEvolution_unif (kk, 1) = Cout_min; 

% Nombre d' iterations 

for i i 2:min(Nbr_iterations, 2 ...... (2 ...... (n_per)-l)-l) 

% Determiner le nouveau partage 

cond = de2bi ( unif_partage ( i i) , rn_per); 

Partage_temp = num( logical ( cond)); 

partagel = nurn(ismember(l:2 ...... (n_per), Partage_temp)); 

partage2 = nurn{-ismember ( 1: 2-- ( n_per) , Partage_temp)); 

% Calcul de la fonction a minimiser 

if ( length ( partage 1) >= length ( partage2)) 

elsc 

end 

Cout_temp = CostFunction ( sort ( partagel), poss , 

prob , n_per, alpha); 

Cout_temp CostFunction ( sort ( partage2) , poss , 

prob , n_per, alpha); 

% l\Ie t t r e a j ou r 1 e minimum g 1 o b a 1 

if ( Cout_temp < Cout_min) 
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Cout_min Cout_temp; 

end 

% Conserver 1 'evolution de 1 'algorithme 

CostEvolution ( i i) = Cout_temp; 

CostMinEvolution_unif (kk, i i) = Cout_min; 

% Terminer la boucle si le minimum global est trouve 

if (Cout_min = MinGlobal) 

break; 

end 

end 

% Cas special du break 

if( ii ~= min(Nbr_iterations, 2,,...(2-'"'(n_per)-1)-1)) 

CostMinEvolution_unif(kk, ii :min( Nbr_iterations, 

2,,...(2,,...(n_per)-l)-1)) = CostMinEvolution_unif(kk, ii); 

end 

% Cout minimum atteint 

ValeurMin_Unif(kk) = CostMinEvolution_unif(kk, ii); 

% Atteinte du minimum 

AtteintMin_Unif(kk) = CostMinEvolution_unif(kk, ii) 

% ALGORITffivIE TRANSITION l'vlt\RKOV 

% Init.ialisat.ion des vecteurs reponses 

CostEvolution = zeros (1, Nbr_iterations); 

% Initialisation du point de depart 

MinGlobal; 

% Utilisation de Partage_init de 1 'algorithme precedent 

% (les deux groupes sont notes partagel et partage2) 

partagel = num( ismember ( 1: 2---- ( n_per), Partage_init)); 

partage2 = num( ~ismember ( 1: 2---- ( n_per) , P artage_ini t ) ) ; 

% Cout du partage initial 

if ( length ( partage 1) >= length ( partage2)) 

Cout_min CostFunction ( sort ( partagel) , poss, 

prob , n_per, alpha) ; 
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else 

end 

Cout_rnin CostFunction ( sort ( partage2) , poss , 

prob , n_per, alpha); 

% Conserver 1 'evolution <le 1 'algorithme 

CostEvolution ( 1) = Cout_rnin; 

CostMinEvolution_trans (kk, 1) Cout_rnin; 

% Initialisation de la memoire 

rnernory = 1: 2---- ( n_per); 

% Initialisation du cout precedent 

% ( pour determiner quand changer le partage) 

Cout_prec = Cout_min; 

% Nombre <l' iteratious 

for i i 2: Nbr_iterations 

% Dctcrmincr le nouveau partage 

% Cas ou parLagel contient seulement un etiquette 

if (length(partagel) = 1) 

mernory = rnemory(rnemory -= partage!); 

ind_rnod = datasarnple ( memory, 1, 'Replace ' , fa 1 se ) ; 

partagel_ternp = [ partage! ind_rnod]; 

partage2_ternp partage2 ( partage2 -= ind_mod); 

% Cas ou partage2 contient seulement un etiquette 

elseif(length(partage2) = 1) 

else 

rnernory = rnemory(rnemory -= partage2); 

ind_rnod = datasarnple (memory, 1, 'Replace', false); 

partage2_ternp = [ partage2 ind_rnod]; 

partagel_ternp partage! ( partagel ind_rnod); 

ind_mod = datasample (memory, 1, 'Replace' , f aise); 

if ( isrnember (ind_rnod, partagel)) 

partage2_ternp 

partagel_ternp 

else 

[ partage2 ind_mod]; 

partagel ( partagel -= ind_rnod); 
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end 

partagel_temp 

partage2_temp 

end 

[ partage! ind_mod]; 

partage2 ( partage2 ~= ind_mod); 

% Enlever 1 'indice <le la liste en memoire 

memory = memory ( memory -= ind_mod ) ; 

% Calcul de la fonction a minimiser 

if ( length ( partagel_temp) >= length ( partage2_temp)) 

Cout_temp = CostFunction ( sort ( partagel_temp) , 

poss , prob , n_per, alpha); 

else 

end 

Cout_temp = CostFunction ( sort ( partage2_temp) , 

poss , prob , n_per, alpha); 

% Mettre a jour le minimum global 

if ( Cout_temp <= Cout_min) 

Cout_min = Cout_temp; 

end 

% S'il y a amelioration compare a la precedente iteration 

if ( Cout_temp <= Cout_prec) 

% Rciuitialiscr la mcrnoirc 

memory = 1 :2 ........ n_per; 

Cout_prec = Cout_temp; 

% Modifier les groupes partage! et partage2 

partage! = partagel_temp; 

partage2 partage2_temp; 

% Si la memoire est vide 

elseif (isempty (memory)) 

% Rciuitialiscr le partage 

cond = zeros ( 1 , 2 ........ n_per); 

while (sum( cond) = 0 11 sum( cond) = rn_per) 

cond = binornd (1 ,0.5, 1,2 ........ n_per); 

end 
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Partage_init = num( logical (cond)); 

% Nouveau partage ( groupes partagel et partage2) 

partage 1 = num( ismember ( 1: 2-- ( n_per) , Partage_ini t)); 

partage2 = num( ~ismember ( 1: 2--( n_per) , Partage_ini t)); 

% Reinitialiser la mernoire et le cout prece<lent 

memory = 1 :2,,...n_per; 

if(length(partagel) >= length(partage2)) 

Cout_prec = CostFunction ( sort ( partage 1) , 

poss , prob , n_per, alpha); 

else 

Cout_prec = CostFunction ( sort ( partage2) , 

poss , prob , n_per, alpha); 

end 

end 

% Conserver 1 'cvolution de 1 'algorithme 

CostEvolution ( i i) = Cout_temp; 

CostMinEvolution_trans ( kk, i i) = Cout_min; 

% Terminer la boucle si le minimum global est trouve 

if (Cout_min = MinGlobal) 

break; 

cn<l 

end 

% Cas special du break 

if ( ii ~= Nbr_iterations) 

CostMinEvolution_trans ( kk, i i : Nbr _i terations) 

CostMinEvol ution_trans (kk, i i ) ; 

end 

% Cout minimum atteint 

ValeurMin_Trans(kk) = CostMinEvolution_trans(kk, ii ); 

% Atteinte du minimum 

AtteintMin_Trans (kk) 

end 

CostMinEvolution_trans (kk, i i) MinGlobal; 



3/c,,__-----------------------% 

if false 

limite = 1000; 

prop_SansRemise = zeros (1, limite); 

for 11 = 1:min(limite, 2"'(2,....(n_per)-1)-1) 

prop_SansRemise ( 11) = ... 

mean( CostMinEvolution_unif (: , 11) 

end 

MinGlobal); 

%for 11 = (2,....(2"'(n_per) -1)): limite 

% prop_SansRemise ( 11 ) = ... 

% 

%end 

mean( Costl'vfinEvolution_unif (:, end) 

prop_MCWI - zeros ( 1, limite); 

for 11 =1: limite 

Min Global); 

prop_MCWI( 11) = mean( CostMinEvolution_trans (:, ll)==MinGlobal); 

end 

h = figure; 

pl = plot ( 1: limite , prop_SansRemise, ... 

'-', 'LineWidth', 1.5, 'Color', [0.9 0.3 0]); 

hold on; 

p2 = plot ( 1: limite , prop_MCWI, 

'-', 'LineWidth', 1.5, 'Color', [0 0.4 0.6]); 

xlim([0 limite]) 

ylim ([0 1.03]) 

xlabel( 'Iterations ', 'FontSize', 18); 

ylabel( 'Frequencyu(%)', 'FontSize', 18); 

legend ( { 'Unif. uw/ o' , 'MCWI'}, 'FontSize' , 18, ... 

'Location', 'southeast '); 

hold off; 

set ( gca, 'XGrid' , 'on' ) ; 

set (gca, 'YGrid', 'on'); 

set(gca, 'GridAlpha', 0.80); 
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set(gca, 'GridColor', [0.75 0.75 0.75]); 

set (h, 'Units' , 'Inches '); 

pos = get (h, 'Position'); 

set (h, 'Units' , 'Inches ', 'position ', 

[pos(l), pos(2)-1, pos(3)+1, pos(4)+1]); 

set (h, 'PaperPositionMode', 'Auto',' PaperUnits', 'Inches' 

'PaperSize' ,[pos(3)+1, pos(4)+1]) 

print (h, 'GlobalMin_prog. pdf' , '-dpdf' , '-r0 ') 

end 
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