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RESUME

L’objectif central de ce mémoire est de présenter une approche qui permet d’in-
clure les contraintes relevant de la génétique familiale et des pedigrees dans un
modéle de génétique des populations inspiré du processus de coalescence. Ce mo-
déle est formulé en termes de graphes dirigés acycliques et, plus précisément,
d’arbres appelés généalogies. Quelques notions fondamentales concernant le mo-
dele de Wright-Fisher et la génétique familiale sont d’abord formulées. Le modéle
proposé, le p-coalescent, est ensuite présenté avec quelques résultats concernant
le comportement des distances sur le graphe et la relation qui existe entre la taille
de la généalogic et le nombre de mutations observées.

MOTS-CLES : génétique, graphes, généalogie, processus de coalescence, pedigree.



INTRODUCTION

L’hérédité de certains caractéres chez les espéces vivantes est un phénomeéne connu
depuis longtemps. Par exemple, elle est nécessaire 4 la théorie de ’évolution propo-
sée par Darwin (1883) méme si ce dernier n’a pas détaillé le mécanisme par lequel
les individus héritait des attributs de leurs ancétres. Les expériences de fertilisa-
tion sur les plantes de Mendel (1865) ont suggéré que les caractéres étaient passés
aux progénitures par ’entremise d’'un ensemble d’unités héréditaires aujourd’hui

appelés génes.

~La génétique est devenue un domaine de recherche en mathématiques au début
des années 1900, culminant notamment avec I'ouvrage de Fisher (1930). Aujour- -
d’hui, la génétique mathématique est un domaine en plein essor, en particulier son
aspect statistique avec ’'analyse de données génomiques de plus en plus précises

et volumineuses.

Ce mémoire est un essai de génétique mathématique abstraite concernant la modé-
lisation de la transmission de matériel génétique. Sa lecture ne présuppose aucune
connaissance préalable en génétique médicale; des références a des termes spéci-
fiques concernant P'aspect biologique ou moléculaire sont glissées pour le lecteur
familier avec le domaine, mais peuvent étre ignorées sans conséquences pour la
compréhension générale. Principalement, ce sont les concepts de base en probabi-
lités et en processus stochastiqdes qui sont nécessaires. Le livre de Ross (1996),
par exemple, introduit tous les concepts et définitions de base utilisées dans ce

mémoire.

Le but principal de ce mémoire est de proposer un premier modéle intégrant des



éléments de la génétique familiale dans une approche de génétique des populatibns.
Les figures présentées font partie de la narration ; elles sont toutes faites sﬁr mesure
afin de faciliter la compréliension. Les dérivations mathématiques sont inspirées
de la littérature pour les résultats connus, mais elles sont toutes originales et dans

une forme aussi compléte que possible.

C’est le concept de généalogie qui est au centre des préoccupations de chacun des
chapitres. Il s’agit d’une représentation sous forme d’arbre donnant 1’ensemble des
relations ancestrales entre plusieurs génes. Un «arbre» familial ol sont détaillées
les relations de parenté ne constitue pas une généalogie au sens entendu dans
ce mémoire. Le terme employé dans la littérature de génétique mathématique
pour '’ensemble des relations de parenté entre plusieurs individus est pedigree; le

concept de pedigree sera aussi discuté de maniére extensive dans ce mémoire.

En génétique mathématique, la généalogie décrit plutot les relations d’hérédité
au niveau du géne. Méme si un individu posséde deux parents, si I’attention est
restreinte 4 un seul de ses génes, celui-ci est hérité d’un seul des deux parents.
Lequel des deux parents est I'unique ancétre du géne est une question importante
pour construire une généalogie; il s’agit cependant d’une variable inconnue. Cet

- exemple motive une interprétation probabiliste du concept de généalogie.

En dehors du cadre familial, il existe une autre approche de modélisation en géné-
tique : la génétique des populations. Cette derniére modélise les généalogies d’un
point de vue plus macroscopique. Elle permet, entre autres, d’expliquer les liens
d’hérédité entre les membres d’une population & un.niveau qui excéde les relations
de parenté connues en imaginant des généalogies trés grandes qui permettent de

relier des génes & leur distant ancétre commun.

Le défi du projet de recherche qui a conduit & ce mémoire est de proposer une

nouvelle approche en génétique des populations capable de modéliser, pour un



ensemble de génes, a la fois les relations de parenté fortes et les relations ancestrales
plus distantes. Une des principales difficultés rencontrées est de travailler avec les
deux échelles de temps différentes sur lesquelles sont construites les généalogies

en génétique familiale et en génétique des populations.

Les chapitres 1 4 3 introduisent des concepts fondamentaux tirés de la littérature
dans une notation unifiée a travers les différents domaines. Le premier chapitre
exprime ’hérédité génétique en termes de graphes dirigés acycliques et quelques
résultats de base y sont démontrés. Le second chapitre expose le modéle de Wright-
Fisher en génétique des populations et I'approche a rebours qui en découle : le
processus de coalescence. Au troisiéme chapitre, les bases de la génétique familiale
sont discutées dans un langage permettant de faire le lien avec les deux premiers

chapitres.

Le chapitre 4 constitue le coeur du mémoire. Il est entiérement original et présente
le nouveau paradigme de modélisation proposé : le p-coalescent. Au dernier cha-
pitre, le phénoméne de mutation en génétique est intégré au modéle du chapitre 4
comme un premier exemple illustrant la nature particuliére de cette nouvelle ap-

proche.



CHAPITRE I

GENETIQUE ET GRAPHES

L’objectif de ce chapitre est de formuler les bases biologiques de 'hérédité géné-
tique en termes de graphes. Un enserrible minimal de définitions et résultats, tirés
de la littérature, qui concernent les graphes dirigés sera nécessaire au dévelop-
pement d’une description générale du concept de généalogie. Une compréhension

intuitive de ces concepts devrait étre suffisante pour la lecture de ce mémoire.
11 Graphe dirigé acyclique

Les graphes dirigés peuvent étre représentés par un ensemble de sommets reliés
par des fleches (voir figure 1.1). Une ressource étoffée sur cette classe de graphes

est le livre de Bang-Jensen et Gutin (2008).

Définition 1.1. Un graphe dirigé D est une paire (V,A) : V est un ensemble fini
de sommets et A est un ensemble de paires ordonnées de sommets représentant

les arétes.

Un chemin sur un graphe dirigé doit étre compris dans le sens intuitif, un parcours
sur le graphe en suivant 'orientation des fléches. De plus, un chemin ne parcourt

pas deux fois la méme aréte.

Définition 1.2. Sur un graphe dirigé D = (V, A), un chemin de v vers v, est



Figure 1.1 : Un graphe dirigé avec sommets V = {1,2,3,4} et arétes A =
{[1,2],12,3],3,1],3,4], [4, 1)]}. -

une séquence d’arétes distinctes a; = [vo, vi],az = [vy,va],...,a; = [vi_1,V)]. Le

nombre d’arétes | est la longueur du chemin.

Les liens entre la génétique et les graphes pourront étre exprimés en restreignant
'attention & une classe des graphes dirigés : les graphes dirigés acycliques (DAG).
Ce sont les graphes dirigés sur lesquels on ne retrouve pas de chemins retournant

a leur point de départ (cycle).

Définition 1.3. Un graphe dirigé acyclique est un graphe dirigé D = (V, A) ne

comportant pas de chemin d’un sommet v vers lui-méme.

Un DAG est représenté a la figure 1.2. En revanche, le graphe de la figure 1.1 n’est
pas un DAG. Lorientation des fléches sera parfois omise pour les représentations

de DAG avec la convention que celles-ci sont toujours dirigées vers le bas.

Une certaine terminologie sera utilisée pour définir des ensembles de sommets a

partir d’'un sommet v € V. Ces concepts sont illustrés sur les figures 1.3 et 1.4.

e Les parents de v sont tous les sommets u tels qu’il existe une aréte [u, v].
e Les ancétres de v sont tous les sommets u tels qu’il existe un chemin de u

VEIS V.



Figure 1.2 : Un graphe dirigé acyclique avec les sommets V = {1,2,...,8} dans

un ordre topologique (résultat 1.1).

e Les enfants de v sont tous les sommets u tels qu’il existe une aréte [v, u].
e Les descendants de v sont tous les sommets u tels qu’il existe un chemin

de v vers u.

Le vocabulaire est emprunté du lexique des relations familiales. Cela suggére que
les liens de parenté peuvent étre exprimés par un DAG ; cette conception sera dis-
cutée plus en détails au chapitre 3. Cependant, dans ce mémoire, ces termes feront

toujours référence a des relations sur un graphe sauf lorsque indiqué autrement.

Figure 1.3 : En rouge les parents du sommet v ; en bleu, les ancétres.



Figure 1.4 : En rouge les enfants du sommet v ; en bleu, les descendants.

Si w(v) correspond a l’ensemble des parents d’un sommet v € V, un DAG (et
plus généralement un graphe dirigé) peut étre défini comme la paire (V, 7). Cette
représentation est équivalente et sera parfois préférée. La fonction 7 prend ses

valeurs dans I’ensemble 2V des parties de V.

Le lemme suivant servira i la démonstration du résultat 1.1.

Lemme 1.1. Pour un DAG D = (V,7), il eziste toujours un sommet v sans

parents : w(v) = {.

Démonstration. Soit |V| = n, le nombre de sommets. Supposons que 7(v) # 0
pour tout v € V. Autrement dit, pour un sommet vy, il existe un sommet v, tel
que (va,Vv]) est une aréte du DAG. En itérant ainsi, il est possible de construire

une séquence d’arétes

[Vn-i—l) Vn], vy [V3,V2]1 [V2a vl]'

Comme il n’y a que n sommets, il existe au moins un sommet v qui se répéte dans
cette séquence. Il est donc possible d’en extraire un chemin de v vers v ce qui est

une contradiction puisque D est un DAG. : ' 0

Il sera pratique dans plusieurs développements d’avoir ’ensemble des sommets V



dans un ordre particulier, appelé ordre topologique, pour lequel tous les sommets
sont plus grands que leurs parents. Les sommets sur le DAG de la figure 1.2 sont

dans un ordre topologique. Le résultat suivant démontre 1’existence d’un tel ordre.

Résultat 1.1. Pour un DAG D = (V, 1), il est toujours possible de déterminer
une relation d’ordre sur V telle que tout sommet v soit précédé par ses parents :
u < v pour tout v € V,u € n(v). Une telle relation est appelée ordre topologique

et n’est pas nécessairement unique.

Démonstration. Soit [V| = n, le nombre de sommets. Un ordre topologique
Vi<vep< .- < Vvy

peut &tre construit. Le point de départ est de choisir vi{ = u avec u un sommet
sans parents; un tel sommet existe par le lemme 1.1. Ensuite, le sommet v, est

retiré du graphe avec toutes les arétes qui le contiennent.

Le nouveau graphe est toujours un DAG, mais ne contient plus le sommet v;. Un
sommet u sans parents peut ainsi étre assigné a v, et ce dernier retiré du graphe
a son tour. La procédure est itérée jusqu’a ce que tout les sommets vy, vy, ..., v,
aient été déterminés. Chacun des sommets est clairement retiré aprés ses parents

alors vi < v < -+ < v, est un ordre topologique. O

1.2 Arbres enracinés et génétique

Toutes les espéces vivantes possédent un bagage génétique et celui-ci a la caracté-
ristique de pouvoir se dupliquer. Le matériel génétique de chaque nouvel individu
est obtenu d’un ou plusieurs autres individus vivants par duplfcation; ce phéno-
méne se nomme 1’hérédité. Dans ce mémoire, le mot géne sera défini de la maniére

sulvante.



Définition 1.4. Un géne est une composante indiwvisible du bagage génétique dans

le sens que celui-ci est hérité d’un seul individu.

Un nucléotide, élément de base de la molécule d’ADN (Campbell et al., 2009), est
lin exemple de géne dans ’esprit de la définition 1.4. Les concepts mathéniatiques
qui seront élaborés se produisent au niveau du géne et décrivent les relations
d’hérédité entre les individus. Le langage employé par Dawkins (1976) est parti-
culiérement instructif; il parle du géne comme d’un duplicateur et de 'individu

comme d’un véhicule.

Le concept de graphe dirigé acyclique permet de transcrire la notion d’hérédité
en termes mathématiques : les sommets représentent les individus et les arétes la
relation héréditaire. Concrétement, un fléche [u, v] signifie que le géne de I'individu

v est hérité de I'individu u.

Le nombre d’enfants d’un géne u est un nombre entier noté v(u). Chacun de ses
enfants se dupliquent également un nombre entier de fois. Le graphe engendré
par ce processus (voir figure 1.5) est un DAG avec une structure particuliére : un

arbre enraciné en u.

" Définition 1.5. Un arbre enraciné en u est un DAG D = (V,«) sur lequel il

existe un seul chemin partant de la racine u vers chacun des sommets v € V.

 Chacun des sommets v d’un arbre enraciné en u posséde un seul parent, noté a(v),
a ’exception de la racine u qui n’en posséde aucun. Les sommets sans enfants sont
les feuilles de I’arbre. Seuls les arbres enracinés sont discutés dans ce mémoire; le

simple terme arbre sera parfois utilisé pour désigner cette classe de graphes.

De plus, une version un peu plus sommaire d’un arbre enraciné sera parfois illustrée

pour représenter les liens d’hérédité. Elle sert a représenter les longues séquences
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Figure 1.5 : Un arbre enraciné en 1. Les feuilles sont les sommets 4,6,9, 11, 12.

de duplication de génes de maniére plus succincte. La différence est purement

cosmétique.

A un arbre enraciné (par exemple celui sur la figure 1.5) correspond une arbre
réduit pondéré (celui sur la figure 1.6). Il est obtenu & partir de I'arbre original
en retirant les sommets n’ayant qu’un seul enfant (sauf la racine). Les chemins
sont bonifiés d’une longueur afin de synthétiser les sommets perdus de la maniére

suivante : s'il existe un chemin
[110,111], [ul, 112], ceey [111—1, 111]

de longueur ! et que les sommets intermédiaires ont chacun exactement v(u;) =

v(uz) = -+ = v(u_1) = 1 enfant, ses arétes sont remplacées par une branche :



11

une aréte pondérée ([ug, w,1).

)
RACINE

FEUILLE FEUILLE FEUILLE FEUILLE FEUILLE
(6) 9) 4 () (12)

Figure 1.6 : La structure de 'arbre de la figure 1.5 est préservée et les branches

sont pondérées par des longueurs.

Le concept d’arbre minimal permet de restreindre 'attention & un sous-ensemble

d’individus (sommets). Il est illustré sur la figure 1.7.

Définition 1.6. Soit D = (V,a) un arbre enraciné. L’arbre minimal contenant
un sous-ensemble E C V de sommets est Uarbre avec le nombre de sommets

minimal parmi les sous-graphes de D qui contiennent E.

La taille d’un arbre sera une quantité d’intérét. Les arbres seront mesurés par le

nombre d’arétes (ou la somme des longueurs de branches).
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Figure 1.7 : L’arbre minimal contenant les sommets 8 et 9 est en bleu. La taille

de I’arbre ou la distance d(8,9) est 5.

Définition 1.7. La taille d'un arbre D = (V. A) est la cardinalité de ['ensemble

A :|A| ou le nombre d’arétes.

La distance (illustrée sur la figure 1.7) entre deux sommets sur un arbre peut étre
définie sans équivoque a cause de la propri¢té d’unicité des chemins. Pour deux

sommets u ct v, la distance sc retrouve a partir de 'arbre minimal les contenant.

Définition 1.8. La distance d(u,v) entre deur sommets sur un arbre enraciné

est la taille de 'arbre minimal contenant u et v.

La fonction d : V x V — N est bien une distance au sens mathématique.




CHAPITRE I

MODELE DE WRIGHT-FISHER ET PROCESSUS DE COALESCENCE

Ce chapitre introduit le modéle de Wright-Fisher et le processus de coalescence,
deux concepts en génétique des populations, avec quelques propriétés qui seront

utiles dans les chapitres subséquents.

Le modeéle de Wright-Fisher (Fisher, 1930; Wright, 1931) est un modéle idéalisé
de reproduction de génes pour des populations d’individus. D’une réalisation de
ce modéle il est possible d’extraire une généalogie d’un échantillon d’individus :

un arbre décrivant les relations d’hérédité entre ceux-ci.

Le processus de coalescence est une chaine de Markov 4 temps continu qui construit
des généalogies. Il décrit leur caractére aléatoire sous le modéle de Wright-Fisher

a la limite lorsque le nombre d’individus dans la population est trés grand.

2.1  Modéle de Wright-Fisher

Considérons une population d’individus du point de vue d’un gene (entité hé-
réditaire indivisible, définition 1.4). Dans le modéle de Wright-Fisher, le proces-
sus de reproduction se produit & temps discret avec la convention que ce temps
7€ N=1{0,1,2,...} est mesuré a rebours (7 = 0 correspond au présent). La po-

pulation au temps 7 est appelée génération 7, notée G, et toutes les générations
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contiennent N individus. En d’autres mots, la grandeur de la population reste
constante dans le temps; les générations sont composées des individus 1 & N :

G, ={1,2,...,N}.

La reproduction de la génération 7 & 7 — 1 peut &tre représentée par un graphe
dirigé (biparti) sur G, et G,_;. Tous les sommets de G,_; ont un seul parent;
chaque géne j de la génération 7—1 est hérité d’un seul géne a(j) de la génération

précédente. Le graphe est donc composé des N arétes
{la(h),d]: 1 <j< N}
Dans le modéle de Wright-Fisher, le choix des parents est aléatoire ; il est supposé
que ce choix se fait selon une loi uniforme discréte :
a(f) % u{1,2,...,N}, j=1,2,...,N.

Plus simplement, tous les membres de la génération précédente T peuvent étre le
parent d’un géne de la génération 7 — 1 avec équiprobabilité et indépendamment
des parents des autres génes de la génération 7 — 1. La figure 2.1 représente un

graphe dirigé avec une telle structure.
ONONONO O
» © O
Figure 2.1 : Exemple du processus de reproduction entre la génération T et 7 — 1

sous le modéle de Wright-Fisher pour une population de N = 8 individus.

Soit v(j) le nombre d’enfants dans la génération G,_; d’un géne j de la génération
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G:. Le vecteur (v(1),v(2),...,v(N)) suit une loi multinomiale
M(N;(1/N,...,1/N)).

En effet, chacun des N parents disponibles est choisi avec probabilité 1/N lors de

N essais indépendants.

Le processus de reproduction est indépendant et identiquement distribué pour
toutes les générations successives G, et G,_; avec 7 > 1. Il est d’ailleurs échan-
geable sur les membres de G, et G,_, dans le sens que la probabilité d’une certaine
configuration est constante sous une permutation des étiquettes 1 & N identifiant
les individus. La figure 2.2 présente une réalisation du modeéle de Wright-Fisher

sur plusieurs générations.

Temps

Figure 2.2 : Exemple d’une réalisation du modéle de Wright-Fisher sur 10 géné-

rations pour une population de N = 8 individus.

Pour la suite, ’attention sera restreinte 4 un échantillon composé d’un sous-
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ensemble de n génes de la génération Gy (présent).

2.1.1 Généalogic sous Wright-Fisher

Pour une réalisation du modeéle de Wright-Fisher, la généalogie d’un échantillon
de n génes v, = {g1.92....,9,} de la génération G, est, dans sa forme la plus

fondamentale, arbre minimal contenant ~v,. Un exemple de généalogie se trouve

a la figure 2.3.

g
\\C)
9 g2 g3

(a) (b)

Figure 2.3 : (a) La généalogie de g1, g2 et g3 est superposée sur une réalisation du

modéle de Wright-Fisher. (b) La géncalogie (redressée) cst un arbre cnracing.

Les membres de I’échantillon ~, se trouvent sur les feuilles de la généalogie. Les
sommets avec deux enfants ou plus sur la généalogie correspondent & des événe-
ments de coalescence : lorsque plusieurs génes trouvent un ancétre commun dans
le passé : ils ne forment désormais qu’une seule lignée. Les sommets avec un seul

enfant ne seront généralement pas représentés; ils sont éliminés au profit de lon-
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gueurs de branches en nombre d’événements de reproduction. L’aboutissement est
une représentation d’arbre réduit pondéré comme celui de vla figure 2.4a. Les lon-
gueurs de branches peuvent étre résumées en notant simplement les temps entre
les événements de coalescence comme sur la figure 2.4b. Si I’on se restreint a des
arbres binaires, comme pour le processus de coalescence décrit  la section 2.2, le

nombre de ces événements est n — 1.

MRCA MRCA
{g1, 92,93} {91, 92, 93}
6 6
9
{92’93} {92193}
3 3 3
o 9 98 91 92 93
(a) (b)

Figure 2.4 : (a) Une généalogie sous forme d’arbre réduit pondéré. (b) Les temps

entre les événements de coalescence résument les longueurs de branches.

2.1.2 Temps de coalescence et distance

Pour un échantillon de deux génes v, = {a,b} de la génération Gy, le temps de
coalescence T, est défini comme le nombre de générations dans le passé avant que

a et b trouvent un ancétre commun (coalescent) sur la généalogie.

La probabilité que deux génes a et b ne coalescent pas en une seule génération sous
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le modéle de Wright-Fisher est la probabilité de choisir deux parents distincts a
la génération précédente :

P(a(a) # (b)) = ﬁ}\;—l —1- %

Comme cette probabilité est constante & chacune des générations, la probabilité

que le temps de coalescence Ty, excéde un temps ¢ € [0, co) est
) 1 [t]
P(Ta > ) = Pa(o) 7 o) = (1- )
Le temps 75 est donc distribué selon une loi géométrique de paramétre 1 — 1/N.

La distance (définition 1.8) entre a et b sur la généalogie sera notée é(a,b) pour
le modéle de Wright-Fisher. Elle vaut deux fois le temps de coalescence et, donc,

posséde la fonction de survie

1\ L]
P(6(a,b) > t) = P(2Top > t) = (1 _ N) . >0 (2.1)

La notion de distance entre deux génes sur une généalogie permet de mesurer
le degré de «dépendance» (héréditaire); la dépendance est plus forte entre deux

génes proches.

2.1.3 Généalogies exprimées en termes de partitions

A une généalogie sous le modéle de Wright-Fisher correspond une fonction r qui
associe & chaque temps t € [0,00) une partition de +,. Plus précisément, si C, est

I’ensemble des partitions de =y,, alors
r:[0,00) = Cy

avec la contrainte que pour ¢’ > ¢, r(¢') est une partition-plus grossiére ou égale a

r(l).
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. . . . . T(t)
Chacune des partitions correspond a une relation d’équivalence notée =. Deux

génes a et b font partie de la méme classe d’équivalence & partir du moment ou
ils ont coalescé sur la généalogie. La fonction 7 est donc construite de la fagon

suivante : pour chaque paire de génes {a, b} C vp,

arg)b = t?’f;b.

Par exemple, la fonction correspondant a la généalogie tracée a la figure 2.4 est

{91}, {92}, {93}} 0<t<3,
r(t) = {1}, {92, 93}} t <9,

3 <
{{glag2)g3}} 9 <

L.

C’est sous cette forme que sont décrites les généalogies par le processus de coales-

cence présenté a la section 2.2.

.2.14 Processus ancestral

Un échantillon v, de la génération Gy d’une population de Wright-Fisher est com-
posé de n individus distincts représentant.n lignées. En remontant dans le passé,
des événements de coalescence regroupent les génes et le nombre de lignées dimi-

nue jusqu’a valoir 1 lorsque le plus récent ancétre commun est atteint.

Le processus ancestral (Tavaré, 2004, section 2.2) {A,(7) : 7 € IN} est une chaine
de Markov donnant le nombre de lignées a la génération 7 pour un échantillon
de taille n : A,(0) = n. Il prend ses valeurs dans {1,2,...,n}, il est décroissant
et est éventuellement absorbé a l’état 1. Soit M sa matrice de transition, my

représente la probabilité de passer de k & k' < k lignées en une seule génération.

Supposons que le processus ancestral est a I'état £ au temps 7. Noter que les

parents des k génes représentant les k lignées sont choisis uniformément et in-
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dépendamment parmi les N membres de la population & la génération 7 + 1, la
génération précédente. Ainsi, pour une assignation particuliére des parents des &

lignées : 1 < 4y,...,% < N,
. 1
P (ﬂ {a(y) = ’ij}> = NE
1

Pour calculer myy, il faut compter au numérateur le nombre de maniéres de choisir

i1,. .., tels qu’il existe exactement k' valeur distinctes :

k
Us
j=1

Il s’agit d’une quantité combinatoire qui peut étre raisonnée de la fagon suivante :

=k

1. On choisit k&’ parents parmi les N membres de la population : (ﬁ .

2. Le nombre de fagon d’agencer les k lignées parmi les &’ parents de facon a
ce que chacun ait au moins un enfant correspond au nombre de fonctions
surjectives de {1,... ,k} vers {1,...,k'} : S(k,k")k'L.

Le coefficient S(k, k') est un nombre de Stirling du second type qui représente le.
nombre de maniéres distinctes de partitioner un ensemble de cardinalité k£ en &’

classes. Un exemple est donné a la figure 2.5.

Alors, la probabilité que k génes aient k' parents distincts vaut

S(k, kKN k, k") (N g
Mgy = ( }\2k (k = S( N)k( )k y 1 < kl < k < n,

avec

e =TIV =7 =] (1 - %) ,

i= 3=0
le factoriel descendant.

Cette probabilité est dérivée de maniére similaire dans Tavaré (2004, section 2.2).
Elle peut également étre raisonnée en tant que distribution d’occupation. En ef-

fet, elle équivaut a la probabilité de laisser exactement N — k' boites vides en
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o DAL IR T5 SR8 SRE K
o IR, J98, T 8. 36 K
- KL S SR SRS SR DK,
o 58 S8 0 LK LA D0
o 5K SH S0 B SR

Figure 2.5 : Il existe S(4,3)3! = (})3! = 36 fonctions surjectives de {1,2.3,4} vers

{1,2.3}. Chacune implique une seule coalescence d’exactement deux lignées.

placant k objets avec probabilité uniforme parmi N boites (Johnson et al., 2005,

section 10.4.1).

En particulicr, pour n fixé ct k < n, l'ordre asymptotique de la probabilité myy

en fonction de .V est décrit par I’équation suivante :
oSG (1) oL 29

Pour k' = k, noter que S(k.k) = 1 et donc la probabilité qu’il 0’y ait aucune

coalescence pour k lignées en une génération s’exprime
k-1 : k=1 .
_ JY > o1 J 1
mkk“H(l‘N) —1“T+0('N—z

7=0
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Lorsque k' = k — 1, le nombre de Stirling S(k, k — 1) = (’;) En effet, choisir une
partition de taille £ — 1 d’un ensemble de taille k£ correspond & mettre deux de ses
éléments dans la méme classe en laissant les autres distincts. Alors, la probabilité

de passer de k lignées a kK — 1 s’exprime

Sk, k— 1) 52 i\ Sk k—1) 1
mk,k-—1=—T—H - =—N——+O e

=0
k
b (L
240 (7).
Finalement, pour &' < k — 2, my = O (1/N?) par 'équation (2.2). Les ordres
asymptotiques pour les probabilités de transition mg seront trés importants pour
dériver le processus de coalescence comme modéle limite pour les généalogies dans
une population de Wright-Fisher. En particulier, il sera démontré que la probabi-
lité de voir plus que deux lignées coalescer en méme temps est négligeable lorsque

le nombre d’individus dans la population est trés grand.
2.1.5°  Propriétés des généalogies sous Wright-Fisher

Certaines propriétés des généalogies qui surviennent dans le cadre du modéle de
Wright-Fisher peuvent étre dérivées a partir du processus ancestral. En particulier,
deux concepts sont développés : la hauteur et la taille d’'une généalogie. Cette
derniére sera utile au chapitre 5 pour analyser le degré de polymorphisme d’un

échantillon de génes.

Premiérement, la hauteur de la généalogie 7'1\/(17]20 A pour un échantillon de taille n
est le numéro de la génération dans laquelle se trouve I’ancétre commun le plus

récent (MRCA) de I’échantillon :

T s =min{r € N : A,(r) = 1}.

Le temps TIS?P)\CA est un temps d’absorption puisque la chaine est constante a



23

partir du moment ou I’état 1 est atteint ; le nombre de lignées reste 1 pour n’im-
porte quel temps 7 > Tyrcea. Une analyse des premiers pas permet d’exprimer
(entre autres) I’espérance d’un temps d’absorption comme la solution d’un sys-
téme d’équations linéaires. La procédure générale est détaillée dans le livre de

Gallager (2011, section 3.5.1).

En procédant & une analyse des premiers pas sur A,(7), 'espérance de la hauteur

de la généalogie peut étre exprimée comme

E[TiRoa) =1+ ZE[ MRCA]mnk

En substituant les entrées de M, la matrice de transition du processus ancestral

(section 2.1.4), la relation suivante est obtenue :

G G)

RCA] =1+ "—E[ erl:{‘cl;)\] +0 (N2) Z E[ CA] (2.3)

En multipliant par N/ (’2‘) , la relation (2.3) peut s’exprimer dans la forme récursive

suivante :

10 ()] Birial = G5 + B +0 (5 )ZE[ Deal: (24)

Intuitivement, plus le nommbre NV d’individus dans la population est grand, plus il
faut attendre avant d’atteindre le MRCA. Pour un échantillon de taille n =1, le

MRCA est atteint a la génération zéro :

E[TI\SIQCA =0=0(N).
Ainsi, par la récurrence (2.4),

E[Tycal = O (N)

pour tout k € {1,2,...,n}.
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Alors, P'espérance du temps au plus récent ancétre commun sous le modéle de

Wright-Fisher s’exprime ainsi :

[T(RCA NZ"l—)‘FO(l)

Nzk(k +0(1)

=2N;[7c_—l—ﬂ +0(1)
=2N(1—1) +0().

D’autre part, la taille de la généalogie ou le temps total pour un échantillon de
taille n se définit comme le nombre d’arétes sur ’arbre. Lorsque le nombre de
lignées A, (1) = k, chacun des ancétres des k lignées choisit un parent dans la
génération précédente (7 + 1); un total de k arétes est ajouté au graphe. La
généalogie est compléte une fois que le plus-récent ancétre commun est atteint. Le
temps total s’exprime alors en fonction de 7}\(4730 A comine

{n}
Tirca—1

TOT"' Z An(T).-

Une analyse des premiers pas pour l’espérance du temps total méne a

n - k
E[T; qgo)'r] =n+ Z E [Tr(o)T]mnk-

Une démarche identique a celle pour le MRCA indique' que le temps total est

d’ordre asymptotique O (N) comme fonction de N. De plus, le temps total s’ex-
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prime comme

=2NZ%+O(1). (2.5)

Les résultats présentés dans cette section sont cohérents avec les propriétés limites
connues du modeéle de Wright-Fisher telles que données par le processus de coales-
cence. Les propriétés de la hauteur et de la taille de la généalogie sous le processus
de coalescence sont discutées a la section 2.2.1. 1l est 4 noter qu’ils sont obtenus ici
a partir d’'une analyse des premiers pas sur le processus ancestral, ce qui constitue

une démarche originale ne s’appuyant pas sur le processus de coalescence.

2.2 Processus de coalescence

Le processus de coalescence (Kingman, 1982a) est un processus stochastique qui
construit des généalogies du présent vers le passé. Il peut étre dérivé d’une grande
classe de modéles de population & reproduction ééhangeable (Kingman, 1982b)

incluant le modele de Wright-Fisher présenté a la section 2.1.

Définition 2.1. Le processus de coalescence { Ry, t > 0} est une chaine de Markov

a terﬁps continu sur l'ensemble C, des partitions de -y, avec générateur Q :

qf’l = 1 Si 5 =< 1,
0 sinon,

ot & < n lorsque n est une partition obtenue en joignant deuz classes de &.
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Le processus de coalescence génére des généalogies sous forme d’arbres binaires.
La chaine démarre & 'état A = {{gq1}, {g2},.--, {gn}} et tous les états sont tran-
sitoires sauf © = {{g1,...,gn}} o1 la chafne est éventuellement absorbée en exac-
tement n — 1 transitions. La relation d’équivalence donnée par une pértition est

appelée identité par descendance (IBD) (Thompson, 2013).

Le nombre de classes d’une partition & est noté |£| et correspond au nombre
de lignées distinctes. La chaine fait toujours des transitions en regroupant deux
classes d’équivalences. La partition obtenue de £ en joignant les classes ¢ et j avec
i < j est notée £, Le nombre de classes diminue de un & chaque transition :
pour & < 1, |n| = |¢£|— 1. Le nombre de lignées | R,| forme par ailleurs un processus

de mort pur sur {1,2,...,n} avec taux di = (g) pour 2K k<< n.
2.2.1 Propriétés du processus de coalescence

Certaines propriétés du processus de coalescence comme 'espérance de la hauteur
et de la taille de la généalogie sont présentées ici et seront utiles & la présentation

de résultats dans les chapitres subséquents.

Le temps T}, avant une coalescence lorsqu'’il y a | R;| = k lignées est distribué selon

une loi exponenticlle de paramétre (5). Ainsi,

1 2
E[Tk]=—k—:——, k:2,3,...,n.
() k(k ~1)
La hauteur de la généalogie, ou le temps jusqu’au plus récent ancétre commun,
Tumrea s'exprime comme le temps d’attente avant que le nombre de lignées ne soit

plus que un :

TMRCA = min{t P 0: |Rt| = 1}

Pour le processus de coalescence, le nombre de lignées |R;| est un processus de
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mort pur; donc, Tmrca est la somme des n — 1 variables aléatoires exponentielles

de sorte que
e - 2 - 1 1 1
Bltwenl = S B1 = Y g =23 [ g =2 (15)-
k=2 k=2

En moyenne, le temps de coalescence lorsqu’il ne reste que deux lignées représente

plus de la moitié du temps au plus récent ancétre commun :

E[Turea] 1— 1

1 = E|[T: = .
[2]> 2 n

La taille de la généalogie ou le temps total pour le processus de coalescence se

développe & partir des temps de coalescence; puisqu’il y a k branches sur la

généalogie durant un temps 7T}, le temps total s’exprime

Tror = Z KT.
k=2
Ainsi,
. =3
E[T = kE|[T, k——r - 2.6
[Tror] kZ T3] = Zk(k ;k (2.6)
De plus, toutes les suites de partitions 79,71, ..., 7n—1 telles que

A=mp<m=<-=<Mp1=0

sont équiprobables sous le processus de coalescence ; celles-ci donnent la forme de

I’arbre. La figure 2.6 représente une généalogie typique.
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MRCA

Thrca

]

qn 94 g5

Figure 2.6 : Une réalisation moyenne du processus de coalescence avec Ty = E[Tk]

pour k=2,...,5 (n=25).
222 Simulation de généalogies

Des généalogies qui sont des réalisations du processus de coalescence se simulent
aisément. La procédure de simulation est dérivée d’une construction des chaines
de Markov & temps continu (Durrett, 2012, section 4.1). Ce type de procédure
se base sur le concept de chaine intégrée. L'idée générale est présentée ici sans

développements mathématiques.

La suite d’états ig,1,,%2,... visitée par une chaine de Markov & temps continu
est une chaine de Markov & temps discret appelée chaine intégrée. Si Q est le
générateur de la chaine a temps continu, les transitions, pour la chaine intégrée,

se font d’un état ¢ vers un état 7 avec probabilité

—= (2.7)
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Le temps passé a 1’état 7 est la variable exponentielle
T; ~ Exp(—qu)
et est indépendant de 1’état j vers lequel la chaine intégrée fait une transition.

Cela suggére un méthode itérative pour générer les valeurs d’une chaine de Markov
a temps continu. Si la chaine démarre a 1’état 7, le temps T; peut étre simulé
indépendamment de la nouvelle valeur j pour la chaine intégrée qui, elle, est tirée
en accord avec (2.7). La procédure est ensuite répétée un nombre arbitraire de

fois & partir du nouvel état j.

Dans le cas du processus de coalescence Ry, il a la particularité d’étre absorbé a
I’état

© = {{91,.--,9a}} €Cn
aprés exactement n — 1 transitions. Autrement dit, qge = 0 ce qui doit étre
interprété comme Ty = oo; aprés n — 1 transitions, la chaine est coincée & ©

durant un temps infini.

Les transitions se font toujours d’une partition £ vers une partition 7 avec £ < 7.
La probabilité de transition vers un état n = £&9) obtenu en joignant les classes
d’équivalence i et j de £ est uniforme sur toutes les paires ¢,7 = 1,2,...,[¢| telles

que i < j.
Le taux de transition, lorsque R; se trouve a I’état £, vaut

()

ce qui correspond au paramétre de la loi exponentielle du temps de coalescence

Tig;- Il y an — 1 de ces temps correspondant aux transitions entre les états

A=mp<m=<-+ <01 =6.
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Au départ, la chaine R; est a 'état A = {{g1},{92},---, {9n}} et avec |A| = n. Le
nombre de classes diminue de un a chacune des transitions. Le temps passé 4 1’état
nr, état de la chaine aprés 7 sauts, est donc une variable aléatoire exponentielle
de taux

oy = (";T) r=0,1,...,n—~2.

Pour le processus de coalescence, le taux de transition —qy,,, pour le (7 + 1)i¢me

saut ne dépend pas de la partition 7, visitée. Les temps de coalescence
TnaTn.—h s 1T2
correspondent a ces variables exponentielles avec paramétres respectifs
n n—1 2
oo )y
et sont indépendants de la chaine intégrée du processus de coalescence R;.

L’algorithme 2.1 procéde en générant les n — 1 temps de coalescence et ensuite la

séquence des partitions visitées. Au dernier passage dans la boucle, i = 1, j = 2 et

les deux derniéres classes sont regroupées pour former ’état © = {{g1,...,9.}}
2.2.3 Dérivation du processus de coalescence & partir du modéle de Wright-
Fisher

Le processus de coalescence a été découvert comme processus limite du modéle
de Wright-Fisher par Kingman (1982b). Le développement présenté dans cette
section est entiérement calqué sur la section 2 de cet article. Il est cependant

exposé ici dans une forme plus détaillée.

Soit R, le processus de généalogie donnant la partition & la génération 7 € IN
mesuré dans le passé d'un échantillon -y, de n génes choisis a la génération Gy sous
le modéle de Wright-Fisher. Ce processus prend ses valeurs dans I’ensemble des

partitions de v,, C,, et est markovien en 7; sa matrice de transition est notée P p.
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o = A | (Partition initiale)
n = |nol (Taille de l’échéntillon)
POUR k=nn-1,...,2
tr ~ Exp(1)
T = 1/ )
FIN POUR
£E=mno (Partition courante)
k=n ‘ (Nombre de lignées)
POURT=1,...,n—-1
(t,5) ~U{E,j:1<i<j <k} (Tirage sans remise)
Ny = 69
E=n; (Actualisation de la partition)
k=k-1 .(Actualisation du nombre de lignées)
FIN POUR

Algorithme 2.1 : Simulation d’une généalogie pour un échantillon +, selon le pro-

cessus de coalescence.

Le processus ancestral, introduit a la section 2.1.4, A,(7) = |R.| donne le nombre
total de lignées a la génération 7. La matrice de transition de R, le processus sur
les partitions, peut étre dérivée a partir du processus ancestral et sa matrice de

transition M.

La probabilité qu’il n’y ait aucune coalescence pour k lignées en une génération
s’exprime

mkk=1—@+(’)(—1—).

N N?
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Alors, pour Py, la matrice de transition du processus R, sur les partitions,

(%) 1
Pg = Mgy =1-—~+0 <ﬁ) ; (2.8)

pour tout £ € C,.

Le nombre de lignées diminue de un en passant de k£ & & — 1 avec probabilité

mesr= &0 ().

N N2

Cela correspond pour R; a une transition d’une partition £ vers une partition 7
telle que £ < 1. Pour une partition £ donnée, il existe ('g') de ces partitions vers
lesquelles les transitions sont équiprobables, une conséquence de ’échangeabilité

du modeéle de Wright-Fisher. Donc, pour £ < 7,
_ Mygje-1 _ 1 1
pf”__(_lfl)-_ﬁ"_o(ﬁ) : (2.9)
2 _

Les transitions vers d’autres partitions que celles décrites par (2.8) et (2.9) se
font avec probabilité O (1/N?) puisque pour ¥’ € k — 2, my = O(1/N?); 1a
probabilité de voir plus de deux lignées coalescer en une seule génération est de

I'ordre de 1/N2.

La matrice de transition Py s’exprime donc
l¢1
1-Blvo(d) sie=n
Pen = %—i—@(-]\}—z) si € <7,
O (Nl—z) sinon.
De plus, la matrice peut s’écrire sous la forme

1 1 »
PN=I+NQ+O([—VE) | (2.10)

avec Q le générateur du processus de coalescence (définition 2.1).

Le Lemme suivant sur les normes de matrices servira a la démonstration du ré-

sultat 2.1.
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Lemme 2.1. Soit P et Q deuz matrices stochastiques n X n, A une matrice n xXn

quelconque et la norme
n
n
1Al = I?jfz |ay;.
j=1
Alors,

IPY - QY| < NP - QL. (2.11)

Démonstration. Premiérement, pour A une matrice n X n quelconque, en appli-

quant I'inégalité du triangle,

n
E Pikak;

IPA|| = max )

j=1 k=1
n n
n .
< max E E |Pikax;|
T j=1 k=1

n n
n
=max ) pi ) _law|
T k=1 j=1

— |JAlL - (2.12)

La deuxiéme inégalité est due au fait que ) ;_; pic D_;—, |ak;| est une combinaison

convexe.
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Ensuite, 'inégalité du triangle est appliquée une fois de plus pour montrer que

n
Z AikPkj

k=1

|| AP|| = max }

i=1

n n
n
< ijlxz > lawpssl

j=1 k=1

n n
n
~ Yl 3
k=1 i=1

n
n
max g |2k
i=1
k=1

= [|A]]. (2.13)

Cela est valide car pour une matrice stochastique P, 2;:1 pPr; = 1.

La propriété 2.11 est vérifiée pour N = 1. S’il est supposé qu’elle est vraie jusqu’a

N — 1, en appliquant 'inégalité du triangle,

[P — Q|| = IP(PY-! — Q") + (P — Q)QY|
< IP(PY' = QY Y)|| + (P — Q)Q"|
<Y1 = QYY) +]I(P - Q)
< NlIP - Q).

La deuxiéme inégalité est vraie en vertu des équations (2.12) et (2.13). Finalement,

la derniére ligne est obtenue en invoquant ’hypothése de récurrence. O

Résultat 2.1. (Kingman, 1982b) En mesurant le temps en unité de N généra-
tions, le processus de généalogie {RLMJ,t P 0} dérivé du modéle de Wright-Fisher

tend en distribution vers le processus de coalescence lorsque N — oo :

N
Py T exp(tQ).
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Démonstration. Selon le lemme 2.1,

PILVNtJ - exp.(% [NtJQ> H <Nt 1 Py —exp (%Q) H

1 ' 1
S RRIEO R ER)
_ 1
(%)

en vertu de 'équation (2.10). O

Il existe une version du modeéle de Wright-Fisher tenant compte de la nature
diploide et sexuée de certains organismes vivants (incluant les humains). Maohle
(1998) a montré que les généalogies se comportaient également comme le processus
de coalescence a la limite lorsque le nombre d’individus dans la population est trés

grand.



CHAPITRE III

GENETIQUE FAMILIALE

Les modeéles probabilistes en génétique se distinguent en deux grandes spécialités :
la génétique familiale et la génétique des populations. Le modéle de Wright-Fisher
présenté au chapitre 2. est un exemple de cette derniére approche. Le chapitre

présent traite des bases probabilistes de la génétique familiale.

Cette présentation est originale puisque ’emphase est mise sur la construction de
généalogies sous forme d’arbres. Plusieurs concepts de base de la génétique des
familles interviennent dans les développements et ils sont présentés au fur et a

mesure.

3.1 Pedigree

Les relations de parenté & l'intérieur d’une famille peuvent étre décrites par un
pedigree : un graphe dirigé acyclique (Lauritzen et Sheehan, 2003) ou une fléche
a — b signifie a est parent de b. Un exemple est donné a la figure 3.1. Chacun
des sommets posséde deux parents ou zéro; ces derniers individus sont appelés
fondateurs. De plus, les fleches seront parfois omises avec la convention que les

parents sont toujours placés plus haut que leurs enfants.

Définition 3.1. Un pedigree est un graphe dirigé acyclique décrit par une paire
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Figure 3.1 : Pedigree sur trois générations illustrant la relation entre les fréres et

soeurs 11 et 12 et leur cousin 13. Les fondateurs sont les individus 1 a 6.

(Z,m) : I est un ensemble de génes chacun appartenant soit aur fondateurs F,

soit & leurs descendants (non-fondateurs) D de sorte que Z =F UD et
7T:D—>Ix1T

est la fonction associant & chaque membre i € D ses deuz parents mo(i) et m(i).

De plus, T est dans un ordre topologique : mo(z), m1(2) < ¢ pour tout i € D.

Il est & noter que la définition 3.2 s’applique également lorsqu’il y a plusieurs

graphes disjoints.

Puisqu’un pedigree est considéré comme un graphe fini (|Z| < o0), il existe une
borne sur la longueur des chemins sur celui-ci. Cette borne sera appelée la hau-
teur du pedigree et sera invoquée dans plusieurs développements concernant les

distances sur un pedigree. Le concept est illustré a la figure 3.2.

Définition 3.2. La hauteur A(P) d’un pedigree P = (Z,7) est la longueur mazi-
male parmi ’ensemble des chemins reliant un des fondateurs & un autre membre

du pedigree.
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Figure 3.2 : Un exemple de pedigree de hauteur A(P) = 3. Les deux chemins de

longueur maximale sont en bleu.

3.1.1 Ploidie

Afin de situer 'approche décrite dans ce chapitre, il est nécessaire de faire une
courte parenthése et de mentionner briévement le principe de ploidie en biologie.
Les contraintes liées a la ploidie pour la reproduction de génes sont ignorées dans
ce mémoire contrairement a l'approche courante en génétique familiale. Des ar-
guments sont donnés pour justifier en quoi une généralisation a la reproduction

diploide et sexuée est assez immeédiate.

Tous les individus d’une espéce diploide et sexuée, par exemple les humains, pos-
sédent deux copies de chaque géne, chacunc provenant d’'un scul des deux parents
qui sont de sexe opposé (mére, pére). La littérature de la génétique des familles
traitc nécessairement de ce type d’espéce puisque la contrainte d’avoir deux pa-
rents est intimement liée au caractére diploide. Si les sommets sur le pedigree de
la figure 3.1 représentent des individus, ils scraient remplacés dans unc approche
tenant compte de la nature diploide par leurs deux génes et leurs relations de

parcnté respectives comme a la figure 3.3.
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Figure 3.3 : Pedigree montrant les relations familiales entre les génes pour des
individus diploides. Les liens en gris sont symboliques ; ils montrent ’appartenance
de deux génes & un méme individu, mais ne font pas partic du graphe. Par exemple,

les parents du géne 13 sont les génes 1 et 2 qui appartiennent au méme individu.

La structure du pedigree du point de vue des génes est la méme que les DAGs -

décrits par la définition 3.2 : chaque sommet posséde deux parents ou zéro. Le

terme pedigree peut étre entendu comme ce type de graphe sur les génes.

Cependant, dans ce développement, la nécessité d’avoir un nombre pair de génes et
I’aspect sexué de la reproduction sont ignorés; les pedigrees auront une structure
moins contrainte et plus générale dans l'objectif d’utiliser des définitions plus
succinctes. Le graphe de la figure 3.1 servira parfois d’exemple de pedigree malgré
qu’il posséde un nombre impair de sommets. Cette approche simplifiée permettra
d’«arrimer» la génétique familiale au modéle de Wright-Fisher standard, présenté

au chapitre 2, pour introduire le modéle unifié du chapitre 4.
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3.1.2 Indicateurs de méiose

La propagation d’entités génétiques indivisibles (génes) sur un pedigree est entie-
rement décrite par la premiére loi de Mendel (1865) : un géne est hérité d’un seul
de ses parents et le choix se fait avec équiprobabilité. Cette loi est formalisée en
introduisant des variables aléatoires appelées indicateurs de méiose (Thompson,

2000).

Définition 3.3. A chacun des membres non-fondateurs i € D d’un pedigree est
associé un indicateur de méiose S;. Les variables aléatoires S; sont indépendantes
et identiquement distribuées de loi Bernoulli(1/2). Elles décrivent la provenance

d’un géne parmi les deux parents.

L’ensemble des indicateurs de méiose est noté S = {S; : ¢ € D}. 1l encode tout le
caractére aléatoire en génétique familiale. En ce sens, toute variable aléatoire sur

le pedigree est une fonction des indicateurs de méiose.

Lorsqu'ils sont réalisés, chaque géne, a 'exception des fondateurs, ne posséde qu’un
seul parent comme dans le modéle de population de Wright-Fisher ; I'indicateur
de méiose S; associé & un non-fondateur ¢ € D détermine I'unique parent qui

transmet son matériel génétique & ¢ :
a(i) = msi (7). (3.1)

La variable aléatoire (%) est une fonction de l'indicateur de méiose S;. Une réa-

lisation de S est montrée a la figure 3.4.
3.2 Généalogies

Lorsque tous les indicateurs de méiose S pour un pedigree P = (Z, ) sont réalisés,

4 tout membre i € T correspond un et un seul fondateur. Autrement dit, il existe
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Figure 3.4 : Une réalisation des indicateurs de méiose détermine le parent duquel
(aréte en noir) un géne est hérité (sauf pour les fondateurs). Sur la figure, la valeur
0 ou 1 correspond & choisir, respectivement, le parent de gauche ou de droite.

XA €{0,1,...,A(P)} tel que la composition a*(i) € F. Cela suggére la fonction

es: L —>F

associant & chacun des génes son unique fondateur. La relation sera exprimée en

notation abrégée ¢, mais est une fonction des indicateurs de méiose.

A un fondateur i € F correspond lui méme : (i) = a®(%) = 1. Pour I'exemple de

la figure 3.5 la fonction ¢ se décrit par

)
i ieF=1{1,...,6},
_ 1 i=7,11,
p(i) = <
4 i=8,9,12,13,
6 i=10.
\

La généalogie d’un échantillon ~y, provenant d’un pedigree est, dans sa forme la
plus fondamentale, un ensemble d’arbres entiérement déterminé par les indicateurs

de méiose S. Elle est un sous graphe du pedigree constitué de tous les chemins
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Figure 3.5 : Pour un membre du pedigree, il existe un seul chemin reliant un

fondateur A celui-ci lorsque les indicateurs de méiose S sont réalisés.

reliant v, aux fondateurs 7. Ces chemins sont formés des arétes

g(S) = {[¢(d) = &™(2), (@), .., [@*(8), (D)), [ex(d), 1]}

pour 7 € v,. Un exemple est donné 4 la figure 3.6. La généalogie est la réunion de
tous ces chemins qui relient chacun des i € -y, a son fondateur :
G,.(8) = | &(S)-
i€Yn
Seuls I’échantillon +,, les fondateurs et les événements de coalescence (sommets
avec deux enfants ou plus) sont informatifs. Comme a la section 2.1.1, les autres
sommets seront parfois omis sur les représentations de généalogies, remplacés par
la longueur des branclies en nombre d’événements de reproduction. La structure
de la généalogie sera résumée par un ensemble d’arbres avec I’échantillon sur les

feuilles et les racines provenant des fondateurs. Des exemples sont illustrés a la

figure 3.7.

Les sommets de 1’échantillon peuvent également représenter des événements de

coalescence. Cela peut se produire lorsque I'on échantillonne des génes avec cer-
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g 9 g3

Figure 3.6 : Un sous-graphe du pedigree est en rouge. Celui-ci correspond & une

réalisation d’une généalogie.

tains de leurs ancétres sur le pedigree comme illustré a la figure 3.8. Dans ces cas,
les génes appartenant a I’échantillon sont tout de méme placés sur les feuilles de la
généalogie sur une branche de longueur zéro pour garder un représentation unifiée

avec les généalogies présentées a la section 2.1.1 qui surviennent dans le cadre du

modéle de Wright-Fisher.

Contrairement au processus de coalescence, les généalogies de génétique familiale
ne sont pas limitées & des arbres binaires ; par exemple, trois génes peuvent trouver
un ancétre commun au méme endroit. Cela se produit potentiellement lorsque
plusieurs génes ont un parent en commun sur le pedigree comme ceux illustrés &

la figure 3.9.

3.2.1 Simulation de généalogies

Lorsque tous les indicateurs de méiose S sont réalisés, la fonction

a: D1
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{91 } {92, gz}
2 2 2

g1 g2 g3

(a)
{gla g2, g3}
1
2

1 1

5 92 g3

(b)

Figure 3.7 : Deux exemples de généalogies comme des sous-graphes d’un méme
pedigree et les arbres qui leurs correspondent. (a) La généalogic est composée de
deux arbres disjoints correspondant & deux fondateurs distincts. (b) Toutes les

lignées coalescent sur le pedigree et la généalogic est composée d’un seul arbre.

associant & chacun des non-fondateurs son unique parent est complétement spéci-
fiée. Pour chacun des membres g € -y, de I'échantillon, il existe un unique chemin
partant d’un fondateur ¢(g) € F vers g. La réunion de ces chemins est un en-

semble d’arbres qui représente la généalogie.

Cependant, pour construire la généalogie, tous les indicateurs de méiose n’ont pas
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{91, 92} {93, 94, 95, 96} {9}

94 s g1 g2 gs 94 g5 gs g7

Figure 3.8 : Généalogie d’un échantillon de sept génes composé des trois génes

{92, 91, 96} et de 'ensemble {g;, g3, g5, g7} de leurs parents sur le pedigree.

{91,92,93}

41 g2 83 5 g2 g3

Figure 3.9 : Les trois génes de 1’échantillon coalescent dans le méme ancétre.

besoin d’étre observés. Par exemple, il est naturel de penser que la généalogie est
indépendante d’un indicateur de méiose S; associé & un gene ¢ qui n’est ancétre

(sur le pedigree) d’aucun membre de 1’échantillon.

Une fagon de raisonner cette derniére affirmation est de prendre une réalisation
" quelconque {S = s} des indicateurs de méiose. Si 'on modifie la valeur d’un
indicateur de méiose S; pour un géne 7 qui n’est pas ancétre d’'un géne g € y,,
aucun chemin reliant un fondateur & un membre de ’échantillon n’est modifié.

Autrement dit, la généalogie n’est pas une fonction de ces indicateurs de méiose.

Soit gmax = mMax vy, le géne maximal de I’échantillon pour un certain ordre topolo-
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gique sur le pedigree (résultat 1.1). Une généalogie G, (S) peut étre décomposée
en une aréte [@(gmax), gmax] €t une généalogie sur un nouvel échantillon composé

de v, sans gmax €t incluant o(gmax) :

G’Yn(s) = G'Yn\{gmax}u{a(gmax)}(s) U [a(gmax), gmaX]-

La finesse de cette décomposition provient du fait que gmax ne se retrouve pas
sur cette nouvelle généalogie. En effet, le géne gpax n’est ancétre d’aucun autre
membre de v, ni de a{gnax) par la propriété d’ordre topologique. La nouvelle

généalogic est donc indépendante de 'indicateur de méiose S

Gmax *

L’algorithme 3.1 exploite cette relation récursive ; il fixe a(gmax) en simulant indi-

cateur S en premier. La procédure est ensuite itérée sur la nouvelle généalogie.

Toutes les compositions a?(g) pour tout membre g € v, de I’échantillon sont déter-
minées jusqu’a atteindre les fondateurs. La suite d’indicateurs de méiose simulés
dépend de I'ordre topologique qui n’est pas forcément unique. Une application de
I’algorithme 3.1 est illustréfe a la figure 3.10. De plus, l'utilité de l’alg;)rithme 3.1

est discutée dans 'appendice A présentant une série d’expériences liées au concept

de généalogie en génétique familiale.
3.2.2  Etat IBD

Deux génes sont identiques par descendance (IBD) s’ils ont un ancétre commun
sur la généalogie (ils coalescent sur le pedigree). Cela se produit si et seulement

si ils proviennent d’un méme fondateur.

Définition 3.4. Pour un échantillon de n génes v, C I provenant d’un pedigree;
Uétat IBD J(S) (Thompson, 2000) est la partition de -, formée & partir de la
relation d’équivalence

1BD
=b

< p(a) = ¢(b)
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E=v\F (Les fondateurs sont écartés)
TANT QUE E # 0
Jmax = max Iy (E est ordonné)

Sgmax ~ Bernoulli (1/2)

(gmax) = TSypnq, (Jmax)
P(gmax) = P((gmax))
E =FE\ {gmax} | (gmax est retiré)
si 0(gmax) € F
¢((gmax)) = (gmax)
sinon
E = EU {a(gmax)} * ((gmax) Peut étre déja dans E)
FIN si
FIN TANT QUE

Algorithme 3.1 : Simulation d’une généalogie pour un échantillon v, provenant
d’un pedigree P = (Z,«). L’algorithme donne aussi explicitement 1'état IBD en
calculant ¢ pour les membres de ’échantillon v,. Une utilisation de I'algorithme

3.1 est présentée dans l'appendice A.

pour a,b € y,.

Alors, J(S) est une variable aléatoire sur ’espace C, des partitions de -, entiére-
ment déterminée par S . Sa fonction de masse
PJ(S)=¢), £€C,

est difficile & caractériser car elle dépend fortement de la structure du pedigree.

L’état IBD est lié a la généalogie du point de vue suivant : pour deux génes a

et b, p(a) = @(b) si et seulement si a et b appartiennent au méme arbre sur la
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(5) (6)

Figure 3.10 : Un exemple du déroulement de 'algorithme 3.1. Les sommets pleins

représentent ’ensemble E & chacun des passage dans la boucle TANT QUE.

généalogie. En ce sens, J(S) est connu lorsque la généalogie G, (S) est observée.

Comme il a été discuté a la section 3.2.1, les génes qui ne sont pas ancétres d’au
moins un des membres de 1’échantillon n’ont aucune influence sur la généalogie de
ceux-ci et donc, par extension, sur I’état IBD. Ces sommets peuvent étre retirés

sans conséquences pour la loi de probabilité de J(S).

De plus, certains sommets jouent un roéle comparable & celui d’un entonnoir sur

le pedigree. Tous les chemins partant d’un ancétre d’un «entonnoir» e € D vers
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un membre g € v, de l'échantillon passent par e. Le principe est illustré a la

figure 3.11.

O

€y €o

g1 g2

Figure 3.11 : Les sommets e; et e, sont des entonnoirs par rapport a I’échantillon
{g1.92}; ils peuvent jouer le rdle de fondateur car si g; et g, sont IBD, ils le sont
déja & partir de e; ou ey. La partie du pedigree en bleu peut étre élaguée sans

modifier la loi de probabilité de ’état IBD J(S).

Dans ces cas, si & des membres de 'échantillon correspond un fondateur ancétre
de e, ils sont IBD au moment ou e est atteint. Le sommet «entonnoir» e peut

donc jouer le réle de fondateur et ses ancétres sont élagués.

Un facon d’argumenter cctte derniére conclusion est cn partant d’unc réalisation
quelconque des indicateurs de méiose {S = s} spécifiant une généalogie G, (s).
Soit S;, un indicateur pour 7 un «entonnoir» e ou un des ses ancétres sur le

pedigree.

Si ¢ est sur un arbre de la généalogie, cet arbre ne contient que les membres de
I'échantillon descendants de e. En modifiant S;, un nouvel arbre cst créé, mais

celui-ci contient toujours exclusivement les membres de 1’échantillon descendants
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de e car tous les chemins des ancétres de e passent par lui pour rejoindre 1’échan-
tillon. La relation d’équivalence (définition 3.4) est donc inchangée lorsque V’on
modifie la valeur de S;; 'état IBD n’est pas une fonction d’un tel indicateur de

méiose.
3.2.3 Probabilité de coalescence

Comme constaté au début de la section 3.2 consacrée aux généalogies, tous les
. génes d’'un échantillon ne sont pas obligés de coalescer sur le pedigree. Pour une
paire de génes a et b, la probabilité qu’ils trouvent un ancétre commun sur la

généalogie sera notée fgp.

L’état IBD pour un échantillon de n = 2 génes prend ses valeurs dans les deux
partitions de {a, b} possibles : {{a}, {0}} et {{a,b}}. La quantité f,, correspond
a la probabilité

P(I(S) = {{a,0}})

pour un échantillon v, = {a,b}. Autrement dit, si les deux génes ont coalesc, ils

appartiennent a la méme classe d’équivalence.

Cette probabilité dépend donc de la structure du pedigree P et des indicateurs de
méiose S = {S; : i € D} associés. Puisqu’elle s’exprime comme une probabilité sur
Pétat IBD, elle peut étre retrouvée a pértir du pedigree élagué des sommets qui
ne sont pas ancétres de a ou b et des sommets qui sont ancétre d’un «entonnoir»

par rapport a I’échantillon {a, b} comme décrit a la section 3.2.2.

Deux génes coalescent sur le pedigree si et seulement si ils proviennent d’un méme
fondateur. La probabilité d’une certaine réalisation {S = s} des indicateurs de

meéiose est 1/ 2/P1'; alors, en sommant sur ’ensemble S des indicateurs de méiose,
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la probabilité f,, s’exprime comme

fu=Ple@) = o) =55 3 Plol@=p®)IS=s). ()

se{0,1}1PI
Puisque la fonction ¢ est déterminée par S, chaque terme de la somme de 1’équa-

tion (3.2) prend la valeur 0 ou 1.

La valeur fg; est un analogue haploide (un seul géne par individu) du coefficient
de parenté (Malécot, 1948) ; elle peut également étre calculée de maniére récursive

tel que démontré par le résultat suivant.

Résultat 3.1. Puisque la probabilité fu, est symétrique pour a et b, il est supposé,
sans perte de généralité, que a > b. Sia = b, a et b proviennent du méme fondateur
~ avec probabilité 1 : fu = 1. Si a > b et que a est un fondateur (a € F), alors
fap = 0. Sinon, le coefficient fu, s’exprime dans une forme récursive en fonction

de b et des parents de a sur le pedigree :
1
fab = E(f‘n'o(a)b + fm(a)b)'

Démonstration. Premiérement, pour le cas @ = b, la probabilité de coalescence
s’exprime

far = P(p(a) = p(a)) = 1.

Autrement dit, il est considéré qu'un géne coalesce avec lui-méme avec probabilité

1.

Ensuite, si @ > b et a est un fondateur, alors a est son propre fondateur : ¢(a) = a.

A cause de la propriété d’ordre topologique (résultat 1.1), a > b implique que a

n’est pas ancétre de b sur le pedigree. Il est donc impossible que a soit le fondateur

deb: |
fab = P(a = (b)) =0.
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Sinon, lorsque a > b et a ¢ F, la stratégie est d’exprimer f,;, en sommant sur les
valeurs possibles de l’indicateur de méiose S,. Les deux parents potentiels pour
a sur la généalogie sont my(a) et m(a) et un des deux est choisi avec probabilité

uniforme 1/2 :

Jap = P(p(a) = ¢(b))
= 2 [P(e(@) = 9(B)]S. = 0) + Plo(a) = p(®)}Sa =] . (33)

Lorsque l'indicateur de méiose S, est fixé 4 une valeur s € {0,1}, le parent de a

sur la généalogie est a(a) = ms(a); ils proviennent donc du méme fondateur :

p(a) = p(ms(a)).

Alors,

P(p(a) = p(8)|Sa = 5) = P(o(m,(a)) = (B)ISa=s), s€{0,1}. . (3.4)

De plus, les choix des fondateurs ¢(ms(a)) et ¢(b) sont indépendants de S, car a
ne fait pas partie des ancétres de m,(a) ou de b par la propriété d’ordre topolo-
gique (ms(a),b < a). Ainsi, son indicateur de méiose n’a aucune influence sur la

généalogie de ces derniers.

Donc, la probabilité que 7s(a) et b soient IBD est indépendante de S, :

P(p(ms(a)) = p(b)]Sa = s) = P(p(ma(a)) = ¢(b)), s€{0,1}. (3-5)

Par les équations (3.4) et (3.5),

P(p(a) = ¢(b)|Sa = 5) = P(p(ms(a)) = ¢(b)), s€{0,1}, (3.6)

et la forme récursive du résultat 3.1 est retrouvée en substituant (3.6) dans (3.3).

a



93

Afin de calculer f,, pour toutes les paires (a, b) parmi les membres Z d’un pedigree,
il serait inutilement onéreux de les calculer successivement car plusieurs calculs
de coefficients interimédiaires se répétent. La stratégie optimale est de les calculer
dans un ordre astucieux et de les garder en mémoire afin d’éviter les répétitions.

Par exemple, lorsque la forme récursive

1 .
fab = §(f1ro(a)b + fri(ap)

est employée, il serait profitable d’avoir calculé fry @) €t fr, () au Vpréalable. L’al-
gorithime 3.2 est une adéptation de celui proposé par Lange (2003, section 5.2)
pour calculer les coefficients de parenté. A chacun des passages dans la boucle, si la
forme récursive doit étre utilisée, les coefficients intermédiaires sont déja calculés,

par les trois inégalités mo(a), m1(a),b < a.

POURa=1,2,...,1
POUR b=1,2,...,a
sia=0b
fan=1
sinon si a € F
far=0
sinon
Jas = 5(Frot@)p + Fria)p)
FIN si
FIN POUR
FIN POUR

Algorithme 3.2 : Calcul de la probabilité de coalescence f,; pour toutes les paires

a,bel = {1,2,...,[} sur un pedigree P = (Z, 7).
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3.3 Temps et distance sur la généalogie

La généaloéie en génétique familiale est décrite par un ensemble d’arbres comme
présenté a la section 3.2. Comme pour le modéle de Wright-Fisher, les temps sur
la généalogie sont mesurés en nombre d’événements de reproductfon (arétes sur
les arbres). Ces temps sont toujours bornés d’une certaine fagon par la hauteur

finie du pedigree.

3.3.1 Temps total

Le nombre d’arétes TFI(%)T ou la somme des tailles des arbres de la généalogie
d’un échantillon =, provenant d’un pedigree P est analogue au temps total pour
le processus de coalescence ou le modéle de Wright-Fisher. Sa loi de probabilité

dépend fortement de la structure du pedigree.

Comme décrit plus en détails a la section 3.2, la généalogie en génétique familiale
est un ensemble d’arbres composé de tous les chemins reliant un des fondateurs
a un membre de ’échantillon. Chacun de ces chemins a une longueur plus petite

ou égale & A(P), la hauteur du pedigree, tel que décrit par la définition 3.2.

 Le nombre d’arétes sur la réunion de tous ces chemins est plus petit ou égal a la
somme des longueurs des chemins car ils ne sont pas forcément disjoints. Ainsi,
le temps total TSQT pour une généalogie sur un pedigree P d’un échantillon de n

génes est borné :

Tior < nA(P),

ou A(P) est-la hauteur du pedigree.
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3.3.2  Distance

Soit deux génes a et b qui coalescent sur le pedigree. Comme constaté a la sec-
tion 3.2 sur les généalogies, les temps aux événements de coalescence ne sont pas
forcément symétriques pour a et b dans le sens que la distance entre a et ’événe-
ment de coalescence de a et b n’est pas forcément égale a la distance entre b et ce

méme événement de coalescence.

Par exemple, des génes a et b = mp(a), un des deux parents de a, coalescent si
l'indicateur de méiose S, = 0. Le parent de a sur la généalogie est alors a(a) = b.
Du point de vue de b, le temps de coalescence est zéro alors qu’il a fallu un

événement de reproduction pour a avant de retrouver b.

Puisque le temps de coalescence est difﬁcilement défini sur un pedigree, c’est la
notion de distance qui sera développée. La distance dp(a, b) entre deux génes est
définie lorsque a et b sont IBD sur le pedigree, c’est-a-dire qu'ils appartiennenﬁ
au méme arbre sur la généalogie. La distance pour deux sommets sur un arbre
est décrite par la définition 1.8; il s’agit du nombre d’arétes sur ’arbre minimal
contenant a et b. La notion de distance sur une généalogie provenant d’.un pedigree

est illustrée a la ﬁguré 3.12.
Par exemple, & un géne g sur la généalogie correspond un unique fondateur
o(g9) = o(g).

Les deux génes sont IBD et leur distance est bornée par la hauteur du pedigree :

dp(9,0(9)) = A < A(P). (37)

En général, la distance entre deux génes a et b, s’ils sont IBD, est plus petite

ou égale a la longueur de deux chemins sur le pedigree ou au temps total si I'on
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a1 g2 g3 g4 gs s g7

Figure 3.12 : Les arbres minimaux contenant respectivement {g1, 92} et {g3, g6}

sont en bleu. Les distances dp(g1, g2) et dp(gs, gs) valent respectivement 1 et 3.

considére I’échantillon vy, = {a,b}. La distance dp(a,b) est donc bornée lorsque

définie :

dp(a,b) < 2A(P). (3.8)



CHAPITRE 1V

P-COALESCENT

En génétique des populations, les relations familiales sont typiquement ignorées

- malgré qu’elles existent entre les individus. Une des raisons est que les relations

familiales distantes ne sont tout simplement pas trés bien documentées dans la

plupart des cas.

Si le pedigree de toute la population était disponible, il serait possible, du moins
théoriquement, d’appliquer les concepts du chapitre 3 pour construire des généa-
logies jusqu’au plus récent ancétre commun d’un échantillon. Par exemple, cela
permettrait de comparer certaines propriétés des généalogies sous Wright-Fisher

avec celles prédites par la génétique familiale.

Wakeley et al. (2012) explorent cette idée en comparant, a I’aide de simulations,
les temps de coalescence prévus sous le modéle de Wright-Fisher & ceux obte-
nus en tragant des généalogies a partir d’'indicateurs de méiose. Pour ce faire, ils
imaginent un grand pedigree regroupant I’ensemble d’une population. Ils arrivent
a la conclusion que les temps avant le plus récent ancétre commun & travers le
pedigree pour une paire de génes {a, b} choisie aléatoirement dans une grande po-
pulation ne sont pas si différents des temps exponentiels prédits par le processus

de coalescence.



o8

Cependant, si a et b sont plutdts choisis arbitrairement sur un pedigree avec un
coefficient de parenté f,;, élevé, la loi de probabilité de leur temps de coales- -
cence devrait étre grandement affectée. L’approche décrite dans ce chapitre, le
p-coalescent, permet de modéliser I'effet des liens de parenté dans un modéle de

population comme celui de Wright-Fisher.

Plus généralement, le p-coalescent construit des généalogies dans 'esprit de la
génétique des populations et, en particulier, du processus de coalescence & partir
d’un échantillon de génes <, provenant d’un pedigree. Ce sont les fondateurs
du pedigree qui seront considérés en tant que membres d’une population. L’idée

générale est représentée a la figure 4.1.

Supposition 4.1. Le p-coalescent suppose que les fondateurs F du pedigree pro-
viennent de la génération Gy d’une population composée de N — oo individus se

reproduisant selon le modéle de Wright-Fisher.

La supposition 4.1 permettra de développer une nouvelle approche & rebours dans
le temps pour construire des généalogies. Intuitivement, les généalogies familiales
s’arrétent lorsque les fondateurs sont atteints; il serait envisageable de compléter
la généalogie des fondateurs & partir des principes énoncés au chapitre 2 sur le

modéle de Wright-Fisher.
- 4.1 Généalogies

La généalogie sous le p-coalescent est un arbre enraciné dans le plus récent ancétre
commun de I’échantillon ~,. Elle est composée de deux parties distinctes : une
dérivée de ’approche en génétique familiale et I'autre basée sur le modéle de

Wright-Fisher et le processus de coalescence.

En génétique familiale, la généalogie est un ensemble d’arbres chacun enraciné






60

Figure 4.2 : Unc généalogic sur un pedigree composé de deux sous graphes dis-

joints.

modéliser leur généalogie jusqu'au plus récent ancétre commun (MRCA). Ainsi,
un arbre binaire joint les fondateurs qui sont les racines de la généalogie familiale

comme dans la représentation de la figure 4.3.

4.1.1 Coustruction de la généalogie

La géneéalogie G-, (S) en génétique familiale, telle que décrite a la section 3.2,
est formée par la réunion de tous les chemins qui partent des fondateurs F vers

I’échantillon ~,.

Le pedigree contraint et complexifie la généalogie, mais contient plus d’information
que le modéle de Wright-Fisher. Entre autres, le nombre de parents potentiels sur
la généalogie pour chacun des génes est de deux a la place de .V. le nombre
d’individus dans la population. La généalogic des non-fondateurs sur le pedigree

sera modélisée par la premiére loi de Mendel et les indicateurs de méiose.

Pour une certaine réalisation G., (s), I'état IBD est J(s) et les racines des arbres

de la généalogie sur le pedigree forment un ensemble aléatoire

Plm) = wl@)

1€Yn
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NMRCA
{!]1- G2, 3. Ja. g5 }

{93.91. 95}

Figurc 4.3 : Un arbre (binaire) de coalescence compléte la généalogic provenant

du pedigree a partir de 1'é¢tat IBD {{g1, 92}, {93}, {94,95}}

composé des fondateurs qui correspondent & au moins un membre de I’échantillon.

En vertu de la supposition 4.1, I'ensemble de fondateurs ¢(v,) provient de la
génération Gy d’une population de Wright-Fisher. Puisque le modéle de Wriglht-
Fisher est échangeable sur les membres de la population, le choix des fondateurs
n’affecte pas la distribution de leur généalogie. Si la taille de la population est trés
grande, l'arbre est distribué selon le processus de coalescence sur un échantillon
de |J(s)| geénes soit le nombre de classes d’équivalence de I'état IBD ou le nombre
de fondateurs dans I’ensemble ¢(7,). Intuitivement, le processus de coalescence
est appliqué sur un ensemble ¢(,,) aléatoire de génes représentant 1'état IBD de

I’échantillon.
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Conditionnellement & la généalogie familiale G.,(s), le premier événement du

processus de coalescence reliant les fondateurs se produit aprés un temps

-0 ()]

mesuré en unité de N générations alors que deux fondateurs dans ¢(vy,) coales-
cent. Deux arbres de G, (s) sont alors réunis sur la généalogie globale et, par
le fait méme, deux classes de J(s) n’en forment désormais qu’une seule. L’état
IBD cffectue donc une transition au temps Tjys) vers un état 7 avec probabilité

uniforme

e

pour J(s) < 7.

Le processus Rt(s) reliant les classes d’équivalence de J(S) sur la généalogie est
une chaine de Markov a temps continu sur 1’espace C, des partitions de v, avec
le méme générateur Q que le processus de coalescence (définition 2.1). Il a la
particularité de démarrer a I'état IBD J(S) € C,, et de compléter la généalogie en

[J(S)| — 1 transitions.

Le processus Rgs) est dépendant de la généalogie familiale G, (S) et, plus géné-
ralement, des indicateurs de méiose S puisque sa distribution initiale est celle dé
Pétat IBD : ‘
P(R{Y =€) = P((S)=¢), €eCn

4.1.2 Simulation de généalogies

Le dessous de ’arbre est composé de chemins sur le pedigree. Cette généalogie
familiale G, (S) est réalisée avant la partie générée par le processus de coalescence
sur les fondateurs. L’algorithme 3.1 permet de simuler ces généalogies et d’en

extraire 1’état IBD.
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Par contre, le dessus de I’arbre dépend de G, (S), mais seulement a travers I’état
IBD J(S). L’algorithme 2.1 de simulation du processus de coalescence a été pensé

afin de pouvoir démarrer 4 une partition arbitraire parmi C,,. Conditionnellement

a G,,(8), il peut étre initialisé & o = J(S) afin de simuler le reste de la généalogie.
4.2 Temps sous le p-coalescent

Les temps sous le p-coalescent sont définis sur ’arbre correspondant & une réalisa-
tion de la généalogie comme celle illustrée a la figure 4.4. En mesurant les temps en
unité de N reproductions, la longueur des branches qui proviennent du pedigree

sont négligeables. Ce fait intuitif est exprimé formellement au résultat 4.1.

4.2.1 Distance

Le temps de coalescence pour deux génes distincts a et b de la génération G
d’une population se reproduisant selon le modéle de Wright-Fisher est distribué
“selon une loi Géo(1 — 1/N) comme discuté & la section 2.1.2. La distance d(a,b)
entre a et b (définition 1.8) est une variable aléatoire qui vaut deux fois le temps de
coalescence sous le modéle de Wright-Fisher. Sa fonction de survie (équation (2.1))
converge vers celle d’une loi £xp(1/2) lorsque le temps ¢ > 0 est mesuré en unité

de N générations :

P(5(a,b) > N -2 b : 4.1
(6(a,b) > t)—(—ﬁ> Imexp(—§>- (4.1)
1l s’agit d’'une conséquence du résultat 2.1 sur la convergence vers le processus
de coalescence ; la distance entre deux génes converge en loi vers deux fois T3, le

temps de coalescence de loi Exp(1) pour un échantillon de deux génes.

Pour le p-coalescent, a cause de la partie de la généalogie sur le pedigree, le temps

de coalescence d’une paire de génes n’est pas forcément symétrique pour a et b,
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MRCA
N
1.5N
0.5N 0.5N
....... ; I
2 3
AP
2 1 (P)
l 1 l 1 l
[4) g2 g3 ga gs

Figure 4.4 : Un arbre représentant la généalogie sous le p-coalescent. En bleu, les

arbres minimaux contenant respectivement {gy, g2} et {gs,gs}.

c’est-a-dire que la distance entre a et I’événement de coalescence de a et b n’est

pas nécessairement égale a la distance entre b et ce méme événement.

Ainsi, comme en génétique familiale, il sera plus facile de décrire la distance
d(a,b) : la taille de l'arbre minimal contenant la paire. Deux arbres minimaux
sur une généalogie du p-coalescent sont illustrés sur la figure 4.4 ; celui reliant g3

et gs n'est pas symétrique a cause de la partie de la généalogie sur le pedigree.

Pour la coalescence de deux génes a et b sous le p—coaleséent, deux situations com-
plémentaires peuvent se produire. La figure 4.5 contient des exemples de distances

sous chacune des alternatives.
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12N ’ 12N

(1) (2)

Figure 4.5 : (1) La coalescence se produit sur le pedigree : d(a,b) = 2. (2) La
coalescence excéde le pedigree : d(a,b) = 2.4N + 4.

1. Si a et b sont IBD sur lelpedigree, c’est-a-dire que y(a) = ¢(b), l'arbre
minimal contenant les deux génes est un sous graphe du pedigree et leur
distance d(a, b) est notée dp(a,b) comme 4 la section 3.3.2. Dans ce cas, la
distance 6(p(a), p(b)) entre les fondateurs est identiquement zéro; il s’agit

de la distance entre un géne et lui-méme.

2. Autrement, si les deux génes proviennent de fondateurs distincts, I’arbre
minimal contenant a et b est complété a partir de p(a) et ¢(b) dans une
population de Wright-Fisher. La taille d(a, b) de cet arbre vaut deux fois
le temps de coalescence des fondateurs 27 (a5 = 0(2(a), v(b)) plus la
longueur des chemins sur le pedigree reliant ¢(a) & a et p(b) & b. Ces
longueurs s’expriment en termes de distances sur une généalogie familiale

comme dp(a, ¢(a)) et dp(b,(b)).
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Dans tous les cas, la portion de d(a,b), sous le p-coalescent, provenant du pe-
digree est toujours bornée par deux fois la hauteur A(P) du pedigree (voir les
inégalités (3.7) et (3.8)) comme le temps total TT(%)T en génétique familiale pour
un échantillon de taille deux. Intuitivement, la somme des longueurs de deux che-
mins sur le pedigree est plus petite que deux fois la hauteur de celui-ci par la
définition 3.2. Puisque d(p(a), (b)) = 0 lorsque ¢(a) = ¢(b), la distance d(a, b)
est toujours sujette, avec probabilité 1, & I'inégalité

3(¢(a), p(b)) < d(a,b) < 8(p(a), (b)) + 2A(P). (4.2)

Pour le p-coalescent, la loi de probabilité de la distance d(a, b) est paramétrée par
la probabilité f,, de coalescence sur le pedigree. En mesurant le temps en unité
de N générations, d(a,b) converge en loi vers une variable aléatoire exponentielle

avec un point de masse a zéro.

Résultat 4.1. Lorsque N — oo, la fonction de survie de la distance d(a,b) sous
le p-coalescent, mesurée par le tempst € R en unité de N reproductions, converge

vers

1) + Tom(®lL = fulexp (3 ) 3)

sauf en 0.

Démonstration. La démonstration est basée sur I'inégalité (4.2). En particulier,

elle implique I'inégalité suivante sur les fonctions de survie :

P(8(a,b) > Nt) < P(d(a,b) > Nt) < P(8(a, b) + 2A(P) > Ni). (4.4)

Premiérement, il est & noter que la loi de probabilité de la distance entre les deux

fondateurs 6(¢(a), ¢(b)) se comporte déja comme le mélange (4.3) lorsque N est

trés grand.
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En effet, en envisageant les deux scénarios complémentaires ol les génes coalescent
soit sur le pedigree, soit dans la population, la fonction de survie de §(¢(a), (b))

s’exprime

P(3(¢(a), (b)) > Nt) = P(6(0(a), ¢(b)) > Ntlp(a) = ¢(b)) fas
+ P(8((a), p(b)) > Ntlp(a) # (b)) [1 — fas].

La distance é(a,b) vaut zéro lorsque a = b; alors, la fonction de survie sous la

premiére alternative est identiquement zéro a partir de Nt =0 :

P(8(¢(a), p(b) > Ntlp(a) = ¢(b)) = L(—oo0)(N?).

Lorsque ¢(a) et (b) sont distincts, la distance d(p(a), p(b)) est celle d’un échan-
tillon de taille deux provenant d’une population de Wright-Fisher. Sa fonction de
survie est décrite par 1'équation (2.1). Ainsi, conditionnellement & {y(a) # ¢(b)},

la fonction de survie de d(¢(a), p(b)) s’exprime

%]
P(5(p(a), ¢(8)) > Ntlp(a) # 9(8)) = L ooy (N1) + Ljp.e) (V1) (1 _ %) |

Globalement, la fonction de survie de 8(¢(a), p(b)) avec le temps ¢ € R mesuré

en unité de N reproductions est

I\
PIS(p(a), #(8) > NO) = Lcao(N0) + Lo (VO -l (1= ) (49
| 1)
= 1(—00,0)(t) + Lo,00)(t)[1 — fab] (1 - %)

et converge vers le mélange (4.3) a la limite lorsque N — co. La deuxiéne égalité

est obtenue en exprimant les indicatrices comme fonctions de ¢t.

De plus, la distance d(a,b) sous le p-coalescent est au plus une translation par

2A(P) de §(p(a), ¢(b)). La fonction de survie de 6(p(a), p(b))+2A(P) (voir (4.5))
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est

' 1 -2
1 ooy (Nt = 2A(P)) + Loy (N — 2A(PY)[L = fu (1 _ N) |

En exprimant les indicatrices comme fonctions de ¢, elle s’écrit

gt-AP)]
1(_00,2_/\1§V£))(t) + 1[#)_,00) (t)[]. — fab] (]_ — %) .

La fonction de survie
P(5(yp(a), p(b)) + 2A(P) > Nt)

converge partout sauf en ¢ = 0, un point de discontinuité, vers le mélange (4.3) a
la limite lorsque N — co. Par l'inégalité (4.4), d(a,b) converge donc en loi vers

une variable exponentielle avec un point de masse fu a zéro. (]

Le résultat 4.1 refléte la différence des échelles de temps. La généalogic sur le
pedigree est considérée un événement de reproduction & la fois. Sous le modéle
de Wright-Fisher, la probabilité de coalescence est trop faible dans une grande
population ; le temps doit étre mesuré en unité de N générations pour construire

la généalogie.

De plus, les distances ne dépendent que de la distribution marginale de Rt(s), le
processus de coalescence sur les classes d’équivalence de J(S), avec d(a,b) = 0 si
a'Z b pour la relation d’équivalence R(()S) = J(8) ; cela se produit avec probabilité
fab- Sinon, la distance d(a,b) est de loi £xp(1/2); elle vaut deux fois le temps de
coalescence des deux fondateurs représentant les classes d’équivalence distinctes
de a et b. La figure 4.6 montre la généalogie de la figure 4.4 avec les temps a

Péchelle.
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MRCA

1.5N

0.5N 0.5N

g1 92 gs g4 gs

Figure 4.6 : Une généalogie sous le p-coalescent & ’échelle de N événements de

reproduction. Les distances d(g;, g2) et d(gs, gs) valent respectivement zéro et N.

4.2.2 Temps total

Le temps total Tror est le nombre d’événements de reproduction (arétes sur
l’arbre) ou la taille de la généalogie d’un échantillon ~y, sous le p-coalescent. Il
est constitué de la somme du temps total de la généalogie sur le pedigree et du
temps total des |J(S)| fondateurs, représentant les classes d’équivalence de 1'état

IBD, dans la population de Wright-Fisher :
P is
Tror = Tigr + Taow -
Le temps T.%)T représente la portion de la généalogie sur le pedigree. 1l est borné

par nA(P) comme argumenté 4 la section 3.3.1; les temps mesurés sur le pedigree

sont négligeables en unité de N reproductions.

La taille 77#3%5)]) de la partie de la généalogie provenant de la population de
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Wright-Fisher est de ’ordre de N comme démontré 4 la section 2.1.5. Elle dépend
de la généalogie sur le pedigree, mais seulement a travers I'état IBD. Par I’équa-
tion (2.5), le nombre d’arétes sur la généalogie provenant de la population vaut
en moyenne

[J(8)I- 1
BTN = BE[TIESV|I(S))] = E |28 Z

ol la derniére espérance est sur I’ensemble S des indicateurs de méiose.

De plus, comme le nombre d’arétes provenant du pedigree est borné par nA(P)
selon ’équation (3.7), le temps total TroT sur la généalogie du p-coalescent est
sujet & I'inégalité

T(IJ(S)I) < T{(gﬁg‘s)l) + nA(P).

Soit Ttor le temps mesuré en unité de N générations :

* TTOT
TTOT = N

L’espérance de T}qr, & la limite lorsque le nombre d’individus dans la population

est trés grand, est

OIS
Jim E[Tior] = E |2 ; = (4.6)

L’espérance est sur ’ensemble S des indicateurs de méiose et, plus particuliére-
ment, sur la variable J (S); elle peut étre approchée par la méthode de Monte-Carlo
en utilisant ’algorithme 3.1 de simulation de généalogies sur un pedigree. Une telle

procédure est utilisée dans ’appendice A.
Dans le cas d’un échantillon v, = {a, b} de taille deux, I’espérance vaut

2P(13(S)| = 2) = 2[1 — Ja], (4.7)
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ce qui est en accord avec le résultat 4.1; le temps total ou la taille de la généalogie

d’un échantillon de deux génes est simplement la distance entre ceux-ci.

En conclusion, les généalogies sous le p-coalescent sont en moyenne plus «petites»
que celles décrites par le processus de coalescence : puisque les génes proviennent
“d’un pedigree, ils ont une probabilité non nulle de coalescer en un temps négli-
geable. Cela a des conséquences particuliéres lorsque vient le temps de mesurer le

taux de mutation comme exploré au chapitre 5.



CHAPITRE V

MODELE DE MUTATION

Ce chapitre introduit un phénomeéne important concernant la duplication de génes :
les mutations. Les génes ne se reproduisent pas toujours de maniére exacte et c’est

ce qui explique une partie du polymorphisme génétique entre les individus.

Le modéle de mutation proposé est inspiré de la littérature de la génétique des
populations; il posséde la caractéristique fondamentale de se produire indépen-
damment du processus & partir duquel la généalogie est construite. Plusieurs ré-
sultats connus en lien avec le modéle de Wright-Fisher sont obtenus 3 partir d’une

démarche originale basée sur la loi des événernents rares.

~ De plus, puisque ce modéle est formulé en termes de généalogies interprétées
comme des graphes ou, plus précisément, des arbres, il est généralisable au modéle

du p-coalescent décrit au chapitre 4.

5.1 Mutation et généalogie

Les notions de duplication génétique et d’hérédité entre les individus ont été discu-
tées au chapitre 1. Entre autres, une représentation sous forme d’arbres enracinés

y est discutée. Une aréte [u, v] ou u — v représente la relation «v est hérité de u».

En langage courant, une mutation est une erreur dans la duplication d’un géne qui
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pour les génes avec un parent : {v : a(v) # 0}.

Lorsque la généalogie G est considérée comme le résultat d’un processus aléatoire
comme dans les modéles décrits aux chapitres 2, 3 et 4, I’ensemble A des arétes
n’est pas fixé d’avance. Les mutations seront considérées indépendantes de la
généalogie dans le sens que lorsque cette derniére est observée, les mutations se

produisent sur les arétes comme indiqué par la définition 5.1.

Supposition 5.1. Une mutation, m(a) = 1, se produit sur une aréte a d’une

généalogie aléatoire G = (V, A) indépendamment de celle-ci :
m(a)|G X" Bernoulli(u)

pour a € A.

Le nombre total d’événements de mutations conditionnellement & une généalogic

G = (V, A) est la somme d’indicateurs
MTOT = Zm(a) ]
acA

La variable aléatoire Myor est distribuée, conditionnellement a la généalogie,

selon une loi binomiale :
Mror|G ~ Binomiale(JA|, i) (5.1)

avec |A| le nombre d’arétes sur la généalogie G ou le nombre de génes ayant un

parent.

Pour le modéle de Wright-Fisher, la supposition 5.1 revient a4 dire que les mu-
tations n’affectent pas (positivement ou négativement) la capacité d’un géne a
se reproduire dans la population. Le terme généralement employé est mutation

sélectivement neutre (Ewens, 1972).
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sur la généalogie ou le temps total 7}(8)1‘ et la probabilité de «succés» est p.

Globalement, le nombre moyen d’événements de mutation sur la généalogie de -y,
sous le modéle de Wright-Fisher peut é&tre trouvé en utilisant ’espérance itérée et
’équation (2.5) : |

n—1

E[M$3] = EIEIMT|G]) = EuTigh] = » [2N % +0 (1)] . (52

k=1
La taille moyenne de la généalogie augmente avec le nombre N d’individus dans
la population et, ainsi, le nombre moyen de mutations augmente. Par exemple,
en vertu de (5.2), I’espérance du nombre de mutations pour un échantillon de
taille n = 2 est de l'ordre de 2N u. Intuitivement, dans une grande population,
la probabilité de pouvoir distinguer une paire de génes choisie au hasard serait

proche de un.

Dans les faits, la probabilité de mutation u par reproduction est plutét faible et
les échantillons de génes ne présentent pas autant de polymorphisme méme dans
les grandes populations. Pour cela, il est usuel de considérer une probabilifé de

mutation de l'ordre de 1/N.

Dans les mots de Kingman (1982b), cette derniére hypothése est nécessaire pour
atteindre un équilibre entre mutation et dérive. Pour simplifier, si la probabilité
de mutation est trop faible, la population a tendance & étre de plus en plus uni-
forme (pas de polymorphisme). Au contraire, s'il est trop élevé, les membres de

la population ont tendance a tous étre dans une forme génétique distincte.

Le taux de mutation € est défini comme

6

Ce paramétre est constant par rapport au nombre N d’individus dans la popula-

tion. La constante 2 est arbitraire; elle permet d’interpréter # comme le nombre
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moyen. de mutation sur la généalogie d’un échantillon de deux génes lorsque le

nombre N d’individus dans la population est trés grand :
s a2
Iél_rgo E{Mror] = 6.

Cette derniére propriété est obtenue en vertu de ’équation (5.2) en exprimant la

probabilité de mutation i en fonction du taux de mutation 6.

Le paramétre 6 peut étre mesuré a partir des différences entre les membres d’un
échantillon de génes de la génération présente comme il sera discuté plus en détails

A la section 5.3.

9.2 Sites polymorphes

Dans la suite, il sera considéré, au départ, que les génes sont composés de « sites,
chacun se trouvant dans un état qui est identifiable. Le caractére indivisible des
geénes est toutefois respecté; chacun des sites provient du méme parent lors du
processus de reproduction (définition 1.4). Il s’agit d’une représentation abstraite
(Watterson, 1975) d’un cistron, une partie de la molécule d’ADN composée des

bases nucléiques A, C ,T ou G.

Un événement de mutation se produit sur une aréte a, = [a(g), g] lorsque I’état
d'un certain nombre de sites My > 0 est modifié. Le géne parent et son enfant
différent en M sites; ils possédent, entre les deux, M, sites polymorphes. Un
exemple d’événement de mutation est illustré a la figure 5.3. En contrepartie, en
I’absence d’événements de mutation M, vaut 0; I'état d’aucun site est modifié
et les deux génes sont identiques. Il est supposé que chacun des x sites mute

indépendamment des autres selon un processus de Bernoulli.

Définition 5.2. Pour un géne g avec un parent a(g) sur la généalogie, un site

ke {1,2,...,k} est dans un état différent de celui correspondant sur son parent
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9 —————+—+——
2

Figure 5.3 : Exemple d’une mutation causée par un changement d’état de My = 2

sites parmi K = 7.

a(g) st mg(ag) =1, od

my(ay) R Bernoulli(v), k=1,2,...,k.

Le nombre de sites affectés est la somme de & variable aléatoires de Bernoulli :
K
Mg = ka(ay)
k=1

Ainsi, M, est distribué selon une loi Binomiale(x, v). Puisque la probabilité d’ob-
server aucune mutation est 1 — u, les paramétres p et v sont liés a travers la

relation suivante :
PMy=0=(1-v)=1—-p & v=1-(1-pY~ (5.4)

Il sera considéré que les génes sont composés d’un grand nombre de sites ayant une
faible probabilité de mutation. En gardant la probabilité p d’observer au moins

un site mutant fixe par rapport au nombre k de sites, la loi des événements rares
permet de modéliser le nombre M, de mutations comme une variable aléatoire

de Poisson.
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5.2.1 Modéle des sites infiniment nombreux

Le modéle des sites infiniment nombreux a été étudié, entre autres, par Watter-
son (1975) dans le cadre du modeéle de Wright-Fisher. Il sera dérivé dans cette
section & partir du processus de Bernoulli introduit a la définition 5.2 et la loi des

événements rares.

En effet, il est possible d’étudier le comportement du nombre M, de sites mutants
lorsque le nombre & de sites tend vers I'infini. La probabilité v de mutation par site
décroit selon la contrainte (5.4) ; c’est la probabilité p d’observer au moins un site
mutant qui reste fixe. Premiérement, le lemme suivant sur une forme indéterminée

servira & la démonstration du résultat 5.1
Lemme 5.1. La limite lorsque. n — oo de la suite

n(l— (1 — )™,  (55)
pour z € (0,1), est une forme indéterminée de type 0/0 qui converge vers

—log(1 — ).

Démonstration. D’abord, la forme indéterminée est manifeste lorsque 1'équation (5.5)

est exprimée comme le quotient

1—(1—-z)i/n
1/n )

Ensuite, il suffit de calculer les dérivées par rapport & n du numérateur et du

dénominateur et d’appliquer la régle de I’'Hépital.

La dérivée du numérateur est

(1 —=x)/"log(l — )
nZ

d 1/n1 _
H—T;{l-—(l—x)/}—
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Pour le dénominateur;
d f11_ 1
dn |nJ  n?

Par la régle de ’'Hépital, la limite de (5.5) est la limite du quotient des dérivées :
lim n(1 — (1 —z)/") = ILm —(1—z)¥"log(1 — z) = —log(1 — z).
n—o0 n-—>00

O

Il est a noter que la variable-aléatoire M, suit une loi binomiale; sa loi limite
lorsque k¥ — oo est Poisson. 1l s’agit d’un cas particulier de la loi des événements

rares démontré au résultat suivant.

Reésultat 5.1. En faisant tendre k vers l’infini tout en contractant la probabilité

de mutation par site selon I’équation (5.4), la loi limite de M, est

Poisson(— log(1l — p)).

Démonstration. La variable aléatoire M, suit une loi Binomiale(, v) ; elle posséde

la fonction de masse
P(My=m) = (K)V"‘(l —p)m
m

= ()a-a-wr - ey

m
= (= (1 - (L =
(k — m)Im! )

De plus, le factoriel descendant est défini comme

K,' m—1

(K)m = m = H("‘v—j)-

=0
Ainsi, la fonction de masse de M, peut donc étre exprimée comme

1-m/k M1

pMy=m) = L2 T pa- ). 59)

m!
=0
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La limite lorsque & tend vers l'infini de la premiére partie de I’équation (5.6) est

g A= 1—p_ exp(log(l — p))
K00 m! T om! m! )

La limite de chacun des facteurs du produit en (5.6) vaut

lim (x — 7)(1 — (1 — p)/*) = —log(1 - p)

K—00
par le lemme 5.1.
Globalement, la fonction de masse de M, converge vers celle d’une
Poisson(— log(1 — u))

a la limite lorsque kK — o0 :

lim P(M, =m) = exp(log(1 — p))(—log(1 — w))™

K—00 m!

O

La probabilité d’observer aucun site mutant sous le modéle de Poisson est toujours

égale a4 1 — u. Le résultat 5.1 est valide pour une valeur p quelconque. Cependant,

la probabilité 4 de mutation est généralement considérée faible (de Pordre de 1 /N)

comme discuté a la section 5.1. Dans ce cas, le nombre moyen de sites mutants

est —log(l — p) = p.

5.2.2 Position des sites mutants

L’objectif de cette section est d’énoncer quelques résultats importants concernant

la position des sites mutants. Les mutations sur les sites sont, a la base, modélisées

par un processus de Bernoulli (définition 5.2) : les mutations se produisent sur

chacun des sites indépendamment des autres sites et avec probabilité constante.
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Intuitivement, sachant qu’il y a, par exemple, un seul nouveau site mutant, sa

position s est donnée avec probabilité uniforme sur {1,2,...,x}.

A partir du processus de Bernoulli modélisant les sites mutants sur un géne (dé-

finition 5.2) peut &tre défini un processus (binomial) & temps discret
{N,(s),s=0,1,...,k}

tel que
Ny(s) = mu(ay), mx(ag) " Bemoulli(v).
k=1

Le processus Ny (s) modélise, pour un événement de reproduction représenté par
laréte [@(g), g], le nombre de mutations parmi les s premiers sites pour s < &, ot
k est le nombre total de sites. Le processus démarre & zéro et prend ses valeurs
parmi les entiers {0, 1,...,x}. Il est markovien en s : une transition de 7 vers i + 1
se produit avec probabilité v, la probabilité de mutation par site; autrement, il

reste & 7. Sa matrice de transition est donc décrite par

l—-v j=1,
Pij = v j=1+1,
0 sinon.

'La probabilité de transition d’un état i vers j en £ pas de NVy(s) sera notée p;;(¢).

Il s’agit de la probabilité suivante pour un certain s < k — ¢ :
Pii(€) = P(Ny(s +€) = j|N(s) = 1)

s+£ :
=P<Z mk(ag)=j—i>.
k

=s+1

Les valeurs de j vers lesquelles une transition en ¢ pas en partant de 7 est possible

sont les entiers 4,7+ 1,...,i 4+ £. Puisque les variables m(a,) sont indépendantes
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et de loi Bernoulli(v), la probabilité p;;(£) s’exprime comme une loi binomiale :

f z) i1 — v)bi,

pi;(f) = (j

Il est & noter que la probabilité ¥ de mutation par site est en relation avec le
nombre de sites k & travers 1'équation (5.4). La probabilité de transition en ¢ pas

s’exprime en fonction de x et u comme

]—1

pi.‘i(e; K‘) = ( ¢ ) (1 - (1 - u)l/")j—i((l _ u)l/n)l—.‘i+i.

Le processus N,(s) peut étre approximé par un processus de Poisson (spatial) sur
I'intervalle [0,1] lorsque le nombre de sites k est assez grand, tel que décrit par le

résultat suivant.

Reésultat 5.2. Lorsque le nombre de sites k — 00, les probabilités de transition
d’un état i vers un état j > i du processus Ny(|kz]), pour un point x € [0, 1] me-
suré en unité de K sites, convergent vers celles d’un processus de Poisson homogéne

d’intensité —log(1 — ) :

exp(log(1 — p)z)(=log(1 — p)z)’~*

pij(|kz)i k) — (log — :
Kbo0 (7 —19)!

La preuve est omise; il s’agit d’une généralisation directe de la démarche pour

la démonstration du résultat 5.1 en remplacant m par j — ¢ et & par |kz|. Le

résultat 5.2 n’implique pas que les p;;(|kz]; k) convergent uniformément pour

tout 7,7 € IN tels que 7 < 7.

La classe de processus de Bernoulli rétrécissants («shrinking») décrite dans Gal-
lager (2011, section 2.2.5) présente certaines similarités avec le mécanisme de
mutation a temps discret introduit a la définition 5.2 et sujet a la contrainte (5.4).
Le résultat 5.2 est inspiré du théoréme 2.2.4 et .du corollaire 2.2.1 de la section

citée, mais la démarche est originale.
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Dans la suite, il sera supposé que, pour un événement de reproduction, les mu-
tations apparaissent sur le géne-enfant, représenté par l'intervalle [0, 1], selon un
processus de Poisson {N,(z),z € [0,1]} homogéne d’intensité — log(1 — ). Ce

nouveau modéle rejoint la littérature tel qu’expliqué plus bas.

Une mutation sur intervalle [0, 1} correspond & un saut de 1 pour le processus
./\7;(:5). Sans entrer dans les détails, sachant qu’il est apparu M, sites mutants lors
de lé reproduction a(g) — g ou, de maniére équivalente, ./\7;,( 1) = My, les positions
des M, nouveaux sites mutants sont des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi ¢[0, 1]. La position conditionnelle des sauts pour
un processus de Poisson homogeéne est discutée de maniére extensive dans Daley

et Vere-Jones (1988, section 2.1).

Intuitivement, la probabilité qu’un méme point de l'intervalle [0, 1] mute lors de
deux événements de reproduction indépendants est négligeable. 1l s’agit de la pro-
priété de disjonction des processus de Poisson (Kingman, 1992, section 2.2). Cela
permet de supposer, dans la suite, qu’une nouvelle mutation se produit toujours
sur un site qui n’était précédemment pas affecté, ce qui est I’essence du concept

des site infiniment nombreux.

| J
I L

?

Figure 5.4 : Les mutations apparaissent en une reproduction sclon un processus

de Poisson sur l'intervalle [0, 1].
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qui est démontrée, entre autres, dans Kingman (1992, section 2.2).

Le nombre M_((,j ) de sites polymorplies entre deux génes séparés par j reproductions

est donc une variable aléatoire de loi de Poisson :

ng) ~ Poisson(—jlog(l - p)), j €. (5.7)

Lorsque le temps est mesuré en unité de N reproductions et que la probabilité de

mutation est & 1’échelle de 1/N, le résultat limite suivant est obtenu.

Résultat 5.3. Soit p = 0/2N la probabilité de mutation exprimée en fonctidn du
taur de mutation 8 donné en (5.8). Le nombre de sites polymorphes entre deuz
génes séparés par un chemin de longueur t > 0 mesuré en unité de N reproduc-
tions se comporte, lorsque N — oo, cdmme une variable aléatoire de Poisson de

moyenne 9t /2.

Démonstration. En vertu de I’équation (5.7), le nombre de sites polymorphes sur
I'intervalle [0, 1] entre un géne et son descendant | N¢| reproductions plus tard est

une variable aléatoire de loi de Poisson de moyenne

—|Nt] log (1—%).

La fonction — log(1 —x) peut étre exprimée en tant que série de Taylor développée
autour de 0 :

1 1.
—log(l—1z) = S Ny B
og(l—z)=z+ 5% + 3% +
En utilisant un développement limité,
0 0 1 ot
—|Nt]1 1—-— )= — — —
L Jog( 2N> LNtJ[2N+0<N2)]1m2’

pour tout ¢ > 0. O
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Pour un ensemble v, de n génes, le nombre K de sites polymorphes est défini
comme le nombre de positions sur I'intervalle [0, 1] pour lesquelles au moins deux

des génes différent.

Premiérement, puisque le nombre de sites & est trés grand, il est supposé que, par
la propriété de disjonction des processus de Poisson, les mutations se produisent
toujours a des points distincts de Pintervalle [0, 1]. Ensuite, toutes les mutations
qui précédent le plus récent ancétre commun (en mesurant le temps du présent
vers le passé) sur la généalogie ne sont pas héritées par I'ensemble de I’échautillon.

Les mutations sur une généalogie sont illustrées a la figure 5.6.

MRCA

ro—— —— |—o—0e
9N g2 g3 G4

Figure 5.6 : Les événements de mutation sur la généalogie expliquent le nombre

K = 3 de sites polymorphes observés dans un échantillon de n = 4 génes.

Donc, & chacune des mutations qui se produit sur la généalogie de v, jusqu’a leur

plus récent ancétre commun correspoud un site polymorphe de 'échantillon. Le
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nombre K de sites polymorphes pour un échantillon -, est ainsi la somme des
sites mutants sur chacune des branches de la généalogie. Pour une généalogie G
fixe, il s’agit d’une variable aléatoire Poisson (8Ttor/2) avec Tror, la taille de G

mesurée en unité de N reproductions.
5.3 Mesures du taux de mutation

Le taux de mutation 6 peut &tre mesuré a partir d'un échantillon ~, de génes selon
le nombre de sites polymorphes. Il sera supposé que I’état de chacun des sites sur

[0,1] peut étre comparé entre tous les individus.

En pratique, si les données sont composées d'une grande quantité de bases nu-
cléiques identifiées par leurs formes A, C, T et G, il est généralement accepté que

le modéle des sites infiniment nombreux est adéquat.

Intuitivement, si le taux de mutation 8 est élevé, le nombre K de sites polymorphes
d’un échantillon devrait augmenter en conséquence. Des estimateurs de 6 peuvent
étre élaborés par la méthode des moments pour le modéle basé sur le processus

de coalescence et le p-coalescent décrit au chapitre 4.

5.3.1 Processus de coalescence

Comme présenté a la section 5.2.3, lorsque la généalogic G est observée, le nombre

de sites polymorphes d'un échantillon ~, est une variable aléatoire de loi

0T
_ Poisson ( %)

avec Tror, la taille de la généalogie en unité de N reproductions. La généalogie
d’un échantillon provenant d’une population se reproduisant selon le modéle de

Wright-Fisher peut étre approximée par le processus de coalescence lorsque le
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nombre N d’individus dans la population est trés grand comme démontré au

chapitre 2.

L’espérance de la taille de la généalogie d’un échantillon de taille n mesurée en
unité de N reproductions sous le processus de coalescence est dérivée a la sec-

tion 2.2.1. L’espérance de K peut ainsi étre obtenue en itérant sur la généalogie :

E[K]) = E|EIK|G]|| = E [HT;OT] = 02_: % (58
k=1

L’équation (5.8) est en accord avec les développements successifs de Watterson
(1975) et Ewens (1974) qui ont étudié le comporfement du nombre K de sites
polymorphes en utilisant des processus de diffusion pour approximer le modéle
de Wright-F isher & une époque qui précéde le développement du processus de

coalescence tel que décrit par Kingman (1982a).

Cela suggére que le nombre K de sites polymorphes peut servir a estimer §. En

effet, un estimateur basé sur K est donné par la méthode des moments :

K
n—1 1°
k=1 k

6=

Dans le cas n = 2, 'estimateur vaut K, le nombre de sites polymorphes entre les

deux génes.

Une autre approche (Tajima, 1983) pour I’estimation de 6 & partir d’un échantillon
de taille n est basée sur le nombre de sites polymorphes pour chacune des paires
{a,b} C 7,. Le nombre de sites polymorphes ou le nombre de différences par paire

pour un couple de geénes {a, b} est noté k.

L’espérance marginale de kg, est 8; il s’agit du nombre de sites polymorphes entre

n = 2 génes (voir (5.8)). Pour un échantillon +,, la moyenne de ces différences par
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paire s’exprime
: = 1
k = —ﬁ Z kab~
{

2/ {a,b}Cn

L'espérance de la moyenne k vaut également 6 :

Blf = 3 Elkal =0
(2) {a,b}Cm

Donc, k est un autre estimateur de 4, noté é, obtenu par la méthode des moments.

Les estimateurs 6 et § basés respectivement sur K et & sont présentés ici afin de
les comparer avec leurs analogues sous le paradigme du p-coalescent. Une grande
littérature existe sur les propriétés de ces estimateurs. Par exemple, Watterson
(1975) dérive la loi de probabilité du nombre K de sites polymorphes parmi un

échantillon de n génes sous le modéle de Wright-Fisher.

5.3.2 P-coalescent

La taille moyenne de la généalogie sous le p-coalescent est plus petite que celle dé-
rivée pour le processus de coalescence ; & cause des liens de parenté sur le pedigree,
certains génes peuvent coalescer en un temps négligeable. Le taux de mutation a
donc tendance & étre estimé plus élevé lorsque les méthodes de la section 5.3.1

sont utilisées.

Par exemple, en conditionnant d’abord sur la généalogie G, la moyenne K du
nombre de sites polymorphes d’un échantillon de n génes sous le p-coalescent
s’exprime

0 *
E|K] = E[EIK|G)| = E [%QT-}
avec Tror, la taille de la généalogie mesurée en unité de N reproductions.

Par ’équation (4.6), lorsque N — oo, E[K] peut s’écrire comme une espérance
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sur S, I’ensemble des indicateurs de méiose :

IJ(S)I—I1
EK]|=6F —1. 5.9
K] > 59

L’estimateur de # basé sur K sous le p-coalescent est
~ K

*

- JS)-11]1"
B2 4]

L’espérance au dénominateur est complexe & calculer pour les cas n > 2, mais
peut étre approchée par une méthode de Monte-Carlo 4 I’aide de ’algorithme 3.1
de simulation de généalogies sur des pedigrees. Une telle procédure est illustrée

dans les simulations de ’appendice A.

Pour un échantillon de taille n, la cardinalité |J(S)| de I’état IBD est toujours
inférieure ou égale 4 n. Ainsi, le taux de mutation a toujours un estimé plus grand

lorsque les relations de parenté sur le pedigree sont prises en compte : g* > 6.

Pour l'estimateur basé sur les différences de paires, ’espérance marginale de kg .

pour une paire de génes est le cas particulier n = 2 de I’équation (5.9) :

Blka) = 0P(3(S) = 2) = 0[1 — fu).

L’espérance de la moyenne k des différence de paires sous le p-coalescent est donc
. 1

PR = 1y Y Fliwl=m 2 0~ ful

{a,b}Cn 2/ {a,b}Cyn

Alors, I’estimateur de @ basé sur k prend la forme
Z{a,b}cvn[l - fab]

Il est toujours plus grand ou égal & 8, Destimateur analogue basé exclusivement

sur le processus de coalescence, car

> = fa) < (g)

{a:b}C'Yn
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L’algorithme 3.2 permet de calculer lés valeurs de f,; pour toutes les paires

{a,b} C Yn.

Les estimateurs 6* et 6* décrivent comment sont affectées les estimations basées
sur le nombre de sites polymorphes dans un modéle qui tient compte des rela-
tions familiales entre les membres de I’échantillon. La différence est plus manifeste
lorsque les relations familiales sont fortes; par exemple, lorsque les probabilités

fa» de coalescence sur le pedigree sont élevées.



CONCLUSION

L’objectif du projet de recherche qui a conduit & ce mémoire était de développer
un nouveau cadre théorique permettant d’intégrer les principes de la génétique

familiale dans un modéle de génétique des populations, par exemple le modéle de

Wright-Fisher.

Premiérement, une représentation formelle du phénomeéne d’hérédité est décrite
au chapitre 1 en termes de graphes dirigés. Les notions de base qui y sont énon-
cées ont permis de présenter les chapitres subséquents dans un méme langage

mathématique.

Ensuite, le modéle de Wright-Fisher a été présenté au chapitre 2. Ce modéle de
population a été choisi pour sa simplicité et parce qu’il a été étudié en profondeur
et depuis longtemps par plusieurs mathématiciens. Le processus de coalescence
est aussi étudié au chapitre 2; il permet de penser le modéle de Wright-Fisher en

termes de généalogies évoluant du présent vers le passé.

Au chapitre 3, les principes fondamentaux de la génétique familiale sont présen-
tés avec une approche originale inspirée du processus de coalescence. En effet,
la construction de généalogies sur un pedigree est la question d’intérét dans ce

chapitre.

Tout cela méne vers le cceur du mémoire : le chapitre 4 ou le modéle hybride,
le p-coalescent, est présenté. L’effet des relations familiales sur la taille d’une
généalogie y est décrit en détails en considérant différentes échelles de temps pour

la génétique familiale et le modéle de Wright-Fisher.
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Finalement, le chapitre 5 présente une approche originale pour construire un mo-
déle de mutation & partir de gfaphes. L’objectif est de démontrer en quoi le mo-
déle est équivalent & ce qui se retrouve dans la littérature concernant le modéle
de Wright-Fisher et d’illustrer certaines particularités lorsqu’il est appliqué 4 un

modéle tenant compte des relations familiales.

Le développement de cette nouvelle approche, s’il est d’intérét, est & un stade
encore trés jeune. Un phénoméne lié 4 la génétique des organismes diploides reste
& étre développé : les recombinaisons. L’approclie de Hudson (1983) basée sur le

processus de coalescence pourrait possiblement étre généralisée au p-coalescent.

Ensuite, une théorie statistique pour les estimateurs de maximum de vraisem-
blance sous le p-coalescent constituerait une suite logique. Il est présentement
difficile, mais intriguant, de voir comment adapter une démarche comme celle de

Griffiths et Marjoram (1996) par exemple.

Pour finir, le p-coalescent a été développé en ayant toujours a I’esprit des possibles
applications en génétique médicale, par exemple la cartographie génétique. Cepen-
dant, I’absence de précédent a conduit & développer en premier le formalisme du
modéle. Ce modéle a le potentiel d’étre adapté péur étre appliqué en recherche mé-
dicale dans une certaine forme étant donné que les données génomiques provenant

d’individus reliés par des pedigrees sont abondantes.



APPENDICE A

EXPERIENCES SUR LE CONCEPT DE GENEALOGIE EN GENETIQUE
FAMILIALE "

L’objectif de cet appendice est d’illustrer certaines notions développées au cha-
pitre 3 sur la gé-nétique familiale et de mettre en évidence 1'utilité de 1’algo-
rithme 3.1. Cet algorithme simule des réalisations aléatoires de généalogies pour

échantillon de génes provenant d’un pedigree.

Une série d’expériences est présentée afin de développer une certaine intuition
pour le concept de généalogie en génétique familiale (section 3.2). Le pedigree qui
servira d’exemple est introduit a la figure A.1 avec une réalisation possible de la

généalogie.

D’abord, I'avantage de l’algorithme 3.1est quéil génére des généalogies sans néces-
sairement simuler I'entiéreté de ’ensemble S des indicateurs de méiose. Le nombre
total d’indicateurs de méiose sur un pedigree est |D| : un pour chacun des non-
fondateurs. La nature de 'algorithme 3.1 fait en.sorte que l'ensemble, noté S,
des indicateurs de méiose qui sont simulés lors d’une réalisation est aléatoire. Un
paramétre qui sera évalué a chacune des expériences est le nombre moyen E[|S()[]

d’indicateurs simulés.

Ensuite, la cardinalité moyenne E[|J(S)|] de I’état IBD ou le nombre de fondateurs
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*p) g3

(a) (b)

Figure A.1: (a) Un pedigree composé de |Z| = 20 génes : |F| = 8 fondateurs (en
bleu) et |D| = 12 non-fondateurs. (b) Une réalisation possible (en rouge) d'une

généalogie pour un échantillon de n = 4 génes. L’état IBD sur cet exemple est la

partition J(S) = {{g1}. {92, g3}, {9a}}; |J(S)| = 3.

qui sont des ancétres de I'échantillon sur la généalogie sera comparé avec le nombre
n de génes dans ’échantillon. L’état IBD (définition 3.4) est une partition de
I’échantillon ; sa cardinalité est toujours inférieure ou égale au nombre de génes

dans ’échantillon.

Finalement, un concept en lien avec le p-coalescent (chapitre 4) est étudié, soit la
taille moyenne E[T}qp) de la généalogie pour 1'échantillon considéré. mesurée en

unité de N reproductions.

Si les relations familiales sont ignorées, la généalogie d'un échantillon de n génes
est modélisée par le processus de coalescence. La taille moyenne E[Tyor] de la

généalogic, mesurée cn unité de N reproductions, sous le processus de coalescence
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s’exprime comme deux fois une somme harmonique partielle (équation (2.6)) :
. n—1 1
E|[Tror] = 2 ; -

Pour le p-coalescent, la taille moyenne E[T},r] de la généalogie est donnée par

’espérance suivante (équation (4.6)) sur 'ensemble S des indicateurs de méiose :

IJ(S)I—l1
BlTiord =E |2 Y %
k=1

Puisque P(|J(S)| < n) = 1, la taille moyenne de la généalogie sous le p-coalescent

est toujours inférieure ou égale a celle dérivée sous le processus de coalescence :
E(Ttor) € E[Trorl.
Pour chacune des six expériences présentées, un total de 100 000 généalogies sont

simulées & ’aide de l'algorithme 3.1 et la méthode de Monte-Carlo est appliquée

pour obtenir des estimés des espérances considérées.
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Expérience 4 : L’échantillon considéré est

w2 =D = {4,5,8,9,11,14, 15, 16, 17,18, 19, 20}.

L’échantillon est composé de I'ensemble D de tous les non-fondateurs sur le pe-
digree. Sous cette configuration, tous les indicateurs de méiose ont besoin d’'étre
simulés a chaque fois : chacun des non-fondateurs doit choisir son parent sur la

généalogie.

Tableau A.4 : Résultats de l'expérience 4

ID| = 12 |=| E[S"] = 12
n o= 12 (> | E[JS) 5.00
E[Tror] = 6.04 |~ | E[Tior] ~ 4.07

Q
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Expérience 5 : L’échantillon considéré est

vo =TI ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15,16, 17, 18,19, 20}.

L’échantillon est composé de ’ensemble Z de tous les génes sur le pedigree. L’en-
semble des indicateurs de méiose doit encore une fois étre simulé au complet
puisque tous les non-fondateurs font partie de I’échantillon. Comme tous les fon-
dateurs sont également dans ’échantillon, la cardinalité de I'état IBD reste fixe & 8.
Par conséquent, la taille moyenne de la généalogie sous le p-coalescent correspond

exactement a celle d’un échantillon de 8 génes sous le processus de coalescence.

Tableau A.5 : Résultats de I’expérience 5

D] = 12 |=| E[ST] = 12
n = 20 |>|E[|IS)] = 8
E[TTOT] = 7.10{> E[T’f‘OT] = 5.19
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