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RESUME

Les polyominos sont souvent représentés par des mots de quatre lettres ou des mots de
changements de direction décrivant leur contour. La combinatoire des mots classique y joue
donc un réle descriptif important, particulierement dans le choix d’un représentant canonique.
Les mots de Lyndon fournissent, de fagon naturelle, un tel représentant.

Une approche systématique pour le calcul de propriétés des polyominos, basée sur une
version originale d’une discrétisation du théoréme de Green classique en calcul bivarié, est
élaborée.

Cecl nous a naturellement amené a analyser les propriétés géométriques d’ensembles
du réseau discret de rondeur maximale. Pour une taille donnée, ces ensembles minimisent le
moment d’inertie par rapport 2 un axe passant par leur centre de gravité. Nous introduisons
la notion de quasi-disque et montrons entre autres que ces ensembles minimaux sont des po-
lyominos fortement-convexes. Nous développons également un algorithme permettant de les
engendrer systématiquement.

Un autre aspect concerne des propriétés sur les contours d’ensembles discrets donnant
lieu & une nouvelle démonstration d’un résultat de Daurat et Nivat sur les points dits saillants
et rentrants d’un polyomino. Nous présentons également une généralisation de ce résultat aux
réseaux hexagonaux et montrons que le résultat est faux pour les autres réseaux semi-réguliers.

Nous poursuivons par l'introduction d’opérations de mélange spéciaux sur des mots
décrivant des chemins discrets selon la suite de leurs changements de direction. Ces opérations
de mélange permettent d’engendrer des courbes fractales du type courbe de dragon et d’analy-
ser certains de leurs invariants.

Finalement, une généralisation aux dimensions supérieures des algorithmes précédents
basés sur le théoreme de Green discret, est présentée. Plus particuliérement, nous développons
une version discrete du théoréme de Stokes basée sur des familles de poids sur les hypercubes
de dimension % dans I’espace discret Z*, k < n. Quelques applications sont également décrites.

Mots-clés : Géométrie discrete, combinatoire des mots, ensembles discrets, polyominos, quasi-
disques, chemins polygonaux, courbes de dragon, théoréme de Green discret, théoreme de
Stokes discret, algorithmes.



INTRODUCTION

Le domaine dans lequel mes travaux se situent est la géométrie discréte qui consiste entre
autres a étudier les propriétés géométriques d’ensembles finis dans un espace donné. Cette
branche des mathématiques, apparue récemment sous I'impulsion du développement de 1’in-
formatique, vise a adapter des concepts géométriques classiques a un ensemble de points d’un
réseau régulier. Cette discrétisation contribue grandement a I’étude théorique des modeéles d’ob-
jets spatiaux que [’on peut manipuler avec un ordinateur et des opérations que 1’on effectue sur
ces modeles. En particulier, les figures en infographie discréte sont souvent représentées par
leur contour qui, lui, peut ére codé, en I’occurrence, par un mot sur un alphabet de quatre
lettres, par un mot décrivant une suite de changements de direction ou par une liste d’hyper-
cubes. Ces représentations sont aussi foncdamentales en aﬁalyse et en traitement d'images dont
les domaines d’applications couvrent I’imagerie médicale, la télédétection par satellite, la mor-
phologie, la météorologie, la géomorphologie, la synthese d’images et plusieurs autres. Un des
problemes génériques consiste a reconstruire une image a partir de données partielles pour en
assurer une interprétation correcte (on parle souvent de classification). Une instance de ce type
de problémes est par exemple, en tomographie discrete, celui de la reconstruction d’un ensemble

fini de points a partir de ses projections selon différents axes.

Les polyominos sont des objets du plan discret composés de celiules contigiies et constituent
les objets bi-dimensionnels de base en infographie discrete. Plus généralement, les ensembles
discrets incluant les polyominos, les animaux, les hypercubes et plusieurs autres, constituent les
principaux objets d’études en géoméirie discréte et en infographie. On retrouve leur utilisation
dans tous les domaines ci-haut mentionnés et les problemes algorithmiques sous-jacents sont la

plupart du temps difficiles. Il est donc important d’étudier les algorithmes liés & ces objets.

Ce document est une présentation de mes travaux effectués au cours de mon doctorat. Il est

composé de six chapitres visant des objectifs distincts.



Le premier chapitre est assez court ; il est employé a décrire certaines notions de base relatives
a nos objets a I’étude. Les polyominos, destinés bien sir a généraliser nos dominos familiers
seront représentés ici par des mots. Afin de rappeler la terminologie usuelle se rapportant a la

combinatoire des mots, quelques généralités élémentaires sur les mots sont énoncées.

Dans le deuxi¢me chapitre, nous utilisons le théoreme de Green et le calcul des différences finies
a deux variables pour développer des algorithmes permettant d’évaluer diverses statistiques
sur les polyominos. Celles-ci incluent I’aire, les coordonnées du centre de gravité, le moment
d’inertie, les moments d’ordre supérieur, les vecteurs de projections verticales et horizontales,

le nombre de pixels en commun avec un ensemble donné de pixels et certaines ¢-statistiques.

Le troisieme chapitre est consacré a ’analyse de propriétés géométriques d’ensembles discrets
du plan qui minimisent leur moment d’inertie. Ces ensembles s apparentent a des disques dis-
crets que nous appelons des quasi-disquees. Un algorithme efficace pour les engendrer systémati-

quement est décrit.

Le quatrieme chapitre traite d’un autre aspect qui concerne les propri€tés de contours de classes
d’ensembles discrets. Celles-ci donnent lieu a une nouvelle démonstration d’un résultat de Dau-
rat et Nivat concernant les points dits saillants et rentrants d’un polyomino. Une analyse de

résultats analogues sur les réseaux réguliers et semi-réguliers est également présentée.

Dans le cinquieme chapitre, nous introduisons de nouvelles opérations de mélange sur des mots
codant des chemins discrets selon une suite de changements de direction. Ces opérations de
mélange permettent d’engendrer efficacement des courbes fractales du type courbe de dragon

et d’énoncer des conditions garantissant 1’invariance de leurs aires et de leurs centres de gravité.

Dans le dernjer chapitre, une généralisation aux dimensions supéricures de plusieurs des algo-
rithmes du Chapitre 2 est établie en développant une version discrete du théoréme de Stokes
basée sur des familles de poids sur des hypercubes de dimension k dans ’espace discret de

dimension n. Quelques applications sont aussi données.



Le but principal de cette thése est donc d’étudier des approches novatrices qui permettent de
développer des algorithmes pour le traitement et I’analyse d’images. L.a démarche proposée est
a la fois théorique et pratique : d’une part le cadre théorique est nouveau et permet de traiter
de familles d’algorithmes dans un cadre unifié ; d’autre part les algorithmes qui en découlent

méritent d’€tre implémentés de fagon efficace.



Chapitre I

NOTIONS DE BASE SUR LES POLYOMINOS

Ce chapitre vise a présenter la terminologie, la notation et certaines notions relatives aux po-
lyominos, qui seront omniprésents tout au long de cette dissertation. Comme ces objets seront
codés, la plupart du temps par des mots, les notions de base se rapportant & la combinatoire
des mots sont nécessaires et requiérent un bref rappel. Pour la terminologie usuelle, on se rap-
porte a Lothaire (Lothaire, 1997; Lothaire, 2002; Lothaire, 2005). Il convient sans doute,
pour commencer, de faire un survol rapide sur ’origine de ces objets élémentaires. Leur appari-
tion semble émerger de diverses sources indépendantes, notamment en mathématiques, souvent
catégorisées dans la rubrique mathématiques récréatives, et en physique. C’est par Golomb, en
1954, dans un article sur les pavages de rectangles par des polyominos (Golomb, [954), que
le vocable polyomino semble avoir été introduit pour la premiere fois. Dans les années sui-
vantes, certains auteurs optent pour le terme n-omino (Klarner et Rivest, 1973; Bender, 1974).
Parallelement, en 1956, Temperley établit un rapprochement entre certains problémes relevant
de la physique statistique et I’énumération de domaines correspondant précisément aux poly-
ominos sans trou du réseau carré (Temperley, 1956). Un autre probléme relié aux polyominos
concerne les problemes de pavages dont les travaux pionniers remontent aux années 50 (Go-
lomb, 1954; Gardner, 1957, Golomb, 1989; Conway et Lagarias, 1990). Plus récemment,
ces problémes ont été abordés sous une autre approche. On s’intéresse plutdt a la décidabilité
de certains problemes de pavages qu’a la possibilité de paver une forme particuliere (Robin-

son, 1971; Beauquier, 1991; Beauquier et Nivat, 1991: Brlek, Fedou et Provencal, 2008).



1.1 Généralités sur les mots

Soit 2 un ensemble fini de letrres appel€ alphaber. Un mot w est une suite finie de lettres de %,
c’est-a-dire une fonction

w:{l.---,n}— %, neN,

et I'on écrit w = wiwy - wp O w; € X, 1 <7 < n. On désigne partfois la i-€me lettre de
w par wli|. L'entier n est la longueur de w, notée |w|. Sin = 0, alors le mot est appelé mot
vide, et est noté ¢. L’ensemble des mots de longueur n sur & est noté ", pour n > 0. Le
monoide libre engendré par % est défini par £* = U'nZO 2™ et constitue I’ensemble de tous les
mots muni de I’opération binaire de concaténation. Soit w € X*. Un facteur f de w est un mot
f € X* satisfaisant
Jr,y e &% w=2zfy.

De plus, si x # € ety # € alors f est dit facteur propre de w. Si z = € (resp. y = ¢) alors f
est appelé préfixe (resp. suffixe). On dit qu’il est préfixe propre (resp. suffixe propre) siy # e
(resp. ¢ # ¢). L’ensemble de tous les facteurs de w est noté F(w), et Fp(w) = Flw)NL®
est ’ensemble des facteurs de longueur 7. On désigne aussi Pref(w) I’ensemble de tous les
préfixes de w et Pref,, (w) = Pref(w) N, I'ensemble de tous les préfixes de longeur n. De
méme, on peut définir Suff (w), ’ensemble de tous les suffixes de w, et Sulf,, (w) 'ensemble

de tous les suffixes de longueur n.

Une occurrence d’un facteur f dans le mot w est I’apparition de f a une certaine position. Plus

précisément, f = f1 - f apparait & la position ¢ dans w si et seulement si
Ji, 1 <i < n, tel quef =wiwip1 - Witk—1.
L’ensemble des occurrences est donc une fonction définie par
Occ : =*xu*— 2N
Oce(fiw) = I={eN|f=wwir - wipr}

Le nombre d’occurrences d’un facteur f € £* est |w|;. Un bloc de longueur k, est un facteur
de 1a forme particuliére f = o, avec & € £. Siw = pu avec p,u € &%, et |w| = n, |p| = &,

alors p~lw = wlk + 1]...w[n] = u est le mot obtenu en effagant p.



L image miroir w de w = wiwy - - w, € L™ est 'unique mot satisfaisant
Wi = Wp—ip1, V1< 1< n

Un palindrome est un mot p € £* tel que p = p. L'ensemble des facteurs d’un mot w qui sont

des palindromes est noté par Pal(w).

Soit deux mots u,v € L*. On dit que u et v sont conjugués s’il existe des mots x,y tels
que u = zy et v = yx. Il est facile de vérifier que la relation de conjugaison, étant a la fois
réflexive, symétrique et transitive, est en effet une relation d’équivalence. En particulier, la
classe d’équivalence de w, notée [w], correspond a I'ensemble des permutations cycliques de w
et la tongueur est invariante sous la conjugaison. Ainsi, pour tout mot w € [w), il est significatif
d’écrire |[w]| = |w]|. Dans le but de fournir un représentant naturel pour la classe, on introduit
un ordre total sur les mots. On peut classer les mots selon plusieurs relations d’ordre, mais dans

la suite, on utilisera Iordre lexicographigue défini comme suit.

Définition 1 Soir ¥ un alphabet ordonné, et u,v € £*. L’ordre lexicographique, noré <, est

défini par : v < vsiu = zaw, v = zbv’ avec x, v, v € ¥, a,bE T era < b,

Un mot w € LT est dit primitif s’il n’est pas puissance d’un autre, ¢’est-a-dire que si w = u”

pouru € &F, alors n = 1.

Définition 2 Soit ¥ un alphabet ordonné. Un mot primitif est un mot de Lyndon s°i/ est minimal

pour ['ordre lexicographique dans sa classe de conjugaison.

Ainsi les mots de Lyndon, introduits par Lyndon (Lyndon, 1954; Lyndon, 1955), offrent un

représentant naturel pour les classes de conjugaison.



1.2 Définitions préliminaires sur les polyominos

Plusieurs variantes sont associ€es au concept de polyomino. Plus précisément, celle que nous

utiliserons le plus fréquemment dans cet ouvrage est basée sur la définition suivante :

Définition 3 Un polyomino P est un objet du plan qui est une réunion finie de cellules unitaires
Sfermées (pixels) attachées par leurs c6tés et disposées de maniére 4-connexe : pour toute paire
de pixels p1,p2 € P, il existe un chemin allant de I'un vers I'autre en traversant les pixels par
les corés (Figure 1.1 (a)). De plus, on suppose que les polyominos sont simplement connexes au

sens topologique (sans trou) (Figure 1.1 (b), (¢)).

Figure 1.1 (a) Un polyomino (b) pas 4-connexe (c¢) pas simplement connexe.

Par la suite, pour fixer les notations, on supposera que les cellules d’un polyomino sont des
carrés unitaires, [¢,7 + 1] x [j,7 + 1], oli ¢ et J sont des entiers et dont les cotés sont paralleles

aux axes du plan cartésien R x R.

Pour ¢ € Z, on définit la 1-€me colonne d’un polyomino P comme I’intersection de la bande
verticale [4,7 + 1] x R avec P, notée ([i,4 + 1] x R) N P. De méme, pour j € Z, la j-eme ligne
de P est définie par (R x [5,7 +1]) NP.

Définition 4 La i-éme projection verticale d’un polyomino P est le nombre de cellules conte-
nues dans la i-éme colonne. La j-éme projection horizontale est le nombre de cellules contenues

dans la j-eéme ligne de P.

On notera les vecteurs de projections verticales et horizontales non nulles respectivement par

V= {(v1,v2, " ,um) € N etH = (hy, hy,--- , hy) € N (Figure 1.2).
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Figure 1.2V = (2,4,2,4,4,5,3) et H = (5,7,6,5,1).

Il existe plusieurs sous-classes de polyominos. Les principales sont généralement définies par

des contraintes relevant de la notion de convexité.

Définition 5 Un polyomino P est verticalement convexe, noté v-convexe, lorsque toutes les
colonnes de P sont connexes (Figure 1.3 (2)). De facon analogue, un polyomino est horizonta-
lement convexe, noté h-convexe lorsque toutes les lignes de P sont connexes (Figure 1.3 (b)).
Un polyomino qui est a la fois verticalement et horizontalement convexe est dit hu-convexe

(Figure 1.3 (c)).

(a) (b) )

Figure 1.3 Un polyomino (a) v-convexe ; (b) h-convexe ; (c) hv-convexe.

Notons que la convexité comme notion élémentaire est essentielle dans le cadre de I’étude des
figures en géométrie discréte. Comme plusieurs variantes existent, une précision quant au choix
de la définition de convexité discrete utilisée, s’avere nécessaire. Une attention pasticulicre sera

donc accordée a cette notion dans le Chapitre 3.



1.3 Différentes représentations

Parmi les outils pouvant faciliter la description d’une construction des objets étudiés, mention-
nons les codages. En effet, la géométrie des polyominos généraux est codable de maniére exacte
et finie. Dans le présent travail, le contour d’un polyomino sera d"abord codé par un mot sur un
alphabet & quatre lettres & = {a,@, b,b}. Pour ce faire, on se choisit pour origine un sommet

d’une cellule sur le contour, puis on code le déplacement d’un crayon comme suit ;
a=(1,0):—; b=(0,1):7; a=(-1,0):; b=(0,—1):].

Le contour obtenu est un mot w € X*. Cette représentation, ot chaque lettre correspond &
une translation unitaire du plan est aussi connu sous le nom de code de Freeman (Malon et
Freeman, 1961; Freeman, 1970) (voir aussi (Braquelaire et Vialard, 1999)). Un peu plus tard
dans cet ouvrage, d’autres représentations seront considérées mais pour les fins du chapitre
suivant, celle-ci sera parfaitement adaptée. Le contour du polyomino, décrit par un mot w, sera
parcouru dans le sens anti-horaire & partir d’un point s. Par exemple, le polyomino de la Figure

1.4 (a) est codé par (s, w) ol s = (3,7) et

w = bbababbababaaababbabaabbbababbaabbabag.

TFigure 1.4 Point de départ : (a) arbitraire ; (b) canonique.

On notera P = (s, w). On supposera que s est le point le plus bas parmi les points les plus

A gauche de la colonne d’extréme gauche du polyomino et que par une translation adéquate
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s = (0,0). Par la suite, suivant cette convention, le point s sera omis dans les codages. Par

exemple, le polyomino de la Figure 1.4 (b) est codé par le mot

w = aaababbabaabbbababbaabbabaabbababbabab.

Lorsque les polyominos sont considérés a transiation prés et qu’aucune origine n’est privilégiée,
un polyomino P est alors invariant par permutation circulaire du mot décrivant son contour. Il
existe un élément minimal, selon I'ordre lexicographique, dans chaque classe de conjugaison
d’un mot circulaire. Comme le contour du polyomino est parcouru une seule fois, ce mot mini-

mal est nécessairement un mot de Lyndon.

Exemple. Soit le polyomino codé par le mot w = ababababbabaabab (voir Figure 1.5 (a)).
Alors, la classe de conjugaison associée 4 w est [w] =
{babababbabaababa, abababbabaababab, bababbabaabababa, ababbabaabababab,
babbabaababababa, abbabaababababab, bbabaabababababa, babaabababababab,
abaababababababb, baababababababba, aababababababbab, ahabababababbaba,

babababababbabaa, abababababbabaab, bababababbabaaba, ababababbabaabab)

et le mot de Lyndon correspondant est abababbabaababab pour Iordre a < @ < b < b (voir

Figure 1.5 (b)).

Figure 1.5 (a) Le mot w = ababababbabaabab et (b) le mot de Lyndon abababbabaababab.
L’intérét de cette représentation par les mots de Lyndon est de pouvoir résoudre facilement le
probleme de 1’égalité entre polyominos.

Lemme 1 Deux polyominos sont égaux si et seulement si leurs mots de Lyndon associés sont

égaux. i =



Il

On peut également classifier les polyominos selon leur points extrémaux calculés sur le plus

petit rectangle circonscrit du polyomino.

Définition 6 Soit un polyomino P et R le plus petit rectangle le contenant. Désignons par B,
D, H, G, les cbtés respectivemment du bas, de droite, du haut et de gauche de R. Les points
extrémaux de P sont définits par B, et By (resp. Hy et Hg) qui sont les points de P le plus &
gauche et le plus a droite de B (resp. H) ainsi que Dy et Dy, (resp. Gy et Gy) qui sont les points

de P le plus haut et le plus bas de D (resp. G) (voir Figure 1.6).

B g B {

Figure 1.6 Points extrémaux d’un polyomino : By, By, Dy, Dy, Hy, Hy, Gy, Gy,

Une autre fagon de caractériser les polyominos est d’identifier ce qu’on appelle les pieds.

Définition 7 Considérons un polyomino P et R le rectangle de dimension n X m le conte-
nant. Soit By, By| ({Dy, Dp|,[Hy, Hgl,[Gr, Gb]), Uintersection de P avec B (D.H,G). Le
segment [Bg,Bd] détermine la base de I'ensemble formé des hy colonnes consécutives de
P, appelé pied et noté B'. De facon analogue, en se référant aux intersections de P avec
[Dy, Dpl,[Hg, Hal.[Gh, Gy), on définit les trois autres pieds de P, notés respectivement D', H'

et G' (voir Figure 1.6).



Chapitre 11

ALGORITHMES RELIES AU THEOREME DE GREEN DISCRET

Dans ce chapitre nous proposons divers algorithmes permettant d’évaluer certaines statistiques

sur les polyominos.

Plusieurs des parameétres associ€s aux polyominos (voir Figure 2.1) peuvent étre représentés
par des intégrales de surface. Par exemple, I'aire « = a(P), le centre de gravité g = g(P), le
moment d’inertie I = I(P), d'un polyomino P peuvent étre déterminés a 1’aide d’intégrales

doubles :

a(P) :/'/P dz dy,

fSxdrdy [[oydedy

1(P) = / /P (e -2 + (y - 9)2) dody = / /P (2 + 97 dudy — (2 + )a(P).

Aire =20
Centre de gravité = (3.3, 0.55)
Moment d’inertie = 73.4833

Projections horizontales = (3,4,6,4,2,1)

Projections verticales = (1,2,5,6,4,2)

Figure 2.1 Quelques parametres sur les polyominos.
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La version classique du théoréme de Green relie essentiellement les intégrales de surface aux
intégrales de contour. En effet, comme nos polyominos sont définis par des mots décrivant
leur contour, il devient alors naturel d’utiliser le théoreme de Green afin de construire nos pre-
miers algorithmes généraux. Nous introduisons ici la notion d algorithme incrémental pour les
polyominos définis par leur contour et montrons comment le théoréme de Green peut étre uti-
lis€ pour générer de telles familles d’algorithmes. Par la suite, en omettant les conditions de
continuité du théoréme, nous travaillons avec des algorithmes incrémentaux dits additifs. Plus
précisément, ce sont des algorithmes pour lesquels le résultat associé a la somme de deux po-
lyominos correspond & I’addition des résultats de chacun des polyominos. L'usage du théoréme
de Green en géométrie discrete est déja connu, par exemple voir (Tang et Lien, 1988). Notre
approche est semblable a celle décrite dans (Philips, 1993; Yang et Albregtsen, 1994; Yang
et Albregtsen, 1996), ou la version discrete du théoréeme de Green est appliquée aux calculs
efficaces de moments. Par ailleurs, pour une présentation plus générale des propriétés voir (Go-
lomb, 1994). On trouvera dans (Viennot, 1992), un survol de résultats énumératifs concernant

les polyominos. Citons aussi (Clarke. 1980: Delest, Gouyou-Beauchamps et Vauquelin, 1987).

2.1 Théoréme de Green

Pour débuter notre analyse, la version suivante du théoréme de Green (McCallum, Hughes-

Hallet et Gleason, 1999) nous est largement suffisante.

Théoreme 1 Soit P(x,y) et Q(z,y), deux fonctions continiiment différentiables définies sur
un ouvert contenant une région simplement connexe, S, délimitée par une courbe simple, T,

orientée positivement. Alors,

bQ oP\ | . N+ Ofop
//Q<$_3_y> dxd,y—/FP(L,y)lerQ(Jz,y)dy-

Comme les parametres énumérés précédemment impliquent des intégrales de la forme

/ f(@,y) d dy,
. 0

|’étape suivante consiste a choisir, dans le théorgme de Green, P(z,y) et Q(z,y), de sorte que
(%(12 — %’—;) = f. En effet, plusieurs couples de fonctions (P, () satisfont cette condition. Les

trois principaux donnent lieu au lemme suivant.
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Lemme 2 Soit un polyomino P avec un contour -y, et supposons f(x,y) une fonction continue.

Alors on a,
// flzy)dedy = /fl(x,y)dy 2.1
P ¥
~ - [ feyde 2.2)
o
= /F(I,y)(:vdy—ydw), (2.3)
Sy
on

-z y 1
fley) = / f@y)dz, faley) = / fzy)dy, Flzy) = /O f(s2, 5y)sds.

La notation f7 désigne une intégrale de ligne sur le contour ~ alors que f Y6 dt deénote une

intégrale indéfinie selon la variable réelle t.

Preuve. Pour (2. 1), on prend, dans le théoreme de Green, Pet Q tels que P = 0et Q = f1. Pour
(2.2), on choisit P = —fy et = 0. La formule (2.3), moins triviale, peut $’établir de la fagon
suivante. Prenons, dans le théoréme de Green, P(z,y) = —yF(x,y) et Q(x,y) = zF(z,y).
On doit alors montrer que (?—Q - %—5) = f. Pour ce faire, remarquons d’abord que

dx
oQ OP oF OF
= — A Y vt
or Oy ox oy

Considérant une variable supplémentaire w vérifiant I’inégalité 0 < » < 1, on obtient,

>=2F+.’L‘

L
w? P (wx, uy) = uQ/ f(sux, suy)sds
0

= /uf(o:c,oy)o de (via o = su).
0

Dérivant ensuite par rapport a u, on trouve

2uF (uz, uy) + uza—F(u.:c, uy)e + quwr,uy)y = uf(uzx, uy).
or Oy

Finalement, en posant v = 1 on obtient I'égalité désirée

OF OF

o
Remarquons que la preuve de la formule (2.3) du Lemme 2 utilise le théoréme de Green et
qu’elle est beaucoup plus algébrique que géométrique. 1l existe cependant une preuve géométrique

n’utilisant pas le théoréme de Green, qui est présentée dans la Section 0.1 de I’ Appendice A.



2.2 Algorithmes incrémentaux

L’évaluation de chacune des intégrales de ligne (2.1)-(2.3) du Lemme 2 peut se ramener & une

succession d’intégrales simples sur des segments unitaires (horizontaux ou verticaux) formant

v
n—1
o= =
Y =0 [vi,vii 1]
ol v; = (x5, ¥i), 2 = 0,...,n— 1, désigne les sommets successifs du polyomino P satisfaisant

vir1 = v; + Avy = (z; + Az, y; + Ay;), avec la convention v, = vg.

En supposant que les polyominos sont codés par (s,w) oit s € Z x Z correspond au point de
départ et w & un mot sur I’alphabet ¥ = {a,b,a, 5}, la discussion précédente donne lieu a des
algorithmes incrémentaux au sens suivant :

En partant du point source s, le contour v du polyomino est décrit en parcourant

w lettre par lettre. A chacune des étapes, I’instruction 2 exécuter dépend seulement

de la position courante sur la frontiere et de la nouvelle lettre lue.
Plus précisément, considérons quatre vecteurs associés a ’alphabet ¥

-

7 =(1,0), 5 =(0,1), @ =(-1,0), b =(0,-1)
et prenons quatre fonctions

®G($> y): @b(CC, y): éﬁ(m', y)/ (I)E(:E, y),

chacune associée 2 une lettre de . Le mot w = w,ws . . . w, est parcouru séquentiellement, de
gauche a droite en cumulant les sommes partielles dans la variable S. Il en résulte I’algorithme

suivant :

vi=5:5:=0;

pour 7 := 1 a n faire
S =854+ Dy, (v);
vi=v+w;

fin pour;

retourne 5.
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L’algorithme incrémental sera par la suite identifié par @ = { &, ,®}, 7, <I>E } et nous utilise-

rons la notation suggestive suivante afin de représenter le résultat d’un algorithme incrémental,
Output(e,P) =" ®a(zs, 1) + _ Pplzi,y:) + Y Palwiw) + »_ i, ua).
— 1 — 1

Les formules (2.1)-(2.3) du Lemme 2 donnent lieu 2 des algorithmes incrémentaux corres-
pondants appelés respectivement V-algorithine, H-algorithme et VH-algorithme. Les lettres V
et H sont des abbréviations pour les mots vertical et horizontal. Dans le V-algorithme (resp. H-
algorithme) seuls les cOtés verticaux (resp. horizontaux) décrivant le polyomino sont considérés

alors que dans le VH-algorithme, & 1a fols les cOtés verticaux et horizontaux [e sont.

Proposition 1 Soit le polyomino P = (s,w). Alors,

//P fley)dedy = @yl v) + Y Bolwyi) + Y Palzi,w) + Y Oplziw),
/. = 1 -

1
ott les fonctions ®o, Py, Pz, S sont choisies parmi les trois ensembles suivants de possibi-

lités .

V-algorithme

-1 -1
O ,=0, &= / filz,y+t)dt, Pz=0, q)g-_——/ filz,y —t)dt.
40 0

H-algorithme

1 1
¢, = —/ folz+ty)dt, &, =0, ‘I’a=/ fa(z —t,y)dt, @;=0.
0 0

VH-algorithme

.1 -1
By = —y / Flz+ty)dt, d=z / P,y +1)dt,
Jo /0

1 +1
<I>a=y/ F(z —t,y)dt, @52—33/ Fle,y —1)dt,
0 0

ot f1(x,y), fo(z,y) et F(z,y) sont définies par (2.1), (2.2) et (2.3).



Preuve. Soit o une des trois formes différentielles
fHlz,vdy, —folz,y)de, F(z.y)(ody — ydo)

apparaissant dans les intégrales de ligne (2.1), (2.2), (2.3) du Lemme 2. Alors,

. . n—1_ .
[frevma=fo= ] o

oll vg, V1, ..., Vn_1, Vo(= Vvp) sont les sommets appartenant au contour -y du polyomino P.
Comme P est défini par le point (g, yo) etle mot w = wyws .. . wy, alors le segment [v;, viyy]

sur le contour de P est paramétrisé par (x,y) = (z(2),y(t)), 0 <t <1, 0l

r=a(t) =z +t, y=yt)=1y, (de =dt,dy =0), siwi =a,
r=z(t) =, y=y{t)=y;+t, (de=0,dy=dt), slwy =
r=ux(t) =2~ t, y=y(t)=uwy, (dz = —dt,dy =0), siwy1 =4,
z=x(t) =z, y=ylt) =y —t, (dz =0dy= ~dt), siwy, =b.

On conclut donc, en utilisant les paramétrisations correspondantes, par I’évaluation des intégrales

de ligne (2.1), (2.2), (2.3) du Lemme 2. ]

2.3 Applications élémentaires et exemples

Quelques exemples élémentaires de ces algorithmes pour le calcul de [ [, f(z,y) dw dy sont
présentés dans les tables suivantes : Table 2.1 (aire), ol f(x,y) = 1; Table 2.2 (centre de

gravité), ol f(z.y) = i et f(x,y) = y; Table 2.3 (moment d’inertie), o f(x,y) = z° + y°.

Figure 2.2 Polyomino cod€ par le mot w = acbababaababbabb.

Nous illustrons ici certains calculs sur le polyomino défini par w = aabababaababbabb et

s = (0,0) de la Figure 2.2.



Algorithme | @, o, | Pz o
V-algo 0 x 0 —
H-algo -y 0 Y 0
VH-algo —y/2 | /2| y/2 | —x/2

Tableau 2.1 Aire.

V-algo pour l'aire : 37 0+ 3 x4+ 3. 0+ 30 —x;,

// ldedy =040+ 204+0+24+0+2+0+0+ 20+ 0 — 13
JJp
— 21+ 0— 21 — 255
=2+43+442-1-1

=9
H-algo pour Laire : 37 —yi+ 3,0+ 3 yi+ 3,0,

// ldzdy = —yo -1 +0—-y3+0—-y5+0+y7+ys+0+y10+0+0
JP

+y3+0+0
=—-1-243+3+4+2

=9.
VH-algo pour Uaire : 3" —yi /2 + 3, i/2+ 3 _yi/2+ 30, —xi/2,

// ldzdy = —yo/2 —y1/2 + x2/2 — y3/2 + 2a/2 — y5 /2 + 26 /2 + y2/2 + y3/2
J Jp
+29/2 +y10/2 — 211/2 — 212/2 + y13/2 — 214/2 — 215/2
—1-1/243/2-14243/243/241+2-1/2-1/2+1



Algorithme d, b, bz o
V-algo (num  I) 0 x?/2 0 —z2/2
V-algo (num ) 0 z/2 4+ xy 0 z/2—xy
H-algo (num &) —y/2 —zy 0 —y/2 42y 0
H-algo (num %) —y2/2 0 y?/2 0
VH-algo (num %) | —y/6 — xy/3 z?/3 —y/6+ zy/3 ~x%/3
VH-algo (num %) -y%/3 z/6+ zy/3 y2/3 z/6 —xy/3

Tableau 2.2 Centre de gravité.

V-algo : abcisse du centre de gravité - 5, _ 0+ 3, a2 /2+ 5, 0+ 3 ~a?/2,
//zdzdy:O+O+z§/2+0+z§/2+0+z§/2+O+O+x3/2+0
P
— o}y /2 = 2%p/2+ 0 — 23,/2 — 215/2
= (22 4+3% 442422 12— 1%))2
=312,
douz = 25/—2 = 3L

H-algo : abcisse du centre de gravité 5 | —yi /2 —wiyi+ 3,0+ —yi/2+zyi+ 37, 0,

// wdrdy = (—yo/2 — woyo) + (—y1/2 — z1y1) + 0+ (—y3/2 — 23y3)
Jp

+ 0+ (—y5/2 — :L‘5y5) + 0+ (—y7/2 + x7y7) + (—yg/Z + Zgyg)
+ 0+ (—ylo/2 +1L‘10y1()) +0+4+0+ (—ym/Q + .’L’[;gyljg) +0+0

=-5/2-7+21/24+15/2+6+1=31/2,

w
—

y s = 31)2
douz=—9/—=

—
o

V-algo pour Uintégrale dans le moment d’inertie :

// (z? + 4 dedy = in/?)—i— 22 /3 + zays + iyt + Z—zi/B — 2} 3+ @y — iyl
P
1 1

= T4,
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V-algo | &, =0 Oy = /3 + /3 + zy + xy?
Oz =0 Py =—x/3 — /3 + zy — ay?
H-algo | ®, = —y/3 —v*/3 —wy — 2%y ®, =0
by =y/3+ /3 — 2y + 22y P5=0
VH-algo | @, = —y/12 — y*/4 — xy/d — 2Py /4 | &y = x/12 + 2% /4 + xy /4 + xy® /4
O =y/12+ y*/4 — xy/4 + 2Py /4 O; = —z/12 — /4 + 2y /4 — zy? /4

Tableau 2.3 Algorithmes de [[p (¢* + y*) dz dy dans le moment dinertie.

L’exemple suivant calcule la probabilité qu’un point aléatoire (z,y) € R x R, sous la dis-
tribution normale de probabilité a deux variables, f(z,y) = Lexp(—xz? — y?), se situe dans
un polyomino P donné. Dans ce cas, comme le VH-algorithme est plus complexe, seuls les V
et H-algorithmes sont donnés (voir Table 2.4). Par ailleurs, nous verrons qu’il est possible de
considérer des fonctions discretes f(z,y) en utilisant tes méthodes décrites dans les Sections
2.4 et 2.5 ou par exemple on calcule le nombre de pixels communs entre un polyomino et un

ensemble donné de cellules.

V-algo | @, =0, ¢y =

H-algo | @, = —ferf(y)(erf(z + 1) —erf(x)), | @ =

b
Tableau 2.4 f(z,y) = Lexp(—2® — y?), erf(x) = % Jo exp(—t?) dt.

™

De fagon générale, en raison de leur formulation, les Vet H-algorithmes sont plus simples que le
VH-algorithme correspondant. Cependant, il existe une classe importante de fonctions pour la-
quelle le VH-algorithme est le plus souvent préférable : la classe des fonctions homogenes, c’est-
a-dire, les fonctions f(z,y) qui satisfont une équation fonctionnelle de la forme f(sz,sy) =
s¥f(x,y) pour une constante k, appelée le degré d’homogénéité. Le VH-algorithme correspon-

dant est décrit maintenant.
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Corollaire 1 Soir f(x,y) une fonction continue, homogeéne de degré k > —2 et soit

®,, By, O, Oy, les quatre fonctions définies par

Tolz,y) = ~ 5 (Al + 1Y) - A@y), Bey) = 25+ - fly),
Fa(e,y) =~ (hie = 1y) — flwy), Bew) = = faley = 1) = fale,y),

k+2
oi fi(z,y) et fox,y) sont définies dans le Lemme 2. Alors, le VH-algorithme correspondant

caleule [[o f(z.y) dz dy, pour tout polyomino P.

Preuve. Soit f(z,y) une fonction homogene de degré k. Alors, la fonction F(z,y) de la Pro-

position | prend la forme

Fla,y) = /0 sz, sy)sds = /0 S f (g ds = @),

Donc, pour le VH-algorithme correspondant, on a,

1 1 2+1
Doz, y) =—/0 F(at+t,y)ydt=—$/0 f(:r;+t,y)dt=—kyj flz,y)dx
= 3+ 1Y)~ A y),

par définition de f(x,y). En procédant de fagon équivalente, on peut vérifier les formules pour

Py, Py et (1’3. | ]

Nous donnons ici une illustration typique du Corollaire 1 pour laquelle le VH-algorithme est
plus simple que les V et H-algorithmes correspondants. Le calcul de la distance Euclidienne
moyenne d’un point donné (u,v) € Z % Z, & un point aléatoire (x, y) dans un polyomino P est

donné par la formule

[fo V(& =2+ (y — v)? dudy

a(P) '
En effet, ceci peut se ramener au calcul d’intégrale de la forme [[p f(x,y) dz dy, simplement
en remplagant le point de départ s = (20, yo) par s — (u,v) = (To — u, yo — v). Ce qui consiste
a prendre, dans le Corollaire 1, f(z,y) = \/a:Qiqu2 et k = 1. Dans ce cas particulier, les

fonctions f1(z,y) et fo(x,y) sont données par les formules

x|zl siy =0,

fl(x,\y) =
toy/u? +y? + $y? In(z + /22 + ¢?)  sinon,
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et

Syly| siz =0,

fol@,y) =
Syv/a? +y2 + Lx?ln(y + /22 + y?) sinon.

On notera que f1(0,0) = f2(0,0) = 0 en passant 2 la limite.

Exemple. Utilisant le programme développé en Maple (voir Section 0.3.1 dans Appendice A),
nous trouvons que la distance moyenne de l'origine & un point aléatoire du polyomino de la

Figure 2.3 est donnée par 8, 961688230.

Figure 2.3 Distance d’un point & [’origine.

Nous avons aussi appliqué notre algorithme au cas du pixel unitaire dont le coin inférieur
gauche est a I’origine et obtenu une distance moyenne a |’origine de 0, 7651957160. En guise de

vérification, Ja génération aléatoire de 10000 points donne la valeur approchée 0, 7651130129.

2.4 Notion d’algorithme incrémental additif

Dans les exemples précédents, on supposait la fonction f{z,y) continue. Cependant, il est sou-
vent possible d’éliminer cette condition sur f tout en utilisant la Proposition 1 comme guide
pour élaborer les algorithmes correspondants. Par exemple, les algorithmes pour le calcul des
projections horizontales et verticales d’un polyomino peuvent étre exprimées comme suit. Pour

un entier & € Z, définissons f par

Hay) = xla <z <a+tl),
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ol x dénote la fonction caractéristique. Il est alors clair que [, f(x, y) dz dy correspond  la

projection a-verticale du polyomino P :

/ /P flz,y) dudy = #{9 € Z| Pixa g C P} = va(P),

oll Pix, g est un pixel unitaire du plan dont la coordonnée {(a, 8) € Z x Z correspond au coin

inférieur gauche

Pixq

Pixap={{z,y) ERxRla<az<a+1,8<y<f+ 1}

Dans ce cas, utilisant la Proposition 1, on trouve

0 siz < o,
"L
fl(x,y)Z/X(aS$<a+1)d$= r—a sia<z<a+l,
1 sia+1 <.

1l est alors simple de vérifier que ceci donne bien les algorithmes suivants.
V-algorithme pour les projections verticales v, (P) :
Q,=0, &p=Xr>2a+1), $&z=0, P;=-AX(z>2a+]l)

De fagon similaire, prenant f{z,y) = x(8 < y < 8 + 1), les projections S-horizontales du

polyomino P, définies par
#{a € 7| Pixqa g3 C P} = hg(P).
se calculent & partir de I’algorithme suivant.
H-algorithme pour les projections horizontales hg(P) :
Qo=-X(y=2p+1), =0, Pp=X(y=28+1), P;=0.

En eftet, ces algorithmes pour les projections verticales et horizontales sont simplement des cas

particuliers de la notion générale d’algorithme incrémental additif qu’on définit maintenant.
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Définition 8 Un algorithme incrémental @ = { &, &y, Oz, &5 ) est appelé additif si, routes
les fois qu’un polyomino P est I'union de deux polyominos P |, Py ayant des intérieurs disjoints

(voir Figure 2.4), on a

Output(e, P) = Output{e. Py UPs) = Output(e.Pq) + Output(e, P3).

Figure 2.4 P = P; U P4 ayant des intérieurs disjoints.

Un exemple plutot simple d’algorithme incrémental non-additif est donné par I’identité &, =

¢y, = &z = &5 = 1, qui calcule le périmétre d’un polyomino.
Proposition 2 Un algorithme incrémental @ = ( &, , 0y, 05, Oy ) est additif si et seulement si
D, y) = —Palz - Ly) et Pplz,y) = —Pplz,y — 1). 24

De plus, le résultat obtenu par I'application d’un algorithime incrémental additif e, sur un
polyomino P est donné par
Output(e, P) = Z Ae®y(a, 8) — AyPy(a, 7)), (2.5
Pixg, sCP
ot Dy ® et Ay® sont des fonctions définies par Ay ®(x,y) = O(z + 1,y) — O(x,y) e
AyO(z,y) = D(z,y + 1) — B(x,y).

Preuve. Puisque tout polyomino P peut s’écrire comme la réunion finie de la fermeture de ses

pixels,

P= | Pixag
Pixu,ﬁgp

le résultat d’un algorithme incrémental additif satisfait

Output(e, P) = Z Output(e, Pixy ).

Pixs gCP
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En particulier, si Py = p; et Py = ps sont tous les deux de simples pixels et P est un domino

vertical comme illustré dans la Figure 2.5 (a), alors,
Output(e,P) = Output(e,p; Ups) = Output(e,p;) + Output(e, ps).

Ceci implique que dz(z,y) = —Po(z — 1,¥), afin d’annuler la contribution du cbté horizontal
commun dans le polyomino P. De méme, en utilisant un domino horizontal (voir Figure 2.5

(b)), un argument similaire justifie que

By y) = ~Dy(a,y ~ 1),

En conséquence, ceci montre que les conditions données sont nécessaires pour I’additivité. Leur
suffisance découle de I'annulation automatique des frontieres communes de P et Ps (voir
Figure 2.4) pour les polyominos généraux ayant des intérieurs disjoints et tels que P = P1UP5.
La formule associée 2 Output(e, P) découle elle aussi de ces conditions. puisque pour tout

pixel fermé Pix,, g, on doit avoir (voir Figure 2.5 (c))
Output(e, Pixs g) = ®ola. ) + Pp(a+ 1, 8) + Px(a + 1,8+ 1) + &p(a, B + 1)
=P,u(e,3) + pla+ 1,8) — Pu(e, f + 1) — Bp(e, )
= A(L'q)b(av :8) - Ay@a(a-ﬂ),

pour tout algorithme incrémental additif,

(xy)
pl
(x=1.y) (x.y) pl p2 (xy+!) (x+1,y+1)
p2
(x.y—1) (xy+1) (x+1,y)
(a) (b) (c)

Figure 2.5 (a) Domino vertical, (b) domino horizontal, (c) un pixel Pix,, .
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L’un des attraits de la Proposition 2 est, par exemple, de démontrer rigoureusement qu’un al-
gorithme incrémental additif donné fonctionne effectivement. Par exemple, on peut vérifier, en
utilisant ce résultat, que les algorithmes v, (P) et hg(P) pour les projections verticales et ho-
rizontales sont bien valides. De méme, toujours en utilisant la Proposition 2, on peut confirmer
la validité des algorithmes incrémentaux & valeur booléenne de la Section 2.5.2 . Une autre ap-
plication de cette proposition consiste a créer de nouveaux algorithmes en choisissant d’abord
arbitrairement deux fonctions $,(x,v), Pp(x,y); en définissant ensuite les fonctions associées
ba(x,y), Pp(z,y) a partir de (2.4) ; et, finalement, en calculant la sortie correspondante en
utilisant (2.5). Par exemple, si on pose ®,(x,y) = 0 et p(x.y) = ¢%, ol ¢ est une variable
formelle, on trouve un algorithme donnant la g-énumeration de la famille de projections. La

Section 2.5.6 est justement consacrée a exposer ce cas particulier.

Par ailleurs, le corollaire suivant peut étre interprété comme un inverse de la Proposition 2. Ii
décrit comment trouver Po(x,y), Pp(z,y), Pa(x,y), P5(r,y) a partir du résultat désiré. De
plus, il montre aussi la relation étroite existant entre les algorithmes généraux incrémentaux

additifs et le calcul des différences finies a deux variables.

Corollaire 2 Soit A un annean et W Z x Z — A une fonction de poids. Alors, I'algorithme

incrémental additif, { ©, . &y . &g, Oy ) le plus général, avant comme résultat

> Wi(z,y) €A,

Pixg , CP

pour chaque polyoniino P, est de la forme

Bo(z,y) =VUz,y) +Qzy - 1) - Qe - Ly —1),
Dy(z,y) =U%z,9) +Qz—~1,9) - Qz -1y -1)
Og(z,y) = ~Bu(z —1.y)
Pp(z,y) = —Pp(z,y — 1),

oit (U%z,y), VO(x,y)) est une solution particuliére de I'équation aux différences finies

et Z x Z — A est arbitraire.
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Preuve. Comme ’équation aux différences finies est linéaire, il suffit de montrer (voir Proposi-

tion 2) que la solution générale (U, V') de I"équation homogéne associée,

A”EU(T~y) - Ayv(%y) =0, (2.6)

est donnée par
Ulz,y) = Qz-1ly)—Qx-1y-1), (2.7)
V(l":y) = ‘Q(‘T";y_ 1)_9(1"_1)]/_1)7 (28)

ol Q(a, y) est arbitraire. En effet, en substituant (2.7) et (2.8) dans (2.6), on obtient

AU =AY = [(Qa,y) - Qz,y— 1) — (e~ 1,y) - Oz — Ly —1))]
~[(a,y) — Qz — 1,y)) = (QUe,y — 1) = Oz — 1,y — 1)]

= 0

Inversement, pour montrer qu’a toute solution (U, V') de I’équation homogéne, correspond un
Q, on introduit deux opérateurs auxiliaires de sommation, 27 et E'ﬁJ, définis sur les fonctions

g:ZXZ — A, par

Soi=1 90k, ) siz >0,
Zig(z,y) = ¢ 0 Siz=0,

- ko g(—k.y) siz <0,

et similairement pour £¥g(x, y). Le lecteur peut vérifier, que pour toute fonction w(z,y), on a,

Vow(z,y) = w(z,y) —w(z — Ly) = g(z,y) = w(z.y) = w(0,y) + Lig(z,y),

Vyw(z,y) = w(z,y) —w(z,y - 1) = g(a.y) = wlz,y) = w(z,0) + 2g(z,y),
et la fonction requise Q(x, y) peut étre écrite comme
Uz,y) = c+ D{U(Ly) + 57V (z,y + 1),

oll ¢ est une constante arbitraire (en fait, ¢ = (0, 0)). n
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Une fagon parmi tant d’autres de trouver une solution particuliere (U, V0) de I'équation
AU — AV =W, est de forcer VO (resp. U") égal a 0 et de prendre UV (resp. V') comme

solution particuliére de I’équation aux différences finies simple

AlU(x7y) = Lv(x,y) (l'eSp. - Ayv(ivz y) = W(:C) y))
avec la solution particuliére

U =SW(zx—1,9), VO=0 (resp.U° =0, V0= —SVW(z,y —1)).

Cette méthode donne un V-algorithme (resp. H-algorithme) particulier. On peut aussi utiliser la
méthode des séries formelles : soit z1 et z9 des variables formelles et considérons la série de

Laurent formelle

U(Zl:Z'Z) = Za;,y U(“E’ y)zlrzéj’
Vizi.z) =3, V(e
W(zl, z9) = Zn‘,’y Wz, y)zy.

Alors ’équation aux différences finies
AU (z,y) — AV (z,y) = W(z,y),
peut se reformuler de {a maniére suivante
(1= 20)20(21,20) = (1 = 29): V (21, 22) = 2120 W (21, 20).

Gréce a quelques manipulations algébriques, cette derniere équation peut se résoudre pour

0(zl,z2) etf}(z]_,z-z).

En outre, cetle méthode a été utilisée pour trouver la solution générale de |’équation homogene

apparaissant dans la preuve du Corollaire 2.

Une autre fagon de déterminer les solutions des équations aux différences finies du Corollaire
2 est d’exprimer, si cela est possible, W (z, ) dans la base zMy\0) | ¢ 5 > 0, on tF) = ¢(t —
1)...(t—k=+1) estla k-ime puissance factoriclle descendante de ¢. Puisque AgtH) = k(=1
cette base est bien appropriée pour les équations aux différences finies, Cette méthode est décrite

dans la Section 2.5.5 pour le calcul des moments d’ordres supérieurs d’un polyomino.
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2.5 Autres exemples et applications

La présente section traite des relations entre ensembles quelconques de pixels et polyominos.
Il convient pour commencer, de considérer le cas le plus simple, qui consiste & déterminer si
une cellule élémentaire est incluse ou non dans un polyomino. De nombreux résultats dont les

opérations booléennes et les calculs de familles de projections en découlent.

2.5.1 Déterminer si un pixel donné est contenu dans un polyomino
Soit {a, §) € Z x Z et considérons la fonction booléenne-valuée suivante

Wa,ﬂ(fcry) = X(:E = Q)X(y = 8)

Puisque,

. 1 si PiXQ_/j CP,
Z T/ch,ﬁ($=y) = X(Plxa.ﬁ CP) =
Pixz,y CP 0 sinon,

alors, on peut utiliser I’algorithme incrémental additif suivant afin de déterminer si le pixel

défini par (e, 3) appartient ou non au polyomino P.

V-algorithme :

9,=0, P=x{z>2a+1)x(y=0), ®z=0 &p=-x(z>a+lx(y=06+1)
H-algorithme .

b= —xlz=a)x(y>28+1), =0 Pg=x(z=a+l)x(y=2p+1), ;=0

Par exemple, si on applique le V-algorithme au polyomino de fa Figure 2.6 (a) avec (o, 3) =
(2,2) et a celui de la Figure 2.6 (b) avec (e, §) = (5, 2), on obtient respectivement (seuls les

termes non-nuls sont indiqués) :
x(Pixgo € P) = x(z13 2 3)x(y13 = 2) — x(218 > 3)x(y18 = 3) + x(z21 = 3)x(y21 = 2)
=1-1+1

=1 (puisque, Pixyy C P)
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et
X(Pixs2 € P) = x(213 = 6)x(v13 = 2) — x(x18 = 6)x(v18 = 3)
=1-1

=0 (puisque, Pixsy € P).

(a) (b)

Figure 2.6 (a) Pixy o appartient au polyomino (b) Pixs o n'appartient pas au polyomino.

Evidemment, suivant le Corollaire 2, il est possible de déduire une famille non-dénombrable

dalgorithmes { @57, @f)”ﬁ, <I>§'3 @%‘"ﬁ) a partir desquels on peut calculer x(Pixq 3 C P).

2.5.2 Opérations booléennes sur les polyominos

A partir de la fonction caractéristique x, il est possible d’établir de maniére assez directe des

formules pour les opérations booléennes sur les polyominos. Soit P; et Po, deux polyominos

dont les contours sont donnés respectivement par v, = (x},y;) pour ¢ = 0,1,--- ,n; — 1, et
"

f = (ff, yf) pour j = 0,1,--- .ng — 1.

Proposition 3 Le nombre de pixels dans Py NPy est donné par

#(P1NPy) =a(P NPy) = Z min(af, 27) Ay Ay),

0Li<ny, 055<ny
1,7, G330TLLS

ot la somme est prise sur "ensemble des couples (i, ) qui sont assortis au sens suivant (voir
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Figure 2.7 (a), (b), (c), (d)) :

yi =y er Ay = Ayl (= =£1), (Figure 2.7(a), (b)),
ou
(4,7) sont assortis <= ¢yl = yi—1 et Ay;=1, Ay = —1, (Figure 2.7(c)),

ou

Yy =y; +1 et Ay;=~1, Ayf =1, (Figure 2.7(d)).

’ b 2 s
vi Y v i

’ v)? s ”
Yi j Vi A

() (b) () (d)

Figure 2.7 Paires assorties.

Preuve. Le nombre de pixels en commun entre P et P est donné par

#PLNP) = > x(Pixpe C P )x(Pixy C Py).
(p,q)€ZXZL

En utilisant maintenant le V-algorithme tel que décrit a la Section 2.5.1, on a que
X(Pixpq CP) = P(v;, Avy),
i

ot Py, Av) = x(x = p+ L)x{y =g+ 1_—2A”)Ay, puisque Ay = —1,00u 1. Soit M (resp.

. H A1 . o - ! e ! /
NV) la borne inférieure pour tous les x; et 2y (resp. y; et y7).

Alors
#P1 NPy = Zé”“’(vé, Av)@P(v Avy)
p2Mg>N 4]
- Z Q(v, Avj, vy, Avf),
]
ou

QO AV 0", AV = Z PP, A YOP (" Av")
pzhl.g2N

= (min(z’,2") — M)On (Y, Ay, y", Ay,



et oll
1 si N<y =vy" et Ay =Ay"(=+£1),
_1 Si NSy/) NSy”, y/:y//_17 Aylzl, Ay//:_l‘

91\/ (y/,Ay/,y//’Ay//) — . ‘
-1 si N<y¢/, N<y" v =¢"+1, Ay =—-1, Ay’ =1,

0  sinon.
Donc,
. / " / 1
#P1NPy)= > (min(z},xf) — M)AyiAy],
O0<leing, 0<i<ngy
i3, assortrs
et comme le terme de gauche ne dépend ni de A7, ni de IV la conclusion en découle. |

De plus, suivant les formules de De Morgan, le nombre de pixels contenus respectivement dans

I’union et la différence de deux polyominos peuvent se calculer par

#(P1UPy) = #(P))+#(P2) —#P1NPy),
#(P1\Py) = #(P)) - #(P1NPy).

2.5.3 Intersection entre un polyomino et un ensemble donné de pixels

Soit § un ensemble fixe de pixels, fini ou infini, et supposons que ( ®57, 7, &4, 29 )

sont des algorithmes pour le calcul de
x(Pixp s CP), (p,q) €ZXZ.
Pour déterminer si un polyomino P intersecte S, on doit d’abord calculer
x(SNP # ().
Cela s’obtient assez aisément en prenant ( <1>§ @f, @%, @f ), ol

3(2,y) = sup ¥Uzy), Bp(z.y)= sup ®)a,y),

pixp 4CS PiTp CS
S , S Low
eS(a,y) = sup Bayy), BE(zy) = sup E2(x,).
pLrp ¢SS Pirs C8

D’autre part, pour calculer le nombre de pixels communs entre .S et P, #(S N P), il suffit de

remplacer le symbole sup dans le dernier algorithme par le symbole >~ de sommation.



2.5.4 Calcul de longueur d’équerre

Considérons le coin nord-est du plan R x R associé a un point (c, 8) € Z x Z d’un treillis
donné,

NEqp = {(2,y) €ERxR|a <z,8 <y} = [a,00) x [8,00).

Il est facile de vérifier que les algorithmes suivants permettent de calculer, pour un polyomino
P, le nombre de pixels contenus dans P N NE, 5. Autrement dit, ceci correspond a calculer le

nombre de pixels de P se trouvant au nord-est de (c, 5) (voir Figure 2.8) :

LT

Figure 2.8 Il y a 21 pixels appartenant a P, se trouvant au nord-est de (a, ).

V-algorithme : (pour la cardinalité¢ de P N NE, 3)

D=0, = (r—a)x(zza+l)x(y=5),

bz=0, O;=—-(z—-a)x(z>a+1)x(y>5+1)
H-algorithme  (pour la cardinalité de P N NE, 3 )

Pp=—-(y—Bxz2a)x(y=2p6+1), E=0,

Oz=(y—Ox(z>a+x(y>8+1), B=0.

Définition 9 Soit (o, 8) € Z x Z et P un polyomino. La longueur d’équerre de (o, 5) €
P, notée equerre, 3(P), est la cardinalité de I'ensemble P 1 Equerre,, 4 oit Equerre, g =
NEq 3\ NEqt1,8+1. Autrement dit, equerre,, g(P) est le nombre de pixels de P contenus dans

la L-forme Equerre,, 3, étant déterminée par (o, ) (voir Figure 2.9).
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L L]

Figure 2.9 Il y a 11 pixels appartenant a P se trouvant dans equerre, 3.

Par ailleurs, en remplagant (v, 3) par (o« + 1,8 + 1) dans les algorithmes précédents, une
simple soustraction donne lieu a des algorithmes correspondants pour le calcul des longueurs

d’équerre.

V-algorithme : (pour la cardinalit¢ de P N Equerre, 3)

Pp=(z-a)x(z>a+l)x(y > 0) - (¢ —a—-x(@>a+2)x(y > 6+1),

Pr=—(z-a)x(E>a+xly>28+D+(x—a-Dx(z>a+2)x(y>8+2).

H-algorithme : (pour la cardinalité de P N Equerre, 5 )

Po=-(y—Bixlzzax(yzB+ 1)+ y-8-Ux(z=a+x(y 20+2)
Pr=(y-Bxleza+l)x(y=28+1) —(y—B+1)x(r 2 a+2)x(y 2 5+2)
2.5.5 Calcul de moments d’ordre supérieur

L’approche que nous présentons maintenant pour le calcul des moments d’ordre supérieur est

semblable 2 celle donnée par Yang et Albregsten dans (Yang et Albregtsen, 1994; Yang et Al-
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bregtsen, 1996). Nous faisons cependant appel aux nombres de Stirling plutdt quaux nombres

de Bernoulli utilisés par Yang et Albregsten. Notre méthode se décrit comme suit.

Considérons deux entiers m, n > 0 etun point (u,v) € Z x Z aléatoire mais fixé. Par définition,

le (m, n)-moment d’un polyomino P relatif au point (u,v) est donné par I'intégrale

//p (z —w)™(y — )" dx dy.

Par une simple translation, le calcul de tels moments d’ordre supérieur se réduit au calcul de

// zMy" dx dy.
J Jp

(:L. + 1)m+1 _ (l.)m+1 (y + l)"H'l _ (y)”‘“
m+1 ' n+1
1
— A"r m+1A_ 7L+1.
(m+1)(n+1) ¥ vy

moments centraux :

Dans ce cas,

Wi(z,y) = //p "yt de dy =
J JPixg y

Tl est de plus bien connu (voir (Comtet, 1974)) que th = Zf:o S.{‘ft(“), ol Sf est le nombre de
Stirling de deuxizme sorte et £ = t(t — 1)...(t — v + 1). Comme Ast() = {1 il est

simple de voir que,

), (4 G+ 10 +1D) ot omat
Wiz, y) = wia Dy, gy = MTDIED gmirgnit
) 0<1’.<m§<]’<n i, i.J (m —+ 1)(n + 1) i+l P+l

Pour trouver les solutions (U, V') des équations aux différences du Corollaire 2, posons
Ue) = Y ey, Vimy) = Y vigelyt)

Alors,

AIU - AilJV = Z((Z —+ l)ui_HJ - (] + 1)Uiyj+1)$(i)y(j),
et le probléme se ramene & résoudre le systeme linéaire
(0 + Duggry — G+ Duigar = wij, 3,5 2 0.

Sans aucun doute, divers choix sont possibles pour u;;, v; ; €t une approche semblable peut

étre utilisée pour d’autres choix des w; ;.



Exemple. Soit m = 3, n = 2. Alors,

r+ D =2t (1) -8

Wix,y) ! 31 W 2)) Y
4+ 6zt Az + 1 3yt +3y+1
N 4 ' 3 '

D’autre part, on a,

2= e® 4 32® £ 20 2220 L0 ) 2@ ()

En multipliant on trouve

4z 41823 + 142 + 1 3y 465D 41
4 3

_ @y | 9,8, ¢ %xw) n g:c(%@) 40z 4 g$(2>

1 1
Lo, b
2V T

W(.’L‘,y) =

+ zm(l)y@) + 7oMy () 4 Zx(l) + }y(g) n
2 6 4
= .4 wz-,]-m(")y(j) 4.
ot w;; = (i 4+ Lujyr,; — (§ + 1)vy j4+1. Parexemple, si on prend v; ; = 0, pour tout 4. j alors

wi; = (i 4+ Dusyr;. Done, on a, wiprj = %11 et posons ug; = 0. Ainsi on peut trouver les

Ug 5. Alors,

U0(z,9) = 3 us oyl

_ %x(%(m N %xu)y(l) MECIENONO RPN NONNENC

12 2 ' 3
7 7 7 1 1
L@, 4 L, L2 4 2 (0, (0 4 = ()
+2:Ly +2x.y +12L +2£y +12x
1 . . .
= E:c(z)(x + 1)@ (3y® 4 3y + 1),

et V0 = 0.

Les valeurs correspondantes pour &4, ®;, $z, 7, sont obtenues en utilisant les formules du

Corollaire 2 et en posant, par exemple, 2(z,y) = 0.

2.5.6 Calcul des familles de projections

Nous donnons maintenant un exemple ol le poids de chacun des pixels d’un polyomino est pris

dans I’anneau A = R((g)) de g-séries formelles de Laurent finies. Par analogie au V-algorithme
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donné pour [’aire dans la Table 2.1, considérons 1’algorithme associé aux fonctions

< @a(zy) = 07 ‘I)b(ilI.,y) = [I](P q)ﬁ(z)y) = 07 (I)E(‘Euy) = ‘[w]q >:

ol
T

1l—g
1-¢q°

[z], = x € Z,

dénote le g-analogue de = (le nombre = fui-méme correspond a ¢ = 1). Dans ce cas,

1— q$+l

] l—-q*
Ap®y =[x+ 1]y — [l = T =

T

(].»

A,®, = 0.

Donc, selon la Proposition 2, le résultat de cet algorithme appliqué au polyomino P est donné

par

Output(e,P) = > Asdy(e, 8) = 8y@e(,B) = > "= ua(P)g™

Pix, gCP Pix, sCP a€z,

C’est la série génératrice de Laurent finie de 1a famille de toutes les projections verticales v, (P),
« € Z, qui peut également étre interprétée comme un g-analogue de ["aire (qui correspond a
g = 1). On utilise une approche similaire pour la famille des projections horizontales, hz(P),

8 € Z. En factorisant (1 —'q) (resp. (1 — t)), le lecteur peut vérifier aisément que :

Corollaire 3 Soir g et t des variables formelles et P un polyomino. Alors,

(a) pourle V-algorithme o = (9, =0, &, =q*, Pz=0, P;=—¢").
on a,
. Output(e, P
o)
—9q
a€Z
(b) pour le H-algorithme o = (&, =1V, &y =0, dz=-t¥, O;=0),

ona,

Output(e, P)
E , g T )
ha(P)t =7 .

BEZ

00 va(P), @ € Z, et hg(P), B € Z, dénotent les famillles de projections verticales et horizon-

tales du polyomino P.
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Exemple. A 1’aide du polyomino de la Figure 2.10, nous illustrons le Corollaire 3. Le calcul

utilisant le V-algorithme donne,

Figure 2,10 Famille de projections verticales.

Output(e,P) =0+ ¢ +0+0—¢™ +04+¢* + ¢ +0+0+¢"° +0—¢""
+ 0— ql'm — ql'ls
Pt g ==
=-2+¢" - +2¢°

et donc,

Qutput(e, P —2 492 — g3 4944
S a(P)g” = — put(e,P)  (-2+¢* —¢* + 2%

= =2+2¢+¢* +2¢°.
l—gq (1-4q)

3
On remarque que les coefficients du polyndme obtenu correspondent bien aux projections ver-
ticales du polyomino (voir Figure 2.10). Si le polyomino est translaté vers la gauche alors le

demier polyndme se transforme en une série de Laurent de 4 termes.

2.6 Autres champs d’exploration

Ces idées suggerent qu’il est possible de développer une multitude d autres algorithmes incré-
mentaux. Mentionnons par exemple, le calcul de projections obliques avec diverses pentes ou
de probabilités variées reliées aux polyominos. Les algorithmes décrits dans le Corollaire 3 ou
leurs variantes, pourraient éventuellement servir a I’étude de la reconstruction des familles de
polyominos a partir de leurs projections (Barcucci et al., 1996; Del Lungo et al.,, 1998;
Del Lungo, 1994). Dans la Section 0.2 de I'’Appendice A, on présente aussi le résultat d’un

petit programme Maple exécutant quelques algorithmes sur un polyomino de périmétre 44.



2.6.1 Calcul de paramétres sur les partages d’entiers

En particulier, certains calculs de paramétres sur les partitions peuvent étre effectués, puisque
les partages d’entiers sont simplement des cas spéciaux de polyominos codés par des mots de
type w = a*0%’, ot 6 est un mot sur {b,@} contenant ¢ fois la lettre @ et j fois la lettre b. Par

exemple, le polyomino de la Figure 2.11 est codé par le mot

Figure 2.11 Partage codé par w = aacacaaacaababababaabaabbaabaabbbbbbbb.

On notera que la famille de projections horizontales (resp. verticales) correspond aux parts du
partage (resp. partage conjugué). Mentionnons aussi que le calcul classique des équerres d'un
partage P peut étre effectué a partir du mot w. Rappelons enfin que le nombre de tableaux

standards de forme P est donné par la formule des équerres

n!
[Tequerre, 5(P)

2.6.2 Calcul de projections obliques

Définissons le ruban R, par

Ro= |J Pixpq={z,9) | x| + ly] =a},

pHg=c



40

ou |¢] désigne la partie entiére de £. La projection oblique d’indice o d’un polyomino P est

définie par

Diagn(P) = «(P N Ry) = #(P N Ry).

7 (@0)

Figure 2,12 Projection oblique d’un polyomino.

Théoréme 2 Le V-algorithme pour le calcul de Diag,(P) est donné par

(®a=0, Pp=x(z+ty>a), Pz=0, Pp=-x(z+y-1>a))

Preuve. Par la proposition 2, on a

Output(e, P) = Z A Qy(p,q) - By Po(p, q)- (2.9
Pixp, ¢ CP
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On vérifie alors que,

Ay ®p(z,y) = x(z+1+y>a)—x(z+y>a)

x(x+y>a)—xlz+y>a)

= x(z+y=a)

et Dy®u(a,y)=—x(z+y+1-1>a)+x(z+y—-1>a)=0,

d’on

> APy(pg) — A% g)= D>, x(ptg=a)m
PixpqCP PixpqCP

Exemple. Soit le polyomino de la Figure 2.13 codé par le mot w = aaabbabbbbabaabbab.

Calculons la projection oblique pour «« = 2 (seuls les termes non-nuls sont indiqués) :

Figure 2.13 Diag, = 3

Diag?(P):ZO+ZX(I1+1/1‘>2)+ZO+Z—X($H‘%—1>2)
- i - 1

= x(z3 +y3 > 2) + x(zg + v4 > 2) + x(x6 + ys > 2)
=x(1+2>2)+x(1+3>2)+x(0+4>2)

=3



42

2.6.3 Calcul pour polyominos avec trous

Par ailleurs, on observe que les Propositions | et 2 peuvent &tre adaptées aux cas plus généraux
des polyominos avec trous. Pour le cas des polyominos connexes, il suffit simplement de sous-
traire les trous. Cependant, pour les polyominos non-connexes, il faut traiter chacune des com-
posantes connexes séparément. En effet, il apparait que chacun des algorithmes décrits jusqu’ici,

peut s’appliquer aux cas des polyominos connexes ou non-CoONNEXEs avec trous.

Par exemple, aire du polyomino de la Figure 2.14 peut &tre calculée a ’aide du V-algorithme

de la Table 2.1.

Figure 2.14 Un polyomino avec trous.
Considérons la premiére composante connexe. Soit
w = aaabbaaabaababbabbababbbbabbbabbabbaabaabaababbbbabbaababababb,
le mot décrivant le contour extérieur du polymino et
= abbabb, 1= abbabb, u = aaaaabbbbbbababaababbbbb,

les trois mots codant respectivement le périmetre des trois trous. L’aire associée a cette com-
posante connexe est alors obtenue en soustrayant le résultat de |’algorithme appliqué aux trois

mots s, ¢, u de celui de w. Considérons ensuite la deuxiéme composante connexe. Soit

r = aaabbbaaaaaa,
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le mot codant le périmetre extérieur de cette composante et

v = abab,
décrivant le trou. De fagon analogue a la premiére composante connexe, on obtient |"aire corres-
pondant & cette seconde composante. Finalement, afin de trouver I’aire totale du polyomino, il

suffit d’additionner I’aire respective de chacune des composantes connexes. Ecrivant seulement

les termes non-nuls, on obtient :

a,(P)=/1;+/7:_/S_/f/u_/u

=131+9-2-2-28-1
= 107.

2.7 Remarques

Le théoréme de Green discret s’avere un outil puissant et efficace permettant de fixer dans un
cadre général une panoplie d’algorithmes rattachés au calcul de. parametres sur les polyomi-
nos. Cette approche est tres fertile en résultats nouveaux, et de nombreux problémes ouverts
et conjectures apparaissent de fagon naturelle. Mentionnons par exemple certains probleémes
soulevés lors d’une communication présentée a Naples, dans le cadre de Ja conférence interna-
tionale DGCI’03 (19-21 novembre 2003, Naples, Italie) (Brlek, Labelle et Lacasse, 2003) :

- [ Christophe Fiorio | décider, de fagon efficace, si un polyomino P; est inclus dans un po-
lyomino Pg. On notera que Py C Ps si et seulement si #(P; N Py) = #(Py). Ainsi, une
solution plus raffinée a celle proposée dans les Sections 3.2 et 3.3 serait envisageable.

— [ Christophe Fiorio] étant donné deux polyominos, P, et Py, déterminer le nombre maximal
de pixels contenus dans I’intersection de P; et un translaté de P ;

— [ Cero d’Elia | déterminer le polyomino maximal P’ strictement inclus dans un polyomino
donné P de telle sorte que les contours de P et P’ soient disjoints

- [ Jean-Marc Chassery | décider si un point quelconque du plan, (x,), est contenu dans
I’enveloppe convexe d’un polyomino P.

Un version beaucoup plus étendue a été publiée dans les deux revues Discrete Applied Mathe-

matics (Brlek, Labelle et Lacasse, 200§b) et Theoretical Computer Science (Brlek, Labelle et

Lacasse, 2005a).
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On notera également que la complexité des algorithmes décrits dans le Chapitre 2, a la fois en
fonction du temps et de 1’espace, est linéaire selon la longueur du contour du polyomine. En
effet, les codes de Freeman associés a un polyomino correspondent 2 leur périmétre, dont la
taille détermine le nombre d’itérations dans un algorithme incrémental. Cependant, la mise en
oeuvre optimale des formules décrites dans ce travail requiert une analyse un peu plus poussée.
En effet, I'implémentation (naive) s’obtient de fagon relativement simple mais, pour plus d’effi-
cacité, des structures de données adéquates s’avérent nécessaires pour chacun des algorithmes.
Par exemple, le calcul de la cardinalité¢ de 'intersection de deux polyominos peut s’optimiser
en calculant d’abord les paires assorties. En effet, les paires assorties reposent sur un algorithme
de tri, étant plus efficace si les coordonnées sont ordonnées. Une description plus détaillée de

cette implémentation mériterait assurément une attention particuliere.

Le lecteur attentif aura sans doute remarqué que les algorithmes décrits s’adaptent de fagon
assez immédiate a des objects plus généraux : régions délimitées par des chemins polygonaux
fermés (avec ou sans trous) sur d’autres types de réseaux tels que triangulaires ou hexagonaux.
Pour ce qui est des polyominos en dimension supérieure, une version discrete du théoréme de

Stokes sera proposée au Chapitre 6 et permettra ainsi d’étendre nos résultats.

Cependant, avant d’en arriver 13, un autre probléme nous intéressera. Comme les polyominos
sont facilement codables par des mots de quatre lettres, nous pouvons, a I’aide d’'une machine
et d’algorithmes appropriés, les classifier selon certaines valeurs associées & divers parametres.
Par exemple, étant donné un entier n, on peut classer, de fagon (faiblement) croissante, les
polyominos de taille n (n-ominos) selon leur moment d’inertie. Si deux n-ominos P et Q
satisfont I{P) < I(Q), alors on dit que P est plus rond que Q. Une telle classification est
donnée dans la Figure 2.15 pour les petits n-ominos, 7 < 5 (le plus rond au début). Deux

n-ominos distincts peuvent trés bien avoir des rondeurs égales. En particulier, le n-omino de
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rondeur maximale n’est pas nécessairement unique (voir n = 5). Le prochain chapitre sera

donc consacré a [’étude de ces ensembles d’inertie minimale.



(a) 1-omino

(b) 2—ominos

‘<_

(¢) 3—ominos

B < oim < "B < ol < oo

(d) 4—ominos

C i B SRR TR R
g TR By S -

(e) S—ominos

(f) 6—ominos

Figure 2.15 Polyominos d’aire donnée classifiés selon ’ordre décroissant de rondeurs.
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Chapitre 111

ENSEMBLES DISCRETS D’INERTIE MINIMALE

Dans ce chapitre, le contexte est étendu au cas plus général des ensembles discrets. Nous propo-
sons une description géométrique explicite comme fonction de N de la rondeur des ensembles
discrets de taille N. Selon les valeurs associées a divers parametres décrivant ces ensembles,
plusieurs classifications sont possibles. L’emphase est mise ici sur [’analyse du moment d’inertie
I(S), des ensembles discrets S, relatif au centre de gravité, qui s’interpréte comme une mesure
de la difficulté a tourner une figure plane autour d’un axe passant par le centre de gravité de
S et perpendiculaire au plan. Plus spécifiquement, nous classifions ces ensembles selon leurs
rondeurs : pour une taille N donnée, si deux ensembles S et T satisfont I(S) < I(T'), alors
on dit que S est plus rond que T'. Plus précisément, il s’agit de développer un algorithme pour

calculer, pour chaque N, quel est le ou les ensembles discrets de moment d’inertie minimal.

Les résultats obtenus ont été présentés lors de la conférence internationale DGCI'08 (Brlek,
Labelle et Lacasse, 2008b) alors que la version étendue (Brlek, Labelle et Lacasse, 2008a) fait

’objet de ce présent chapitre.

Précisons que la notion de rondeur considérée ici est distincte de celle donnée dans (Altshuler
et al., 2006), ou I’on veut minimiser le périmeétre de site d’un polyomino du réseau camé, qui
consiste en le nombre de points situés & une distance Manharran | du polyomino dans le réseau
carré. L'équation (3.2) nous assure que, pour une taille donnée, minimiser I(.S) est équivalent a
minimiser I(A4) ol A est 'ensemble des centres des pixels de S. Par la suite, pour simplifier les

notations et les calculs, le plan R x R est identifié par le plan complexe C et Z x Z par Z + iZ.
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Le chapitre est organisé comme suit. D’abord, dans les Sections 3.1 et 3.2, nous fixons la termi-
nologie et rappelons certaines notions de base sur les moments d’inertie d’ensembles discrets.
La Section 3.3 est, pour sa part, dédiée a I'étude des propriétés relides a ces ensembles dis-
crets d’inertie minimale. Plus précisément, nous introduisons la notion de quasi-disque discret
et prouvons que les ensembles discrets d’inertie minimale sont des animaux qui sont des quasi-
disques. Une méthode permettant de calculer ces ensembles pour une taille donnée ainsi que

certains parameétres associés est décrite a la Section 3.4.

3.1 Terminologie

Par ensemble discret, on entend un ensemble fini de points du réseau Z X Z ou une réunion finie
de carrés unitaires (pixels) (voir Figure 3.1 (a)). Le terme polyomino se rapporte a la définition
vue au Chapitre 1 (voir Figure 3.1 (b)), & la seule différence que dans le cas présent ies polyomi-
nos ne sont pas simplement connexes (les trous sont acceptés). Le dual d’un ensemble de pixels
consiste a remplacer chacune des cellules du réseau carré par son centre. En particulier, le dual
d’un polyomino est habituellement appelé un animal (voir Figure 3.1 (c)). Par une translation
de (% —%—) I’animal peut toujours §’interpréter comme un sous-ensemble du plan discret Z X Z.
Notons que les animaux, au méme titre que les polyominos, sont des objets combinatoires dont
I’étude a mené a une abondance de résultats. Entre autre, le terme animal semble étre dii 2 Read
(Read, 1962).

N L] L]

P

(a) ®) ()

Figure 3.1 (a) Un ensemble discret (b) un polyomino typique et (c) son animal correspondant.

Un polyomino, comme on 1'a déja remarqué, peut se caractériser par des contraintes de convexité

telles que définies au Chapitre 1 (voir Figure 3.2 (a),(b),(c)).
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(a) (d)

Figure 3.2 Un polyomino (a) v-convexe (b) h-convexe (¢) hu-convexe (d) fortement-convexe.

Nous introduisons maintenant une autre notion de convexité. Un polyomino est dit forfement-
convexe (voir Figure 3.2 (d)), si pour toute paire de points u et v de son animal correspondant,
tous les points a coordonnées entigres contenus dans le segment [u, v] sont des points de I’ani-

mal.

Sous ’hypothése de la 8-connexité, qui est une notion plus générale que la 4-connexité, étant
donné qu’elle permet de traversey les pixels par les coins, cette définition est équivalente a une
des caractérisations des ensembles discrets convexes proposée par Kim (Kim, 1981; Kim, 1982),

qui s’énonce comme suit :

o Propriété de lignes. 1l n’existe pas trois points colinéaires wuy, e, us € Z x Z tels que uq et

ug appartiennent & S, uq est situé entre uy et uz mais ug & S,

De plus, Kim (Kim, 1981; Kim, 1982} a démontré, toujours sous |’hypothése de a §-connexité,
que cette propriété de lignes correspond a la notion de convexité discréte introduite par Minsky

et Papert (Minsky et Papert, 1969), appelée la MP-convexité :

¢ Soit S un sous-ensemble dans Z x Z. On dit que S est digitalement convexe s’il correspond
a la discrétisation de Gauss d’un sous-ensemble convexe R C R x R. C’est-d-dire, S =

Conv(R)NZ x Z, ot Conv(R) est I'enveloppe convexe de R au sens euclidien.

Dans le cas des polyominos 4-connexes, qui font I’objet de notre étude, comme la 4-connexité
est une notion plus contraignante que la 8-connexité, on peut donc conclure que notre définition

de forte-convexité coincide bien avec celle de Minsky el Papert.
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3.2 Moment d’inertie continu et discret

Rappelons pour commencer, quelques définitions élémentaires sur certains parametres géométriques

reliés aux ensembles discrets.

Définition 10 Soit S un sous-ensemble mesurable du plan complexe tel que

// |z|?dx dy < co. 3.hH
s

Le centre de gravité g er le moment d’inertie I relarif au centre de gravité, associés a S sont

définis par les équations suivantes '

gzg(S):a(l—S).//;zdxdy
IzI(S):'//S[z—-g{Qd:I;dyz././slzIQdJ;dy—T{g)’/./szd,wdy
a(S):.//dedy.

En particulier, si S = p; Upe U -- U ppy est une réunion de N pixels distincts, la condition

et
2

)

ot

I, UpaUe-Upay |z|2dz dy < oo est clairement satisfaite et g(S) et I{.S) sont bien définis.

Notons également que le moment d’inertie associé & un pixel unitaire p est
1
I(p) = =
(#) =3
et que son centre de gravité correspond a son centre géométrique.

Définition 11 Soir T = {z1, -+ ,2n} C C un ensemble de N poinis distincts dans le plan
complexe od les points zj, sont respectivement de masses positives non nulles my, pour k& =
1,--+, N. Le centre de gravité g er le moment d’inertie I relatif au centre de gravité, associés &
T sont définis par les équations suivantes

f\f

1
=¢g(l)= ————— My 2,
g=g(T) m;+~--+mN§ kZk
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el

N 2

N 1
ka,|2l;,|2 - m Z?n;cZk
k=1 ! N =1

N
I=X(T) = mlar — g’
k=1

fi

T > I K
mmy |z — 2|”.
my+ - +mpy P

i

L’équivalence précédente est obtenue comme suit :

N ) N
2 2
S milail — | > mpa]
Pt my+ -+ my o
/ N N A _
(Zﬁ:l M| 2k 2) (ZH ml) - (ZL:l mek) (Z[\LJ mzZz)
- mp+--+my
Spar |zt + al? — 27 — Zra)
my oy
Zk<l mymy|zg — Zl|2
my+ o+ my

Les deux relations ci-dessous, présentées sous forme de lemme, sont aisément vérifiables et

s’appliquent a tous les ensembles discrets.

Lemme 3 Soit S = p; U -+ U py une réunion de N pixels distincts p1,--- ,pn er A le dual

de S on N = |A| Alors,

N
1(8) =1(A) + = (3.2)

La prochaine formule permet de calculer de fagon directe le moment d’inertie d’un ensemble

de n points alignés équidistants. Elle sera d’ailleurs utile dans la Section 3.4, afin de calculer

les moments d’inertie minimaux des ensembles discrets dits ronds.

Lemme 4 Soit S un ensemble de n points alignés équidistants, possédant chacun une masse

unttaire. Alors,
5_n

o d? (3.3)

1(3) = n

o d représente la distance entre les points successifs.
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3.3 Propriétés des ensembles discrets d’inertie minimale

A partir de maintenant, nous allons considérer que tous les sous-ensembles mesurables (ou
finis) dans C satisfont la condition (3.1). Le lemme qui vient généralise la formule (3.2) et
s’avere tres utile dans le présent contexte. 11 découle du théoréme classique des axes paralleles
(Feynman, Leighton et Sands, 1963) qui s’énonce comme suit : pour tout point w et tout
ensemble mesurable (ou fini) S, le moment d’inertie de S, relatif au point w, est dénoté 1,,(5)

et est défini par

. N
1u(5) = [ [ Iz = wfdzdy (on > e =l

satisfaisant
L,(S) = I(S) + mjw — g%, (3.4)
ol g = g(5) et m est la masse de S.

Lemme 5 Considérons Sy, -, Sy une suite de N sous-ensembles mesurables (ou finis) dis-

Jjoints dans C. Alors,

I(SyU--USN) =) T(Sk) + I{{gr, - ,gn})

E
Il
—_

2

A
i

=

N

1

(k) + Y mulgel” - -
1 k=1

N
Z Mi9k
k=1

1
I(Se) + ™ E mymy|gr — Ql|27
k<l

k

M=

b
i

ot gy, correspond au centre de gravité de Sy, de masse my, = | [LU, dx dy (ou my = |Si|) et
m=mj+ -+ Mmn.
Preuve. Par (3.4), pour tout w € C, on peut écrire
Lw(Sk) = 1(Sk) + melw — 'gk,|2, k=1,---,N.
De plus, par la propriété d’additivité de I, on a
Iw(SL u---u SN) = Iw(Sl) +o et Iw(‘gN)

=1(S)) + - +I(Sn) + mifw — g > + - + mu|w — gnl>.
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Enprenant w = g(S; U --- U SN) = (migy + - +muygn)/(m1 + - + mp),
on obtient,
I(S1U---USN)=1,(S1U---USy)
=1(81) + - +1(Sn) +mulg — g1 + - +mulg — gnl®
=1(8) + - +1(Sv) +1({g1, - ,gn}) m
Une démonstration alternative du Lemme 5 n’exploitant pas le théoreme des axes paralleles est

disponible dans la Section 0.1 de I’annexe B.

Notons que la formule (3.2) se rapporte au cas particulier ou Sy = py,--- , Sy = py avec

g1 =9g(p1), -+ .gn = g(pn). Plus précisément,
N

() =1(p UpaU---Upn) = > I(p) +1({gr, - ,on}) = %+I(A);
k=1

puisque I{pg) = é et A constitue I’ensemble des centres de gravité des pixels de S.

3.3.1 Forte-convexité des ensembles discrets d’inertie minimale

Afin d’analyser les propriétés de convexité se rapportant aux ensembles discrets d’inertie mini-

male, certains lemmes sont nécessaires.

Lemme 6 Considérons une droite L fixée dans le plan complexe et ¢ & L un point quelconque
de masse p. Soit d le point de L le plus rapproché de ¢, ¢’est-a-dire [c,d] 1 L. Prenons deux
points distincts, a et b appartenant & L, de masses respectives m et n. Considérons les deux cas

suivants .
Cas 1. Si a et b sont du méme c6té de d sur la droite L et
0< la—d < |b—d,

alors le moment d’inertie, 1({a, b, c}) est strictement décroissant lorsque b est translaté vers a

le long de la droite L (voir Figure 3.3 (a)).

Case 2. Si a et b sont de ¢étés différents de d sur la droite L, alors lorsque a ou b est translaté
vers d le long de la droite L, le moment d’inertie 1{{a, b, c}} décroit strictement (voir Figure

3.3 (b).
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(b)

Figure 3.3 (a) Cas 1 et (b) Cas 2 du Lemme 6.

Preuve, Par le Lemme 5, avec N = 3, §1 = {a}, So = {b}, S3 = {¢} de masse m, net p

respectivement, on a,

1 . .
I:Iﬂmhqﬂ:;;I;:;ﬂmMa—bF+nﬂb—dz+pmk—aVL

puisque I{{a}) = I({b}) = I({c}) = 0.

Dans le cas 1, lorsque b se déplace vers «, les valeurs de |a — b] et [b — ¢| diminuent alors que
celle de |¢ — o reste inchangée. Ceci implique que le moment d’inertie diminue. Dans le cas 2,
si a se déplace vers d, alors les valeurs de |a — b et |¢ — a| diminuent tandis que |b — c| reste
fixe. D’oﬂ‘le moment d’inertie diminue. Un argument similaire est utilisé pour le cas ol b est

déplacé vers d. |

Théoréme 3 Considérons N > 1et S C C une réunion de N pixels (ou N points) distincts du
réseau 7o + 17, tous de masse unitaire. Si le moment d’inertie de S est minimal, alors S est un

ensemble fortement-convexe.

Preuve. Pour V = 1, le résultat est trivial. Par le Lemme 3, il suffit de considérer le cas ot .S
contient N > 2 points du réseau Z + ¢Z. Par la Définition 11, I{.S) est un nombre strictement
positif. Supposons que I1(S) est minimal et que S n’est pas fortement-convexe. Alors, u, v € S

tel que le segment [, v] contienne un point (trou w € Z+iZ tel que w ¢ S. Soit les ensembles

A={ze S :F3teQz=u+tlv—u),t <0}
B={z€8 :3teQ,z=u+tlv—u),t>1}
C =S\ (AUB)

ola = g(A), b = g(B), ¢ = g{C) (voir Figure 3.4).
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.

Figure 3.4 Elimination des trous

Alors par les lemmes 5 et 6 (voir Figure 3.4), on peut translater A (ou B) vers w afin d’obtenir

un ensemble A’ (ou B’) tel que I’ensemble

AUBUC (ouS'=AUB'UC)

S =

posséde un plus petit moment d’inertie

1(S) < I(S)

et tel que |5’ = |S| = N etw € S'. Comme ’ensemble initial S est d’inertie minimale, on

tradiction, d’ou .S est un ensemble fortement-convexe.

N

arrive & une con

Notons que notre définition de forte-convexité n’implique pas nécessairement la 4-connexité

(voir Figure 3.5), ce qui nous empéche, dans [a preuve ci-dessus, de conclure que les ensembles

\

discrets d’inertie minimale sont des polyominos. A cet effet, nous introduisons la notion de

quasi-disque.

Figure 3.5 Fortement-convexe == animal 4-connexe.
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3.3.2 Quasi-disques et ensembles discrets ronds

Nous montrons maintenant que la description des ensembles discrets d’inertie minimale se rap-

proche éuoitement de celle des disques dans le sens suivant :

Définition 12 Considérons ¢ € C et S un ensemble fini de points du réseau 7. + iZ.. On dit
alors que S est

(1) un disque (discrer) de ravon r centré en ¢ si

S={z:

z—c <r}N(Z +42Z),
(11) wun quasi-disque (discret) de rayon v centré en c si

{z: 2= <r}N(Z+iZ) TS C{z: |z —c| Sr}N(Z+iZ),

ol T = maxgeg|s — ¢

La Figure 3.6 (a) et (b) illustre respectivement un disque et un quasi-disque de rayon r = 5.
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(a) (b)

Figure 3.6 (a) Un disque (discret) (b) un quasi-disque (discret).

Remarquons que chaque point du réseau se situant sur la circonférence d'un disque discret
doit appartenir a celui-ci, alors que pour un quasi-disque, seulement au moins un des points du
réseau doit €tre sur la circonférence. Notons que I’existence d’un tel point est toujours satisfaile
par la définition méme du rayon . Cependant, dans les deux cas, tous les points & coordonnées
entieres contenus & U'intérieur de la circonférence doivent appartenir a la fois au disque et au

quasi-disque.
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Lemme 7 Soit A un quasi-disque de cardinalité N. Alors,
(1) A est fortement-convexe,

(il) si N # 2, alors A est un animal,

Preuve. (i) Soit A un quasi-disque de rayon 7 centré en ¢. Etant donné deux points u.v € A,
alors tout point w du réseau, w # u, w # v, appartenant au segment |u, v], est nécessairement

dans Iintérieur du disque {z : |z — ¢| < r}. Donc, par la Définition 12, w € A.

(i) Soit A un quasi-disque de rayon r centréen ¢ € R x R, avec N > 3. Soit v, v € A, deux
points distincts du réseau. On doit montrer qu’il existe un chemin 7y reliant v & v, composé

uniquement de déplacements verticaux et horizontaux unitaires.

St u et v sont alignés sur un méme segment vertical ou horizontal, alors par (i), on peut prendre

~ comme le chemin linéaire reliant w a v.
Autrement, u et v ne sont pas alignés verticalement ou horizontalement. Dans ce cas. on considére
le rectangle R dont les sommets «,v’, v, u’, sont donnés par
u=(uj,u), vV =(v,u), v=_(v,ve), U =(ugvs).
Afin d’analyser toutes les configurations possibles, notons que
2 > fu—cl + v —cf = Ju — P + v =] (3.5)

Considérons d’abord le cas ol au moins un des deux points du réseau u', v’ qu’on va appeler
t € {v/,v'}, appartient & A. Par (i), comme A est un quasi-disque, on peut toujours choisir un

chemin «y allant de u vers v, ¢’est-a-dire ([u,t] U [¢,v]) N Z x Z, décrivant une L-forme.

En tenant compte de (3.5), la seule autre possibilité a analyser est que les deux points v/, v" ¢ A.

Dans ce cas, ©’ et v’ se trouvent simultanément sur la circonférence |z — ¢| = r. Autrement dit,

’ 2 2

[/ —c]? = v —¢? =72

Ceci implique que |z — ¢| = rest le cercle circonscrit du rectangle R ayant les sonumets u € 4,

v ¢ A,v e A v ¢ A Dans ce cas, puisque N > 3, R ne peut se réduire 2 un carré unité (voir
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Figure 3.7 (a)). Le rectangle R est donc de dimension m X n, avec m > 1l oun > 1, et il existe
assurément un chemin +y allant de u 2 v formés exclusivement de pas verticaux et horizontaux

unitaires (voir Figure 3.7 (b)). [ ]

(a)

Figure 3.7 Chemins possibles lorsque v’, v’ ¢ A et «’, v sont sur la circonférence.
b ki

Théoreme 4 Soir S un ensemble discret de N pixels d’inertie minimale. Alors, S est un poly-
omino dont l'animal associé A est un quasi-disque centré en son centre de gravité g = g(A)

de rayon r = maxgca |la — gl

Preuve. Soit A le dual d’un ensemble discret .S d’inertie minimale. Comme le résultat est vrai

pour NV < 2, on va supposer que N > 3. Prenons ap € A tel que
r=lag ~ g| = maxyea |a — g,

et considérons le disque fermé

Pflo = {Z’ €eC: |~~ - 9a0| < |a0 - gao| }» Jag = Q(A \ {al)})~
Montrons d’abord que tous les points discrets dans I’ intérieur du disque I, sont dans A. Ceci
est une conséquence du Lemme 5 lorsque V = 2

myma 2
I =I{. I{, — g1 — .
(81U So) =1(S)) + (92)+m1+m2|91 9|

En effet, prenons 51 = {ap}, S2 = A\ {ao}: 1 = o, 92 = Gup. M1 = 1, mp = N = 1.
Alors,

I(A) =I({ao}) + I(A\ {ao}) + NIT_I lao = gao|* = (A \ {ao}) + N]\; :

A
ICLO - ga0| B

comme I({ag}) = 0.
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Supposons maintenant qu’il existe un point entier b ¢ A contenu dans I’intérieur de I, c’est-

a-dire, |b— gay| < ap— g, | Remplagons ay par b et considérons ’ensemble B = ((A\ {ap})U
{b}). En conséquence.

I(B) = (A" {a0}) U {b]) = I(A\ {ao}) + "o H1b — gayl? < 1(4),

ce qui contredit la minimalité du moment d’inertie de I’ensemble A.

Considérons maintenant le disque fermé
Coy={z€C : [z—g| <7},
Par la définition de Cly,, on a forcément
AC CoyN(Z +1Z). {3.6)

De plus, il est simple de vérifier que

N-1
g—a0=——(9a — a0).

4

Cette derniére égalité entraine que g appartient au segment [gg, , ao]. D’ol, Cy, C Ty, comme

on observe a la Figure 3.8.

Figure 3.8 Les disques I'y, et Cq, (en gras).

On a déja vu que tous les points entiers contenus dans ’intérieur de I',, sont des points de A.
En particulier, tous ceux appartenant a I’intérieur du disque C,,, sont donc nécessairement aussi
des éléments de A :

(int Cpy) N(Z +14Z) C A.
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En utilisant cette derniére inclusion et (3.6), on obtient
(int Coo ) N(Z +12) C A C Cypy N (Z + iZ),

ce qui implique que A est un quasi-disque de rayon 7, centré en g. Finalement, par le Lemme 7,

puisque A est un quasi-disque de NV > 3 points, alors A est un animal fortement-convexe. m

La Figure 3.9 (a) illustre le Théoréme 4 pour N = 5. Par la contraposée, I’ensemble des 49
points de la Figure 3.9 (b) n’est pas minimal puisque la circonférence (en pointillée) contient
des points & coordonnées entieres qui ne sont pas dans l’ensemble. On observe aussi que la
réciproque n'est pas vérifiée. En effet, pour N = 3, le quasi-disque de la Figure 3.9 (c) n’est
pas minimal (avec I = 2). Le plus rond pour NV = 3, est représenté a la Figure 3.9 (d) (avec

I=1%<2).

, —\\ , <
i ’/ N
\
R 7
~ _|~7
! \
I\ I' ¢ ) !
/ h 4 H
’ N \ /
N\ 7 | \\¥ //
(a) (b) () (d)

Figure 3.9 Illustration (a) du Théoreme 4 (b) sa contraposée et (c), (d) sa réciproque.

Afin de poursuive I’étude des ensembles discrets d’inertie minimale, une borme supérieure pour
le rayon 7 du disque C,, est donnée comme fonction de la taille N. En outre, ce résultat per-
met de réduire le nombre de candidats 2 tester dans le processus de recherche des animaux de

rondeur maximale tel que décrit dans la Section 3.4.

Lemme 8 Soit A un animal de rondeur maximale pour une taille N donnée. Alors, le rayon
7 = |ag — g| = maxaecala — g| du disque Cy,, centré en g = g(A) satisfait

1 N

< —=
7‘_\/5 -
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Preuve. Considérons le polyomino P associé & un animal A de rondeur maximale. Nous allons

montrer que le disque ouvert B°(g,r — %) centré en g, de rayon 7 — % satisfait

B° (g,r - %) cP, 3.7

et que puisque (3.7) implique

" (T_%)Q < ofP) = N,

alors le résultat désiré en découle. Afin d’établir (3.7), on choisit d’abord un nombre complexe
quelconque z € B°(g,r — %) 11 s’agit ensuite de montrer qu’il existe v € A tel que 2 € p,,

ol p, correspond au pixel centré en v.

Posons z = z + 1y tel que

1
|z —gl<r——.

V2

Il existe alors des entiers vy, 1o tels que,
r=u+f, y=wntfl

0u|f]|< |f2\< .Soitv = vy +imet f = fi+ifsetonaz =v+ f € p,. Il nereste

plus qu’a montrer que ¥ € A.. Par I'inégalit€ du triangle, on a

lv—gl—lflslv—g+fl=lz—gl<1'—%.

D’oy,
1 1 1
=gl <r——=+lflsr——+—==1

V2 ﬂ V2
étant donné que |f| = /2 + f2 < V( . On peut donc conclure, par le

Théoreme 4 que v € A. En effet, tous les points entiers contenus dans le disque ouvert B°(g,7)

appartiennent nécessairement a A. =

3.4 Algorithme pour engendrer les ensembles discrets de rondeur maximale

L'objectif ici est d’engendrer, pour une taille NV donnée, tous les animaux de rondeur maximale.
Pour ce faire, une premiére classification est effectuée selon la suite (n, - ,ng) des projec-

tions verticales des animaux satisfaisant la contrainte N = ny + -+ - + ng, ol ny est le nombre
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de points contenus dans la k-ieme colonne pour k& = 1,--- ,s. La k-iéme colonne associée
a une projection verticale pour ny pair (respectivement impair) est dite paire (respectivement
impaire).

Soit Ay, ... »n, 'ensemble de tous les animaux possédant la suite (n,,- - ,n,) de projections

verticales sous la contrainte N = nq + -+ + ng. On caractérise d’abord les animaux A €

Ay, ms de telle sorte que
I(A) =min{IB): B € A, ..o, }- (3.8)

Les animaux de rondeur maximale pour une taille N donnée sont précisément ceux qui mini-
misent les I{ A) dépendants de toutes les combinaisons des suites (ny,--- ,n,) de projections

possibles, sous la condition ny +--- + ny, = V.

Lemme 9 Soir (ny,- -+ ,ng) une suite finie d’entiers > 0 satisfaisant ny + - - -+ng = N. Alors,

(i) si(ny,- -+ ,ng) sont tous de méme parité, alors il existe un unique animal A € A,,“_... Tt

a translation preés, de moment d’inertie minimal parmi tous les animaux de Ay, ... 5. Cet
animal est symétrique par rapport a un axe horizontal ;

(i) sinon, il y a exactement deux animaux A, A’ € A, ... .. & translation prés, de moment
d’inertie minimal parmi tous les animaitx de Ay ... . Ces animaux sont symétriques I’ un
de Uautre. Les centres de gravité des colonnes paires (respectivement impaires) de A et
A, sont tous situés sur un méme axe horizontal X (respectivement X'). La distance entre
les deux axes X et X' est de 1/2.

De plus, le moment d’inertie de A et A’ est donné par la formule

2
1 8 1 8 . 1 K}
WAy =5 D nf— N+ D K — < | Dk
k=1 k=1 o \k=1

+4—11N Z 7% Z TYe

g Pair ngimpair

(3.9

Preuve. Soit S un ensemble discret avec la suite (ny,- - ,ns) de projections verticales, a la-
quelle est associée la suite des colonnes Cy, -+ -, Cy. Plus précisément, la colonne Cj, corres-

pond aux points de .S situés au dessus du point (k,0), pour £ = 1,--- , s (voir Figure 3.10).
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Figure 3.10 Les colonnes Cj. correspondent aux points de S situés au-dessus du point (k,0).

Considérons g;. le centre de gravité de Cy, pour 1 < k < s. Notons qu’il existe v, € Z tel que,

pour 1 <k <s,

(k + i) si ny, est impair,
gr =
(k+1i(vp +5)) sing estpair.

Autrement dit,

, 1
g =k +1 <1’k + §X;>mr(nk)) k=15

ol Xpair () = 1, 81 est pair et O sinon.
Par le Lemme 5 et la formule (3.3), on a
I(S) =I{(CyuU---UCy)
=LCr) + -+ 1Cs) +1({g1. -, 95})

s 3
ny — ng 1 .
= E 12 +N E ngry|(k = 1)
k=1 k<l

. 1 .
+ (e — v + E(Xpail'(nk) - Xpair(nl))|2

1 3 L N4 1 . 2
=13 ;nk - 1—2;\- + N;nkm(k -1

. 2
1 1
+ ON } gy <I/k -+ §(Xpair(nk) - X'pair(nl)))
&l

2
1 k3 3 1 S 2 1 8 ‘
= l—Qan - EN+2k %= (ank_ + Q,
k=1 k=1 k=1
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Figure 3.10 Les colonnes Cp. correspondent aux points de S situés au-dessus du point (&, 0).

Considérons gy, le centre de gravité de Cy. pour I < & < s. Notons qu’il existe vy, € Z tel que,

pour 1 <k <3,

(k + i) SI ny, est impair,

(k+1(vy + %)) $17my est pair.

Autrement dit,
1

g =k +1 <1’A- + Ehmir(n”) k=1.--

oll xpair() = 1, si n est pair et O sinon.
Par le Lemme 5 et la formule (3.3). on a
S)y=1cu---ucy)

=1(C) 4+ +1(Cy) +1({g1, 1 95})

s o
ny —ny 1 :
Z T + N ;‘ﬂk;?lll(]\/ — [)

k=1

. 1 .
+ 1(”!« -+ _"(Xpair(”*lc) - /\'pair(nl))'z

1 1 \ 1 .
= —Z-Z —v—)"’ Nz-nkn[(k—/)‘)
h=1 k<l

kil

4

1
9 annl <Vl.‘ — i+ Q(XI);Lir(nk) -

\pail'(“‘l))) 2

= Z LL_—AH—ZA nk——i— (ank> +0,
=1

k=1
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ou apres quelques manipulations.

1 ‘ 1.
1= N Z (v — )% + 2 Z ngny{vg — v+ §>2

ne=n;( mod 2) I pair g impair
La valeur minimale de la derniere expression est atteinte si et seulement si
v, =1 lorsque  ngp = ny (mod 2)

et

1, 1 . : .
(b — v+ 5)‘) =71 lorsque  np est pair et ny est impair.

Autrement dit, la valeur minimale est obtenue si et seulement si, pour certains r € Z,

v =71 —1 pour ng pair,
v =71 pourtout k. ou

v=r pour n; impair.
Comme le moment d’inertie est invariant par translation, on peut supposer que » = 0 et on
conclut que 'allure d’un animal A avec les projections (ny,- - ,n) correspond exclusivement
a une des trois situations :
e o o °
o o 0 e 0o 0 0 , oo 00 o0
e e D i X
e X e Tt Tttt
e o 0 e o 0 o0 o e 00 X
°
(a) (b) (c) 1) c) i)

Figure 3.11 (a) ng tous impairs (b) ng tous pairs (c) certains ny, impairs, certaing ny, pairs.

Cas 1. Si tous les ny, sont impairs, alors g = k pow k= 1.- -+ s {voir Figure 3.1 (a)).
Cas 2. Si tous les ny, sont pairs, alors g = k + %L pour k= 1. s (voir Figure 3.11 (b)).

Cas 3. Autrement. deux configurations sont possibles

30) gr = k. pour ny impair el g, =k + %7 pour ny puir (voir Figure 3.11 (¢) 1),

34i) gr =k, pour ny tmpatr et g =k — %z pour ny, pair {(voir Figure 3.11 (¢) ii).
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De plus, on vérifie assez facilement que la valeur minimale de 2 est donnée par

1
Q== | D m Y. o

ng pair Ty impair

ce qui établit (3.9) et conclut la démonstration. ]

Puisque les animaux de rondeur maximale sont des quasi-disques, on observe que notre re-
cherche des animaux les plus ronds pour une taille N donnée, peut se restreindre au cas des

suites de projections (ny,-- - ,n,) satisfaisant

O<ny S < Snp <y = =M > 2 2Ny 20 >0,

Ce type de suite est appelée partition faiblement unimodale de N (tas ou partition planaire de

N), voir (Stanley, 1997).

A 1"aide de Uoutil de calcul formel Maple (Maplesoft, 2007), nous avons developpé un pro-
gramme permettant d’engendrer tous les animaux les plus ronds pour une taille N donnée. La
stratégic adoptée est présentée ici. En premier lieu, la description d’une suite faiblement uni-

modale est donnée par

(/\: b: h: /'[/) N
ol A, gz sont des partages d’entiers et b, h € N*. Lasuite (ny, -+ ,ng) des projections verticales
h
1 — HHiHE
A b "
(2) ®)

Figure 3.12 (a) (A, b, h, 1), (b) (ny, -+ ,ms), (c) animal A & tester, & rotation prés.
satisfaisant n; + - - - +ng = NV est donnée par

M S SN<h==h>m>wy gz 2, (3.10)
b

avec |A| + bh + |p| = N (voir Figure 3.12 (a)).
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Ensuite toutes les suites (A, b, h, u) minimisant le moment d’inertie I{ A) associé a I’animal A,
qui est calculé par la formule (3.9) du Lemme 9, sont engendrées. En vertu du LLemme 8, on peut

restreindre le nombre de 4-tuplets (A. b, h, 1) & engendrer & ceux qui satisfont les conditions
s<2r+1 et hA<2r+1,

c’est-a-dire

max(s. k) < [V2 + 2\/§+ 1]. (3.1

Par exemple, pour chaque N < 40, I’ensemble des représentations, a symétrie diédrale pres, des
animaux de rondeur maximale pour une taille N est donné dans le Tableau 3.1. A titre indicatif,
pour N = 40, le nombre de 4-tuples (A, b, h, ) & tester satisfaisant (3.10) et (3.11) est de
76396 alors que pour ceux satisfaisant uniquement (3.10), le nombre s’éleve a 4207763, Le
Tableau 3.2 contient diverses statistiques associées aux animaux les plus ronds pour N < 40.
En I"occurrence, dans les cing premiéres colonnes, on donne respectivement la taille NV, les
projections verticales. le moment d’inertie, le centre de gravité et le rayon du quasi-disque Cy,
associés aux animaux de rondeur maximale, & symétrie du groupe diédral Dy pres, ¢’est-a-dire

les symétries du carré.

3.5 Remarques et quelques problemes ouverts

Attardons nous d’abord & la remarque suivante. Considérons le plus petit disque fermé Cuiy
contenant le ou les animaux de rondeur maximale pour une taille N donnée. Soit ¢ son centre
et Ty son rayon, ¢’est-a-dire Cruin = {2 1 |2 — ¢| < Tin}. Les deux derniéres colonnes du

Tableau 3.2 correspondent précisément aux valeurs de ¢ et r;y.

Intuitivement, on serait porté A croire que A est un quasi-disque de rayon ry, centré en c.
Autrement dit, il serait possible dans le Théoréme 4, de remplacer le disque Cy, par Cpin.

Cependant, en général, cette hypothése s’avere étre fausse.

Comme exemple, pour N = 17, considérons [’animal A de rondeur maximale situé a la ligne

17a du Tableau 3.2. Ses projections verticales sont (4,5, 5, 3) et le plus petit disque Cyiy, conte-
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nant A est de rayon i, = /5, centré au point (2,0). Dans ce cas, le disque Cy, est de rayon

— 40

r =49 centré au point (2%, Z) (voir Figure 3.13).

Figure 3.13 L’animal d’inertie minimale pour N = 17 avec les disques Cp, et Cinin (en gras).

On observe alors que A n’est pas un quasi-disque de rayon i, = V/5. En effet, le point

o)

min MAais ne constitue

entier (0,0) représenté par le symbole + appartient au disque ouvert C
pas un élément de A. La Figure 3.13 montre I’animal A ainsi que les disques Cp, et Cpin. La

conjecture énoncée ci-dessous découle de ces observations.

Conjecture 1 I/ existe, & translation pres, une infinité d’animaux A de rondeur maximale qui
ne sont pas des quasi-disques de rayon rgin, 0t Tmin est le rayon du plus petit disque contenant

{’animal A.

Cette hypothése semble plausible, mais étant donnée la restriction des vérifications au cas des
animaux de taille allant de N = 1 jusqu’a N = 40, une seule occurrence, représentée a la

Figure 3.13 avec IV = 17, a été identifiée.

Un probleme naturel & se poser concerne la généralisation des résultats précédents a d’autres
familles de réseau. Il s’avere ici que ['on peut effectivement étendre les résultats énoncés a
d’autres types de réseaux. En voici une bréve description pour le cas particulier du réseau trian-

gulaire régulier. Dans ce contexte, un ensemble discret S est une réunion de N cellules hexa-
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gonales régulieres distinctes et A est ’ensemble des centres de ces IV hexagones, qui satisfait a

I’analogue de la formule (3.2), ¢’est-a-dire,
I(S) =I(4) + N - [(H),

ol H est I’hexagone fondamental du réseau. Le réseau Z x Z est remplacé par I’ensemble
T C C des centres de tous les hexagones du réseau. Les notions de forte-convexité, disque et
quasi-disque se définissent facilement en utilisant T et la métrique euclidienne. Les ensembles
discrets d’inertie minimale du réseau T sont des ensembles fortement-convexes (le Théoréme
3 s’applique toujours). L'inégalité r < ﬁ + \/g pour le rayon 7 du quasi-disque, doit étre
remplacé par 7 < o + BV N avec les constanies appropriées «, 8. Le calcul des ensembles
discrets d’inertie minimale du réseau T, peut se faire en adaptant la stratégie utilisée pour le
réseau carré. Plus encore, il serait possible de généraliser a des familles de réseaux discrets en

dimensions supérieures.

Finalement, dans un autre ordre d’idées, d’une part le probléme de la reconnaissance des droites
et des plans (Rosenfeld, 1974; Reveilles, 1991; Buzer, 2002; Buzer, 2003; Klette et Ro-
senfeld, 2004) est un probléme qui a ét€ grandement étudié et relativement bien compris.
D’autre part, un probléme qui demeure actuel et dont les motivations sont nombreuses en
géométrie discrete, est la reconnaissance des cercles et des sphéres (Andres, 1994; Andres
et Jacob, 1997; Fiorio et Toutant, 2006; Fiorio, Jamet et Toutant, 2006). En outre, le bord des
quasi-disques introduit dans la Section 3.3.2 semble se présenter, a priori, comme €étant un bon
candidat pour un cercle. Une étude plus approfondie des quasi-disques et leurs généralisations

pourrait s’avérer utile.
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Tableau 3.1 Animaux les plus ronds de taille V < 40, a symétrie diédrale pres.
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N | projections verticales | 1(A) | g(A) r | c(A) | rmin(A)
1 1] 0 | (1,0) 0 (0,0) 0
2 LY s leo | 3 6o |
3 [1,2] 3 | G3) 3V5 3.3 | 3v2
4 [2,2] 2 | G | vz | Gg) | $V2
52 2.2,1 s gy | wm ey | s
5b (1,3,1] 4 | (2,0 1 (2,0) L
6 [2,2,2] RS 35 (2, %) 5Vh
7 (2,3, 2] 223 ? (2, 1) 2
8 [3,3,2] B @AY | V130 | (2,0 V2
9 3,3, 3] 108 1 (2,0) V2 (2,0) V2
10 3,3,3,1] 1561 (o) 2 (%.0) 8
11a 2,4,4,1] Moz By VB9 | (5.4 | 4VI0
| pasy | %D AV G [ 18
12 2,4,4,2] G H ] V0 | (3Y | VIO
i3] Besd | WA B8E BH| 8
4] Besy |2 GH | AV | G | I
15 [4,4,4,3 B | VB | Gy | 32
16a 2,4,4,4,2) 80 | (3,4 | VIT | (3% | V1T
| masy [ % Gh | 32 G| e
172 4,5,5,3] ORI 2 (2,0) V5
17b [2,4,5,4,2] 13,5 1 (3.5 L
18 3,4,5,4,2] 5 (%, 2y | LV1685 | (3,0) V5
19 [3,5,5,4,2] 1084 1 (24 3 ) LVI93T | (3,0) V5
20 3,5,5,5,2] L (B L) V2165 | (3,0) V5




N | projections verticales | 1(A) g(A) T c(A) Tmin(A)
21 3,5,5,5, 3] 43 (3,0 V5 (3,0) V5
2| Bsssd | M M| B B ]| %
23 5,5,5,5,3] BE (80 | V970 | (3.0 V1T
24 [1,5,5,5,5,3] 28 (50 2 (%,0) L
25 [3,5,5,5,5,2] ZE L (H) | V4801 | (3,0) 5V29
26 3,5,5,5,5,3] 280 | (10) $V29 (3.0) 5V29
0 | asesd | BB | WE (B | 1V
28 | 1466642 | 4| D | LV | (3D | 36
29 [2,5,6.6,6,4] /(%8 2| LT (%% 3V34
30 4,6,6,6,5,3] iges | (W 1y L7922 | (5, 4) 5V/34
31 3,6,6,6,6,4] (| Hveed2 | (L)) V34
2| @e6664 | B G | 3V | (GY) | v
33a 4,6,6,6,6,5] 80 (s My B2 | 48 nve
33b | [4.6,6,6,6,4,1] 80 | (H2 A8y | 22 (B4 | V370
34 4,6,7,7,6,4] 89 1 (3, %) | V12833 | (§.4) | V370
35 [5,6,7,7,6,4] 8816 | (Z By | LV13309 | (32, %) | 35 V15170
36 | [3,5,6,7,7,53 | 4% | (52, 4) | V13546 | (4,0) V10
37 3,5,7,7,7,5,3] B2 4,0 V10 (4,0) V10
38 | 4,577,753 | 89 (32 5 HV/I3 | (F§) | V410
39 3,5,7,7,7,6,4] oss | (1805 | LVITRTS | (2, 1) 1410
40 | [3,6,7,7,7,6,4] | 19T | (188 Ly | L./10433 | (22, 13) | 4:1/39442

Tableau 3.2 Paramétres associés aux animaux ronds (N < 40), a symétrie diédrale pres.




Chapitre IV

PROPRIETES DE CONTOURS D’ENSEMBLES DISCRETS

Dans cette partie, on se concentre davantage sur la frontiere délimitant les ensembles discrets.
De nombreuses propriétés s’y rattachant sont fondamentales et méritent une attention parti-
culiere. Ce chapitre est donc dédié a I’étude et [’analyse de chemins associés a des ensembles
discrets du réseau Z x Z. Plus précisément, nous rapportons ici les principaux résultats conte-
nus dans I'article (Brlek, Labelle et Lacasse, 2006a), qui est le prolongement d’une version
présentée a la conférence internationale DLT’05 (4-8 juillet 2005, Palerme, Italie) (Brlek, La-

belle et Lacasse, 2005¢).

La plupart d’entre-nous ont déja eu I’occasion d’expérimenter la tache parfois difficile et ha-
sardeuse de se rendre d’un endroit & un autre en sutvant une liste d indications décrivant des
changements de direction aux intersections. En effet, dans une ville, trouver la route pour aller
d’un point A 2 un point B est un probléeme assez simple lorsqu’on détient bien entendu, une
description géométrique locale adéquate de la configuration des intersections. On peut appeler
ceci I'algorithme du chauffeur de taxi de Manhartan. 1 est aussi bien connu que toute courbe
continiment différentiable dans le plan peut étre approximée par une courbe linéaire par mor-
ceau, laquelle est utilisée pour résoudre la plupart des calculs de base en calcul différentiel. On
adopte ici un point de vue paramétrique ou si on préfere dynamique, qui consiste & considérer
une courbe comme une suite élémentaire de déplacements. Cette approche fournit une descrip-
tion locale de la courbe plutdét qu’une description globale, qui se caractérise en général, par

I'utilisation de formules closes ou d’équations.

Voici maintenant comment est composé ce chapitre. Dans la Section 4.1, on introduit d’abord
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le nombre d’enroulements d’un chemin dans le réseau carré, qui est une valuation découlant de
Ialgorithme du chauffeur de taxi de Manhartan. Certaines propriétés de base s’y rapportant sont
€galement énoncées. Les résultats sont ensuite appliqués aux chemins non croisants. Comme
corollaire, dans le cas des chemins non croisants fermés, on obtient une nouvelle démonstration
du résultat de Daurat et Nivat (Daurat et Nivat, 2003) relevant de la géométrie discréte, qui met
en relation le nombre S de points saillants et le nombre R de points rentrants d’un polyomino
par [’équation ci-dessous :

S—R=4

Un probléme naturel a considérer est d’analyser le comportement de la relation S — R = cste
pour d’autres réseaux. Dans la Section 4.2, on montre que pour le cas des réseaux hexagonaux,

il y a en effet une formule analogue établissant la relation
S—R=6.
Cependant de facon assez €tonnante, nous allons voir qu’il n’existe aucun autre réseau régulier
ou semi-régulier pour lequel la formule S — R = cste soit toujours satisfaite.
4.1 Valuation des chemins dans le réseau carré

Dans ce travail, les courbes sont tracées dans le réseau carré du plan discret Z x Z. Un chemin
décrivant une courbe est un chemin polygonal formé de translations élémentaires unitaires dans
ce plan. Un chemin fini w € X7, tel que défini au Chapitre 1, est un mot w sur I"alphabet

% = {a,a@,b,b}.
Par exemple, les chemins de la Figure 4.1 sont codés respectivement par les mots
u = abbaaababbaabbbaaabbbbaabbabaabbaaaaabaadbaabbababbaaabbaabe .

v = baababababbabaabababaaabababaabbbbabbbbbababababbbabaabbaaabbbaaaa -

Notons que les croisements des chemins dans la représentation géométrique peuvent sembler

ambigus mais sans aucun doute, la représentation par le codage des mots est plus claire.
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Figure 4.1 Un chemin ouvert u et un chemin fermé v d’origine .

4.1.1 Algorithme du chauffeur de taxi de Manhattan

Un chemin du réseau peut aussi étre décrit par une suite de changements de direction vers

la gauche ou vers la droite

’alphabet des pas unitaires,

correspondants par

5

; Vo
\ V[)

Va
Ve

Il

I

{ab, ba,ab, ba}
{ba, ab, ba, ab}
{aa,@a, bb, bb}
{a@, @a, bb, bb}

ainsi que par des pas vers l’avant ou vers |’arriere. En utilisant

¥ = {a,b,q,b}. nous définissons les ensembles de mouvements

I’ensemble des changements de direction vers la gauche;
I’ensemble des changements de direction vers la droite;
’ensemble des doubles pas qui avancent dans la méme direction;

I’ensemble des retours.

Ces ensembles correspondent respectivement aux mouvements de base vers la gauche (G), la

droite (D), I’avant (A) et le retour (R). Notons qu’un chemin w = wywy - - - w,, €st complétement

déterminé, 2 translation prés, par son pas initial et un mot sur I’alphabet &, = {G, D, A, R}.

En effet, considérons h : £% — T, définie par

G siu € Vg,
D siu € Vp,
h{u) = 4.1
A siu € VA:
R siu € V.

On étend ensuite % A une fonction f : 22 — & x Y7, définie sur les chemins arbitraires par

n—1

f(w) = | wi, H h(wiwi+'l.) ) (4.2)

i=1
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ol n est la Jongueur du mot w et le produit désigne la concaténation. Comme notre étude portera
uniquement sur les propriétés géométriques des chemins, le pas initial sera omis, ce qui revient
atravailler avec les classes d’équivalence déterminées par les permutations cycliques. Le lemme

suivant est immeédiat.

Lemme 10 Soit w € £* un chemin fermé, alors
(1) w est de longueur paire : w = wywsy - - - Wy, pour un entier n > 1,

(i) f(w) est de longueur impaire.

Preuve. (i) Comme w est un chemin fermé, on a |wl|, = w|g et jw|, = |w|;. Il s’ensuit que,
lw] = |w|q + |lwlz + [wls + [wly = 2lwle + 2wly = 2(|wla + [wls).
(i) découle directement de (i), étant donné que |f(w)| = |w| — 1. ]

Introduisons maintenant une fonction de poids § : £? — {-1,0,1,2} sur les chemins de
longueur deux définie par
-1 siu € Vp,
0 siw € Vy,
S(u) = 4.3)
1 siu € Ve,
2 siu € Vp.

On étend cette fonction de poids 2 une valuation P : 2! — Z définie sur les chemins de

longueur n > 1, en posant

S (wwy i 1,
P(w): Zz__l (7.U7.UH_1) sin > 1, 4.4

0 sin=1.
Cette valuation correspond au nombre d’enroulements mesuré selon les changements de direc-
s

tion d’angle 5. Un changement de direction vers la gauche contribue a une rotation positive

d’angle (+1)F, un changement vers la droite 4 une rotation négative d’angle (~1)7 et un

élément dans Vp, donne lieu 4 une rotation d’angle (2)% = x (retour dans la direction opposée).

Pour les éléments de V4, la contribution est nulle.

La formule d’additivité ci-dessous découle directement de la définition de la fonction de valua-

tion P donnée pax (4.4).



76

Proposition 4 Soir w = w) - - - wy, un mot dans 2%, Alors pour 0 < k < n, ona

P(w) = P(wy -+ wg) + Plwgwg1) + Plwgsr - wn).

Exemples. Prenons le chemin u de fa Figure 4.1. On a P(u) = —8. On observe que la lettre
initiale est équivalente a la derniere et que trois des cycles sont décrits dans le sens horaire et un

quatrieme, dans le sens anti-horaire. Ceci traduit le fait que u peut se factoriser comme suit ;
u = abbaa - (abab) - (baabbbaaabb) - bbaab - (babaabbaaq) - aabaubaab - (bababbaq) - abbaaba.

Autrement dit, la direction finale coincide avec |’orientation initiale, mais puisqu’on a effectué

quatre rotations complétes, le nombre de quarts de tour est donné par (=3 + 1) x 4 = —10.

Pour le chemin v de la Figure 4.1, on a P(v) = —3. En effet, le chemin contient deux cycles
qui sont parcourus dans le sens horaire et un cycle dans le sens anti-horaire. Cependant, comme
la lettre de départ est v; = b et celle d’arrivée est @, alors le nombre de quarts de tour est donné

par (—=2+ 1) x4+ 1=-3.

Plus précisément, la valuation modulo 4 dépend simplement de la direction de la premiere et de

la derniere lettre du chemin. Ces observations meénent au résultat suivant,

Théoreme 5 Soir w = w ws - - - wy, € L22, alors
P(w) = §(wwy) mod 4.
Preuve. La valuation modulo 4 indique la position relative entre le pas initial et le pas courant.

Effectuons une induction sur n. Une analyse des cas possibles montre que le résultat est vrai

pour n < 3. En particulier,
Plwiwows) = 6(wiws) mod 4.
Par la propriété d’additivité et ’hypotheése d’induction avecn — 1 > 3, 0na

P(wle T wn) = P(wle T wn—l) + P(wn.—lwn)

Il

(wywn—1) + 8(wn—1wy,) mod 4

Plwiwn_1wn)

S(wywy) mod 4. m
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Comme le nombre d’enroulements varie selon les positions relatives de la premigre et de la
demiére lettre, les propriétés suivantes sont immédiates. C’est-a-dire que, pour tout chemin

W= 1wWi - Wp,ONa

Plw)=0mod 4 <= w; =w, et Plw- w))=Plw- w)=0mod 4.

Notons que des résultats analogues aux précédents sont vrais pour les chemins différentiables
par morceaux en considérant I’angle entre les vecteurs tangents de leurs extrémités initiales et

finales.

4.1.2 Application aux chemins non croisants

Dans ce qui suit, nous appellons chemin non croisant tout chemin orienté qui ne revient pas
sur ses pas (c’est-a-dire que deux pas successifs ne sont pas opposés l'un de ’autre) et qui
ne posséde pas de sommets distinets v, vy, vs, V3, V4 tels que v vvy et vyvy (ou leurs images
miroirs) soient des sous-chemins (voir Figure 4.2). Autrement dit, un chemin ne peut se croiser

lui-méme.

Figure 4.2 Les points multiples interdits.

Néanmoins, certains points multipies peuvent apparaitre tels qu’illustrés a la Figure 4.3.

Remarquons qu’un chemin non croisant fermé ne peut contenir de points multiples du type (a)
ou (d). En effet, supposons qu’un chemin fermé w possede un point multiple de type (a) par
exemple, alors le point vy devrait étre reli€ au point v» par un certain chemin non croisant z,
et de méme pour le point vy et v4 par un chemin y. On observe alors que « et y s’intersectent,

d’ou la contradiction.
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v, U, U,

v, b,
vV v, u]_TlU_u2 ul__Jf’__,vz Ul._Jf’_vz U,«J_U,v
v

3 U, U, U,

(a) (b) © (d) (©)

Figure 4.3 Quelques points multiples autorisés.

Dans un chemin non croisant les pas Vi = {a@, @a. bb, bb} sont interdits et donc la valuation
P est la restriction de 6 & I’ensemble ©2 \ Vg, c’est-a-dire que la fonction de poids, qui est

identifiée par la méme lettre, 6 : £ \ Vg — {—1,0, 1} est définie par

-1 stu € Vp,
O(u) = 0  siueVy,

1 siu € V.

En conséquence, seuls les changements de direction vers la gauche et vers la droite contribuent

au calcul du nombre d’enroulements.

Nous allons maintenant énoncer une condition suffisante pour que Ja valuation P(w) d'un che-
min w = wjws - -+ Wy OU Wy = wy, $oit nulle plutdt que congrue a 0 modulo 4. Pour ce faire,
nous introduisons deux denii-droites canoniquement associées a un chemin quelconque w. La
demi-droite contenant le pas de départ w; et aboutissant & son extremité finale est appelée la
demi-droite initiale du chemin w (voir Figure 4.4 (a)). De facon similaire, la demi-droite conte-
nant le pas final w,, issue de son extrémité initiale est appelée la demi-droite finale du chemin

w (voir Figure 4.4 (b)).

(a) (b)

Figure 4.4 Demi-droite (a) initiale ; (b) finale.
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Lemme 11 Tout chemin ouvert non croisant et non vide w = wiws - - - Wy, tel que
1) w; = wy,
(i1) le chemin n’intersecte ni la demi-droire initiale ni la demi-droite finale,

satisfait

P(w) = P(w) =0. (4.9)

Bien qu’une formulation plus générale pourrait étre énoncée, la condition (i) s’avére suffisante
dans notre contexte et (ii) nous assure d’éviter les rotations complétes (enroulements) telles que

décrites a la Figure 4.5.

i
g -

Figure 4.5 Demi-droites intersectant un chemin.

Preuve. La condition (i) et la définition de P nous donnent

n—1

Plw) = 25(wz‘w¢+1)
i=1

= > dwwan)+ Y Swawan)+ Y Swiwgy)

wiwi1€Ve W wi4+1EVA Wiwi+1EVD (4.6)
= > Slwwi) + 5 S(wiwit1)

wiw 41 €V w41 €Vp
= 0 mod 4.

Ainsi P(w) = 4k, k € Z. Comme la condition (ii) empéche le cumul de rotations completes,

onadonc k =0, d’ot P(w) = 0. 3 m

Tout chemin non croisant fermé w est la frontiére d’une région unique constituée de carrés

unitaires. Soit @ le rectangle circonscrit de w tel que monwré & la Figure 4.6.
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Figure 4.6 Une région et ses quatres points extrémaux O, N, E et S.

Les quatres point extrémaux sont définis par :

O le point le plus bas de la frontiére situé sur le cdté gauche de @,
N le point le plus & gauche de la frontiere situé sur coté du haut de @,
E le point le plus haut de la frontiére situé sur le coté droit de @,

S le point le plus & droite de la frontiere sur le c6té du bas de Q.

A rotation cyclique prés, en partant du point O, w peut s’écrire (dans le sens anti-horaire) sous
la forme

w=(aX) (bY)-(@Z)- (bV), 4.7
ol X, Y, Z,V sont possiblement vides, pas nécessairement simultanément, ou de la forme X =
za,Y =yb, Z = za, V = vb pour des chemins z, y, z et v. Les cas vides correspondent 4 des

points extrémaux qui coincident avec des coins du rectangle.

Considérons le cas ot X, Y, Z, et V' ne sont pas vides. En s’appuyant sur la Propriété 4 d’addi-

tivité et le Lemme 11, 0n a

P(aza) + P(ab) + P(byb) + P(ba) + P(aza) + P(ab) + P(bvb)
0+14+0+1+0+14+0=3,

Plw)

ou de fagon équivalente

()l = |f(w)lp +3.
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Le cas ol au moins un des chemins X, Y., Z, V est vide se traite de fagon similaire et est laissé

au lecteur. Ces demnieres observations établissent donc le résultat ci-dessous.

Proposition 5 Tout chemin non croisant fermé w satisfait P{w) = 3.

Une différente approche, plus géométrique, menant au méme résultat est celle du chauffeur de

taxi de Manhattan. L argumentation va comme suit.

Preuve (du chauffeur de taxi de Manhartan). En effectuant sa course du point O & O dans
le sens anti-horaire, le chauffeur de taxi fait trois rotations de plus vers la gauche que vers la
droite. En effet, par le Lemme 11, chacun des quatres chemins ouverts OS, SE, EN et NO
de la factorisation du parcours w, contient exactement le méme nombre ce changements de
direction vers la droite que vers la gauche. Ensuite, par la propriété d’additivité, on doit ajouter
les trois changements de direction vers la gauche (rotations de %), qui apparaissent lorsqu’on

passe successivement par les trois points extrémaux S, E, N. n

D’apres la terminologie de Daurat et Nivat (Daurat et Nivat, 2003), en parcourant dans le
sens anti-horaire un chemin non croigant fermé délimitant une région du plan, les rotations
vers la gauche (resp. vers la droite) correspondent a des points frontiéres dits saillants (resp.
rentrants). En particulier, le chemin non croisant peut décrire la frontiere d’un polyomino au
sens du Chapitre 1. En I'occurrence, dans la décomposition de la Figure 4.7, les quatres points

extrémaux du polyomino sont saillants.

PR [N RPN A,

it Bl late
1
d--
1
'
IR S
1

Figure 4.7 Un polyomino simplement connexe et ses quatres points extrémaux saillants.
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Selon Daurat et Nivat (Daurat et Nivat, 2003), un ensemble discret E est un sous-ensemble de
ZxZetunélément (i, j) € E correspond 2 un carré unitaire dont les sommets sont (i, j+4).
De plus, le plan discret translaté est défini par Py 5 = (3, §) + Z et les point dits saillants et

rentrants sont définis comme suit.

Définition 13 o Un coin est un couple (M, N) avec M € P s, N € Z? et M — N est
ensemble {(+3,+£3)}.
o Un coin (M, N) est un coin saillant de F, si N € E et M est I'extrémité commune de deux

cbtés consécutifs de la frontiére de E, qui sont également des c6tés du carré N + [—1, %]3

o Un coin (M, N) est un coin rentrant de E, si M est 'extrémité commune de deux cbiés
consécutifs de la frontiére de F, qui ne sont pas des c6tés du carré N + [—%, %]2

Avant d’énoncer la prochaine définition, rappelons quelques notions reliées aux multi ensembles.

D’abord, un multi ensemble est un ensemble dont les éléments sont munis d’une multiplicité.

Plus précisément, un multi ensemble est un couple U = (Uy. f) ol f : Uy — N*. L’ensemble

Up est appelé le support de U et pour tout €lément u € Uy, I'entier f(u) est appelé la multipli-

cité de v dans U et est dénoté multy(u). ,

Définition 14 Le multi ensemble des points saillants-frontiere (resp. rentrants-frontiére) d'un
ensemble discret E, dénoté Sp(E) (resp. Rp(E)), est le multi ensemble dont le support est in-
clus dans Py j; et tel que pour tout M € Py 9, le nombre multg gy (M) (resp. mult g gy (M)

est le nombre de N tel que (M, N} est un coin saillant (resp. coin rentrant).

Autrement dit, selon leur terminologie, modulo une translation par (4, ), un point M sur la
frontiere d’un polyomino P est dit (frontiere-) saillant (voir Figure 4.8 (a)) s'il appartient a
I’intersection de deux c6tés consécutifs d’un carré de P. Le point M est dit (frontiére-) rentrant
(voir Figure 4.8 (b)) s’il appartient a I’intersection de deux arétes consécutives de la frontiere

de P qui sont des c6tés d’un carré n’appartenant pas a P.

En conséquence, dans le contexte des chemins non croisants fermés, il apparait une preuve

simple et constructive du résultat de Daurat et Nivat (Daurat et Nivat, 2003) :
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(a) (b)

Figure 4.8 Exemples d’un point (a) saillant et (b) rentrant selon Daurat et Nivat.

Corollaire 4 Dans une région du plan donr la frontiere est délimitée par un chemin non croi-
sant fermé, en particulier pour un polyomino, le nombre S de points saillants et le nombre R

de points rentrants sont reliés par la formule

S—R=4 (4.8)

Preuve. Soit w un chemin de contour non croisant décrit dans le sens anti-horaire. En partant
du point O et en utilisant (4.7). on a.

P(wa) = P(w) + P(ba) = 3+ 1 = 4,

ou de fagon équivalente

|f (wa)

¢ =|f(wa)lp +4.

Il est & noter que les quatres points saillants supplémentaires peuvent s’identifier canoniquement

comme les points O, S, E et N.

4.2 Autres réseaux réguliers

Un peu dans le méme esprit, en définissant de maniére appropriée la fonction de poids sur
’ensemble 2 des pas élémentaires, il est possible d’étendre les résultats de la Section 4.1 &
des chemins arbitraires et a d’autres familles de réseaux. Un candidat intéressant a étudier est le
réseau hexagonal, pour lequel une adaptation directe des méthodes précédentes conduits a des

propriétés similaires.
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En effet, les chemins hexagonaux sont codés par un ensemble de mots, noté H, formés sur
un alphabet de 6-lettres, £, = {a.b, ¢, @, b, Z}, olt a, b et ¢ correspondent respectivement aux
directions de base 2", pour n = 0,1,2. Comme les changements de direction d’angle 47 /6
vers la gauche ou vers la droite ainsi que les doubles pas dans une méme direction n’existent

pas dans le réseau hexagonal, les mots décrivant les chemins dans un tel réseau sont
w € H =S;\5) - {aa, bb, ce.aa, bb, €¢, ac, ab, ba, be, cb, ca, ac, ab, ba, be, ¢, ca} - T,

et les changements de direction acceptés sont codés par les ensembles de mots de 2-lettres :

Vo = {ab,bc,ca,ab,bé,ta} = changements de direction d’angle 7/3 vers la gauche;
Vp = {aE,EE, ba, ac, cb, ba} = changements de direction d’angle 7/3 vers la droite;
Ve = {a@, aa, bb, bb, ¢z, tc} = Iensemble des pas vers I’arriére {retours).

Yy N > .
En considérant ces ensembles, on peut former I'ensemble complet E,;Z des chemins dans le

réseau hexagonal. La fonction de poids correspondante 3y, : Z,QL — {—=1,1, 3} est définie par

-1 siu € Vp,
Op(u) = 1 siu € Vg,
3 siu € Vpg.

Cette fonction de poids s'étend a la valuation P, : El — 7Z qui est définie sur les chemins

w de longueur n > 1, par

Pi(w) = St on(wwie)  sin> 1, 9

0 sinm=1.
Dans ce contexte, la propriété d’additivité est toujours satisfaite et le Théoreme 5 s’adapte de
maniére directe. Ceci entraine la spécialisation aux chemins non croisants suivante. Précisons
d’abord que le plus petit rectangle contenant la région (voir Figure 4.6) est remplacé par le plus
petit hexagone convexe (voir Figure 4.9) contenant e chemin fermé avec six points extrémaux

contrairement a quatre.



Figure 4.9 Réseau bexagonal régulier

La situation telle que décrite est résumée dans la proposition ci-dessous.

Proposition 6 Soit w = w1 ---w, € H, alors
(i) Pup(w) = 8y (wiwy) mod 6,
(i) P (w)=0mod6 < w; = wy,

(ili) dans le cas des chemins non croisants fermés, on a Py(w) = 5.
4.10,0ona

P (w) = 10 = 6 (wrw,) mod 6

= 6;,(a1_)) mod 6

—2 mod 6,

qui montre que (i) est satisfait.

Notons que wiwy, = ab & H justifie le fait que &, doit étre définie sur tout I’ensemble 2'122.

85



86

De fagon triviale, (i) implique (ii). Finalement, on illustre (iii) par le chemin fermé w =
abagabcbabcabebacheababebe de la Figure 4.9 ou le point de départ est le point le plus & gauche

sur le coté du bas :

Pour les chemins non croisants fermés dans le réseau hexagonal, la propriété de Daurat et Nivat

est énoncée comme Suit :

Proposition 7 Dans une région du plan dont la frontiére est délimitée par un chemin non croi-
sant fermé dans le réseau hexagonal, en particulier pour un polyomino hexagonal, le nombre

S de points saillants et le nombre R de points rentrants sont reliés par la formule

S-R=6. (4.10)

Preuve. On peut procéder de fagon analogue au cas du réseau carré en considérant alors les
six points extrémaux. Cependant, nous allons plutdt utiliser une induction sur le nombre n de

cellules hexagonales, afin de démontrer le résultat.

Pour n = 1, le résultat est trivial. Supposons que le résultat est vérifié pour une région (sans
trou) H, constituée de n hexagones et délimitée par un chemin non croisant orienté positive-

ment. Soit S le nombre de points saillants de H et R le nombre de points rentrants de H.

Considérons maintenant une région H’ obtenue de H en ajoutant un hexagone supplémentaire
H de fagon 2 préserver la simple connexité. Soit S’ le nombre de points saillants de H' et R’ le

nombre de points rentrants de H'.

Dépendemment du nombre & de cotés communs a H et H, la Figure 4.11 donne localement
les relations correspondantes entre S, R, S et R’. Dans chaque situation, la nouvelle cellule
hexagonale ajoutée est représentée en gris alors que les autres sont blanches et on voit que la

relation S’ — R’ = 6 reste toujours vraie.
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Cas k=0 Cas k=1

S'=S+4 S’=5+2
R'=R+4 R’=R+2
S’-R’=S-R=6 S’-R’=S-R=6

$'=8+1 o S'=S
R'=R+1 &) R-=R
$’—R’=S-R=6 ==X §'-R'=S-R=6

S’=5-2
S’=S5-1 R’=R-2
R'=R-1 S’-R’=S-R=6
S’-R’=S-R=6

Figure 4.11 Preuve de S — R = 6 pour les 1éseaux hexagonaux réguliers.

Plus généralement, pour les régions contenant un nombre & donné de trous, les deux formules

(4.8) et (4.10) s’écrivent respectivement comme
S—R=4-4k et S— R=0-6k.

Ceci découle du fait que les trous décrivent des chemins parcourus dans le sens horaire, ce qui

signifie que les points saillants et rentrants ont interchangé leurs rdles.
Par exemple, considérons le polyomino possédant 3 trous représentés a la Figure 4.[2.

On peut vérifier que le nombre de points saillants est S = 24 + 2 + 4 = 30 et que le nombre de

points rentrants est R = 18 + 8 + 10 + 6 = 42, ce qui donne

S—R=30-42=-12.
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Figure 4.12 Un polyomino dans le réseau hexagonal ayant trois trous.

De fagon équivalente, en appliquant la formule pour les régions contenant % trous, on obtient le
méme résultat

§S—R=6-06(3) =—12.

D’une part, comme la formule S — R = cste n’est pas satisfaite pour les chemins non croisants
fermés d’un réseau triangulaire régulier, 1l devient relativement simple de voir qu'il n’existe pas
d’autres réseaux réguliers possédant une telle propriété. On le voit facilement dans la Figure

4.13,onen(@) S — R=3¢eten(b) § — R =4.

(a) ()

Figure 4.13 S — R = cste est faux pour les réseaux triangulaires réguliers.

D’autre part, pour les huit réseaux semi-réguliers classifiés par Kepler (voir Figure 4.14), qui
consistent en les réseaux formés d’au moins deux polygones réguliers distincts (Griinbaum et
Shephard, 1987; Griinbaum et Shephard, 1989) dont chacun des sommets posséde le méme
motif polygonal cyclique, on peut vérifier que la relation de Daurat et Nivat, S — R = cste, est

également fausse.
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1
R A b 4 _6.12)

Figure 4.14 Les réseaux semi-réguliers (Griinbaum et Shephard, 1987).

Par exemple, dans le premier réseau semi-régulier (voir Figure 4.14), la Figure 4.15 (a) donne

S — R =6 et la Figure 4.15 (b) donne 5 — R = 0.

(@) (b)

Figure 4.15 Un contre-exemple de S — R = cste pour le premier 1éseau semi-régulier .
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4.3 Remarques

La valuation P introduite & la Section 4.1 est de nature géométrique. Elle mesure la variation
totale des angles entre le point de départ et le point d’arrivée. En analyse complexe, le nombre

d’enroulements de contour ou I'indice relatif a un point zg d’un contour v est défini par

. 1 1
Indice(y, z) = el —
Sy

dz,

et compte le nombre de fois que le contour -y s’enroule autour du point z.

Cette notion differe de la ndtre qui est définie aussi pour les contours ouverts. Notons que dans

le contexte des nombres complexes, notre valuation P peut s’écrire comme

it o (22)

)

P(w)

™

ol Arg(z) est I’argument principal du nombre complexe z # 0 satisfaisant —7 < Arg(z) < .

On peut se demander s’il existe des réseaux pour lesquels des formules généralisées du type

Daurat et Nivat sont satisfaites, c’est-a-dire,
mS —nR =1,

pour des entiers m, 7 et {. On pourrait, par exemple, considérer les réseaux définis par un en-
semble fini {vy,ve, -, v} de & vecteurs non nuls linéairement dépendants sur N, dans lequel
cas les chemins fermés existent. Un probléme naturel serait alors de trouver des conditions
nécessaires sur les classes associées aux chemins fermés simples, menant a des analogues de la

formule de Daurat et Nivat.



Chapitre V

OPERATIONS DE MELANGE SUR LES CHEMINS DISCRETS

Le réle de ce chapitre est de présenter divers résultats se rapportant a certaines propriétés sur
les opérations de mélange appliquées aux chemins discrets. Dans un premier temps, {’applica-
tion de I'opération de mélange parfait dans le réseau carré Z x Z révele quelques propriétés
géométriques intéressantes. Entre aulre, les chemins fermés restent fermés, 1’aire ainsi que le
périmetre doublent et le centre de gravité subit une rotation de 45° avec un facteur de simi-
litude de +/2. On observe également des propriétés d’invariance pour les courbes du dragon
associées. Dans un deuxieéme temps, en remplagant les chemins dans le réseau carré par des
chemins formés d’angles de 2kw /N et en utilisant des mélanges plus généraux, des résultats

analogues apparaissent.

Ces résultats ont notamiment été présentés dans le cadre de la conférence internationale CANT'06
(8-19 mai 2006, Liege, Belgique) (Brlek, Labelle et Lacasse, 2006b) pour ensuite étre publiés

sous forme d’une version plus détaillée (Brlek, Labelle et Lacasse, 2008c).

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la Section 5.1.1, on introduit le concept de
mélange parfait appliqué aux chemins dans le réseau carré. La Section 5.1.2 traite des courbes
du type dragon associées a des variantes de ’opération de mélange parfait. L' étude de certains
parametres reliés & 'itération des courbes du dragon est abordée dans la Section 5.1.3. Finale-
ment, la Section 5.2 est dédiée 2 la généralisation de ces résultats a d’autres types d’opérations

de mélange appliqués & des chemins formés d’angles de 2kw/N pourk =0, -+ ,N — L.
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5.1 Mélanges dans le réseau carré

Pour débuter notre étude, nous considérons d’abord les chemins discrets dans le réseau carré du
plan discret Z x Z. Un chemin discret est alors un chemin polygonal formé de déplacements
¢lémentaires unitaires dans le plan. Comme dans le Chapitre 4, nous utiliserons la réprésentation
des chemins par les mots de changements de direction, suivant I’équation (4.2) du chapitre

précédent.
5.1.1 Opérations de mélange et mélange parfait

Rappelons d’abord la définition usuelle du produit de mélange se référant a Lothaire (Lo-

thaire, 1997). Considérons I’ensemble & = {a, @, b, b} des pas élémentaires dans le plan.

Définition 15 Soit u e v deux éléments de T* écrits sous la forme v = wu' et v = 11V ou

uy, vy € . Le produit de mélange de w ef v, noté w L v, est défini récursivement par
wwv = u (v we) + v (uw'),

avec € Lw = w W e = w, pour tout w € L*.

Par exemple, si on prend u = ab et v = aab, il est possible de vérifier que

(ab) Wi(aab) = abaab + 3aabab + 6aaabb.

Le mélange parfait est simplement un cas particulier du produit de mélange, consistant en un

terme spécifique de celui-ci.

Définition 16 Soit v un mot de longuewr n+ 1 el v un mot de longueur n. Le mélange parfait

Ww*: T x B — B* de u et v est défini par

w L F v = wu1UgUn c UpUnUnt .
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5.1.2 Opérateur et courbe dragon

Dans le contexte du présent chapitre, le plan cartésien R x R est identifié au plan complexe
C dans le but de simplifier les notations et les calculs. En particulier. ceci permet d’associer
canoniquement & tout chemin polygonal fermé w € ¥*, un mot de changements de direction
flw) € 4,00 Xy = {G, A, D, R}, dont les lettres G. 4, D et R sont interprétées comme des

nombres complexes.

Définition 17 Soit z = (zp, 21, , Zm—1) Ot 25 = Tp+iy, pour k = 0,1, ..., m—1, la suite
des sommets d'un chemin polygonal fermé dans le plan complexe débutant au point zy. Le mot

de changements de direction de ce chemin est le mot d = dyda - - - dyy—) dont les lettres sont des

nombres complexes dy,do, -+ ,dn,_1 donnés par
Az Az Az Az
d'l:_—l) d'z it d%’— 5; T dm, 1= —ml (5'1)
AZ() Azl A/VQ Az - 0
ol Azp = Zj1 — 2k € Zyy = Zg par convention.
En d’autres termes, en considérant la normalisation zg = O et z; = 1, on peut écrire
2w = 0, Dzg = 1.
zZ] = 1: AZl = d]"'
zn = 1+di, Azy = didy,
zz = 14+di+dids, DNzz = didads,
! (5.2)
Ze = l+di+--+didy-dpy, Az = dydy---dg,
Zme1 = l4di++didy o dimeo Azpmoy = didy--dm_1.
Dans le réseau carré Z X Z identifié a Z + iZ, considérons la suite z = (20, 21, ", 22n—1)
des sommets ol z = x4 + iyp. pour £ = 0,1,...,2n — 1, d’'un chemin fermé w € £*. En

utilisant la fonction f : £2? — % définie par (4.2), w peut se réinterpréter comme le mot



94

dydsy - - dop— | formé de nombres complexes

2n—1
Flw) = || Mwawipr) ~ dida - don—)
i=1

sur l"alphabet ¥4 = {G, D, A, R} ~ {1,~1,1,—1}.

Plus précisément, G est identifié au nombre complexe ¢ (rotation de 90° vers la gauche), D au
nombre complexe conjugué i = —i (rotation de 90° vers la droite), A au nombre 1 (un pas vers

’avant sans rotation) et & au nombre —1 (rotation de 180°, pas vers [arriére).

Dans ce contexte, I’opération de mélange parfait appliquée au mot de changements de direction

didy - - dan—1 € {1,—1,1, —1}* donne licu au mot
(GD)n W didy - dop_| = Gd\ DdoGds -+ Gdyp_ | D = idﬁdgid;ﬁ(& c oy - 1_%.,

qui constitue également un mot de changements de direction appartenant a {7, —i,1, —1}*,
associé A un autre chemin polygonal dont les sommets sont ({y,- -+ ,{4n-)). Cette suite de
sommets est dénotée { = M(z) = M(zg, -, zm—1), ol M est 'opérateur de mélange
parfait étendu aux suites de sommets qui est décrit explicitement par les familles d’équations

suivantes (en utilisant la multiplication complexe, I’induction et le fait que 72 = 1) :

Car, = (L+1)2g, Aly, = Az,
4 = (L+4+9zop + Azoy, Al = 1Az,
M Cak+1 ( )22 % Cak+1 2 5.3)
Cuerr = (1+D)22k41, AQur = 1Azpyl,
Canys = (L+1)20k41 + 102041, Algps = Doy,

pourk=0,1,--- ;n— 1
A partir de maintenant, nous utiliserons 1’abus de notation qui consiste a identifier tout chemin

w = wiwo - Wy 2 1asuite z = (20, 21, - , Zm—1) de ses sommets correspondants.

Un attrait de |’opérateur de mélange parfait M, est qu’il peut étre itér€. Ses itérations engendrent
des chemins fermés prenant I’alture de fractales. Par exemple, la Figure 5.1 montre les itérations

4, 7 et 10 pour la croix DGGDGGDGGDG et le caré GGG.



Figure 5.1 Opération de M sur la croix et le carré (a changement d’échelle prés).

Comme les courbes associées aux itérées de ’opérateur M ne tendent pas vers une courbe li-
mite, une certaine normalisation est nécessaire. A cet effet, nous introduisons un nouvel opérateur
de mélange parfait normalisé, qu’on notera ©. Celui-ci est défini sur les chemins fermés et ses
itérations convergent vers des courbes de type courbe classique du dragon (voir Figure 5.1). De
telles itérations ont d’abord été étudiées par les physiciens de la NASA John Heighway, Bruce
Banks, et William Harter. Elles ont ensuite été¢ décrites par Martin Gardner dans une de ses
chroniques de récréations mathématiques du Scientific American (Gardner, 1967). Plusieurs de

leurs propriétés ont été publiées par Chandler Davis et Donald Knuth.

Définition 18 L’opérateur dragon, 3, est défini sur les chenmins par
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Plus précisément,
9(207217"" 12277,—1):(&0)&17"' 7&477.—].))

ol
§a = 2, Abye = 3(1—i)Azy,
Saktr = 2ok + 5(1—1)Azgy, Abgprr = 5(148) Az,

D + ( ) 1k+1 2( ) 2 (5.4)

Sak+2 = 22U44ls Algirs = 5(1+8)Azppy
Cares = zongr + 5(1 4 ) Azpen, Abyrrz = 5(1—8)Azgpyy

pourk =0,1,--- ,n—1.

5.1.3 Comportements réguliers de parametres géométriques

Afin d’analyser certains parametres reli€s aux opérateurs M et ®, nous proposons la version
complexe suivante du théoreme classique de Green que nous avons rencontré précédemment au

Chapitre 2. Celle-ci s’avere trés avantageuse dans le contexte actuel.

Théoreme 6 Soit A(x,y) et B(x,y), deux fonciions continfiment différentiables définies sur
un ouvert contenant une région simplement connexe, §2, délimitée par une courbe simple, T,

orientée positivement. Posons ¢(z) = A+ iB = A(x,y) +1B(x,y), ot z = « + 1y. Alors,

./rl(b(z)d // (aB BA) dl:dy—}—z// (aA a/j) Ledy

Preuve. Puisque ¢(2) dz = (Adx — Bdy) +i(Bdz + Ady), il suffit d’appliquer deux fois la

version réelle classique du théoréeme de Green. Les détails sont laissés au lecteur. ]

Par exemple, pour ¢(z) = Z = x — iy, le conjugué de 2, on a

/ dz = // 0+0) dxdy—i—z//l— - dxdy—Zz// dx dy = 2ia,
Q

ol @ = a(I') désigne ’aire signée de la région {2 dont la frontiere orientée est I'.

1l s’ensuit que

1
o) = 59 /F Zdu, (5.5)

Z
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ol & désigne la partie imaginaire du nombre complexe z. En ce qui concerne le centre de

gravité et le moment d’inertie, on a les formules

il
R )
9(I) 40,_/,;.‘ dz, (5.6)
1 .
I(T) = -s/ 1222 d= — |g|%a, (5.7)
4 Jr

oll g = g(I") dénote le centre de gravité vu comme un nombre complexe et I = I(T") le moment

d’inertie de €. Plus précisément, on a

a(l) = %/I_(xdy —ydx),

o(T) = foxdzdy+ifoydz(lyd ay.

x dy,
a a
I = // (x2 + yQ)d:E dy — |g|2a..
Q

Notons que le centre de gravité€ et [e moment d’inertie sont définis seulement si a # 0.

Afin d’implémenter la version complexe du théoreme de Green dans le contexte des chemins
polygonaux fermés dont la suite des sommets est (zg, 21, -+, zm—1), l'intégrale [, ¢(z) dz est

évaluée sous forme de somme finie de la fagon suivante :

Lemme 12 Soit T le chemin fermé dont la suite des sommets est (29, -, zm—1). Posons
¢*(z,8) = fol é(z + ts) dt. Alors,
m-—1

/Fc’)(,) z = Z &* (2, Az, )Az,.

v=0

Preuve, Soit z = 2, + tAz, et dz = Az, dt. On a alors,

m—1
/@(z) dz = Z / d(2)dz
r =0 22041

m—1 L
Z/ (d(2, +tAz,) dt) Az,
o0

N
i

—_— =

3

o (2, Az, ) Az, m

N
i
=1
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En utilisant le Lemme 12, les formules (5.5) et (5.6) donnant respectivement [aire et le centre

de gravité, prennent les formes suivantes

=,
al) = 593 mha, (5.8)
v=0
i 1
g(T) = " Z (z,,2 +z,Az, + E(Az,,)2> Az,. (5.9

v=0
Le comportement des opérateurs M et D relativement aux aires et aux centres de gravité se

résume par le théoréme suivant.

Théoreme 7 Soit z = (20,21, , Zon—1) Un chemin fermé du plan complexe constitué de pas

unitaires. Alors, les chemins M(z) et D(z) sont également fermés. De plus,

(D) aM(z)) = 2a(z), (i) gM(z)) = (1+1) g(2),
(i) «(®@(z) = al2), (iv) g(®@(2)) = gl2),

oit M et D dénote respectivement les opérateurs de mélange parfait et de dragon (voir Figure

5.2).

Figure 5.2 Illustration du Théoreme 7 : M vs D,
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Preuve. Un chemin z est fermé si et seulement si 2,2,161 Az, = 0. Soit { = M(z). Alors par

(5.3), il en découle que

dn—1 -1 m—1|
Z A(, = Z Azgp +iAzop + Azopyy +iAz0p41) = (L + 1) Az, =0,
k=0 v=0

ce qui démontre bien que M(z) est fermé. De fagon similaire D(z) est également fermé.

Prouvons maintenant (iii). Par la formule (5.8) appliquée a £ = D (z) et en utilisant (5.4), on a

dn—1
a(D(2)) = Z £,08,

n—1

=59 z (%kAZQA + Zokr1Azok4 + |A~2k| — |Azgypia | ))

217, 1 -
1 15 :
- 501 Z Zo Az, + 1 Z |Azgk|? - |Azgri1]?) = alz)
v=0 k=0

puisque |Azog| = |Azogyy| =1pourk =0,1,--- ,n— 1.

Similairement, pour (iv), soit I" le périmetre de z et D(I") le périmetre de D(z). Par la formule

(5.9) et en utilisant (5.4), on obtient alors,

/ ?@-/#m
Jo(r) Jr

-1

Y - 1 o— 1 —
=) i </32k-|A32/c|2 — Torgr| Araei1 | + §|A22k|2AZ2k. - §IA22k+1|2A32/c+1>
0

=~

3

k=
1 n—1
6 Z (|Azop|* Ak + | Azops1 " B2ogry)
k=0
n—1 1 1 1 n—1
= ZZ <ﬁ — Zg+1 T §A32k - §Az2lc+1> - (—)Z (Azgy + Azgpy )
k=0 k=0

puisque |Azgg| = |Azggsq| = 1pourk =0,1,--- ,n—1.

Comme le chemin est fermé, la deuxieéme somme du membre de droite de la demigre égalité

vaut 0 puisque
n—1 2n—1

ZAng + Azogy) = Z Az, =0=0.
k=0 =0
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La premiere somme vaut également 0, étant donné qu’elle peut &tre réécrite comme

o

n— .
- ([ _ __ .
(Zok — Zokt2) = 5((% +Zm 4+ Zm) ~ (B A+ T+ Tm)) =0
0

DO | .

k

puisque zp = Zzon.

Par (iii) et en utilisant le fait que «(D(z)) = a(z), on a donc

I A B e [
g@(””wa(@(z»/@(m“f w7 4‘1(’7)/r~d 9(2)

Finalement, (i) et (ii) découlent du fait que M(z) = (1 + ¢) D(z), ce qui montre que M(z) est

obtenu de D(z), en utilisant une rotation de 45° et un facteur de similitude de V2 = [1 +1|. =

Exemple. Soit f(w) = ADAADAGAGGAAAGD avec a(f(w)) = —2. Comme attendu et

tel que montré dans la figure ci-dessous, on trouve

| | ' 1 ' '
fedoalede-oloadaolL_J-_L__

--Aa--r-Aa--r-AaT-Fr-Aa--r--

f(w) = ADAADAGAGGAAAGD (GD)® LLS* flw) (DG)® L flw)
5.2 Extension a des mélanges plus généraux

Dans la section précédente, il était question de chemins dans le réseau carré avec des chan-
gements de direction de 0°,90°, 180%t 270° ainsi que des mélanges trés particuliers, menant
a des courbes du type de dragon classique. A partir de maintenant, nous allons explorer des
changements de direction plus généraux formés d’angles 2kw/N pour k = 0,--- [N —let
de familles d’opérations de mélange et de dragon qui leurs sont associées. Une attention parti-
culiere est portée sur la recherche de conditions sur ces opérateurs préservant |’aire et le centre
de gravité¢ de chemins fermés polygonaux se rapportant a ces nouveaux types de changements

de direction.
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5.2.1 Mélange de mots et chemins liés aux racines de I’unité

. s [N . . C. PN L . .
Soit w = €*™/N une racine primitive NV-ieme de 1’unité et remplacons simultanément les al-

phabets X et £, considérés ci-haut par
S=%={lwuw? - ¥}

Les chemins et les changements de direction correspondants sont simplement des mots sur ce
nouvel alphabet pour lequels les formules (5.1) et (5.2) sont vérifiées. La suite des sommets des
chemins polygonaux est dénotée par z = (zg, 21, , Zn—1), €t OI constate que ces nouveaux
chemins sont tous équilatéraux au sens ou chacun de leurs pas sont de méme longueur, c’est-a-
dire |zi+1 — 2| = |Az| = cste (= 1 dans le cas présent), pouri =0---n — 1 et 59 = 2, dans

le cas des chemins fermés.

Par exemple, soit N = 12etT = &y = {Lw,w? 0} otw = e2™/12 et soit le
mot de changements de direction d = wlw®w! € ¥%. Le chemin polygonal correspondant est

représenté a la Figure 5.3 (a).

(a)

Figure 5.3 Les chemins (a) d = wlw3w?; (b) § w*d = w??

1wt w Wt

Considérons d = didy - dp—1 € XL le mot de changements de direction associ€ a un chemin
polygonal équilatéral dont la suite des sommets est z = (29,21, - , Zn—1). SOit & € X% un

autre mot et fixons une factorisation de celui-cl en sous-mots possiblement vides :
6 =306 -0y 01, O €Ly, (5.10)
ol - désigne la concaténation et chacun des sous-mots dx. de longueur my, > 0 est donné par

Ok = Ok Opmys  Okyg € g .11
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La factorisation (5.10) donne lieu a un nouveau mélange parfait généralisé, noté également

LU, et défini par

5LI_I*d—_—50-d1 -(51'd2'(52'd3"'(571—2'dn—1'571—1-

Notons que § LU *d consiste encore en un seu] terme du produit de mélange usuel ¢ LU d comme
dans la Section 5.1.1. En utilisant la normalisation z5 = 0, z; = 1, ce nouveau mot est le mot

de changements de direction d'un autre chemin polygonal ¢ = M(z) avec {y =0et § = 1.

Par exemple, soit N = 12 et 'alphabet ©; = {1,w,w?, -+ ,w'!} ol w = e*™/12_ Considérons
le mot d = wlwdw? € ¥, qui est représenté par le chemin de Ia Figure 5.3 (a), ainsi que la
7,2

factorisation § = w?w? - 1 w?  w - w w?w®. L'application du mélange parfait a § et d donne le

nouveau mot
Sw*d= (w2w3 1w w -w7w2w5) ™ (w1w3w4)
= (W) w- (1)1 (W)W (W) wt - (W),

qui correspond au chemin de la Figure 5.3 (b).

On observe que dans la Figure 5.3 (b} les plus gros points, mis-a-part le premier qui est toujours
nul, correspondent 4 la lecture des lettres dj, du mot d = wlw3w? dans le nouveau mot § L *d
pour k = 1,--- ,n — 1. On remarque également que le polygone représenté en pointillé dans
la Figure 5.3 (b), dont les sommets sont précisément ces gros points, ne posséde pas la méme

forme que le polygone original de la Figure 5.3 (a).

5.2.2 Opérateur dragon généralisé

Dans cette section, nous déterminons des conditions sur la factorisation (5.10), & savoir
§=208y-6,-02--p_y1, O €5y,

nous assurant que pour tout chemin polygonal fermé z = (2, - , 2,), le chemin correspon-
dant { = M(z) est également fermé. De plus, ces conditions doivent permettrent la définition

d’un opérateur dragon associé D(z) et donner lieu & un comportement régulier de la forme
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ou s € Rett € C sont des constantes indépendantes de z.

Définition 19 Un opérateur dragon D associé & une foctorisation § donnée par (5.10) et (5.11)

est une transformation de la forme
E=D(2) =k -M(z),

o M est 'opérateur de mélange parfait associé et v € C, qui dépend de la fuctorisation, est

une constante telle que le polygone z apparait comme un sous-polygone de €. Plus précisément,

60 =2z2y = 03
Emo+rl = 2 = 1,

€m0 +m 42 = 29,

§7n0+m1 +od 24 n—1 = Zn—t-

Notons que ces conditions sur la factorisation J sont trés restrictives,

Afin d’étudier les déformations locales dles a I’effet de I’opérateur dragon sur les c6tés succes-

sifs d’un chemin polygonal, nous introduisons la notion d’oreille définie comme suit.

Définition 20 Considérons un segment orienté |a,b] dans le plan complexe. Une |a, b]-oreille

est un chemin € dont la suite des sommets
(O'/O)O"la' Tt 70‘m:0‘m+J): m Z 0
satisfait g = a ef oy = b (voir Figure 5.4 (a)).
Le nombre complexe b — a est appelé Uouverture de loreille € et est dénoté &. De plus, la fer-

meture d’une oreille £ consiste au chemin fermé €© ayant (o, @y, - -, Ctm. Qe 1, Q) comme

suite de sommets (voir Figure 5.4 (b)).



104

(b)

Figure 5.4 (a) Une [a, b]-oreille ¢ et (b) sa fermeture correspondante <©.

Notons qu’un chemin polygonal fermé correspond a une oreille d’ouverture (. De plus, toute
[a, bl-oreille & (respectivement ¥) avec a % b, peut se normaliser en uné [0, 1]-oreille, ¢’est-i-
dire, Ty 4 € (resp Ty, £©), a I’aide d’une transformation de la forme

z—a
v b—a’

et plus généralement en une [a/, 0']-oreille o0 o', b sont des nombres complexes arbitraires
distincts. En particulier, tout moty = vyy2 -+ v, € 37 donne lieu & une oreille correspondante

e = e{y) dont la suite des sommets est
0, L 1+, Ttm+my - dn+tynnt o+t Im)

etdont Pouvertureest é = e(y) =1+v1+vy2+- -+ 7M7Y

Afin de représenter un opérateur dragon et les oreilles qui lul sont associées, posons a titre

d’exemple, N = 12. Nous allons voir que la factorisation ¢ = dg - 61 - &2 - 03 € ¥ oli

4 8 4

Bt 5 = wi?

5()=w w, (522(4) w’, (532(4)

admet alors un opérateur dragon.

En effet, ceci peut étre vu par I’exemple suivant. Soit le chemin polygonal équilatéral fexmé z =
(20, 21, 22, 23) correspondant au mot d = w3w3w3 € ¥ (voir Figure 5.6 (a)) et soit les oreilles
(o), e(01),£(d2), e(d3) associées respectivement aux sous-mots dg, 01, do., 03, représentées par

les chemins de la Figure 5.5.

Le mélange ¢ = M(z) est illustré a la Figure 5.6 (b).
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0 1 0 1\/ 0 1
Figure 5.5 Les oreilles £(dg).€(8)), (d2), £(d3) associées aux sous-mots 8y, 81, 2., 53,

Concernant la situation générale pour obtenir une courbe du dragon, ’analyse va comme suit.
On considere un polygone équilatéral fermé z = (29, 21, , 2n—1, 20), avec 29 = 0, z; = 1.

A I'aide de transformations affines adéquates, on colle les oreilles

5(60)76((51))"' ,E((S/;),"' 75((5'0—1)

sur les cotés successifs correspondants

[’:0721]7 ['ZL:Z?]a T [zk;zk-!-]]: e >[Z77—-lazl)];

pour ainsi obtenir les oreilles £, €1, - - , &n—1 satisfaisant aux conditions ci-dessous

(i) en = Zr+ (Azk)f(ék)/g(dk),
(i) & = Oz, (5.12)
(i) |&] = Az =1,

pourk =0,1,- - ,n— 1. La Figure 5.6 (c) illustre cette situation dans le contexte de I’exemple

précédent.

0 1
(a)

Figure 5.6 Chemin polygonal : (a) original fermé z (b) M(z) (¢) D(z).
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On en déduit les conditions nécéssaires suivantes pour 1’existence de |"opérateur dragon D

D) = M(2)

€(do)

et
[ECo)] = [£(01)] =~ = [£(6n-1)]. (5.13)
oli |y| dénote le module du nombre complexe . Notons que le polygone M(z) est semblable

au polygone D(z) puisque qu’il est obtenu par une homothétie (multiplication par le nombre

complexe 1/2(Jp)).

Poursuivons maintenant notre étude en analysant les changements de direction lors du passage,
A travers un point commun, entre les chemins z et D(z). Pour ce faire, considérons zp, 2,1 et

Zk42, trois sommets consécutifs du chemin initial z (voir Figure 5.7 (a)) ol

et considérons les trois sommets &', zpi1, £ consécutifs de £ = D(z) correspondants (voir
Figure 5.7 (b)).

Z k2 2 k+2

2K+l

(a) (b)

Figure 5.7 Trois sommets consécutifs : (a) de z ; (b) de £ = D(z).

A la lecture du mot & L * d, lorsqu’on atteint la lettre dgy, I’égalité suivante doit également

étre satisfaite

§” — Zk+1
oty = ———
Zpp1 — &
Autrement dit, on doit avoir
! 1" .
Zht) — & _ §" — Zit

4l T Bk Thtn — Pkl
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ce qui est équivalent, dans le contexte des [0, 1]-oreilles & I’égalité A = 1 — B (voir Figure 5.8),
ou
"_ L
Ao S ot Bo S Tk

k42 — Zk+1 Zk+l — 2k

B

Figure 5.8 Les [0, 1]-oreilles correspondantes.

Quelques calculs menent a

1

 &(bkr)’
_ LA 0kt 0ka0kat + ka0 Grmym1 _ ) Okadk2 Oy

é(dk) é(dk)

A

B

La condition A = 1 — B équivaut a dire que les conditions
E(0k) = Ok,10k2 - Ok €(0k1) €C, k=0,1,--- ,n—1, &, =do, (5.14)
doivent étre vérifiées.

Pour simplifier I’écriture des conditions (5.14), définissons la relation binaire < sur les mots
o, f € By par

a=<f = éa)=may-apé(B) € C,
oll o = 19 - - - 0y Les conditions (5.14) peuvent donc se réécrire comme
dog <8 < <& < <y < by (Ch
Notons que (C1) implique la condition (5.13), ¢’est-a-dire |£(dp)| = [E(61)] = -+ = |€(6n=1)|.

Lemme 13 Si la facrorisation § = &g - &1 - 82 61 satisfait la condition (C1), alors M

transforme tout chemin fermé en un chemin fermé el

est un opérateur dragon bien défini.
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Preuve. Il reste seulement a montrer que les chemins fermés sont transformés en chemins
fermés. En premier lieu, considérons ’exemple suivant avec n = 3. Soit d = didy € ¥ et
6= 50(5152 < EZi’ ou

o = d0.100,2.

6, =611,

0y = 62102202 3.
Le fait que le chemin 2 = (2. 21, 22, 29) soit fermé est équivalent 3 £(d) = 1+ d, +dydy = 0.
On a,

S d = (00,4002) dr-(b11) do-(2102,2023)

et les sommets de A (z) sont les nombres complexes ({p, {1, , o). Il est aisé de montrer que
G = 0,
Cl = 17
G = 1+,
C3 = ¢ 50))

G = £(do) + 60,100,201,
5 = &(d0)(1+dy),
G = &(0o) +&(8o)dr + do,100,2d1071.1d2,
Gz = £(00) +&(do)dr + 8o.100,2d161,1d2 + b0,100.2d101,1d202,1,
Gs = £(do) +2(d0)d1 + bo,100,2d101,1d2 + Jo,100,2d101,1d282 1
+3p,100,2¢) 81, 1d202, 102 2,
Co = E(00)(1+dy +dido) =£(dp)-0=0.

o,

Dans le cas général, on observe le méme type de comportement et on a donc
E(00)(L+di+dido+ - +didy--dp1) =<(6)-0=0.m
5.2.3 Conditions pour un comportement régulier de parametres

Avant d’énoncer le résultat principal de la présente section (Théoreme 8) concernant le com-

portement des principaux parametres géométriques associés a I'opérateur dragon D, quelques
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lemmes préalables sont nécessaires. Ces lemmes traitent des oreilles, de propriétés d’additivité

de I’aire et du centre de gravité, ainsi que de [’existence des courbes de type dragon.
Lemme 14 Soit z un chemin polygonal fermé et & = D(z). Alors,

lﬂmmzlﬂmw

si et seulement si
¢ n—1
PR / flu)du =0
. 5";

ol gy, désigne la [zy, zp11]-oreille associée a D, pour k = 0,1,- -+ ,n — 1 (voir Figure 5.6 (c)).
Preuve. Les deux chemins £ et z se décomposent comme suit

§ = goter 4+ -+

z = [z,z21) 4 (21, 20) + -+ [20—2, 2n—1] + [2a-1. 20).

On conclut directement en remarquant que,

[ L (L) (]
+---+</En_1f—/lzn'hzo}f)
:/€<>f+/5r.-f+m+/c<;_ fm

Le lemme suivant consiste en une version complexe d’un résultat classique & propos du centre

de gravité d’objets composés (Feynman, Leighton et Sands, 1963).

Lemme 15 Considérons deux chemins polvgonaux fermés pi.pq, partageant un coté commun
dans des directions opposées. Soit p = p1 + pg le chemin polygonal obtenu en supprimant ce

cOté commun. Alors,

_ v alp)g(pr) + alp2)g(p2)
a(p) = alpy) +alpa),  glp) = () T aloa)

pourvu que a(p1) # 0, a(ps) # O era(py) + a(pe) # 0.
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Preuve. Le résultat découle des suites d’égalités

1 1 '
a(p) = 5%/'&du =359 (/ adu+/ ﬁdu) = a(p1) + al(p2)
sop Pt P2

et

g(p) = 2 du = (/ 2 du + / ? du>
) 4a(p) /p 4a(p) \Jy, oo

i da(p1) da(pa)
~4a(p)< ; g(p1)+—2.——g@z))

a(p1)g(p1) + a(p2)9(p2)
a(p)
_ alp))g(p) + a(p2)9(p2) .
a(pr) + a(p2) '

Le lemme suivant décrit I’effet d’un opérateur dragon sur les chemins fermés.

Lemme 16 Soit z un chemin polygonal fermé, alors on a

(i) a(®(z)) = a(z) + TpZjalel),

o a(@)g(2) + Spda(eD)g(eD)
O ) =+ Stete)

Preuve. Il suffit de remarquer que D(z) = z + Sf_ < et d’appliquer le Lemme [5. "

Voici maintenant un lemme décrivant ’aire et le centre de gravité d’oreilles fermées correspon-

dant a des mots arbitraires de 17,

Lemme 17 Soit v = v+ vm € X et () son oreille fermée associée dont la suite des
sommets est (g, ey, ,0mp1,00) Ok g = 0, 1 = letay =14+y +yye + - +

Y1¥2 - 1. Alors Uaire signée de €9() est donnée par
. @) ]' o
(i) a(e™(v) = 5\521<7<j§m’7’i~-j eR

o iy = ViYigr -y €C
De plus, le centre de gravité signé de s©(v) est donné par

m SN
_ 1 El/:l(al/ + au+1)t\52j:1 Yj-v

(i) 9(e“() €C.

3 C\}E.lgigjgm%mj
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Preuve. (i) Par la formule de base (5.8) donnant 1’aire, on a

U E A

a(go(’)’)) = =0

SO+ TR+ T2 Vo ARGy

QAT+ T (LA et )

1 .

— - m J o R

= 5\3 ( j:127'=1”)7 Yibl - 1])
L

= 5\52_15115]'977.71:---]'.

(i) Pour k = 1,2, -+ | m, soit p, un triangle de sommets . vk, g, alors Poreille fermée
£9(v) s’écrit comme la somme de ces chemins triangulaires orientés e9(v) = po+p14- - - +pm.

Par le Lemme 15, ona

alp1)g(p1) +alp2)g(p2) + - + alpw) 9(pm)

9(%(v)) = a(p1) + a(p2) + - - alpm)

et on conclut en utilisant (i) et le fait que

ap + g
v e— |

1
g(pk) = g(ao+a’k-+ak+l) = 3

Ce dernier lemme permettra de simplifier la démonstration du théoréme principal.

Lemme 18 Considérons deux suites de constantes complexes qo, g1+ ,Qn—1€L70,71, " ,Tn—1
satisfaisant

qr — T+ 711 =0, pourk=01,--- ,n—1,

o par convention v_y = 1y,_q. Alors, pour tout chemin fermé z, avec zg = zy, ona

S gz + reldz) = 0.

Preuve. Comme 29 = zn,0n 2
Tilorelze = TpZore(zeen — zk)
= ZZ;(%T'A'ZH'J — Sp Tz
= TP iTho12k — ShogThk

= ZZ;(l)(Tk-‘ — T )2k
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D’ou,
SrCo(anzk + relzp) = SPg(qr + They — 1)z = 0. m

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre résultat principal donnant des conditions

qui entrainent la préservation de ["aire et du centre de gravité sous [’opérateur dragon.

Théoréme 8 Soit 6 = 6y 616z 6y € T} une factorisation satisfaisant la condition (C1),

¢'est-a-dire dg < 6y < -+ < ) < 8. Si cette factorisation vérifie
SRZgae%(6:)) = 0, (€2)

o

a(e®(0k)) = =ST1<igj<mri € R,

| NN

alors pour tout chemin fermé z, on trouve a(D(z)) = a(z).
De plus, si la condition supplémentaire suivante est satisfaite

1
a (£9(8x)) (1 AL (50(50))

g (50(5/@—1)) _
E(dk—1)

oir g(e©(8)) est donné par le Lemme 17 (i) alors g(D(2)) = g(z).

(€3)
+a (e%(8k-1))

Preuve. Par le Lemme 16 (i), on a les équivalences

a(®D(z)) = alz) < Ez;éa(el?) =0
= Iy 5ale®@) =0

puisque

a(f;\?) = ma(eo(ék)), k=0, -n—1

et que les nombres |£(4y,)| sont indépendants de k.
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Pour le centre de gravité ¢(D(z)), le Lemme 16 (i1) donne

) = ol a(2)g(z) + TicgeleR)ole) _
s =ole) e TS = o(2)

a(2)g(=) + TpZga(eD)g(e})

= 2(2) =g(z) (par C2)
(P

= o)+ B L g(eD) = o)

= D lale)gled) =0

Cependant, par (5.12 (i)),on a
g = 2k + Alke(d;;)/é((sk).
D’ol I’on tire, en prenant le centre de gravité de part et d’autre,

) Az,
ole) = 21+ 2559700

Ce qui implique que I’égalité

s oa(e,?)g(si:’) =0

est équivalente a I’égalité

e . a(e9(6;))g(e®
Z,;f:(]) (a(EO(Ok))Zk + 5(5k)

On conclut en faisant appel au Lemme 18 avec

e = a(eV(84)) of g = . N
Corollaire 5 Sous les conditions (C1), (C2) et (C3), Lopérateur de mélange parfait M satisfait

a(M(2)) = [£(00)|*a(2),
9(M(2)) = £(do)g(2),

pour tout chemin polygonal fermé z = (29,21, - , Zn—1, %0)-
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5.2.4 Courbes limites généralisées du dragon

Afin de définir les courbes limites associées a un opérateur dragon D il est nécessaire de pouvoir
itérer cet opérateur comme dans la Section 5.1. Pour ce faire, considérons une factorisation fixe
de la forme

B8=208-81 3pr1,
ot By = Br,1 - Brm, € L ettel quepdivise mg + my + - 4+ my_ ).

Pour tout mot

d=dy - dy (5.15)

considérons le mélange parfait 6 L™ d = F" W™ d, associé a la factorisation

§=1" =00 Bi Boy Bo Bio BprFo Broo Bp1.

Le mélange parfait définit un opérateur de mélange parfait M sur les chemins polygonaux
fermés z = (20, 21, -+ , Zpn—1) associés a des mots de la forme (5.15). 1l est plutdt simple de
voir que { = M(z) possede n[(mg + 1) + - + (my—y + 1)] cdtés. Alors, puisque p divise

mg+my+---+my_1,0na

¢=1(C0:Ci,  Gpv—1);

ol N = (mo+D) 4+ (mp-141)

o est un entier.

On peut donc itérer M sur les chemins polygonaux contenant un multiple de p c6tés. Etant

donné un chemin polygonal fermé z = (2, 21, -+ , Zpn—1) ON peul aussi itérer

1

D= —M
£(8)

par la formule

1

Qk(z) = —M}(z)
(£(Bo))*

La courbe dragon associée 2 3 et z est la courbe limite de suite D*(z), lorsque k tend vers

I’infini.
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5.3 Remarques

Il existe une infinité de familles de courbes de dragon émergeant de factorisations de [a forme

B=00 61 Bp-1,
qui satisfont aux conditions (C1), (C2), (C3) et telles que p divise mg + - - + my_1.
Comme le lecteur peut vérifier, nous avons une telle famille pour p = 2 : prenons 3 = Gy - 51
ou
Bo=A =M Ay €L,

B

I
i
E]
>
3
L
>
m
N7
o %

est le conjugué (dans C) de I’'image miroir de A. Le cas étudié dans la Section 5.1 pour le réseau

carré correspond au choix spécial Gy = G =iet8) =D = —i =1.

Dans un autre ordre d’idées, étant donné deux fonctions P(z,%) et Q(z,%), polynomiales
en z et Z, on peut introduire un opérateur Q@ = §2p(, défini sur les chemins fermés z =

(ZO)Zl) T ;z'ﬁ,-laz()) pa-r
n—1
Qpo(z) =Y P2, %)% + Q2. H) AT, 20 = 20
v=0

On peut se poser la question générale suivante. Quelles sont les conditions suffisantes a ajouter

a un opérateur dragon D assurant I’égalité
Qp(D(2)) = re(2),

" pour tout chemin équilatéral fermé = ?



Chapitre VI

GENERALISATION AUX DIMENSIONS SUPERIEURES

La présente section décrit une approche pour généraliser a plusieurs dimensions les algorithmes
développés précédemment dans le Chapitre 2 qui faisaient appel a une version discréte du

théoréme de Green.

6.1 Théoréme de Stokes

Notre outil de base est le théoréme de Stokes (Spivak, 1965) dont I'une des versions qui est

exploitée dans le présent chapitre, nous est amplement suffisante et s’énonce comme suit :

Théoréme 9 Soit w une (k-1)-forme différentielle et K une k-surface dans R™. Alors,

/dw:/ w,
K K

on OK désigne le bord orienté de K et d est I'opérareur de différentielle extérieure.

Dans cet énoncé, il est implicitement supposé que w est suffisamment différentiable et que I{
est suffisamment lisse. De plus, une (£ — 1)-forme différentielle w s’écrit sous la forme standard
w= Z Wiy gy (E1y o xp) dagy A Adg,

<< <par <0
et dw désigne sa différentielle extérieure qui est une k-forme décrite comme

dw = Z (dwjl,...rjk_l(xl, S ,:L'n)) A dIEjl FANCERAN d:l:jk__l

1< <GS0

o df(xy, - ) = 2L doy 4+ -+ —g%f?dzn;

9z
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Explicitement, suite 2 quelques manipulations on obtient,

dw = Z (dw)iy, (@1, ) gy A Adag,

1<i << <n

ol la composante (dw)s, ... ;, est la fonction de (z,- -+ ,2y,), donnée par

d Nyt i
(dw)iyo i = (=1 - ,
():,(,,‘
=1 v
en considérant les formules générales

drj Ndz; = —duw; Ndzj.

En pratique, pour une famille de N cartes locales (disjointes) recouvrant 9K, on a

w.@”] =a:_§”](t1»~' tee1), j=1L,--n wv=1-- N
ou (ty,--- ,tk_l)EU[V]C_:Rk_l.

Alors, / w se calcule de la fagon suivante,
K

/(9.[(

N a(ml_"] .. x[}’] )
— s . ,,[_”] . Ji1° T k=1
-y ¥ /m w (), el () de S |

v=11<j; < <jg—1<n

&

Ot = (1, ,t5o1) db = - dtyoy et 8k, 2l Y8, ty) désigne la

L
h
matrice jacobienne

3(93['”] el ) - [awy;](th”' k1)

n’ P Ik-1
a(tl ,tk—l) 8tﬁ

] 1<c. 3<k-1

L'intégrale [ dw se calcule de fagon similaire  partir de cartes locales recouvrant la k-surface

JK
K.
Une des propriétés fondamentales de la différentiation extérieure est sans aucun doute,
d* =0,

qui signifie que pour toute forme différentielle w. on a d(dw) = 0.
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Définition 21 Soit w une forme différentielle. Si dw = 0, alors on dit que w est fermée. De plus,

s’il existe une autre forme 1 telle que w = dn, on dit alors que w est exacte.

En conséquence, le résultat suivant s’obtient assez directement.

Lemme 19 Si w est exacte alors w est fermée.

Preuve. w = dn = dw = ddn = d%;n = 0 car d> = 0. n

Inversement, le lemme de Poincaré énonce que la réciproque est vraie sous certaines conditions.
Dans le cadre de cet ouvrage, la version du lemme de Poincaré (Spivak, 1965), telle qu’énoncée

ci-dessous sera largement suffisante.

Lemme 20 Si w est fermée et définie sur un ouvert étoilé de R™ alors w est exacte. Autrement
dit,

w=dn &= dw =0.

Notons qu’un ensemble K est dit étoilé s’il existe un point v € K tel que pour tout z € K,
le segment [u,z] soit inclus dans K. Dans ce cas, on dit que K est étoilé par rapport a u.
Remarquons que tout ensemble convexe est étoilé par rapport & n’importe lequel de ses points
mais que l'inverse est faux en général. Par exemple. [’étoile classique réguliére a cinq pointes

est étoilée par rapport & son centre mais n’est pas convexe.

Nous présentons ici une adaptation détaillée d’une preuve €lémentaire du lemme de Poincaré,

inspirée de Golberg (Goldberg, 1998).

Preuve. Sans perte de généralité, par une translation adéquate, on peut supposer que I’ouvert
U est étoilé par rapport 2 I’origine. Ainsi, pour tout x = (&1, -+ ,%n) € U et tout ¢ tel que
0<t<1,onatx = (txy, - ,txy) € U. Afin d’établir Uimplication, nous allons construire

un opérateur linéaire h, appelé opérateur d’homotopie :

R AB(UY — AN,
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tel que dh 4 hd = id et ol AF(U) désigne I'espace vectoriel des k-formes différentielles sur U.

Ceci établira le résultat. En effet, en posant 7 = hw, ol w est fermée, on aura
dn = dhw = dhw + 0 = dhw + hdw = (dh + hd) w = id w = w,

puisque dw = 0. Prenons donc w une forme différentielle

w = Z wh,...,ik(x_)dwil ANEERIVAN diL'ik,

1<ip << <n

telle que dw = 0, c’est-a-dire qui est fermée, et définissons hw par

hw = Z Z )i ! / tk_lw.ih...),;k(tx)dt cx,dx A A Eiwiv N Adag,

1<ii < <ipEnr=1

D’une part, en faisant appel au symbole de Kronecker (5{ on a

dhw =

k 1
Z Z Z 3L ! /O tk_]wi,,“.,,;k(tx)dt.L'iudmj ANdxgy A Adig, Ao Adag,

1<) << <n = 1] 1

' Ow;, ... ; —
= Z ZZ )l / o= 1#(tx)tdtxwdr] ANdzg, A Adxs, A N,

1<ii < <1k<nl/ 1 =1 J

+ ZZ oo 1/ 5V i (EX)dES™ dy Ay, A+ A dg, Ao A da,

1<i)p << Sn = 1] 1

= Z ZZ g 1/ I‘&ug—_(tx)dtmiudxj A dzs, A---A@A--J\dmik

Zj
1<iy < <zk<nu 1j=1

+ > Z ) ‘/ 5=y (B)dtdas, A dzg, A Adag, A Ad,

<< <ig<nv=1

o —
= Z Z Z 1! / ¢k 7%911. (tx)dtw;, dxy A dw;, A--- Ndzg, Ao A da,
Zj

1<y << Snr=1 j=1

+ Z / g, o (B0 dtdTy, A A dgg

1<ip << <
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D’autre part,

n
Awiy - iy (%)
— )tk
dw = Z Zszj Ndzy N Ndxg,
1<) <-<ig<n \ g=1 J
n

Owyy oo i (X)
Z Z“T:rj—dxj Ndrg, A o Ndzg,

<y < Sn j=1

Pour unifier la notation posons 79 = 7. On a,
v k+1-—1 8wi1-"' i (tx) T
hdw = Z Z Z l) t ' #dtxiud'xio/\ Adxg, A Adxg,
1< <<t <nig=1 v=0 Lio

En séparant le cas v = O descas 1 < v < keten revenant a I'indice 5 (au lieu de 1), on obtient

Ouwy, ..
hdw = Z Z/ ¢ w“’ (tx)dt1 dagy, N Ndzg,

1< < <zk<n]—l

S -
- . ZZ ”‘l/ tkg—g’vj(tx)dtwiudwj/\dxh/\--‘/\d:L'Z-V/\---/\d;Eik.

1<) << <n j=1 v=1
Il s’ensuit que,

dhw + hdw

! Ow;
k—
) k/o s, (1 dt+§ / £ gL] C(tx)cjdt | dag, Ao A dg,

1<a < <<

/ 5 tFwiy g (BX)]dt - dasy A A dyg

1<‘11\ <ig<n

Z wil,'",ifc(x)dl'h JANEERIVA dxik

1< << <n

Il

Il

I

=w (si k>0).m

Cette propriété du lemme de Poincaré entraine que toute forme différentielle w fermée, sur un
ouvert U quelconque, est-localement exacte. C’est-a-dire que pour chaque point p € U, il existe

une boule ouverte B, (donc étoilée) el une forme n,, définie sur BB telle que WIB,, = dn,.

Voici un exemple classique pour lequel la réciproque du lemme de Poincaré est fausse. Prenons

Pouvert non étoilé U = R*\{(0,0)}, c’est-a-dire le plan R? privé de Iorigine. Montrons que

. e xdy —ydx |, . ) _
la 1—forme différentielle w = % définie sur cel ouvert, est fermée mais non exacte.
e Ty
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En premier lieu,

Yy x
dw=d|— d: , d
N ( 2y Ty y)

Y x
=d|{ -2 | ndzt+d| 5 | Nd
<12+y2> o (rz+y2> Y

:(%dr%—éﬁ:ﬁjﬁ@ Adr+ a<ra; >d:c+a<§?’y>dy Ady
:<3<§5—y7> a<§?2) dz A dy

1 2y N 1 222 de Ad
- 5 ; - e r X 1
212 (24 2)? Z+y? (a2 +y0)2 Yy

ce qui démontre bien que w est fermée.

Dans un deuxieme temps, montrons par I’absurde, que la forme w n’est pas exacte. Supposons
qu'il existe une O-forme, n = n(x, y) définie sur U telle que w = dn. Considérons un cercle C

de rayon 1 centré a I’origine et calculons / w de deux maniéres.

c
Cas 1 : calcul direct de PPintégrale en posant & = cost, y = sint, de = —sint dt, dy = cost dt,
0<t<2m.

On a,

/ / xdy — ydr
W =
c ¢ 24y’
/2” (cost)(cos t)dt — (smt)(— sint)d¢
0 cos?t 4 sin’t

2
/ dt =2
0
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Cas 2 : calcul a partir de P’hypothése w = dn.

[

On a,

dn

(a—dl? + —dl )

27r 877
( > (cost,sint)(— sint)dt + (é—> (cost,sint) cos tdt
Y

2 d(n <ost smt))

q\c\&\

i
o\\o\

—dt

= 77(cost sint)|'Z3" = n(1,0) — n(1.0) = 0.

Par la suite, nous supposerons que toutes les formes différentielles sont définies partout dans
R™. De ce fait, comme R" est €toilé, les hypothéses du lemme de Poincaré seront donc toujours

implicitement satistaites.
6.2 Vers une discrétisation du théoréme de Stokes

Rappelons que notre objectif est de traduire le théoréme de Stokes dans un cadre discret pour
ensuite y adapter nos algorithmes de calculs développés au Chapitre 2. Une premiére étape vers
cette discrétisation consiste 4 se ramener au cas oll X est un hypercube dans R, qui s’ apparente
au cas limite d’un hypercube a coins arrondis. Dans ce contexte, Mansfield et Hydon (Mansfield

et Hydon, 2007) ont remplacé les formes différentielles

Z wil,,..,ik(a;l,-~- _,:Un) d;, /\---/\dl‘gk,

1€i << <n
olt (x1,-+ ,x,) € R™, par des formes de différences

Z wﬁ,...ik(z’[,-»» ,.Zn_) Ail/\"'/\Aik;

1<i1<ik<n
ou (x1, -+ ,Zn) € Z" plutdt que dans R* et A; = A, pouri = 1,--- ,n, désigne I’opérateur
de différence partielle finie par rapport a la i¢ composante, c’est-a-dire, Aju(zy, - @) =

u(zy, -,z + 1,0, xn) —ul@y, Ly, , &y pour toute fonction w = u(xy, -+, Tp).
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Nous proposons ici une variante de cette approche dans laquelle les formes de différences sont
systématiquement remplacées par des familles de poids définies sur des hypercubes. Pour ce

faire, nous posons Hy, ;, comme |'ensemble
Hjn = {H | H est un hypercube unitaire C R"de dimension & & sommets dans Z"}.
Un hypercube H € H,, ,, peut étre vu comme un pixel généralisé et est dénoté par

H= PiXi],---,‘ik(alv e ',an)

Tj = Qj sig & {in, - i}
= ("L‘].: ;Zn)
aj Sz <a;+1 sije {i,-+ i}
ol (o, -+, o) € Z™ et {1y < --- < 4y} C {l,---,n} désigne ['ensemble des indices

de coordonnées qui varient dans I’hypercube. On dit que ’hypercube H est issu du point
(e, -+ ,cun) selon les directions 41, - - , 4. Le point (e, - , @) est aussi appelé coin prin-

cipal de I’hypercube et les deux orientations de H sont notées H et ¢H ol ¢ = —1.

Dans le mé&me esprit, un complexe hypercubique dénoté P, de dimension k dans R™, & sommets
dans Z", est une Z-combinaison linéaire finie d’hypercubes € Hy ,, et ZH, ,, désigne I'en-
semble des complexes hypercubiques de dimension k dans R™. Signalons qu’un changement
de signe correspond a un changement d’orientation. Bien évidemment, si tous les coefficients
sont égaux 2 1, le complexe hypercubique se ramene a une réunion d’hypercubes. Un complexe
hypercubique peut donc étre interprété comme une réunion d’hypercubes avec multiplicités et
orientations diverses. La frontiére délimitant une région est un concept primordial en géométrie
discréte et est essentiel 4 la description d’un objet. A cet effet, la définition suivante décrit

I’opérateur 9, communément appelé opérateur de frontiére (ou de bord), pour un hypercube et

un complexe hypercubique.

Définition 22 La frontiere OH d’un hypercube H = Pix;, ... 5 (o1, -, o) est le complexe
k
; . Jy
oH = aPlXila"',fk(a17 c o) = Z(_l)‘/ (Plxh‘,...’,’_’/\“...)ik(alz ooy, + 1 705n)
v=1
—Pix; o lon e om)),
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ol la notation 1, signifie que ['indice 1, est omis. Plus généralement, par linéariré, la frontiére

d’un complexe hypercubique P = Zj njHj, n; € Z est définie par

| 6P=Zn,8HJ
J

De fagon plus détaillée, la frontiere de P = 57 n;H; = 3~ n;Pix ) im(agﬂ; e ,ag))
Tk
est donnée par

oP = anBPixi(ly)’._._‘i(kj)(o,-gj), c O,,EIJ))
J

k
= an Z(—]‘)U_I(Pix-(j) = »,if)(a(lﬂ’”' ,ag) +1,,alh)
; ;

b

v=1
—Pi — O A ¢ ) N ¢
Plxi(lj) e z‘g)(a‘ o ag).

En regroupant les termes semblables, on observe que I'expression obtenue est généralement

plus simple.

Voici un exemple ou la frontiere d’un hypercube est décrite selon la définition ci-haut. Soit

n=">5etk = 3. Alors, pour 1 <14; < iy < i3 <5,ona

H = Pixgy 4y, (a1, g, a3, ay, a5) ~ I X Iy, x Ii; TR,

ou [;, = {x;, |, <wxi, <oy, + 1} =[ay,, 0, + 1] C R. La Figure 6.1 décrit ces intervalles

pour iy = 2, ig = 4, 13 = 5. Dans ce cas,

Y27

k
OH = (=1)"7'(Pix; 5y (o, 0, 41, )
v=1

T Pixih...’i:’... ,ik(alf Qg :a'n))
= Pixg,i5 (01, 00 + 1, o3, 00y, a5) — Pixy 5501, a2, @3, g, a5)
— Pixy, 13 (1, 0, a3, g + 1, a5) + Pixy 45 (01, @, 03, g, 05)

+ Pixg, 4, (01, a2, g, g, s + 1) — Pixg, g, (@1, 0, 3, g, a5).

Voyons un autre exemple décrivant cette fois-ci la frontiere d’un complexe hypercubique, dans

fequel il y a des simplifications. Soitn = 2, k = 2 et P = Pix;2(2,1) 4+ Pix; 9(3,1). On
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Figure 6.1 ;) x I;, x I;, CR% ol i) = 2,4y = 4,143 = 5.

vérifie aisément que
OP = (Pix2(2 + 1,1) — Pix2(2,1)) — (Pixy(2,1 4+ 1) — Pix;(2,1))
+ (Pixg(3 +1,1) — Pixo(3, 1)) — (Pixy (3,1 + 1) — Pix;(3, 1))
= Pix;(2,1) + Pixy(3, 1) + Pixa(4,1) — Pix1 (3,2) — Pixy(2,2) — Pixg(2,1).

Ce qui nous intéresse maintenant est de montrer que pour une forme différentielle quelconque,

notre définition de P et GP entraine que

/dw:/ w. 6.1
P JOP

Par linéarité, il suffit de vérifier la formule pour un seul hypercube H. En effet, si (6.1) est vraie

pour tout H, alors dans le cas ol P = Zj n;H;, ona

dwz/ dw = n'/dw et /w:/ w = n/ w.
/P Sy Hj 2]: ! H; HP S njOH; ; ! 8H,

Ceci nous permet de déduire que

c&u:/ w entraine /dw:/ w.
JH; OH; p oP

Selon ces dernieres observations, notre analyse peut se restreindre au cas d'un seul hypercube

H orienté positivement et il ne reste plus qu’a vérifier que

/dw:/ w.
I oI
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Pour ce faire, dans un premier temps, nous exprimons la relation dans un cadre plus général.

I1 convient d’abord d'évaluer I'intégrale / 7, pour un hypercube K de dimension » dans R™
K

orienté positivement et une r-forme différentielle n. Plus précisément, posons

K = Pixpl,---,p,-(al, T :C\"n.) etn = Zl§i1<---<i,-§n 77i1~---‘ir(331: T vIn) dei A Adzy,.

On a donc,

/ n = Z / 7711)...’1'7.(1,‘1, cee ,IE»,,_) d;l?il A A dxi,--
K K

1<i < <ir <
Remarquons d’abord que (z;, -+ ,xy,) € K si et seulement si
.”L'q:a(]siq%{pl << ek, ap, < Tp, < ap, +1siqg=p,.
Ces points peuvent étre paramétrés comme suit :

g sig {p1 < <m},

ap, +tp, Slq=p,,

Tg = Tgltp,  lp,) =

on0<t, <l,v={1--- 1}

Calculons ensuite dx;, A --- A dw;, en fonction des parametres iy, ,%p,, - ,tp,., qui donne

Pexpression

0 sifiy < <i}E{m < - <),

dtp, - dtp, sif{iy < - <ip}={p1 < <p},

dwil/\u-/\dwir:

et donc finalement

/77:0+-~+0+/nph...,p,_(xl,--~,:L-.,I_)d;um/\-‘-/\dxpk_+0+-~+0
K K

1 1 1
= / / e / 77m,---,pr((l'q):7l=t) dtp, - dtp,,
[§] 0 0

g sigg {p1 < <p},

ou

Ty =
op, Tlp, S1q=p,.

De fagon équivalente, cette derniére égalité peut s’écrire plus simplement sous la forme condensée

=g+ x(g€ {pr < <prilty
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En résumé, V'intégrale de départ, / 77 est donnée par 1’expression
K

1 1
/177=/0 / Ton (g +X(a € (BL <+ < 2)eg)y) dlyy - dity,
K 0

ou

K =Pixp, ... p(o1, - ,ap) et n= Z iy (T1 oo ) dgy A A da
1€41 < <Ep<n
En conséquence, ces préliminaires vont nous permettre de vérifier facilement que la relation
Jydw = [y w est également satisfaite dans le cas d’un hypercube H. Analysons d’abord
I'intégrale [,, w. Le domaine d’intégration K est alors remplacé par H ou H est un hy-
g Jon 8 P P

percube de dimension £ et i est substituée par la forme différentielle w de degré & — 1. Plus
précisément, prenons

W= E Wi ooy (@10 ) dxgy A Ay,
1<j1 < <gp—1<n

et supposons que H = Pix;, ... ;, (a1, -+, ay,). La frontigre associée est donnée par

k
O0H = aPiXh,”-,ik(al; T aan) = Z(_l)u_l(Pixj ’.,.,':/,..,_ik_(al: T, 0, + 1) Y ’a‘n)
=1
- Pixil‘...,ﬁ,)..._’ik (ar, s Oy ,0n))

et donc,

[
JOH

uMar M=

(| o .
PIX - (0!1: S0, L am) pixil.---,{\ (0,500,500 Q)

. o
137 M [DIRIRR S iy

U ]/ \/(; ZU,.,.’Z',C("'yo','lly+ti])'”>aiu+]~""7aik+tik)"')

—w e (e Rt i, Gy )ty e d, e d

[ URAUIZF I 3

1
Notons que, F(a;, +1) — F(oy,) = / Fllag, +1;,) dt;,.
Jo
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Ainsi,
1 aw -~
/ "‘)_Z u 1 (/ / [/ tz,/, )lk( . -/a'i.,‘l‘tiu:"')dtiu} dtz‘l"'dti,\)
dH v=1 (22
o1 Wi i
_Z(/ / : 8t7 ”‘("'7‘11',,+tiuz"'>dti1"'dti,,"'dtik)v
iy
Analysons maintenant I’intégrale | dw. Dans ce cas, le domaine d’intégration I’ est remplacé
JH
par H et n devient dw. Puisque
w = Z Wi ey (T1, 7 T dgy A Adxy,

1<ji<j2<<jr_1<n

on a

k Sw. ~ .
dw = Z (Z(_J-)U_l%(xb 7$71)> dﬁCil /\"'/\d‘ril:'
0,

1<y <ty << <n \v=1

Donc pour H = Pix;, ... 5, (@1, -+, ap), on trouve

/ dw = / (dw)ih.“,ik(ml, s ,:II»,L) d.l?il VANRIIRIVAN d.l}'jk
JH JH

) k U—law'il L)L\/"k
= / Z(-l) T(I],"' ,(E”) da:il /\"'/\d.’l)z'k.
JH v

v=1

En paramétrisant ensuite avec,

o sigd {i < <k},
Ly = ‘r(](ti'la'“ ;tik) = )
o, 1, sig=1,,

on obtient,

/ o = / / Z atllk( V04, F o Jdty e dty, - dlyy

(2
ce qui correspond bien & I’expression de I'intégrale / w évaluée plus haut.
ol
Notre étude au Chapitre 2, basée sur une version discréte du théoreme de Green, se rameéne

précisément au cas n = 2, k = 2 avec w = P(z,y)dz + Q(x,y)dy et

_ (%9 a—P> drdy = f(z,y) dzdy.
dx Oy
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Les H, V et V H algorithmes développés au Chapitre 2 permettent en I’occurrence d’évaluer le

/dw:/ w,
JP P

en exprimant w, c’est-a-dire, P et () en fonction de f. Cependant, dans ces trois algorithmes

membre de gauche de la relation

vus précédemment, la frontiere des polyominos était encodée par des chemins orientés plutdt
que par des combinaisons linéaires de segments (voir Figure 6.2 (a), (b)). Afin d’exploiter ces

idées, nous adaptons cette étude dans le cadre actuel.

A

Figure 6.2 Frontiere : (2) chemin orienté (b) combinaison linéaire de segments.

Etant donnée f une k-forme différentielle exacte a n variables,
f: Z fil,m,'i[\-(xlv"' 3I7L) dmil d‘rl[\ :d(d,
1<i1 << €n
on cherche a développer de nouveaux algorithmes qui correspondent a trouver des expressions
convenables pour de telles formes w. On aura alors,
/ Z fil,"',ik-(xl"" ,:L‘,,)dm,-.l/\~--/\d9;»,:k:/f:/ “
Pcii<<ig<n P oP

ce qui fournit des méthodes de calcul du membre de gauche en évaluant le membre de droite.

Par exemple, soit n = 3 et & = 2. On considére ensuite une 2-forme fermée, c’est-a-dire qui

satisfait df = 0, a trois variables définie partout dans R* :

T = fialzr, 2o, w3) doy Adwg + f13(w, w2, 23) dey Adxg + fo3(wr, 22, 23) dro A das.



Autrement dit,
Ofaz  Ofiz  Of12
a.r O.ra o

Comme R? est étoilé, par le lemme de Poincaré on sait qu’il existe w telle que f = dw. Cher-

chons une telle 1-forme a trois variables.
w=wi(x), ro. 3)dry + welr) Ty, £3)dwy + walxy. xe, r3)drs,

satisfaisant dw = f. C’est-a-dire,

Owy Qi _ o %_%»ﬁ duy By
dr Bry) Y Bry  Bry) Jey Oy = fax

Dans ce cas, en ramenant le membre de gauche a un hypercube H = Pix;, ;.(cy. g, a3). on

peut définir une famille de poids. w9, w 3. wo 3 0 Z° — R. par
/ fro(zy, @2, x3)dey Adeg + fis(ey, xo.as)dey Adrg + fo3(2r, w2, z3)des Adrs
JH

Sy fradier A doy = wialon, g, ) st H = Pixgaar, ag, o),

- .f[/ fl.Rd:I'| A d’l's

JH fgygd.L‘Q A dxs

wy z(ar, az ) si H = Pixg s, az, 03),

il

'21,‘2’3(0317 Qn, (.Yg) si H = Pi}{g‘g(al,ag,a‘g).

If

En résumé, la famille w = (w2, w3, wo 3) définit le poids des 2-pixels H dans R* par

w(H) = / f=wjlaraz,03) si H=DPix(ar.02,a3). (o, a.a3) € 23
Ju

wt)= [ 1= [ w
JH aH

Puisque toute k-forme différentielle f donne lieu & une fonction de poids w sur les hypercubes

On a alors,

de dimension k& définie par w(H) = / /. ceci nous amene a discrétiser le contexte de la fagon
JH
suivante,

Rappelons d’abord que H,,, = {H | H C R", H est un hypercube unitaire de dimension r} et

ZH, ,, est ’ensemble des complexes hypercubiques de dimension ¢ dans R™.
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Définition 23 Une fonction quelcongue w : 'H,.,, — R est appelée tonction de poids sur les

hypercubes de dimension » dans R

Notons que la donnée d’une telle fonction de poids w équivaut a Ja donnée d'une famille w =

7y

(W), g ) 1<y <<jren constituée de (7') fonctions de poids w, ... ;, : Z" — R définies par
(- on) = wjy gl an) = w(Pixg g (ar o).

Plus généralement, on peut prendre des fonctions wy .. ;. @ Z"% — A, oli A est un anneau

commutatif quelconque.

Définition 24 Soir w = (wj, .. j.) 1< <--<j<n une fonction de poids sur les r-hvpercubes
dans H,,,. L’ opérateur de différence finie extérieure, dénoréde A, agit sur w en produisant une

nouvelle fonction de poids, notée Aw, définie sur les (r + 1)-hvpercubes dans H,y, , par la

Jornuule
Aw = ((All))i],..jr_H)'|\_<7j]<...<ir+]£n.
\ 1 —
o (AW, oy (- o) = ST E(=1)" ]'A"'-r-'u’ix....,iT,,v-~,/:,-+| (o, o)
@fAjUh,(a]:"' :a'lvuvv" >a77> - h(a|/ 7a'i,, + 17 ‘an.) ’h(O.] -aiuy"' )an,)'

Remarquons que si r = 0, alors la donnée d"une fonction de poids w : Ho, — R se raméne

a une fonction ordinaire w : Z* — R car,
H():”- = {H | H= PiXﬂ(Ql_, o ~an)} = {H | H= {(O.],' e _,()j.nl)}} = Zn
Dans ce cas. Aw : My, — R est donnée par

(Aw)’l(ah T 7al7.) = AL”(U(OJI; e :al'l,)

wloy, - cog Lo cap) —wleg e ).
ce qui correspond au caleul classique des différences finies de fonctions a plusieurs variables.
Voyons maintenant que ["opérateur de différence finie extérieure posséde la propriété notable

A =0,

équivalente 2 d° = 0 dans le cas de la différentiation extérieure.



Proposition 8§ Si W : Hy,, — R alors A?W = 0.

Preuve. Evaluons

(szv)i],--wik.lz(al Lo

Il

Il

ro

)an,>
E+2 '
U_l - //— —~ .-
§ (_1> A?-V(A” )f-i,"‘,"u:“‘jkyz(al' )
=1
v—1 A . : p—=1 A 7 R -
§ (_1) Atu( E (_1) ‘32,‘1—/‘il_..._il“..,.iv’...)in(a'l;'" ,Otn)
1<v<h+2 1< k-2, v
CANH—2 A 11T ~ » L 3
+ § (1) Alu"y,;l_,,,.,'”...,.7'“.....7;"(0-1a L))
I<pu<k4+2,0<p
§ e laA L AL W -~ o~
(-1) AY,/AL“”/jh...:L'“)...),'_u'..,_-,’"(alv Q)
L<v<k+2, 1<u<h+42, n<y
§ _1y—1+p-2 W -~ -
+ ( 1) Al"AL“LI/il-“'-'L'U,"')'L./u' |L71(a’ ’(i”')
LSy <h 42, 1 <pu<h--2, vy
E I R e b el N WA € ¢ -~ -
( l) Al"AI'-“‘{/7.1,"'aiua"',iu."'v?‘-n(al7 CYn)
1< k2, 1<pu<k+2, n<w
e lhr=2 A0 UL B -
+ § ( l) ‘Ai“A'luw TR )in(a’l ) Cey)
1< p<h+2, 1 Su<k+2, v
E —1WPHEAL AL L -~ - .
( l) AI'/AI“ W il,--',tp,”',i,/,---,i,,(al ' ;0n)
1<w<h+2, 1< p<h+2, p<r
_ R AL T R . ’
§ (=1) A'r,,Azp”7'_11....,'“)....7',,‘ _iu(o’l L)

L<w<k+2, 1 <pu<k+2

, <y

Par analogie au cas des formes différentielies. une famille de poids w peut étre termée ou exacte.

Définition 25 Soit w une famille de poids. On dit que w est fermée si Aw = 0 et qu’elle est

exacte si 3 p telle que w = Np.
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Par linéarité, on peut étendre w et Aw i tous les complexes hypercubiques
w: ZH,, — R, Aw: ZHypym — R,

en posant
wP) = naw(K), et (Au)(Q) =D mAuw(Ly),
4 J
ol P=5"nK;et Q= Zj myLy, Ki € Hop Ly € Hegim.
L’un des arttraits des opérateurs de différences finies classiques A, , est qu’ils permettent aussi
d’exprimer élégamment 'opérateur de bord J, défini sur les hypercubes. En effet, soit H =

Pix;, .., (cr- -+ o) € Hyop. Puisque

A"ll/PiXil,---:i’;:---:ir(al’ e, Q)
= PIXL-,_‘...:.ij,’_,m_(al‘-~ Jag, + 1, o) —Pix, oo lone o, ),
on a immédiatement
r
ND: =1 .
o0H = aPlXil.---.ir (0;17 S \an) = Z(—l)l A'iuPIX,'_l)...‘[,/,..._,;7 (al- T :an)'
v=1

Par linéarité, on étend & comme plus haut. ¢’est-a-dire, siP = ) n; H;, alors OP =}, n;0H;.

L’intérét dans la version discrete du théoreme de Stokes que nous allons présenter, réside dans
le fait qu’elle élimine toutes les intégrales ainst que toutes les formes différentielles. en ne

considérant que les fonctions de poids sur des complexes hypercubiques.

Théoreme 10 (Version discréte du théoreme de Stokes) Pour tout complexe hypercubique P
de dimension k dans R™ ei 1ouwe fonction de poids w définie sur les complexes hypercubiques

de dimension k — 1 dans R"™, on a

(Aw)(P) = w(dP). (6.2)



Preuve. Par linéarité, il suffit de considérer le cas ot P est constitué d’un seul hypercube H =

Pix;, g, {ep, -+ o). On asuccessivement.

(Aw)(H) = (Aw)(Pixy gy (0. @)

= (Aw)il,---,ik(al [ )all)

l\»
= Z(_l)“—]‘ﬁiuw”y... ’i:,:..,.r,'k(al s ay)
v=1
k
= Z(_]‘)U—lAZ‘(’U)(I)iX'[h..._;;_...‘i‘:(al P 30'7)))
=1
k
=w(D (1)Ao@ an)
v=L1

= w(0Pixg, ... (1., o)) = w(OH).

Tout comme au Chapitre 2, au lieu de considérer I'équation (6.2), il est plus intéressant ’écrire
le membre de gauche sous la forme W(P), ot ¥ est une fonction de poids donnée et P est
un complexe hypercubique quelconque. Le membre de droite peut alors étre décrit comme un
algorithme pour calculer W' (P) a ['aide d’une autre fonction de poids ®, appliquée 4 la frontieye
IP.

Commengons d’abord par le cas oti P se réduit 2 un hypercube H quelconque. Etant donnée
une fonction de poids 1V : Hy. , — R qui est fermée. ¢'est-a-dire que AW = 0, on cherche

une fonction de poids & : Hy,— |, — R, telle que W = A®. On aura alors,
W(H) = ¢(0H),
ce qui correspond a 1a version discréte du théoreme de Stokes :
(AD)(H) =D(OH).

Par analagie au calcul des différences finies. on peul utiliser la nolation & = IV, d'ou
Iécriture,

W(H) = (SW)(OH).
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Une fagon 2 la fois générale et rigoureuse de définir ¥ sera donnée un peu plus loin. Pour
I"instant, voyons ce qu’il advient lorsqu’on attribue la fonction de poids VW (H ) = 1 a chacun
des hypercubes H € Hy .. Cette fonction de poids est évidemment termée car

k41
(va)jw“ .jk+1(al~ ce ~a'71) = Z(_l)v_lAj,/(H/j,,.. i (g, ,O,,,))

v=1

b1

= (=D)AL =0
v=]
Dans le cas d’un complexe hypercubique P = 5" n;H;, on obtient

W(P)=> nWW(H)=> n; = Vol(P),

olt Vol(P) correspond au volume orienté (avec multiplicités) de P. On doit donc chercher une

famille @ telle que V" = AQ.

Par exemple, soitn = 3 et k = 2 avec W(H) = 1 pour tout pixel H € Ha 3. Alin de trouver

une solution. cherchons un ® défini sur les K € H, 3 de la forme

cLar + epon + e si A= Pixg(a, a.ag),

P(K) =< ca) + eman + ey si K = Pixa(o.ag, ).

eyt + e + cpag st N = Pixg(ar. o, a3),
pour certaines constantes Cij- Ona respecrivement,

(AP)19(cxr, 2, a3) = A1 Pa(ery. a, a3) — APy (. g, a3)
= [e21(a) + 1) + epan + 2303 — cojvy — C002 — cp33]
—lerar + e + 1) + cpzan — cppa — cppay — czas)

=21 — €2

(A®)3(a 0. ) = A1 Ps(or, 09, a3) — AzPy (o, g, )

{C:ﬂ () 4 1) + eaomn + Cag0rg — Co10y — ol — c;;;;a;;}
—leniar + cppan + eslas + 1) — o) — cpar — cr3a3)

=C31 — Cr3
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AszPa(ay, an, a3)

= [eqiov) +eaalan + 1) + cazy — e300 — €300 — c3zag)

— [earon + epon + coglas + 1) — co100 ~ Con0n — caya|

= C32 — C23

Une solution élégante au probléme consisterait & choisir les ¢, ; tels que

Cir G2 Ciy
Crp oo (a3
€31 @32 €33

Effectivement, en posant

(~bes ~ hos)
DK =

(501 ~ $03)

(‘"5051 + %0‘2)

on retrouve bien Vol(P) = &(0P).

Plus généralement, si W : Hj,, — [ ne dépend que des directions ¢y, - - -

et non de leurs positions, alors AW = 0.

En effet, si W,i],---}i;\.(ﬁl.: B .,a,,,) = 9,;,

1
(AW—)JH-“" Skt (@,

v=1

k-1

_ 1yl 4 ~ -
= Z( 1) (W_jl.m,ju,"',_'}','c+l (0’1‘

r=]

— . ~

k1

,an) = Z(_l)u_lAj””/—jlﬁ“,_i’,\/v"'\jk+1 (al’ o

1 1
0 =3 —3
1 1
5 0 =3
I 1
3 2 0

si K = Pixqy(ay, an, a3).
st N = DPixa(oy, a2, a3),

b_'i K = PiX;_‘;(O.l, O;'Q_,Of;;),

, 1k, des hypercubes

i, € Ralors,

)OIL)

cag, + 1,0

(@)

= Z(_I)U_I <9~ B T A )
P RAARY I N MRV e V) 22

=\

ft1

—S (-0 o=0.

=1
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La recherche d’une famille de poids @, telle que & = ALV, pourruir étre réatisée en adoptant
une approche semblable & la précédente en faisant appel & des coefficients indéterminés. Ces

exemples ne sont que des cas particuliers d’une situation beaucoup plus générale.

Nous allons plutdt développer une méthode de calcul basée sur une version discréte du lemme

de Poincaré, valide dans le cas des familles de poids sur les hypercubes.

Introduisons d'abord un concept parent de la différence partielle finie A,. qui est la sommation

partielle ;. Soit f : Z"" — R, et 1 < ¢ < n, alors

3.,1;0 f(O.‘l,'-- Vi )(YTI> si g > 0,
Liflor. o) = 0 sty =0,
;L_L:mf(a].--- Vi oap) st <0,

Lemme 21 On a les identités
A-iz.,' =id et Zi/—\i =id — e\"dli_g
o evaly o est l"opérateur d'évaluarion de la i€ composante a lorigine. défini par
evaliof(ar, -+, ai, - ,on) = flag, -0, an).

De plus, si i # 3, alors

Preuve. Comme les cas oy = 0 et o; < 0 sont similaires, nous allons nous restreindre &

['analyse du cas o; > 0. D’une part, on a

a, 1
(AT ), an) =8¢ [ Y Flon vi an)
1y =0
e -+1—1 o, —1
= L f(alf" Wi ,(.Y,L) - Z f(al\"' S Vi, ,Oln.)
;= v;=0



D’autre part.
Sedif(ar,cam) = Y (flare vt Lo o) = flan o)

=flar, L) = flea, - 00 o)
ot flan o) = flar a1 )
= flo,ap o) = flag, .00 ag).
Finalement, si ¢ # 7, on vérifie les deux possibilités suivantes.

Cas 1 :si7 < 3, alors

(Ajz'if)(al PR an)

;=1 =1

= Floa, - v oy + 10 ay) — Z Flan, -y oy, a)
v;i=0 vi=0
a—1

= ST (flan e vyt Lo ) = o v agean)
vi=0

= (Zid; ey, an).
Cas 2 :s14 > 7, alors

(A5 f) (e, am)

i — | vs—1

= Z f(()}_."' '(Y]+1‘ yMicee :an)_ Z f(ah'” *a] TR 'Q’n)
;=0 v;i=0
a;—1

= S (flan a1 v ) = o, g e an))
v;=0

= (Sd g, an). .

L'espace des tonctions de poids sur les k-hypercubes dans U'espace a n dimensions est dénoté
Vyk,n = {LV | | Hkm — R} = {(H/f\-'“~"'.k)|_<_-ii<“'<ik£'ﬂ | ‘/I/'i]_,...ik /AL R}

Les fonctions de poids W = (W, .. )i<i;c..cin<n §'interpretent comme suit : le 1V -poids
P 1 /1< < P p

de tout hypercube H = Pix;, .. 5, (.- ) € Hyp est donné par

[L<H) = ”/;llk (_Qfl‘ ree ,Cl“).
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Rappelons que la preuve du lemme de Poincaré faisait appel & un opérateur d homotopie h, une
sorte d’opérateur d’intégration que I’on pourrait aussi dénoter [ qui satisfaisait I'équation
dh + hd = id.

Par analogie. nous allons maintenant introduire un opérateur ¥, de sommation extéricure, défini

sur les fonctions de poids sur les hypercubes, satisfaisant

AY +

INg

A =1d,

A cet effet, nous définissons d abord des opérateurs auxiliaires sur les fonctions de poids sur les
hypercubes, notés |;, pour 1 <7 < n.

Définition 26 Soit W € W, , avec 1 < [ < n. On définit alors la i¢ insertion-restriction de
W, norée W |, € Wi_y , par

(—l)’”'_‘Y/VJ-U,.,J'A__L_j(al,--- ¢(.Y,'.0:"' ,0) .S'l‘j}u-_l < i,
(H—/ lL) TR (al y T >Q/'I/L) = .
Tkt 0 sinon.

Notons que lopérateur A de différence extérieure, tel que défini plus haut, satisfait
A . Wk,n — KVW;\._H,,,.
Définition 27 L’opérateur ¥ : Wy, ,, — Wy, est défini par

SW =S W L 4+8W [+ + 50V L+ 25,0 ],
Explicitement cette derniére définition s’exprime comme

(W)l yan) = (=D ST S, Ll 00 000 ,0)

Jro1<
Par exemple. si & = 1, alors 3 : Wy, — Wy, est défini pour W € W, ,, par

(ZT/V)@(O.’I_. e og) =S W (a0, L 0) + SoWa(ay. 0, 0,---,0)

+ E77.”’{11((»\“ Qo g,y an,)-



Stk =2 alors & : Wy, — W, estdéfini pour 1" € W, , par

(EW)jaa. o) = =Z) W (e o0, 0g40,0,0.0)
- E]’L'{‘Z‘L'jl.jlﬂ‘-‘l(all:O‘Q:'.. ‘a]’l""z:O)"' !0)
- EYL‘L}LTI(Ol‘a?: S0

Sik =3 alors ¥ : Wy, — Wy, estdéfini pour W € Wy, par

(ZLv—)jx.jg(al- o ,CY”) = Ejg-{—l‘v}l,jz..’jz-kl (Ql:a‘b C -a‘j3+lzo; T 0)

E_i2+2LI/'J-I,j_z_j.z..}..g(al T, Qjnt2, 0, s 0)

+ o+

+ I W anloan, L),

Sik =mn,alors ¥ : W, , — W,,_; ,, est défini pour W € W, , par

0L DD W e alan s ay)

jrl— 1 <

(EW )1 gm0, )
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<_l_)IL_1E77-I/I/j1“",_in_l,'ll(a[ y Ut an) Sl gno < 1,

0 sinon.

A ce stade-ci. nous sommes en mesure d’énoncer notre version discrete du lemme de Poincaré

inspirée de (Mansfield et Hydon, 2007).

Théoréme 11 Soit W € Wi, er 1 < k < n. Alors W est fermée si et seulement si W est

exacte.,

Notre preuve est constructive et explicite contrairerment & la preuve par récurrence développée

par (Mansfield et Hydon. 2007) dans le contexte des formes de différences.
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Preuve, Comme nous P'avons déja vu 1 = AP = AW = A?® = 0. Afin d’établir la
réciproque. supposons que Al = 0 et montrons que W est exacte. Il suftit de voir que
AZW + TAW =W,
A cet effet, en prenant & = S117, on trouvera bien
AP = AZW = AN +0 = AW + 20 = AXW + SAW =1V
On a d’une part,

(AEIV)LI e ,L-k_(m, T O‘n)
= > (=0T EW), L e @)

1<v<k
\ v—1+k—1 ;
= L (—1) - ﬁi./giulil'..,.,L';Y,..’L‘.K','((—Y] ;0 0 ,0)
<<k [<15n
\w—l+hk=1 ; _ )
= > (=1) ALEW st e 000,0)

+ (1PN S W, (ay.- 0.0, ,0)

Lo b1 dg 2

=95+ ALkE.L-kH«}h,,.TL-R(\ah R 0.--- ,O) disons

D’autre pant,
(BAWY); (e, o)

= Z Si(—l)k(ALV)i\_..._ik’i(a’[,'" 1cxi1(),--- ,U)

T <1EM
hktr—1 , . )
= Z (—-l) v EiAi'/LLil.m,i’,\/,'“,ik‘i(al'..' 70'1'70"“ ,0>
e<i<nl<v<k
2k ;
+ Z (=1) Efﬂﬂrvh'mlik,’[(aq coea 0,00, 0)
1SS

= —S-l'- Z E,-A.,-I'Y"il‘,..,ik(al‘--- .(1‘1"0."' U)

e <i<n
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On en déduit que.

(AXW ) g, o) F(SAW ) g (g, o)
=W, gt + Y SAW, e 000, 0)
fei<n
= T/V;n.--».i,,;(ah"' ,aik,O . .0)
+ Z L ,Lk Qq, ---,O:L',O,---_.0)—”2;)...._1',‘__(0[.-",(lv,'_|,0.'-',0))
i <i<n
= T/Vil.-”.ik(ala' s ,(,Y”).

Théoreme 12 Si W est fermée. alors pour tout complexe hypercubique P, on a

W(P) = (SW)(OP).

Preuve. 11 suffit d’invoquer la version discréte du théoréme de Stokes énoncée un peu plus tét.
(Aw)(P) = w(dP),

au cas olt w = X1V, Apres investigation, il apparait que Aw = AXW = W, découlant de la

démonstration de la version discréte du lemme de Poincaré. N

Corollaire 6 Toute fonction de poids ® . Hy_ , — Rsarisfaisant W(P) = &(IP) est de la

Sforme

& =YW +0,
ou O est une fonction de poids exacte quelconque, ¢'est-a-dire de la forme
0= A0,

ot ) : Hy_pn — R

Preuve. Par le Théoreme 12, on sait que 21V satisfait

W(P) = (SW)(OP). (6.3)
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De plus. par hypothese
W (P) = &(JP). (6.4)

Considérons la fonction de poids

O=0-ZW
Par soustraction de (6.3) a (6.4), on
0= (- ZW)OP) = B(FP),
pour tout IP. Ceci implique que © est fermée, donc exacte par le lemime de Poincaré discret tel
qu’énoncé au Théoreme 11. C’est-a-dire qu'il existe {2 telle que © = AQ. n

Le Théoréme 12 donne lieu & de nombreux exemples de calcul de poids de complexes hypercu-
biques pour des valeurs & < n en dimension quelconque n. En particulier. en prenant & = n = 2
dans le Théoréme 12, on obtient un algorithme qui permet, comme au Chapitre 2, de calculer

par exemple, le poids d’un polyomino a partir de son contour.

6.3 Généralisation des |', /7 et V' /] algorithmes

Nous généralisons ici, indépendemment du choix particulier de 11" dans le Théoréme 12, les
résultats de la Section 6.2 en posant & = n pour n quelconque. Pour ce faire. revenons donc
aux formes ditférentielles n-formes dans R™. Soit,
= E fi]‘... ,ind:[:i, VASRIEEAN d..l',jn = f‘1)...7nd:1,‘| A ANdag.
1<) < <in<n

Onadf =0, car

df = (df1,...) Ndzy A~ Aday,

1., Of1 . fi .
:<0f1‘ ‘1d1:1+if,\l'—‘ldm—l—---+(f" . dx,1>/\c1.7'1/\-~-/\d:rn
ars

D B Oy,

=0+0+-+0=0.

Ceci permet de construire une famille d’exemples généralisant les V., [ et V H — algorithmes

vu au Chapitre 2 provenant des cas pour lesquels f est une n-forme dans R™, c’est-a-dire,
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f=fio. nlz1, ,xn)dzy A Ado,. On veut calculer

/ fl,---,ﬂ(xh'“ )l'n)dl'l/\"'/\dl'n:
H
en fonction de la frontiere OH. Dans ce cas, il faut alors chercher des (n — 1)-formes
W =w23.. n dry ANdxg A+ Ndxy, + W1 3. n dxy ANdzg A Adxy,
+ -+ Wi, n—1 d.’L’l AR C[.’]J'n_],

telles que dw = f. On a,

Own 3 ... Jwy s,
dw = 230 o A dag A Adiy, — —B T g A dag A - A dy,
ox Jdzy
Ow) o 4.
A e Adzg A A diy —
0.’173

Ceci équivaut & rouver w9 3. n, Wi 3.0, " » Wi 2...n—1 telles que

3(412;3)..,‘” 30.)[_)3,...:” 3&)1’2)4...‘77 f
— - =120 e
811:3 "

oz Oy

T
e Solution 1 (x] — algo) : soitwa 3. n(%1,- -, 2p) = / fio.mlzr, - cxp)da

et 0= Wig,..m = Wi 24...n = " = W12 n—1-
€2
e Solution 2 (zy — algo) : s0it wy 3 .. n(21, -+ ,ZTy) = —/ fro e nlzy, - an)des
et0=wy3..n =Wi2dem = """ =W12. n_l

T4
e Solution @ (x; —algo) : soitw, = (x1,~-- &) = (—1)1’*1/ from(@ o xy)d;
n—1-

et 0= W23 ien = W13 ey = 0 T W20

In
e Solution n (z,,—algo) : soitwy g... n_1{z1, "+, Zn) = (—l)”/ Froonlzr, - an)dey
et0=wa..n =wW13. =" " =W, . p2n

Notons qu’en posant © = x) et y = 2, le &) — algo correspond au H-algorithme alors que le

o — algo correspond au V-algorithme développé au Chapitre 2.
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L’analogue de ’algorithme mixte (VH-algorithme) dans le cas d’une dimension quelconque n,
fait appel a toutes les variables a la fois. Tout comme dans la démonstration générale du lemme
de Poincaré, le candidat pour w prend alors la forme
w=x1F(xy, - zp)dea A Adag — zoF(z1, - ap) day Adag N Aday,
+ a3 F(xy, - y In) dzy Ndxe Adag A A day,

+ - —zpF(xy, - mp)dey A Adag, g,

1
ol Fzy, - ,xpn) = / fiom(s21,- -+, 520) s L ds.
0

Avec ce choix de w, on a bien dw = f. En effet,

dw=dx)Fdzg N+ Nday — zoFday Adag A Ndzy + - — wp Fday A+ Adxy—]

= a(l'] F) d(Ul ANdxog A+ Ndxy, — (a(aL;F)
9

8;31
+ (8(x3F)

Ozs

)dwg Advy Adxg A - ANday,

)d:vg/\d:zrl/\d:zrg/\darq_/\---/\dxn

— 4 (—1)”_1 (%) daxn Ndzy Ndxy N+ Ndop—)
n

_ (3($1.F)
N 8:1:1

)dxl/\---/\da:n+ <M> dzy A+ Ndxy,
a:L‘Q

+
Oxn

(O F) N Oxo I - Oz, F
T\ O Oz On

>dz1/\--'/\d;cn

= <|:F+$1é£} + {F%—IQ?—F +-
62131 d:ZTQ

F+xnaF}>d$1/\~--/\dwn
0y

OF

oF
= | nF+x1=—+ - +xp=— | dzy A Adzy,.
3:1:1 317n

11 suffit donc de vérifier que

oF OF OF
nF+oi—4ze—+  +Tnz— = fro.m
oz ory 0%y,

1
dans le cas o0t F'(x1, - ,xp) = / fio nlszy, - ,5T5)s" s,
Jo
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Calculons pour 1 <1 < n,

aF a '1
: n—1
o =Z; STy, , 8Ty )S ds
) . ( 5 i Jo f1.2, ,n( 1, ; n)

1
[+ 9
= $i/(; B—L: [fli;--,n(sxla s 7311771.)] 5" lds
1 af

O(sz;)
(“)‘IZ‘

s"lds

= a:i' ; 5;;(31:1,--- STy, Sn)

1 3f
= xi/ ——(sx1, -, 8@, ,5Ty,)s"ds.
Jo Oz

On a alors,

Il
3
=~

/0-1 (nfi, (5@, sa)s™ )

) )
+ <1‘1 a—xfl(s:u s, ST) o .1;7,a—f(5;1;1 e ,.SZE,1)> s'ds.

1y

Assurons nous que le dernier membre de cette derniere égalité est bien équivalent a

1
d
/0 (JE [f1, n(sz1, -, s2)] s”) ds = fi..n(z1, - . 2n).

En effet,
d n
E"S' (f1,2,---,n.('9‘r1> T 75$71‘)3 )
= if (sxy, -+ ,8an) | "+ f (say,- - sx.)is”

dS 1, n 1, 3 n FAREN A TED B : T dS

12, 0 X
= (—a—xf—l(sx] ST )TLF &Ej; (5T, >Sl‘n)$n> s+ st (5T, STh).
En résumé, 1'algorithme mixte pour W(H) = froonl@r, - ap)deidzy - - - dxy, corres-

i

pondra 2 prendre,
®(0H) :/ v1Fdao A --- ANdxy, — o Fdxy Adxy A - Adxy, + -+
OH
Plus généralement, en utilisant le Théoréme 12 et le Corollaire 6, on obtient une famille infi-

nie d’algorithmes pour les fonctions de poids W € W, ». Remarquons d’abord que de telles

fonctions de poids sont nécessairement fermées. En effet, puisque

W= Wi, (e, om )iy <o <in<n,
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on a que W se rameéne 4 une seule fonction W = W4 .. (e, , ). Dans ce cas, on a
alors
n+1
. ) e Al = 1WA L WY . ’
(AVV)JL---,]n (o s Q) = § (-1) A],/H/jl).,."j‘/‘...,jn_H (a1, ap)
=1

=00 (1 W

Jue Indnta

=0 car Jpe1 > n.

Par le Théoréme 12, on peut choisir une fonction de poids ¢ telle que W(H) = $(9H), en

prenant YW € W,,_; ,. Plus précisément,

(ZW)]L xjn—l(a17 T aan)

_ (_l)n—lZnVlew" ,jn—L.n(a] L an) Signoy <,
0 sinon,

N (_1)”_127LW1,2,-“,n(ah"' ,Ofn) i (jl:jQ:"' :j71.~1) = (172) 10— l)v
0 sinon,

B (_l)n_l ZT/‘;}:—& W.L?,'--,‘Il(al;'“ >a7141.7l/71) .Si (jl)'” ;j'll—l) = (l ;n_l)v
0 sinon.

Par le Corollaire 6, la forme générale pour d, telle que W(H) = ®(JH), est donc de la forme
=W + 6,
ot LW est donné par le demier membre de droite de 1'égalité précédente et
0 =AQ,
avec 2 : Hy—2n — R quelconque.

Notons que sin = 2 alors, © = AQ, o0 Q : Hpo — R, c’est-a-dire, @ : ZxZ — R.
Posons donc Q = Q{o, ). Alors, © : H  — Rol

O = (AQ); = (=) 1A 1Q(ar, ) = Qe + 1, a2) — Oy, a2),

Oy = (AQ)y = (1)1 Ay}, ) = Lo, a9 + 1) — Qg a2),
ce qui correspond a ce que nous avions vu au Chapitre 2 en tenant compte du contexte décrit

par la Figure 6.2,
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6.4 Cas spéciaux

Revenons au Théoréme 12 avec k < n. Concentrons nous maintenant sur quelques exemples
précis.

Cas | : Considérons d’abord le cas linéaire en vy, - - - , az,, OU

n

W(H) = ]/Vi[,---,ik(al» - 7o;,”_) = ch:iu--,ik)ar_

r=1
La condition AW = 0 se traduit par
k+1 7 G - ] )
0= (AW gy, an) = D (-1)V7'4y, (Z oI m) .
v=1 r=1
Autrement dit, W est fermée si et seulement si on a la famille des égalités

(J2,2Jk k1) (F1d3 50k 11) (Jr.d2:945 ik 1)
<) N + s 0.

En particulier, en prenant £ =1, W € W, ,, etpour H € H  ,,0na
W(H) =W, (a1, ,an) = c(lmo:l + cgil)ag +o+ dVa,.

L. L s q , . . . 8 L.
W est fermée si et seulement si G~ (,;‘) = 0. C’est-a-dire que la matrice des ¢, est symétrique.

Dans ce cas, LW € Wy, est donnée par la formule

(SWglar, - ,an) = 2y ('c(ll>a1) + Eg(c§2)a—| + c§2)a2) + 23(65_3)051 + c(;)a:Q + c‘(f)ag)

Co En(c(ln)al +o 4 dMay,).

Cas 2 : Le deuxiéme cas étudié consiste a prendre
I/th",ik(o"l» T ‘an) = Ciy,ee i

qui ne dépend que des directions 41, - - - , i de Phypercube H. La condition AW = 0 est alors
toujours satisfaite puisque

k+1
-1
(AI/V)jh...:jk_H(aly T 7a71) = Z(_l)’/ Aj"cj1.---,ﬁ,,-~,j;;+1 =0

v=1
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Ainsi, la forme est toujours fermée et on a

(ETV)J'M“'JI:»!(QM T ,a',,) = (—1)kh1 Z E-irvjl----,jk—;,'i(al;'" 0,0, 0)

Te—1 <1t
_ k=1
= (=D D7 Sici gy
jkv1<i
_ k=1 .
=(-1) Z QiCjy e i1t
Jr—1<t
car pour toute constante ¢, on a ;¢ = a4c.
Par exemple, supposons ¢;, .. ;. = 1 pour tout 7y, -- 2 (volume d’un hypercube). Alors

W (P) correspond au volume signé du complexe hypercubique P. En d’autres termes, si P =

S niH; alors W(P) = 3" n;. On obtient alors,

EW )i g (o1, an) = (_1)k_1 Z @ = (_l)k_l(a]'k_ri—l k).

1>k -1

Ceci généralise le H-algorithme pour I’aire d’un polyomino développé au Chapitre 2.
Cas 3 : Finalement, le troisi&éme cas consiste a chotsir
Wi iclar, o som) = fla o),
qui ne dépend que du coin principal des hypercubes. La condition AW = 0 est alors traduite

par
k+1

0= (AW)jl,"'7jk+1(a.l>' o »Q’n) = Z(—l)”—-lAjuf(alv T ;aﬂ)'

v=1

C’est-a-dire,
Aj flay, o) =8y, flay, o)+ flag, - ap )+ -~|—(~1)kAjk_+]f(a1, N
Par exemple, si &k = 1 alors AW = 0 si et seulement si
Aj flon, - om) =D, flar, - ,a,) =0.
Clest-a-dire ¢ < j = Asf = A;f. Autrement dit,

f(ah"' ;ai+1)"' >an)"f(a17"' 7an):f(a1)'“ )aj+1) >a'n)—f(al,"' 7a71-)'
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Ceest-a-dire Vi < j: f(a1, -, + 1, o) — floy, -, +1,- -, o,) = 0. En parti-

culier, pour2 =1,7 =2,0na

f(al +1,C¥2,"' >an) :f(al,(_‘Q‘f‘l,"' >an)-

Donc par translation, f(a, ag, -+, o) = f(a;—1,a0+1, -+ ) eten itérant ce processus,
on trouve,

f(a]7a2)"' ra'ﬂ) = f(oya] +a2)a3:”' ,0;72)-
En continuant avec ¢+ = 2, j = 3, et ainsi de suite, on obtient de proche en proche

flat,-- o) = f(0,ar + 0,03, o) = f(0,0,a1 + g + a3, a4, vap) = - =

F0,0,--- 0,01 +as+ -+ o) = @lag + a2+ - + o), disons.

Ainsi AW = 0si et seulement si Wi{aq, - o) = wlap + - + ), 1 <4 < n. Dans ce

cas,

(EW)y (o, o) = Z LiWilo, -+ ,05,0,---,0)

1<i<n
= Z 21(,»9(0.’1 + -+ Ozi)
1<<i<n
o,—1
= Z Z wlar + - oo +v),
1<i<n v;=0

si tous les «; > 0. Des expressions semblables sont valides dans le cas ou certains o sont nuls

ou négatifs.

Ce chapitre cuvre la voie & I'étude d’une multitude d’autres statistiques associées aux complexes

hypercubiques en fonction de parameétres associés a leur frontiére.



CONCLUSION

La discipline de la géométrie discréte vise a définir et utiliser un ensemble de notions de la
géométrie classique qui ont préalablement été transposées dans le cadre intrinséquement discret
d’objets manipulables par I’outil informatique. Les objets d’étude de la géométrie discrete sont
fondamentaux en analyse et traitement d’images dont les domaines d’applications couvrent [’in-
fographie médicale, la télédétection par satellite, la morphologie, la métérologie, la géomorpho-
logie, 1a synthese d’images sans oublier les applications militaires et plusieurs autres. De nou-
velles motivations existent également en microscopie électronique ou il est possible de recons-

truire des structures cristallines.

Dans cette theése, nous avons développé des algorithmes reliés au calcul de diverses statistiques
descriptives d’objets discrets, et avons structuré la théorie y faisant référence. Pour ce faire, dans
les Chapitres 2 et 6, nous avons utilisé en particulier des versions discretes des théoremes de
Green et Stokes ainsi que certains concepts relevant de la théorie classique de la combinatoire
des mots. Au Chapitre 3, nous avons également montré que les ensembles discrets d’inertie mi-
nimale sont des quasi-disques discrets fortement-convexes, donc en |"occurrence des polyomi-
nos. Un algorithme permettant de es engendrer a aussi €t€ développé. Ensuite, au Chapitre 4, les
propriétés de contours d’ensembles discrets ont été abordées : en particulier nous avons proposé
une nouvelle démonstration du résultat de Daurat et Nivat qui met en relation le nombre S de
points saillants et le nombre R de points rentrants d’un polyomino par I’équation S— R = 4. Un
résultat analogue a également été démontré pour les réseaux hexagonaux. Au Chapitre 5, I’étude
des opérations de mélange parfait appliquées aux chemins discrets a donné lieu a quelques pro-
priétés géométriques intéressantes : entre autre nous avons prouvé que, sous I’action du mélange
parfait, les chemins fermés restent fermés, I’aire ainsi que le périmétre doublent et le centre de
gravité subit une rotation de 45° avec un facteur de similitude de v/2. Une normalisation de

cette opération de mélange nous a permis d’engendrer des courbes fractales du type courbe de
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dragon et d’analyser certains de leurs invariants. Finalement, nous avons généralisé ces résultats

a d’autres types d’opérations de mélange appliqués & des chemins formés d’angles 2’”77’

Ces résultats promettent d’étre tres utiles en analyse et traitement d’images ainsi qu’en recons-
truction d’objets plus généraux a partir de données partielles. On peut prévoir leur utilisation

dans les nombreux domaines d’applications mentionnés ci-haut.

Outre les problemes ouverts énoncés a la fin de chacun des chapitres, mentionnons quelques

autres perspectives générales de recherche.

Le but principal est de poursuivre |’étude d’approches nouvelles qui permettent de développer
divers algorithmes pour le traitement et ’analyse d’objets plus généraux. Par exemple, I’utilisa-
tion de versions discrétes du théoreme de Stokes conduit & de nouveaux algorithmes permettant
d’évaluer diverses statistiques reliées aux ensembles discrets & partir de données particlles. Cette
approche est trés prometteuse et doit étre poursuivie. Elle a I"avantage de ramener le calcul de
certains parametres, en dimension 7, & des calculs correspondants, en dimension » — 1. Un
autre probleme consiste a étendre aux dimensions supérieures, en |’occurrence en dimension 3
pour des fins pratiques, les résultats obtenus au Chapitre 3 concernant 1’étude des ensembles
discrets d’inertie minimale. Dans le contexte des hypercubes d’un réseau discret, ces ensembles
sont regroupés de facon optimale autour de leur centre de gravité. Ils sont convexes au sens
discret, dans toutes les directions. Une difficulté intrinséque est la notion de convexité : en effet,
les seules réunions d’hypercubes convexes au sens euclidien usuel sont les pavés multidimen-
sionnels. La convexité selon une direction fixée est aussi bien définie et coincide encore avec la
notion classique. I} serait envisageable, grice & cette approche, de développer des algorithmes
de reconstruction et d’analyse d’objets discrets multidimensionnels, & partir de leur projection

selon certaines familles de directions.

En effet, les problemes ouverts et la généralisation de certains résultats & de nouveaux contextes

démontrent bien |’importance de poursuivre ces recherches.
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APPENDICE A
0.1 Preuve géométrique de [, f(z,y)dvdy = [ F(x,y)(zdy — ydz).

Soit v, vi,..., Vv, les sommets successifs du contour v d’un polyomino P. Pour chaque paire
de sommets consécutifs v; et v,1) sur <y, considérons le triangle T; dont les sommets, dans
’ordre, sont respectivement 0, v; et ;.. Le triangle T; est considéré positif si allant du

segment [0, v;] an segment [0, v;4.1] on doit tourner selon un angle positif, autrement 7 est

Viel M
K A"m
0 0

Figure 0.3 Un triangle orienté positivement et négativement.

négatif (voir Figure 0.3).

On a forcément,

//P f(z,y)dzdy :jz:;/i//;f(x,y)dwdy.

Maintenant posons v; = (2;,¥i) et Vi = (Tig1, yiv1) = (@ + Azy,y; + Ay;) et prenons la

paramétrisation suivante pour le triangle T :
x=ux(s,t) = s(a; + tAz:), y=yls,t)=s(y: +tAy),

ou <s<1let0<¢t< 1. LelJacobien de cette transformation est donné par

Oz, 1
8((.5-;;/)) = s(ziAy; — yiAzy).
En effectuant un changement de variables pour I'intégrale double, onapours =0,1,...,n-1:

R o O y)
‘/0 /0 f(i(s’t)’y(b’t))8(3,t) dsdt

JIRELEE

1ol
/ / fls(z; +tAzy), s(y: + tAy;))s(xi Ay, — yiday) ds dt
0Jo

Il

1
/ Fla; + tAz; y; + tAys ) (wi Ay — yidwy) dt
0

= [ Py —ydo).
[ViyVi-H]



154

Notons que cette preuve reste générale et qu’elle peut €tre adaptée a n’importe quelle courbe v

continiiment différentiable par morceaux.

' 0.2 Le résultat d’un programme Maple sur un polyomino

Il est simple de faire des programmes Maple (non optimisés) engendrant certains des algo-
rithmes incrémentaux développés précédemment. Nous donnons ici le résultat d'un tel pro-
gramme, qui est décrit a la Section 0.3, sur le polyomino d’allure humaine (voir Figure 0.4)

représenté par le mot

w = aabbbabbaaabaabbbbaaabaaaababaababbaaabbbbab.

0,0

Figure 0.4 Polyomino d’allure humaine.

Périmetre : 44
Aire: 27
Centre de gravité :  [47/18,239/54], [2.611111111, 4.425925926]
Moment d’inertie :  11719/54,217.0185185
Projections verticales :  2¢~! 4+ 2 + 7q + 5¢% 4 6¢° + 2¢* +2¢° + ¢8
Projections horizontales : 2 4 4t 4+ 2t2 + 3¢3 4 3t + 3t° + 8¢ + 247

0.3 Programmes Maple

Nous présontons ici, deux petits programmes permettant de calculer certaines statistiques sur

les polyominos. Bien entendu, ces programmes ne sont pas nécessairemment optimaux.



0.3.1 Calcul de la distance moyenne a I’origine d’un point d’un polyomino

Dans le programme qui suit, la procédure calculeDM prend en entrée les trois parameétres qui

sont le mot w codant le contour du polyomino ainsi que le point de départ s = (g, yo)-

f1 := proc(x, y)
if y = 0 then evalf(l/2xxxabs(x))
else evalf(1l/2xxxsqrt(x”2 + y~2)
+ 1/2xy"2xlog(x + sqrt(x"2 + y~2))
- 1/4%y°2xlog(y~2))
end if
end proc
£f2 := proc(x, Yy)
if x = 0 then evalf(l/2xyxabs(y))
else evalf(l/2xyxsqrt(x~2 + y~2)
+ 1/2%x"2xlog(y + sqrt(x"2 + y~2))
- 1/4%x"2x1l0g(x"2))

end if
end proc
kk =1

calculeDM := proc(mot, x0, yO0)
local k, s, X, Y, cummbPM, cummA, A, DM;
global kk;

s := convert(mot, string);

X := x0;
Y := y0;
cummDM := 0;



for k to length
if s(k] = "

cummbDM

X =X
elif s(k] =

cummDM

X 1= X
elif s(k] =

cummbDM

elif s(k] =

cummbDM

cummA

Y := Y

(s) do
d" then

:= cummbDM

+ 1
"g" then

:= cummbDM

-1
"h" then

:= cummDM

+= cummA +

+ 1
"b" then

1= cummbDM

1= cummA -

-1

else RETURN( "mot non

end if
end do;
DM := cummbDM;

A := cummi;

lprint("MOT", mot);

lprint ("DISTANCE MOYENNE A", x0, y0, ":

lprint (A)

end proc

- Yx(fI(X + 1, Y)

- f1(X, Y))/(kk

- Yx(f1(X - 1, Y)

- f1(X, Y))/(kk

+ X% (£2(X, Y + 1)

- £2(X, Y))/(kk

+ X#(£2(X, ¥ - 1)
- f£2(X, Y))/(kk +
X;
conforme")
", DM/A);

2);

2);

2);
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0.3.2 Calcul de parameétres associés aux polyominos

Le programme Maple suivant prend en entrée un mot codant le périmétre d’un polyomino a

partir de 1’origine et donne, en sortie, les paramétres suivants : aire, centre de gravité, moment

d’inertie et les polyndmes de Laurent codant la famille des projections verticales et horizontales.

calcule := proc(mot)

local k, s, X, Y, cummA, cummXbar,

cummProjVv, cummProjH, AIRE, CG, MI,

Ybarre; global g, t;
s := convert(mot, string);
X = 0y
Y := 0;

cummXbar := 0;
cummYbar := 0;
cummX2 := 0;
cummY2 := 0;
MT;

cummProjv := 0;
cummProjH := 0;

for k to length(s) do
if s[k] = "d" then
cummYbar := cummYbar -

cummY2 ;=
cummProjH :=
X :=X +1
elif s(k] = "g" then
cummYbar := cummYbar +

cummY2 :=

cummYbar, cummX2, cummY2,

gproj, tproj, Xbarre,

1/2+Y72;

cummY2 - 1/3xY"3;

cummProjH - t7Y;

1/2+%Y°2;

cummY2 + 1/3%xY°3;



158

cummProjH := cummProjH + t’Y;
X =X -1

elif s[k] = "h" then
cummA := cummA + X;
cummXbar := cummXbar + 1/2xX"2;
cummX2 := cummX2 + 1/3+xX"3;
cummProjV := cummProijV + g X;
Y : =Y + 1

elif s(k] = "b" then
cummA := cummA - X;
cummXbar := cummXbar - 1/2xX"2;
cummX2 := cummX2 - 1/3xX"3;
cummProjV := cummProjVv - g X;
Y : =Y -1

else RETURN( "mot non conforme")

end if
end do;
ATRE := cummd;
Xbarre := cummXbar/AIRE; Ybarre := cummYbar/AIRE;
MI := cummX2 + cummY2 - (Xbarre 2 + Ybarre 2)xAIRE;
lprint("MOT", mot); lprint("PERIMETRE", length(s));
lprint ("AIRE", cummA); lprint("CENTRE DE GRAVITE");
print([Xbarre, Ybarre],evalf([Xbarre, Ybarre]));
lprint( "MOMENT D’INERTIE", MI, evalf(MI));
lprint("PROJECTIONS VERTICALES");
print(series(-cummProjv/(1 - q), q, infinity));
lprint ("PROJECTIONS HORIZONTALES");
print(series(-cummProjH/(1 - t), t, infinity))

end proc
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APPENDICE B

0.1 Preuve

Voici une preuve alternative directe du Lemme 5 du Chapitre 3 qui n’utilise pas le théoréme des

axes paralleles.

Preuve. (du Lemme 5) Considérons le cas ol les S, sont des ensembles mesurables. Le cas des

ensembles finis Sy est semblale et est donc laissé au lecteur. D’une part, on a

N 1 N
> milg) - - > Mok
k=1 k=1

! 2 H 2
:imk ffskzdwdy 1 ﬁ:m;‘ffskz‘i“'dy
N 1 2 2
ZZ— // zdedy| — — // zdxdy
PR P M Jsu-USy
D’autre part,
N
I(S1 U~ USy)— > 1(Sk)
k=1

2

)

2

1
:// |z|2clwdy——‘// zdxdy
JSu-USN m) JsiuuSy

N 1 .
—Z // |2|? do dy — — // zdx dy
k=1 \" Sk EEAEES
// zdx dy
S1U--USy

2
// zdx dy
Sk

Mo

-y

k=1

L
m
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