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RESUME

Le premier chapitre de cette thése introduit les algebres amassées; ce sont des
algébres de polyndémes de Laurent dont les générateurs s’obtiennent par un pro-
cessus récursif appelé mutation. On commence avec une graine, paire formée d’un
ensemble de n variables, appelé amas, et d'un carquois, graphe orienté a n points.
La mutation d’une graine remplace une variable a la fois et modifie le carquois,
donnant ainsi une nouvelle graine. L’algébre amassée est engendrée par toutes les
variables obtenues par mutations successives, qu’on appelle variables amassées.

Le graphe d’échange d’une algébre amassée permet de visualiser les relations entre
ses amas. Dans ce graphe, les sommets correspondent aux amas de ’algébre amas-
sée et les arétes correspondent aux mutations : deux sommets sont reliés par une
aréte si les amas associés s’obtiennent l'un a partir de ’autre par une mutation.
Une facon intuitive de construire le graphe d’échange d’une algébre amassée est
de calculer une & une toutes les mutations. Nous donnons dans le deuxiéme cha-
pitre une fagon de réaliser le graphe d’échange d’une algébre amassée comportant
un nombre fini de variables amassées dans R™, ot n représente le nombre de va-
riables initiales de 1’algébre (ou de points du carquois). Cette réalisation se calcule
directement plutdt que récursivement.

Finalement, dans le dernier chapitre de cette thése, nous prouvons I'unistructuralité
d’'un certain type d’algébre amassée. Une algébre amassée est unistructurelle si
I’ensemble de ses variables amassées détermine uniquement ses amas. En d’autres
mots, une algébre amassée est unistructurelle si une autre algebre amassée, possé-
dant exactement les mémes variables d’amas, posséde aussi forcément les mémes
amas.






INTRODUCTION

Les algébres amassées sont des algébres commutatives munies d’une riche struc-
ture : leurs générateurs, les variables amassées sont groupées en ensembles finis,
appelés amas, et chacun d’eux est associé & une matrice (ou & un carquois). Un
amas et une matrice forment ensemble une graine de telle fagon que chaque graine
peut étre déduite d’une autre par un procédé appelé mutation. Depuis leur défi-
nition par S. Fomin et A. Zelevinsky (Fomin et Zelevinsky, 2002; [Fomin et Zele-
vinsky, 2003; Fomin et Zelevinsky, 2007), les algébres amassées ont été largement
étudiées grace a leurs liens avec de nombreux domaines mathématiques : combi-
natoire, géométrie de Poisson et géométrie hyperbolique, théorie de Lie, théorie

des représentations, triangulation de surfaces, etc.

Aprés avoir introduit les notions essentielles pour comprendre les algébres amas-
sées et leurs liens avec les triangulations de surface et la théorie de la représentation
dans le premier chapitre de cette thése, nous étudions certains aspects combina-
toires des algébres amassées dans les deux chapitres suivants. Dans le deuxiéme
chapitre, nous obtenons une réalisation géométrique du graphe d’échange de cer-
taines algébres amassées. Le graphe d’échange décrit les relations entre les amas :
chacun de ses sommets correspond & un amas et il y a une aréte entre deux amas
si et seulement si 1'un s’obtient & partir de l'autre par une mutation. Dans le
troisiéme et dernier chapitre, nous prouvons que certaines algébres amassées sont
unistructurelles, c’est-a-dire que leurs variables amassées déterminent uniquement
leur amas. Plus précisément, si deux algebres amassées ont le méme ensemble de

variables amassées, alors elles ont également les mémes amas.






CHAPITRE 1

ALGEBRES AMASSEES

Le but de ce premier chapitre est d’introduire les algébres amassées et leurs pro-
priétés principales. La présentation est partiellement inspirée de celle du premier
chapitre de mon mémoire de maitrise (Bazier-Matte, 2016b)), et d’un article dans

lequel des résultats de cette thése sont publiés (Bazier-Matte et Plamondon, 2020).

1.1 Définition

Les algébres amassées sont construites a partir d’une graine, c¢’est-a-dire une paire

composée d’un carquois et d'un amas. Commencons donc par définir les carquois.

1.1.1 Carquois

Définition 1.1.1. Un carquois @ est un quadruplet (Qo, @1, s,b) ol
— (o est un ensemble de sommets ;
— ()1 est un ensemble de fléches ;
— 8, b: Q1 — Qo sont deux fonctions qui associent a chaque fléeche deux
sommets respectivement appelés sa source et son but.

Le carquois opposé a un carquois () est obtenu en inversant les fleches et est noté

Q»



Par simplicité, pour un carquois & n sommets, notons Qo = {1,...,n}.

Le graphe sous-jacent d’un carquois est le graphe obtenu en retirant 1’orientation

de ses fléches.

Exemple 1.1.2. Considérons le carquois () représenté a la figure [I.1 L’ensemble
des sommets de @ est Qo = {1,2,3,4,5,6} et 'ensemble de ses fleches est Q1 =

{a7 /67 77 57 67 C? 777 07 L}'

/

\)

AN
N

Figure 1.1. Carquois

Pour i € Oy, on note it I'ensemble des fleches de Q1 de source 7. De la méme facon,
on note i~ I'ensemble des fleches de @ de but i. De plus, on note Q(i,j) =it Nj~,

c’est-a-dire I'ensemble des fleches de i vers j.
FExemple 1.1.3. Reprenons le carquois a la figure . Remarquons que s(3) = 1,
b(B) =2,4" ={60,.}, 57 = {¢,0} et Q(6,4) = {5}

Définition 1.1.4. Un cycle orienté de longueur n est un n-uplet de fléches
(a1, ..., ap) telles que b(a,) = s(aq) et b(ag) = s(agyr) pour k = 1,...,n — 1.

Une boucle est un cycle orienté de longueur 1.

Dans le cadre de I'étude des algébres amassées, on s’intéresse uniquement aux



carquois sans boucles ni cycles orientés de longueur 2. Ceci revient a considérer des
carquois @ tels que pour tous sommets i, j € Qo, si Q(i, ) # 0, alors Q(j,1) = 0.
Cette condition implique que Q(7,7) = (). Ainsi, dans cette thése, & partir d’ici, on
prend pour acquis que tous les carquois que nous mentionnerons ne comportent

ni boucles ni 2-cycles.

De surcroit, par mesure de simplicité, nous considérons toujours des carquois

connexes, c’est-a-dire dont le graphe sous-jacent est connexe.

Ezemple 1.1.5. Le carquois de la figure[I.1]est connexe. Il posséde plusieurs cycles,
dont (¢, 7, €).

Pour définir les algébres amassées, nous avons également besoin de définir la notion

de mutation pour différents objets, en particulier, pour les carquois.

Définition 1.1.6. La mutation d’un carquois () en un point k de )y transforme

() en un nouveau carquois p () obtenu par les étapes suivantes :

1. pour toute paire de fleches «, 5 € @ telle que b(a) = k = s(f), ajouter une
nouvelle fleche 7 telle que s(v) = s(«) et b(y) = b(B);

2. inverser toutes les fleches incidentes a k ;
3. retirer un a un tous les 2-cycles ainsi créés.

Ezemple 1.1.7. A la figure [1.2] nous effectuons sur le carquois de la figure la

mutation en direction 5.

On peut vérifier facilement que la mutation de carquois est involutive sur les

carquois sans boucles ni 2-cycles; pour tout tel carquois () et pour tout sommet

k€ Qo, on a 2(Q) = Q.

Définition 1.1.8. Deux carquois Q et Q)" sont dits équivalents par mutations s’il

existe une suite de mutations fu,, ... ug,, telle que Q' ~ g, o+ oy, (Q).



Figure 1.2. Mutation de carquois

On prouve aisément que ceci définit une relation d’équivalence.

FExemple 1.1.9. 1l est évident que les deux carquois présentés a la figure [1.2] sont

équivalents par mutations.

Définition 1.1.10. Un carquois @) est de type Dynkin s’il est équivalent par
mutation a I'un des carquois suivants :

— A, 1 —>2— ... —n

S L TN S

l1—2—3—4—5
— Eg : 1
6

1—2—3—4—5—6
— E;: 1
7

1—2—3—>4—5—6—>7
— g : 1
8
Il est de type A, 4, ou de maniére plus simple, A, s’il est équivalent par mutation

a



~

2 > D

/ \
1 P+q
N 7

p+1 — ... = p+qg—-1

Mentionnons que les différents carquois de type Dynkin listé ci-haut ne sont pas
équivalents par mutation entre eux et ne sont pas non plus équivalents par muta-

tion & un carquois de types A.

A la fois en algébre amassée et en théorie de la représentation, on s’intéresse
beaucoup aux carquois de type Dynkin car ils possédent de nombreuses proprié-
tés qui les rendent uniques. En outre, remarquons que les graphes sous-jacents
des carquois de type Dynkin représentés ci-haut sont des diagrammes de Dynkin
simplement lacés. Ces diagrammes se manifestent un peu partout en algébre et en
géométrie. Par ailleurs, chacun d’entre eux posséde un analogue affine, également

d’un grand intérét ; pour le diagramme A, il s’agit de A.
1.1.2 Amas et graines

Pour définir une algébre amassée, nous devons associer certaines variables aux
sommets d’un carquois. Nous définissons formellement dans cette section un tel
ensemble de variables. Nous commengons par un rappel d’une notion algébrique

que nous utiliserons, soit 'indépendance algébrique.

Définition 1.1.11. Soit K un corps et k un sous-corps de K. Un ensemble X =
{z1,...,2,} C K est algébriquement indépendant sur k si (z1,...,x,) n'est le

zéro d’aucun polynéme non nul de k [tq, ..., ,].

Exemple 1.1.12. Les singletons {r} et {/2m + 1} C R sont algébriquement indé-
pendants sur Q, mais I’ensemble {7, /27 + 1} ne I'est pas. En effet, (\/27r + 1)2 —



2r — 1 = 0, donc le polyndome non nul f(ti,t,) = 2 — 2t, — 1 s’annule en

(VZr+1,7).

A partir de cette notion, nous pouvons maintenant définir les graines, a partir

desquelles nous construirons des algébres amassées.

Définition 1.1.13. Une graine (X, Q) est une paire formée
— d’un carquois @ tel que Qp = {1,2,...n};
— d’un ensemble X = {xy,...x,} appelé amas, algébriquement indépendant
sur Q en considérant comme surcorps le corps des fractions rationnelles

Q(z1,...,xy,), ot 'on convient que z; correspond au sommet, i.

FExemple 1.1.14. Reprenons le carquois de la figure [1.1| pour créer une graine que

nous représentons a la figure [1.3]

Figure 1.3. Graine

Définition 1.1.15. Soit X = {x1,...,2,} un amas. Le corps ambiant donné par

ces variables est F = Q(z,...,z,).

Tout comme nous avons défini une opération de mutation sur les carquois, nous

pouvons en définir une sur les amas et ainsi, une sur les graines.



Définition 1.1.16. La mutation d’une graine (X,Q) dans la direction z; (ou

dans la direction k s’il n’y a pas d’ambigiiité) transforme (X, Q) en une nouvelle

graine fig, (X,Q) = (P’ﬂﬁk (X), Hay, (Q)) ou
— i (X) = (X \ {z}) U {2}, } avec z} € F défini par la relation d’échange :

TRy, = H Tp(a) + H Ts(a)

ackt ack™

— Ha (Q) = px(Q).

Un produit vide est égal a 1 par convention.

Ezemple 1.1.17. La figure [1.4] représente la mutation de la graine de la figure [1.3

en Is.
T T
Te T2 Te T2
Hs
AN
Loy + T3Tg
Ts

.~ TN\

Ty

Figure 1.4. Mutation de graines

Tout comme la mutation de carquois, la mutation de graines est involutive, c’est-a-

dire que pour toute graine (X, Q) et tout sommet k € @, on a 1 (X, Q) = (X, Q).

1.1.3 Algébres amassées

Nous avons maintenant présenté toutes les notions nécessaires a la définition des

algebres amassées.
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Définitions 1.1.18. Soit (X, Q) une graine. Considérons toutes les graines ob-

tenues par mutations successives de (X, Q). Notons 2" 'union de tous les amas

dans de telles graines; ses éléments sont les variables amassées.

L’algebre amassée o7 (X, Q) est la Z-sous-algébre de F engendrée par 27, l'en-

semble de toutes les variables amassées.

Introduisons également du vocabulaire relié aux algébres amassées.

Définitions 1.1.19. Soit &7/ (X, Q) une algébre amassée.

Deux variables amassées sont dites compatibles s’il existe un amas les conte-
nant toutes les deux.

Un mondme d’amas est un produit de variables amassées appartenant
toutes & un méme amas.

Le rang de l'algébre amassée o7 (X, Q) est n, le nombre de sommets du
carquois ).

L’algebre amassée o7 (X, Q) est de type Dynkin si @) est de type Dynkin.
Plus précisément, elle est de type A,,,ID,,, Eq, E; ou Eg si () est respective-
ment de type A,,D,,Eq, E; ou Eg. De méme, 'algébre amassée o7 (X, Q)
est de type AM si ) est de type AM.

Une algebre est de type amassé fini si elle compte un nombre fini de va-
riables amassées.

Un graphe dont ’ensemble des sommets est en bijection avec ’ensemble
des amas d’une algébre amassée et dans lequel deux sommets sont reliés
par une aréte si et seulement si les amas correspondants s’obtiennent 1'un

a partir de I'autre par une seule mutation est un graphe d’échange.

Présentons un exemple pour mettre en application ces nombreuses définitions.



FExemple 1.1.20. Construisons 'algébre amassée donnée par la graine

(X, Q) =T < To.

To + 1
le Z1

T1 < T

X
Ty — T1

o
ML%H 1+ 1

X2

— T

My

Ny
To + 1 T+ x9 + 1
—
T T1T2

§ Hazatd

Tl

xr, + 1 T+ X9 + 1
%
T2 T1T9

o
Hoytao+1

— I r1e2

Figure 1.5. Algébre amassée de type A,

Etudions cette algébre amassée.

— Il s’agit d’une algébre amassée de type A, et de type amassé fini.

— L’ensemble des variables amassées est

3?//' = {1'1,1}2,

— Un exemple de variables incompatibles est % et

l’1+1 LL’2+1 LL’1—|—1’2+1

X2 ’ T 7 T1T2 }

zo+1
x1

11

— Les cinq amas de o7 (X, Q) sont {x, 25}, {xhwl_ﬂ}, {x% mﬂ}7 {

1 7 xiT2

et {5E2+1 $1+:B2+1}

— Un exemple de monoéme d’amas est

x2

2 2
i+ i+

11 car = L

T2 T2

=1 - L=

— Le graphe d’échange de 7 (X, Q) est donné a la figure [1.6]

z1+1 z1+xo+1
T2 7 w1T2

Remarque 1.1.21. 1l existe une définition plus large d’algébre amassée ou les

graines sont constituées d’'un amas et d’'une matrice antisymétrisable. Dans le
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{z1, 22}

z1+1 T2+1
{$17 T2 } {I% 1 }

z1+1 z1+x2+1 z2+1 z1+x2+1
xg 1T 1 r1r2

Figure 1.6. Graphe d’échange d’une algebre amassée de type A,

cadre de cette thése, nous étudions uniquement les algébres amassées données par
une matrice antisymétrique, ce qui est équivalent aux algebres amassées données

par un carquois sans boucles ni 2-cycles.

1.2 Propriétés des algébres amassées

Nous donnons ici quelques propriétés des algébres amassées que nous utilise-
rons pour prouver l'unistructuralité. Remarquons que ’algébre amassée donnée
a 'exemple [1.1.20] compte un nombre fini de variables amassées. Toutefois, ceci

n’est pas toujours le cas.

Théoréme 1.2.1. Soit &/ (X,Q) une algébre amassée. Elle est de type amassé
fini si et seulement si le carquois Q est de type Dynkin, (Fomin et Zelevinsky,

2003, Théorémes 1.6 et 1.7).

Caractérisons les variables amassées. Pour alléger 1’écriture, notons les polynémes

de Laurent en X par .Z(X) et ceux a coefficients positifs par Z; (X).

Théoréme 1.2.2. Soit o/ (X, Q) une algébre amassée, Y = {y1,...,yn} un amas
et X l’ensemble des variables amassées.

— Phénomeéne Laurent (Fomin et Zelevinsky, 2002) : Cette algébre amassée
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est contenue dans l’anneau des polynomes de Laurent Z[yf, ... y']. De
maniére équivalente, & C Z(Y).

— Positivité (Lee et Schiffler, 2015; |Gross et al., 2018) : Les variables amas-
sées de o/ (X,Q) sont des polynoémes de Laurent aux coefficients posi-

tifs dans les variables amassées de n’importe quel amas, c¢’est-a-dire que

2 C LY.

Nous aurons également besoin des deux résultats suivants.

Théoréme 1.2.3. Les mondomes d’amas sont linéairement indépendants sur 7.

(Cerulli Irelli et al., 2015; |Gross et al., 2018).

Proposition 1.2.4. Soit o/ (X, Q) une algébre amassée et soit Y un amas. St une
variable amassée y est un mondme de Laurent en' Y, alorsy € Y (Cerulli Irell:

et al., 2013, Lemme 3.7).

FExemple 1.2.5. Reprenons 'algébre amassée donnée par la graine x; < 5 expli-

citée a l'exemple [[.T.20] L’ensemble des variables amassées est

r1+1 zo+1 2y +20+1
X = X1, L2, ) ) .
X2 xy T1X2
< 1. A @ (z1+1)°
Considérons 'amas Y = {xl, m;—;“l} Un mondéme en Y est de la forme W
2

On observe donc que les seuls monomes en Y qui sont également des variables

amassées sont les éléments de Y.

1.3 Algébre amassée provenant de surface

Certaines algébres amassées, en plus de s’obtenir a partir d’'un carquois, s’ob-
tiennent a partir de triangulation de surfaces (Fomin et al., 2008). D’une part,
ceci permet de visualiser plus facilement les variables amassées et leurs relations

entre elles, et, d’autre part, plus de propriétés sont connues pour les algébres
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amassées provenant de surface. Par ailleurs, ceci permet d’étudier les surfaces
d’un point de vue algébrique. Nous introduisons donc dans cette section cette

classe d’algébres amassées.

1.3.1 Surfaces marquées et triangulations

Définition 1.3.1. Une surface marquée est une paire (S, M) ou :
— S est une surface connexe et orientable dont la frontiére est notée 9.5.
— M est un ensemble fini de points marqués tel qu’il y ait au moins un point
marqué sur chaque composante connexe de 45.

Les points marqués a 'intérieur de S sont des ponctions.

Illustrons cette définition & 'aide d’un exemple.

Exemple 1.3.2. La figure donne un exemple de surface marquée avec trois

composantes connexes de frontiére, un genre nul et trois points marqués :

Figure 1.7. Surface marquée sans ponction

Afin de faciliter le lien avec les algebres amassées, on exclut les surfaces marquées
(S, M) o, soit S est un monogone avec une ponction, soit S est un disque avec

|M| =1,2,3, soit S est une sphére avec |M| = 1,2, 3.

Une fois que les surfaces marquées sont définies, nous y ajoutons des arcs.
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Définitions 1.3.3. Soit (.S, M) une surface marquée. Un arc généralisé de (S, M)
est la classe d’isotopie d'une courbe (c’est-a-dire ’ensemble des courbes homotopes
a cette courbe respectant les propriétés suivantes) telle que :

— les extrémités de la courbe sont dans M ;

— la courbe se coupe elle-méme au maximum un nombre fini de fois;

— la courbe est disjointe de M sauf en ses extrémités ;

— la courbe ne découpe pas un monogone, donc n’est pas contractile en un

point de M.

Un arc est un arc généralisé qui, de plus, ne se coupe pas lui-méme, sauf peut-étre
a ses extrémités. Un arc de frontiére de (S, M) est un arc isotope a une courbe
contenue dans la frontiére de S, tandis qu'un arc interne est un arc qui n’est pas

un arc de frontiére.

Une boucle de (S, M) est la classe d’isotopie d'une courbe dans 'intérieur de S
dont les deux points d’extrémités coincident et sont dans S. Une boucle essentielle

est une boucle sans auto-intersection et non contractile.

Remarquons que les isotopies ne permettent pas de retirer une boucle contractile

au sein d'un arc généralisé.

Pour construire une triangulation, il nous faut d’abord définir I'intersection entre

deux courbes, qu’on étudie grace a des isotopies.

Définition 1.3.4. Deux courbes sur une surface S s’intersectent si tous représen-
tants de leurs classes d’isotopie s’intersectent dans 'intérieur de S. Si, au contraire,
il existe des représentants de leur classe d’isotopie ne s’intersectant pas, elles sont

compatibles.

Exemple 1.3.5. Dans la figure [I.8] les courbes « et y sont des arcs internes com-

patibles puisqu’elles ne s’intersectent pas. Les courbes « et [ sont également des
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arcs internes compatibles car d’autres représentants de leur classe d’isotopie ne
.. . . :
s'intersectent pas. Toutefois les courbes et v sont des arcs internes incompa-

tibles. Finalement, la courbe § est un arc de frontiére compatible avec tous les

50

Figure 1.8. Arcs compatibles et incompatibles

autres arcs.

FExemple 1.3.6. Nous représentons a la figure [1.9| une boucle essentielle, notée e.
€
Figure 1.9. Boucle essentielle

Définition 1.3.7. Une triangulation est un ensemble maximal d’arcs internes

deux & deux compatibles, mais distincts.

FExemple 1.3.8. Reprenons la surface de la figure et ajoutons-y des arcs afin

d’obtenir la triangulation représentée a la figure [1.10]

Bien que certains des résultats suivants s’appliquent également aux surfaces avec
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Figure 1.10. Triangulation d’une surface marquée (ou hibou dubitatif)

ponctions, ce n’est pas le cas pour tous; nous considérons donc dans le reste de

cette thése uniquement les triangulations sans ponctions.

Proposition 1.3.9. Soit T' une triangulation d’une surface et v un arc de T'. Il
existe un unique arc vy # ~y tel que (T \ {v})U{~'} soit une triangulation, c’est-a-
dire un unique arc qui, avec les autres arcs deT', forme une nouvelle triangulation

(Fomin et al., 2008, Définition 3.5).

Utilisons cette proposition pour définir le flip d’une triangulation.

Définition 1.3.10. Le fiip ou la mutation d’une triangulation 7" en un arc y de

T transforme T en une nouvelle triangulation s, (7") telle que p,(T") est 'unique

triangulation (7°\ {v}) U+, ou v # ~.

Ezemple 1.3.11. A la figure|1.11] nous reprenons la triangulation de la figure m,

étiquetons ses arcs et effectuons un flip a I'arc 5.

Remarque 1.3.12. 1l est clair qu'un flip est une opération involutive.
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Figure 1.11. Flip de I'arc 5

1.3.2 Algébres amassées provenant de surface

Il est possible d’associer un carquois ()7 & une triangulation 7. Pour ce faire,
il faut fixer une orientation de la surface. Les arcs internes de la triangulation
correspondent aux sommets du carquois et il y a une fléeche d’'un sommet associé a
un arc 7; & un sommet associé a un arc y, si y; et v, ont une extrémité commune et,
qu’a cette extrémité, v, suit v, selon 'orientation fixée de la surface. En d’autres
mots, les arcs internes de la triangulation correspondent aux sommets du carquois
et il y a une fleche d’'un sommet associé & un arc v; & un sommet associé & un arc
Yo si y1 et o découpent un triangle commun et qu’a 'extrémité qu’ils partagent,
9 suit ; selon l'orientation fixée de la surface.

FExemple 1.3.13. En considérant la triangulation 7" de la figure [1.10] et en fixant

I’orientation horaire, on trouve que le carquois Q7 associé & T est le carquois de

droite de la figure

Théoréme 1.3.14. Supposons que l’arc v de la triangulation T est associé au

sommet k du carquois Qr. Alors,

1 (Qr) = Qu (1),
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(Fomin et al., 2008, Lemme 9.7)

Exemple 1.3.15. Soit T' la triangulation de la figure et Qr le carquois de
droite de la figure [I.2] Cette derniére figure ainsi que la figure [I.11] jumelées au
fait que la mutation de carquois soit involutive, nous indiquent que ps5(Q7) est le

carquois associé a la triangulation @, (7).

Ce dernier théoréme nous indique qu’effectuer un flip dans une triangulation re-
vient au méme que de muter son carquois associé. Il devient donc naturel de définir

une algébre amassée a partir d’une surface marquée.

Définition 1.3.16. Soit 7" une triangulation d’une surface (S, M) et soit (X, Qr)
un amas. L’algébre amassée &7 (X, Qr) est une algébre amassée provenant de la

surface (S, M).

Il est effectivement possible de montrer que o7 (X, Q1) ne dépend pas de la trian-
gulation initiale 7" et ne dépend que de la surface marquée (S, M) (Fomin et al.,
2008)). En effet, a partir de la triangulation initiale 7', on peut obtenir n’importe
quelle triangulation de la surface par une suite de mutations. Qui plus est, si deux
suites différentes de flips a partir de T" permettent d’arriver au méme arc, les deux
variables amassées de 'algebre o7 (X, Q1) obtenues par les suites de mutations
correspondantes sont en fait égales. En d’autres mots, 'application qui associe
une variable amassée & un arc est bien définie. Ainsi, on peut étudier les algébres
amassées associées a des surfaces marquées par le biais des triangulations de cette

surface.

Explicitement, on a une bijection entre
— les arcs internes de (S, M) et les variables amassées de &7 (X, Qr) ;
— les triangulations de (S, M) et les amas de 7 (X, Qr)

(Fomin et al., 2008]).
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Théoréme 1.3.17. Le carquois Qr est de type A, si et seulement si T est la
triangulation d’un (n + 3)-gone et de type Apﬁq, st et seulement si T est la tri-
angulation d’une couronne avec p points sur une frontiére et q points sur l’autre

(Fomin et al., 2008; Assem et al., 2010, Théoréme 1.1).

Un des avantages des algeébres amassées provenant de surface consiste en étudier la
mutation de graines au travers des flips de triangulations plutot que par la muta-
tion de carquois. Considérons un arc vy et sa variable amassée correspondante .
Puisque chaque arc interne sert a découper la surface en triangles, il est encastré
dans un quadrilatére. Le produit de z, et z/, la variable amassée associé¢e au flip
de 7, est la somme du produit des variables amassées associées aux cotés opposés

dudit quadrilatere :

Lo T

Ty Tyt = Tas + TRTe

On considére que la variable associée a un arc de frontiére est 1.

Ezemple 1.3.18. Reprenons la triangulation y,, T de la figure [I.11]et mutons main-
tenant larc 4 a la figure [[.12] Calculons directement la nouvelle variable amassée
sans passer par le carquois associé a cette triangulation. Notons x; la variable
associée & 7y, pour k = 1,...6 et x}, la variable associée & ~; pour k = 4,5.

Considérons le quadrilatére dans lequel 7} est encastré pour déduire que

/ 2 2
o Ty + o5  Taly + T3Te + T3T5
4 Ty TyTs
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Figure 1.12. Flip de I'arc 4

1.3.3 Bases des algébres amassées provenant de surface

A partir de maintenant, considérons (S, M) une surface marquée sans ponctions,

T une triangulation et o7 (X, Qr) l'algébre amassée provenant de cette surface.

Cette algeébre posséde une base en tant qu’espace vectoriel que nous exposons ici.
L’ordre de présentation est inspiré de I’article présentant les résultats du chapitre
BBl (Bazier-Matte et Plamondon, 2020)) et les définitions sont tirées des travaux de
G. Musiker et L. Williams, (Musiker et al., 2013)).

Définition 1.3.19. Soit v une boucle essentielle de (S, M). Le m-bracelet Brac,,y

est la boucle obtenue par concaténation de v avec lui-méme exactement m fois.

Ainsi, Brac,,y a m — 1 auto-intersections.

FExemple 1.3.20. La figure illustre le 1-bracelet Brac;e, le 2-bracelet Bracqe et
le 3-bracelet Bracse ot € est la boucle essentielle donnée a la figure[I.9] Remarquons

que Bracie = e.

Musiker et Williams donnent un algorithme pour associer a un arc généralisé ou
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eJe)(@le)l(@le

Figure 1.13. 1-bracelet, 2-bracelet et 3-bracelet

a une boucle v un polynoéme de Laurent x, dans le corps ambiant F, de sorte
qu’a partir d’'un arc interne, on obtient la variable amassée correspondante. Ce

polynome posséde la propriété suivante pour les bracelets.

Lemme 1.3.21. Soit Y un amas de </ (X, Qr). Les bracelets de (S, M) s’écrivent
comme polynome de Laurent a coefficients positifs en n’importe quel amas : pour
n’importe quelle boucle essentielle v, Brac,y € Z(Y) (Musiker et al., 2015,
Théoréme 1.1)

Par ailleurs, selon cet algorithme, le polynéme associé & une boucle contractile est

—2 et celui associé a une courbe isotope a un point marqué est 0.

Définitions 1.3.22. Une multicourbe est un multiensemble d’arcs généralisés et

de boucles sur la surface.

Une multicourbe ¢ formée uniquement d’arcs internes compatibles est dite C-

compatible.

Une multicourbe ¢ est dite C'-compatible si :
— les éléments de ¢ ne s’intersectent pas entre eux, sauf pour les auto-
intersection des bracelets ;

— il existe au moins une boucle essentielle v dans (S, M) telle que Brac,,y € ¢
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Figure 1.14. Multicourbe C’-compatible

avec m > 1. De plus, il existe exactement une copie de Brac,,y dans ¢ et

si m’ # m, alors Brac,,y & ¢.

En d’autres mots, il n’y a aucun bracelet dans les multicourbes C-compatibles,
mais il y en a toujours dans les multicourbes C’-compatibles et au plus un par

boucle essentielle.

Remarquons que cette définition n’est pas exactement identique a celle de G.
Musiker, R. Schiffler et L. Williams, (Musiker et al., 2013)) : une multicourbe est
C-compatible dans leur article si elle est C-compatible ou C’-compatible au sens

de cette theése.

FExemple 1.3.23. Nous donnons a la figure un exemple de multicourbe C’-

compatible.

Définissons C(S, M) comme étant 'ensemble de toutes les multicourbes formées
d’arcs C-compatibles dans (S, M). De méme, définissions C'(S, M) comme étant
I’ensemble de toutes les multicourbes d’arcs et de bracelets C'-compatibles dans

(S, M). Notons

B= {H% | ceC(S,M)} et B = {H% | eC’(S,M)}.

YEC yec!
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Définition 1.3.24. Soit A une Z-algebre libre en tant que Z-module et soit B

une base de A. La base B est positive si pour tout by, by € B,

biby = Z myb

avec my > 0 pour tout b € B.

Théoréme 1.3.25. L’ensemble BUB' est une base positive pour l’algébre amassée

(X, Qr) (Musiker et al., 2015; |Thurston, 2014; Canak¢y et al., 2015)).

Il est prouvé dans (Canakci et al., 2015, Théoréme 2) et dans (Musiker et al.,
2013, Théoréme 1.1) que B U B’ est une base et dans (Thurston, 2014, Théoréme

1) qu’elle est positive.

1.3.4 Produit de variables amassées et relations d’écheveau

Le produit de variables amassées peut se calculer a ’aide d’arcs dans une surface,
comme nous ’expliquons ici. Pour ce faire, nous donnons quelques définitions et

résultats tirés de (Musiker et Williams, 2013).

Définitions 1.3.26. Soit D une multicourbe telle que :
— D = {71,7%} ol 71 et ¥, sont des arcs généralisés ou des boucles s’intersec-
tant & un point p;
— D = {7} ou v a une auto-intersection a un point p.
Le lissage de D au point p est I'ensemble de multicourbes [,(D) = {Dy, Dy} ot
D, (respectivement Ds) est identique a D, sauf au point p ot on effectue un
changement local qui remplace le point d’intersection x par la paire de segments

de courbes H (ou DC, respectivement) (Musiker et Williams, 2013, Définition 6.1).

Il est important de souligner que le lissage est bien défini sur les arcs généralisés,

c’est-a-dire qu’il ne dépend pas des représentants des classes d’isotopie considérés.
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Une multicourbe ne peut contenir qu'un nombre fini de points d’intersection. Par
conséquent, en effectuant une succession de lissages, il est possible de tous les

éliminer.

Définition 1.3.27. Une résolution lisse d’une multicourbe est un multiensemble
des multicourbes C-compatible ou C’-compatibles obtenues par une succession de

lissages jusqu’a ce qu’il n’y ait plus d’intersection.

Plus intuitivement, le lissage d'une multicourbe a un point d’intersection retire ce
point d’intersection en modifiant les arcs généralisés ou les boucles autour de ce
point d’intersection, tandis que la résolution lisse d’'une multicourbe consiste en
toutes les multicourbes obtenues par des lissages jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de

points d’intersection.

FExemple 1.3.28. Considérons la multicourbe de la figure [1.15| Effectuons premie-

OO

Figure 1.15. Multicourbe

rement le lissage par rapport au point d’intersection le plus haut. On obtient les

deux multicourbes de la figure [1.16]

Il reste la premiére multicourbe a lisser au dernier point d’intersection restant

pour obtenir la résolution lisse montrée a la figure [I.17]

Le lissage est mis en application dans les relations d’écheveau, trés importantes

pour simplifier le produit de variables amassées.
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PO

Figure 1.16. Lissage d’'une multicourbe

.’75 . .

Figure 1.17. Résolution lisse d'une multicourbe

Théoréme 1.3.29 (Relation d’écheveau). Soit M une multicourbe avec un point
d’intersection p et soit le lissage l,(M) = {My, My}. Notons par xy, x1 et zo le
produit des polynémes dans F associés aux arcs généralisés ou aux boucles de M,

M et My respectivement. Alors,
Ty = 21+ Ta,

(Musiker et Williams, 2015; Muller, 2016).

Rappelons que le polynéme associé a une boucle contractile est —2 et celui associé

a un courbe isotope & un point est 0.
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On peut illustrer la relation d’écheveau ainsi :

Y 71

FExemple 1.3.30. Prenons la résolution lisse donnée a la figure [1.17, On peut cal-
culer que

2 2
T1X2 = X3T4T5 + T3 + Ty,

ce qui concorde avec la relation d’écheveau.

Ceci achéve la troisiéme section de ce chapitre; nous avons listé quelques unes
des propriétés les plus importantes des algebres amassées, en particulier de celles

provenant de surface.

1.4 Catégorification

Dans cette section, nous introduisons étape par étape la catégorie amassée, qui,
comme son nom le laisse présager, nous aidera a étudier les algébres amassées a
I’aide de la théorie des catégories. Pour ce faire, nous considérons un carquois )

et un corps k algébriquement clos.

1.4.1 Algébre de chemins et catégorie de modules
Nous donnons quelques notions présentées dans (Assem et al., 2006, Chapitre IT).
Considérons @) un carquois et notons n = |Qy|.

Définition 1.4.1. Un chemin de longueur ¢ > 1 de source i et de but j (ou, plus

simplement, de 7 & j) est une suite (a1, ...,ay) ol a € 1 pour tout k > 1 et on
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s(aq) =14, blag) = s(agy1) pour tout 1 < k < £ et b(ay) = 7. Un tel chemin est

noté ay...aq et peut étre représenté comme suit :

. . a1 . Qo Qp_1 . (e 7 .
1= —>1 —> ... ——2 1 — Ul =].

Notons @, I'ensemble de tous les chemins de ) de longueur ¢. On convient d’as-
socier a chaque point a € @)y le chemin de longueur ¢ = 0, appelé le chemin

stationnaire en 7, dénoté par e;.

Remarquons que les chemins de longueur 0 (respectivement 1) sont en bijection

avec les sommets de @)y (respectivement les fleches de Q).

Ezemple 1.4.2. Prenons Q = 3 ENDYCSY
— Qo ={e1, e, €35
— Q1 ={a,8};
— Q2 ={af}
— @ = 0 pour tout k > 3.

Définition 1.4.3. L’algebre de chemins k(@) de @ est la k-algebre dont le k-
espace vectoriel sous-jacent a comme base 1’ensemble de tous les chemins ay ... ay
de longueur ¢ > 0 dans @ ou le produit de deux vecteurs de base ay...a; et

B - .. 01 est définié par

(5m Ce ﬁl)(ag . C(l) = 66(04()5([31)(5771 N 51&@ Ce Otl)

ol Op(a,),s(5;) €St le delta de Kronecker. Le produit des éléments de base est étendu

a tous les éléments de k@) par linéarité.

Exemple 1.4.4. Reprenons exemple [[.4.2 ou @ = 3 — 2 — 1. La forme générale

d’un élément x de k(@) est

T = Aie1 + Aaeg + Ageg + M+ A58 + Asaf5,
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avec \p € k pour k=1,...,6.

Le produit de deux éléments x = A1 + Agea + A3e5 + Mg + A58 + A5 et

Y = K1€] + Ko€gy + K3€3 + Ky + K5 + kg5 est donné par

Y = MK1€1 + Aako€s + Azkizes + (AMka + Aakg)o + (Aakis + Askg) B

+ ()\1/16 + )\4/‘%5 + )\61%3)@5.

Notons A l'algébre de chemins k(). Notons également mod A la catégorie des
modules (& gauche) de dimension finie sur A, c’est-a-dire la catégorie dont les
objets sont des modules de dimension finie sur A, dont les morphismes sont les
applications A-linéaires et dont la composition est usuelle pour les applications.

Cette catégorie est abélienne.

Au long de cette thése, nous utilisons une notation pour représenter les modules
sur une algebre de chemins k(@) a ’aide de chiffres de 1 & n, ot n est le nombre
de sommets de QQy. Si le chiffre ¢ apparait dans la notation d’'un module M, alors
e; M # 0. Par ailleurs, si le chiffre i est placé au-dessus du chiffre j dans la notation

de M, alors il existe une fleche i = j dans Q et aM # 0.
Ezemple 1.4.5. Considérons le module M = 3 sur lalgébre A =kQ ou Q =3 LA
2 5 1 tel que décrit aux exemples et . Soit (x1,x9,x3) € M. Alors,
1 = 0 et la multiplication par les éléments de A nous donne :
— €1(x1, 29, 23) = (0,0,0) ;
— €o(x1, 79, 3) = (0,29,0);
— e3(x1, 29, 23) = (0,0, 23) ;
— a1, 22, 23) = (0,0,0);
— B(w1, w9, 73) = (0,23,0);
— af(x1,x9,23) = (0,0,0).

Cette notation présente ses limitations, surtout quand () n’est pas un carquois de
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type Dynkin. Cependant, elle suffit pour les besoins de cette thése.

1.4.2 Catégories triangulées, dérivées et amassées

Les catégories dérivées ont initialement été étudiées par Verdier (Verdier, 1966).
Nous les définissons ici dans le cadre des algébres amassées. La présentation des
prochaines sections est inspirée du chapitre Cluster Characters de livre Homolo-

gical Methods, Representation Theory, and Cluster Algebras (Plamondon, 2018).
Premiérement, définissons les catégories triangulées.

Définition 1.4.6. Une catégorie triangulée 7 est une catégorie k-linéaire munie
d’'un foncteur de suspension, c¢’est-a-dire un automorphisme k-linéaire ¥ : .7 —
T, et d'une collection de triangles distingués (ou simplement, triangles), c’est-a-

dire des suites de morphismes de la forme
X—=>Y—>27-3%X

respectent les axiomes suivants :
(TR1) — La classe des triangles distingués est fermée par isomorphisme de
triangles.
— Pour chaque objet X, la séquence X 9 X 50— YX est un triangle.
— Pour tout morphisme X ER Y, il existe un triangle X Ly 57 59x.
(TR2) La suite X Ly %4 7225 X estun triangle si et seulement si la suite
Y% 725 ux 2 vy en est également un.

(TR3) Pour tout diagramme commutatif

Xty 9,7 1", vy

| g | |0

x Ly LW ey

~

dont les rangées sont des triangles distingués, il existe un morphisme w :
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7Z — 7' tel que le diagramme résultant soit également commutatif, c¢’est-
a~dire tel que wg = ¢g'v et K'w = (Xu)h.
(TR4) Soit les triangles

u

X—>Yi>

7' Eoex
y5 7245 x 4Ly

n

XS5 757y 459X,

Il existe un triangle
7Ly & x by

tel que I = gm, k =nf, h = (3))i, ig = (Zu)n, fj = mo.

Ce dernier axiome est appelé 'axiome octaédrique car on peut le représenter sous
la forme d’un octaédre ot les facettes formées par des triangles orientés donnent les
triangles distingués et les facettes formées par des triangles non orientés sont des
diagrammes commutatifs. Le rectangle constitué des morphismes f, j, m et v , de
méme que celui constitué des morphismes g, ¢, n et u sont également commutatifs.

Un symbole «+» sur une fleche A — B représente un morphisme A — X B.

Remarquons que ces quatre axiomes impliquent que, pour un triangle X i> y 4

Z 5 $X, on obtient gf = 0 = hg.
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Définitions 1.4.7. Un complexe d’objets de mod A est une suite de morphismes

d

di—2 di—1 K dk+1
C= ... —= (Cy > O} >y Cprp ——

telle que dyy1 o dp = 0 pour tout k € Z. Le complexe est borné s’il existe i et j
tels que Cy = 0 pour tout £ < i ou k > j et il est concentré §’il existe i tel que

Cr = 0 pour tout k # i.

Exemple 1.4.8. Prenons Q = 3 — 2 — 1 comme a 'exemple [[.4.4 Voici un
complexe d’objets de mod A ou A = kQ :

C= ... » 0 » 0 s 1 B, d> ds da

— DN W
@)
2\
e}

ou d; est I'inclusion.

Définition 1.4.9. Un morphisme de complexes f : C' — C” est une suite infinie
f = (fr)rez tel que le diagramme suivant commute, c’est-a-dire tel que fy4q0dy =

d). o fx, pour tout k € Z.

dy
Cr —— Cra

fkl lkarl

Ch a Crpa
Ezemple 1.4.10. Nous reprenons 'exemple et nous construisons un mor-

phisme de complexes :

d_ d_ d d 3 d d
G N § B RN (NP NS S N Q. BN
1
lf—1 lfo \[fl lf2 lf:&
3
s 0 s 1 < y 2 S sy 0 3
d d 1 4" 2 4 dl

Ici, dy et fi sont injectifs, tandis que d} et fy sont surjectifs.

Notons €"(mod A) la catégorie de complexes bornés de mod A. Le foncteur de
décalage, noté [1], est un automorphisme de € (mod A) défini par (C[1])r = Cry1

et par d" = —d¢, .
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Un morphisme d’homotopie nulle est un morphisme de complexes f : C' — ('
tel qu’il existe des morphismes s, : C, — C}_, pour k € Z tels que f; =
d)._ 1Sk + Spr1dy. La catégorie d’homotopie KP(mod A) de mod A est le quotient

de €P(mod A) par I'idéal de tous les morphismes d’homotopie nulle.

L’homologie d'un complexe C' en degré i est 'objet
Hl(C) = kerdi/ im difl.

Un morphisme de complexe f : C' — C” induit un morphisme Hy(f) = H,(C) —
Hi(C") pour k € Z. Un quasi-isomorphisme est un morphisme de complexes tel

que tous les morphismes induits par homologie sont des isomorphismes.

Définition 1.4.11. La catégorie dérivée bornée DP(mod A) est la catégorie obte-

nue de KP(mod A) en inversant tous les quasi-isomorphismes.

L’explication de l'inversion formelle d’'un morphisme requiert des notions sup-
plémentaires que nous n’introduisons pas dans cette thése. Briévement, les mor-
phismes de D”(mod A) peuvent étre décrits explicitement comme des toits X <
X' = Y ou X' — X est un quasi-isomorphisme et X’ — Y est n’importe quel
morphisme de complexes. Les morphismes de cette nouvelle catégorie DP(mod A)
peuvent également se calculer dans la catégorie d’homotopie KP”(mod A) a I'aide

de résolutions projectives.

Dans le cas d’un carquois () acyclique, on peut aisément décrire les objets de

DP(mod A) grace a la proposition suivante.

Proposition 1.4.12. Les objets indécomposables de D®(mod A) sont isomorphes

a des complezes concentrés indécomposables (Happel, 1988, Lemme 5.2).

Ainsi, tous les objets indécomposables de D”(mod A) sont de la forme M|[i], ot M

est un A-module indécomposable et i € Z. Ainsi, deux modules indécomposables
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M et N sont isomorphes si et seulement si leurs objets correspondants M|0] et

NJ0] dans la catégorie dérivée bornée le sont également.

Définition 1.4.13. La catégorie amassée de () un carquois acyclique est la caté-

gorie d’orbites

Co="D"(A)/(r o [1])
ou 7 est la translation d’Auslander-Reiten décrite a 'appendice [A] Les objets de
%0, appelés objets amassés, sont ceux de DP(A) et, pour tous objets X et Y,

Homg, (X,Y") = @ Hompe 4y (X, (17" 0 [1])"Y) |

neL

(Buan et al., 2006)).

FExemple 1.4.14. Prenons () =3 — 2 — 1. Notons M la classe d’isomorphie dans

la catégorie amassée de I'objet M dans la catégorie dérivée bornée.

Nous représentons ici la catégorie amassée en écrivant tous les objets indécompo-
sables et en ajoutant autant de fleches d’un objet & un autre que la dimension de
I’espace vectoriel des morphismes irréductibles entre ces deux objets.
§V 5 _
1[1]
/ \ / \ ya \ / \ / \

1

1.4.3 Propriétés de la catégorie amassée

Proposition 1.4.15. Toute catégorie amassée est
— triangulée (Keller, 2005) et le foncteur de suspension est le foncteur de

décalage [1] induit de la catégorie dérivée ;
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— 2-Calabi-Yau, c’est-a-dire que pour tous objets amassés X etY, il y a un

isomorphisme fonctoriel
Homg, (X, Y[1]) = D Home, (Y, X[1]),

ot D = Homy(—, k) (Keller, 2005) ;

— Krull-Semidt c¢’est-a-dire que tout objet amassé est isomorphe a une somme
directe d’objets indécomposables et cette décomposition est unique a iso-
morphisme prés et a permutation des facteurs pres, (Buan et al., 2000,

Proposition 1.2).

Exemple 1.4.16. On retrouve, par exemple, le triangle suivant dans la catégorie

amassée décrite a 'exemple [1.4.14]:

—_—

PRRSTIIRE I P
Définition 1.4.17. Un objet amassé¢ X est rigide si Homy, (X, X[1]) = 0.

Ezemple 1.4.18. Reprenons l'exemple [[.4.14] et considérons I'objet amassé¢ X =

3
2@%[1]. On a

3
Homg, (X, X[1]) = Homg, | 2@ %[1], ie3| =o.

Il s’agit donc d'un objet rigide.
Définition 1.4.19. Un objet amassé T est inclinant-amassé si :
i) T est rigide;

ii) pour tout objet X, Homg, (T, X[1]) = 0 si et seulement si X est une somme

directe de facteurs directs de 7.

Dans cette thése, nous supposons de plus que tous les objets inclinants-amassés
sont basiques, c’est-a-dire que leurs facteurs directs sont tous deux a deux non

isomorphes.
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Ezemple 1.4.20. Reprenons l'exemple [1.4.14] et considérons l'objet amassé T' =

- 3
1® % @ 3. D’une part,

3 3
Homg, (T, T[1]) = Homy, | 1® % @3, 1[1] @ %[1] ®2| =0,

ce qui en fait un objet rigide. D’autre part, si X est un objet indécomposable et

—_—

que Home, (T, X[1]) = 0, alors X[1] = 2, Tl/] ou %[1] et donc, X est un facteur
direct de T. De méme, si X est une somme directe de facteurs directs de T,

Homg, (T, X[1]) = 0. Ainsi T est un objet inclinant-amassé.

Proposition 1.4.21. Un objet inclinant-amassé a n facteurs directs indécompo-

sables (non isomorphes) (Buan et al., 2006, Théoréme 3.3).

Proposition 1.4.22. (Buan et al., 2006) Toute catégorie amassée posséde des

objets inclinants-amassés.

Exemple 1.4.23. Pour toute catégorie amassée, la somme directe de tous les objets

projectifs indécomposables forme un objet inclinant amassé.

Définition 1.4.24. Deux objets amassés X et Y sont compatibles si

Homg, (X, Y[1]) = 0 = Homg, (Y, X[1]).

Ezemple 1.4.25. Nous avons déja calculé a I'exemple [1.4.18] que 2 et %[1] sont

compatibles.

Pour deux objets amassés, notons Exte, (X,Y) = Homg, (X, Y[1]). Par ailleurs,

notons add X la catégorie additive engendrée par les facteurs directs de X.

Remarque 1.4.26. Soit {X1,..., X} un ensemble maximal d’objets rigides in-

décomposables deux a deux compatibles. Notons X = @,_, Xi. D'un coté,



37

Exte, (X, X) = 0 et, d'un autre coté, si Exte, (X,Y) = 0 pour un objet ri-
gide et indécomposable Y, alors Y est dans add X. Ainsi, X est inclinant-amassé

si tous les objets de € sont rigides.

Réciproquement, si @~ X}, est un objet inclinant-amassé, alors {Xy,..., X,,}

est un ensemble maximal d’objets deux a deux compatibles.

1.4.4 Propriétés des objets inclinants-amassés

Proposition 1.4.27. Soit X = @Z;i X un objet rigide et basique avec X; un
objet amassé indécomposable, pour i = 1,....,n — 1. Il existe exactement deux
objets amassés indécomposables Y et Z non isomorphes tels que X @Y et X & Z

soient des objets inclinants-amassés (Buan et al., 2000, Théoréme 6.8).

—

FExemple 1.4.28. Comme a ’exemple [1.4.18] prenons 1'objet rigide X = 2@ :%[1]

Les deux seuls objets inclinants-amassés a 3 facteurs directs indécomposables dont

X est facteur direct sont ,%v D2® %’[1] et 2@ /[\1/] ® %[1]

Cette derniére définition nous ameéne a définir un concept de mutations sur les
objets inclinants-amassés. Pour un objet amassé X, notons |X| le nombre de ses

facteurs indécomposables.

Définition 1.4.29. Soit X un objet amassé tel que | X| =n—1et Y et Z deux
objets indécomposables tels que X @Y et X @& Z soient des objets inclinants-
amassés. La mutation en Y de X @Y, notée puy (X @Y), est uy (X dY) =X B Z.

Il est clair que la mutation est un procédé involutif.

Proposition 1.4.30. Tous les objets inclinants-amassés de €q sont reliés par

suite de mutations (Buan et al., 2006, Proposition 3.5).
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Fxemple 1.4.31. Prenons ) = 1 < 2 et représentons toutes les mutations entre

tous les objets inclinants-amassés.

Remarquons que ceci a la méme forme que le graphe d’échange de A, décrit a

I’'exemple [1.1.20]

1.5 Lien entre algébres amassées et catégories amassées

Soit @ un carquois acyclique de type Dynkin et (X, () une graine.

Proposition 1.5.1. [l existe un application bijective entre [’ensemble des variables
amassées de o/ (X, Q) et U'ensemble des objets indécomposables de 6g telle que
deux variables amassées sont compatibles si et seulement si leur image par cette
application lest (Caldero et Chapoton, 2000; Caldero et Keller, 2000; |Caldero et
Keller, 2008; Buan et al., 2007d; |Buan et al., 2007b|).

Cette bijection en induit donc une entre les amas de 1'algébre amassée et les objets

inclinants-amassés de la catégorie amassée.

Exemple 1.5.2. Prenons le carquois ) = 1 < 2, dont l'algebre amassée qu’il
engendre a été étudiée a I'exemple|1.1.20/et dont ’ensemble des objets inclinants-

amassés dans la catégorie amassée associée ont été listés a 'exemple [[.4.3T} Nous
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—

avons la bijection suivante qui préserve la compatibilité des objets : z7 — 1[1],

To > (1), 2L 1 2EL D of Zihratl 2
1 ’ 7 xo xr1To 1






CHAPITRE II

ASSOCIAEDRE GENERALISE

L’associaédre a été initialement défini comme un polytope dans R™ dont les som-
mets correspondent aux différents parenthésages d’un mot de n + 2 lettres, (Ta-
mari, 1951} [Stasheff, 1963)). Deux sommets sont liés par une aréte si l'un s’obtient
a partir de l'autre par une unique application de la régle d’associativité. Or, a
un parenthésage d’'un mot a; ...a,2 de n + 2 lettres, on peut associer de fagon
bijective une triangulation du n + 3-gone. Pour ce faire, on numérote les sommets
du n + 3-gone de 1 a n + 3 et on ajoute un arc entre les sommets 7 et 5 s’il y a

une paire de parenthéses s’ouvrant en a; et se fermant en a;_;.

FExemple. La figure représente l’associaédre donné par le parenthésage d’un
mot de quatre lettres, ainsi que les triangulations du pentagone correspondant a

chaque parenthésage.

Il s’avére que les sommets de ’associaedre correspondent également aux triangu-
lations d'un n + 3-gone et les arétes, aux flips. On peut donc également voir 1’as-
sociaédre comme une réalisation du graphe d’échange de A,,, ¢’est-a-dire comme
un polytope dont les sommets correspondent aux amas d'une algébre amassée de

type A,, et dont les arétes correspondent aux flips reliant ces amas.

Définition 2.0.1. L’associaédre généralisé, ou plus simplement associaédre, est

une réalisation du graphe d’échange d’une algébre amassée (pas nécessairement
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Figure 2.1. Projection dans R? de I’associaédre donné par le parenthésage d’'un

mot de quatre lettres avec la triangulation du pentagone associée a chaque mot

de type A,,).

Récemment, Arkani-Hamed, Bai, He, et Yan ont développé une nouvelle construc-
tion de I'associaedre pour une algebre amassée obtenue a partir d’un carquois de
type A, linéairement orienté en établissant un lien avec la théorie des amplitudes
de diffusion en physique, (Arkani-Hamed et al., 2018)). Leur construction a été
généralisée en considérant tous les carquois acycliques de type Dynkin et expli-
quée par la théorie de la représentation, (Bazier-Matte et al., 2018). Ce chapitre
généralise a son tour une partie des résultats de cet article en réalisant ’associa-
édre d’une algébre amassée obtenue a partir de tous carquois de type Dynkin, pas

forcément acyclique.

Nous commencons le chapitre en introduisant plusieurs notions mathématiques
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essentielles a la fois pour expliquer notre construction de l’associaédre (comme
les algebres inclinées-amassées a la section [2.1.1)) et pour prouver la validité de
cette construction (comme les classes de torsion a la section [2.1.2]et les index a la
section . Nous détaillons ensuite la construction de ’associaédre a la section

2.2] Nous montrons qu’il correspond a I’enveloppe convexe des vecteurs dimension

des sous-modules d'un certain module donné (sections [2.3.1], [2.3.2} [2.3.3)). Grace

a ce résultat, nous démontrons la validité de notre construction a la section [2.3.4]
Finalement, nous donnons quelques-unes de ses propriétés a la section [2.4] comme
le fait que les normales a ses facettes sont des g-vecteurs ou son lien avec le treillis

des classes de torsion.

2.1 Préliminaires

2.1.1 Algébre inclinée-amassée

Soit un carquois ) de type Dynkin & n sommets et soit %, la catégorie amassée

formée a partir de Q.

Définition 2.1.1. Soit 7" un objet inclinant-amassé de %,. L’algébre d’endomor-

phismes Endg, T" est une algebre inclinée-amassée.

Tout au long de ce chapitre, nous considérons 7" un objet inclinant-amassé de la
catégorie amassée 6 et B 'algébre inclinée-amassée d’endomorphismes sur 7" :
B = Endg, T Nous considérons également mod B, la catégorie des B-modules.
En vertu de la proposition décomposons 1" en somme directe d’objets
indécomposables : T' = @;_, Tj.

Ezemple 2.1.2. Reprenons les exemples [1.4.14] et [1.4.20(avec T = 1@ % @ 3: nous

numérotons 1} = T, T = % et T3 = 3. Considérons lalgebre B = Endg, T'.

Nous illustrons ici cette algebre en écrivant tous ses modules indécomposables en



44

plus du module 0 et en ajoutant entre deux modules un nombre de fleches égal

a la dimension de l’espace vectoriel des morphismes irréductibles entre ces deux

modules.
0 Homg, (T, i%;) 0 Homg, (T , T)
NN SN SN S
o (13) o, (13) e, (1. 7)o, (11
/ NS
Homg, (T 1) \ / Homyg, (T §> \ / \

Afin d’alléger I’écriture des B-modules, notons les modules simples de 1'algébre

B par Homg, <T, %) = a, Home, (T, g) = b et Homg, (T, %[1]) = c. En outre,

notons Homg,, (T, T) = ¢, Homg, <T, %) = !, et Homg, <T, g) = . Cette
notation sera justifiée par le calcul du carquois ordinaire de B, introduit un peu

plus tard.

La catégorie mod B peut ainsi étre décrite plus succinctement a la figure 2.2

b a
. a/a\b C/C\a
N, N, N\
. )

Figure 2.2. Catégorie de modules sur ’algebre B

Il y a naturellement un foncteur entre la catégorie amassée et la catégorie de
modules sur B :

Homg,, (T, —) : 64 — mod B,

qui envoie 'objet X vers Home, (T, X). Les modules projectifs indécomposables

de mod B sont de la forme P, = Hom, (7, T}) pour k = 1,...,n, tandis que les
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modules injectifs indécomposables de mod B sont de la forme Homg, (7', T%[2])

pour k=1,...,n.

Proposition 2.1.3. Le foncteur Homg, (T, —) induit une équivalence de catégo-
ries k-linéaires entre 6g/(add T[1]) et mod B (Buan et al., 2007a, Théoréme

Ceci implique que, pour un objet amass¢ X de €, Home, (T, X ) = 0 si et seule-
ment si X appartient a add T'[1].

Le foncteur Home,, (T, —) envoie les triangles de %
X =Y —Z—X|[]]

sur des suites exactes longues de mod B

-+ — Homg, (T, Z[~1]) — Home, (T, X)) — Home, (T,Y)
— Homg, (T, Z) — Homg, (T, X[1]) — ...
Définition 2.1.4. Un triangle presque scindé (ou d’Auslander-Reiten) dans g
est un triangle X Ly s zh X[1] tel que :
i) X et Z sont indécomposables;
ii) le triangle n’est pas scindé;
iii) tout non-isomorphisme U — Z, ou U est un objet indécomposable, se facto-
rise par g;
iv) tout non-isomorphisme X — V', ou V est un objet indécomposable, se facto-
rise par f,

(Happel, 1988).

Exemple 2.1.5. Reprenons I'exemple [1.4.14] Le triangle

—_—

’3% @3 -2 ;f (2.1)
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est presque scindé, tandis que le triangle

(2.2)

ne l'est pas.

Proposition 2.1.6. Un triangle presque scindé X —Y — Z — X[1] est déter-

miné, a isomorphisme pres, par X, (Happel, 1988).

Proposition 2.1.7. Les suites presque scindées (respectivement, les morphismes

minimauz G gauche presque scindés) de mod B sont induites par le foncteur
Homg, (7', —)

des triangles presque scindés (respectivement, les morphismes minimaux ¢ gauche
presque scindés) de €q, (Auslander et Reiten, 1977) et (Buan et al., 2007a,

Proposition 3.2).

FExemple 2.1.8. La suite exacte presque scindée de B-modules
0—bb— g —c—0

provient du triangle presque scindé donné a ’exemple [2.1.5

—_— —

5o 11 ®3 - 1] > 2.
Proposition 2.1.9. (Buan et al., 2007a, Corolaire 2.3) Il y a un nombre fini de
B-modules indécomposables, soit autant que de kQ-modules indécomposables.
Notons N le nombre de B-modules indécomposables et notons P; le projectif en
i, pourt=1,...,n.

Définition 2.1.10. Le vecteur dimension d’'un B-module M est

dim(M) = (dim Hompg(Py, M), ..., dim Homg(P,, M))
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FExemple 2.1.11. Reprenons 'algebre B donnée & 'exemple [2.1.2] Ses projectifs

indécomposables sont Py = ¢, P, =% et Py = §. Calculons dim (a*> ® %) :

dim <a2 ® g) = <dim Homp (CCL, a’ @ g) ,dim Homp (2, a’ @ g) )
dim Hompg <g, a’ ® g))

= (3,0,1)

Remarquons que le vecteur dimension d’'un B-module M correspond également &

la multiplicité des modules simples dans toute suite de composition de M.

Carquois ordinaire d’une algébre

Nous travaillons a obtenir I’associaedre de 'algébre amassée donnée non pas par le
carquois () — que nous prenons forcément acyclique — mais par le carquois associé
a 'algébre B, qui peut contenir des cycles orientés. Nous donnons la construction

de ce carquois Qg dans cette sous-section.

Définition 2.1.12. Le radical (de Jacobson) rad A d’une k-algébre A est I'inter-

section de tous les idéaux a droite maximaux de A.

Ezxemple 2.1.13. Reprenons 'exemple [2.1.2] et calculons rad B :

3 3 .
rad B = Homg, 1,% @ Homyg, %, 3 | © Homg, (3, 1) )

Pouri = 1,...,n, il existe un idempotent primitif e; de B tel que Homg,, (T, T;) =

el-B.

Définition 2.1.14. Le carquois ordinaire (Qp de 'algébre B est un carquois tel
que :

— Densemble des sommets de Qg est en bijection avec {ej,...,e,}.



48

— pour deux sommets ¢ et j de Qp,
|Q(i, j)| = dim (e;(rad B/ rad” B)e;) .

Fxemple 2.1.15. Reprenons 'exemple [2.1.2] et calculons le carquois QQp ou B =
Endy, (Ty ®© To © T3) avec Ty = 1T, = % et Ty = 3. D’abord, précisons que ey,
est le morphisme identité de Home, (T}, Ty) et que rad? B = 0. Notons I’ensemble
des sommets de Qg par {a,b,c} o le sommet a correspond & e, le sommet b
correspond & ey et le sommet ¢ correspond & es. Ainsi, on trouve |Q(a,b)| =

|Q(b,¢)| = |Q(c,a)| =1 et que, pour les autres choix de i et j, |Q(i,7)| = 0. Le

carquois @ p est illustré a la figure 2.3

a
c+——p
Figure 2.3. Carquois ordinaire de 'algébre B

Remarque 2.1.16. Soit Py, ... P, les modules projectifs de k@ et /]5;, . ,ﬁ; les
objets inclinants-amassés correspondants. L’objet P = @Zzl/ka est un objet
inclinant-amassé, car Home, (é,]%[l]) = 0 pour tous ¢,j = 1,...,n. Notons

C Palgebre inclinée-amassée C' = Endg, P. On a C' = kQ et Q¢ = Q°P.

Proposition 2.1.17. Soit U et ux(U) deux objets inclinants-amassés qui s’ob-
tiennent par mutation l’'un a partir de l'autre, C = Endg, U et C" = Endg, ux(U)
les algébres inclinées-amassées correspondantes. Notons i le sommet de Q¢ associé

a l'objet indécomposable X, c’est-a-dire le sommet associé a Endg, (X, X). Alors,

Qo = 11i(Qc),

(Buan et al., 2008).
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Ezemple 2.1.18. Reprenons l'algebre B = Endg, T' donnée a Pexemple [2.1.2) ou
T=1® % @ 3. Mutons T en % pour obtenir 7"

Soit B" = Endy, T". On calcule que le carquois ordinaire Qp de B’ est
1+ 2+ 3.

Ainsi, p2(Qp) = Qp, comme on peut facilement vérifier en utilisant ’algorithme

de S. Fomin et A. Zelevinsky présenté a la section [[.I] du chapitre [I}

2.1.2 Classes et paires de torsion

Notre construction de ’associaedre s’appuie également beaucoup sur les classes de
torsion et leur bijection avec les objets inclinants-amassés. Les notions que nous
présentons sur les classes de torsion serviront a la section [2.3] afin de démontrer la

validité de notre construction, que nous présenterons plus tard, de I'associaédre.
Définitions et propriétés

Nous définissons ici les classes de torsion et sans torsion dans le cadre qui nous
intéresse, soit celui de la catégorie mod B pour B une algébre inclinée-amassée,

méme s’il est possible de les définir dans un cadre beaucoup plus large.

Définition 2.1.19. Une classe de torsion de mod B est une sous-catégorie pleine
de mod B stable pour les quotients et les extensions. Une classe sans torsion de
mod B est une sous-catégorie pleine de mod B stable pour les sous-modules et les

extensions.

Notons (Mj, ..., M,) la sous-catégorie additive de mod B engendrée par M, ...,
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M, c’est-a-dire la catégorie dont les objets ont comme seuls facteurs indécompo-

sables My, ..., M,.

FExemple 2.1.20. Reprenons ’algébre B décrite a I’exemple|2.1.2 La sous-catégorie
T = (b,c, b ) est une classe de torsion de mod B, tandis que .# = (c, &) est

une classe sans torsion de mod B.

Définition 2.1.21. Une paire de torsion (7, F ) est une paire de sous-catégories

pleines de mod B avec .7 et % tels que :
i) Homg(M, N) = 0 pour tout M dans .7 et tout N dans .#
ii) si Homp(M, —)|, =0, alors M est dans .7 ;

iii) si Homp(—, N)|, =0, alors N est dans .#.

Ezxemple 2.1.22. La paire ({a, ), (b,c, )) est une paire de torsion sur 'algébre B
décrite a 'exemple 2.1.2]

Proposition 2.1.23. Si (7 ,.%) est une paire de torsion, alors 7 est une classe

de torsion et F est une classe sans torsion.

Par ailleurs, pour toute classe de torsion 7, il existe une classe sans torsion F
telle que (7, F) soit une paire de torsion. Similairement, pour toute classe sans
torsion .F , il existe une classe de torsion T telle que (7 ,.F) soit une paire de

torsion.

Exemple 2.1.24. Reprenons la classe de torsion (b, ¢, 2, §) et la classe sans torsion
(c, @) de I'exemple [2.1.20] et la paire de torsion ({(a, %), (b,c, §)) de[2.1.22] Remar-
quons que (a, ¢) est une classe de torsion, que (b, ¢, ;) est une classe sans torsion

et que ((b,c, 2, ¢),(a)) et ({a,b,b),(c, ¢)) sont des paires de torsion.

7@71)

Proposition 2.1.25. Soit .7 une classe de torsion de mod B et M un B-module.
1l existe un sous-module de M, appelé partie de torsion de M par rapport ¢ 7

et noté t 7 M tel que to M soit le plus grand sous-module de M contenu dans 7,
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c’est-a-dire que tous les sous-modules de M contenu dans 7 sont des sous-modules

de tyM.

FExemple 2.1.26. Reprenons l'algebre B décrite a 1’exemple et la classe de
torsion % = (b,c, b, §) décrite a 'exemple 2.1.20] Considérons le B-module M =

a’® @ ¢. Sa partie de torsion par rapport & % est c.

Proposition 2.1.27. Soit (7, %) une paire de torsion de mod B et M un B-

module. Le module M /t7M est le plus grand quotient de M contenu dans 7 .

Ezemple 2.1.28. Reprenons les exemples [2.1.24] et [2.1.26] et remarquons que a® est

le plus grand quotient de M contenu dans (a).

La définition des classes de torsion et des classes sans torsion leur donne naturel-

lement une structure de treillis, tel que stipulé dans la prochaine proposition.

Proposition 2.1.29. Les classes de torsion (sans torsion, respectivement) sur
B forment un treillis par inclusion. L’infimum de deux classes de torsion (sans
torsion, respectivement) est leur intersection et leur supremum est linfimum de
toutes leurs bornes supérieures, (lyama et al., 2015, Théoréme 1.3 et Proposition

2.3).

Exemple 2.1.30. Construisons a la figure [2.4] le treillis des classes de torsion pour

l'algébre B décrite a 'exemple 2.1.2]
Lien avec les objets inclinants-amassés

Définition 2.1.31. Soit % une classe de torsion de B. Un objet M de % est
Ext-projectif sur % si Exth(M, %) = 0.

Soit % une classe de torsion. Notons P(% ) la somme directe de chaque objet de

% indécomposable Ext-projectif sur % .
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Figure 2.4. Treillis des classes de torsion sur l'algebre B

Exemple 2.1.32. Reprenons la classe de torsion Z = (b,c, b, ) de 'exemple

2.1.20l La suite exacte courte
0—b— g —c—0
nous assure que Extp (¢, %) # 0. Toutefois, Exty, (b, %) = 0, Exty (2, %) =0 et

Exty (5,%) =0. Ainsi, P(Z)=b® ? @ §.

Pour un B-module M, notons également Gen M la catégorie de tous les quotients

de sommes directes de copies de M.

Proposition 2.1.33. Soit T' un objet inclinant-amassé de la catégorie amassée
Gq et B =Endg, T. Il y a une bijection entre les classes de torsion % de mod B

et les objets inclinants-amassés U donnée par
U — U, & Ug[l],

ot Uy @Us[1] est un objet inclinant-amassé tel que Homg, (T, Uy © Us[1]) = P(% ),

tel que Uy n’a aucun facteur direct appartenant & addT[1] et tel que Uy est une
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somme directe mazvimale de facteurs Ty de T tels que Homg, (T}, U1) = 0, et par
U — Gen Homg, (T, U1),

ou U = Uy @ Us[l] et Us[l] est une somme directe mazimale de facteurs de U

appartenant o add T[1] (Adachi et al., 2015, Théorémes 2.7 et 4.1).
Ezemple 2.1.34. Reprenons 'exemple [2.1.32] avec % = (b,c, 2, ) et P(%) =
b@® b @ §. On obtient

Homg, <T,§69 % @§> =P(%).

De plus,

Homyg, (Tk,g@ % @g) #0

@ 3.

HMCO?

pour tout facteur T) de T. Donc, I'objet inclinant associé & % est 37 &)

R e , 3 = . .
Inversement, a 'objet inclinant-amassé U = 3 & 2 @ 3, on lui associe la classe de

torsion

% = Gen Hom% T, ;’ e

®3

— DO WL

= Gen (v b ap)
:<b,c,2,g>.

La bijection entre les objets inclinant-amassés et les classes de torsion nous permet

de formuler la proposition suivante.

Proposition 2.1.35. Dans le treillis des classes de torsion, une classe de torsion
en couvre une autre si et seulement si les objets inclinant-amassés associés a ces
classes s’obtiennent l'un & partir de l'autre par une mutation, (Adachi et al.,

2013, Théoréeme 3.3).
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2.1.3 Index et g-vecteurs

Tout comme les classes de torsion, les index et les g-vecteurs jouent un role primor-
diale dans la démonstration de la validité de notre construction de 'associaédre.

Nous les introduisons donc ici en donnant quelques unes de leur propriétés.

Soit U = @;_, U; un objet inclinant-amassé et soit X un objet de la catégorie

amassée. Il existe un triangle

Uy — U, = X = Up[l], (2.3)
avec U,, Uy € add U, (Keller et Reiten, 2007).
Précisons qu’en général, un tel triangle n’est pas presque scindé.

Définition 2.1.36. (Palu, 2008)) Reprenons la notation introduite ci-dessus et
écrivons U, = @r_, U et Uy, = @)_, Ul*. L'index de X par rapport a U est

indy X = (a3 —by,...,a, — by).

Si U =T, on dit alors que indr X est le g-vecteur de X, noté g(X).

On note g(X)x = ar — by pour k =1,...,n.

Bien que le triangle (2.3)) n’est pas unique, 'index est tout de méme bien défini.

Ezemple 2.1.37. Reprenons la catégorie amassée ¢ décrite a I'exemple [1.4.14]

I'objet inclinant amassé 7' = 1@ % @3 décrit a I'exemple [1.4.20[ et la numérotation

—ow)

des facteurs indécomposables donnés a 'exemple|2.1.2], ¢’est-a-dire T} = T, T =

et Ty = 3. Calculons g <% [1]) Il existe un triangle

Ainsi, g<§[1]> = (0,-1,1).
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Notons G, (ou simplement ) la matrice des g-vecteurs de tous les objets amassés
indécomposables, c’est-a-dire la matrice dont les colonnes sont g(X) pour chaque

objet amassé indécomposable X de €.

FExemple 2.1.38. Reprenons 'exemple et calculons G. Chaque objet amassé
indécomposable est inscrit au-dessus de la colonne a laquelle il est associé. Nous

garderons cet ordre pour tous les autres exemples & partir de 6y, tel que défini a

I'exemple [I.4.14] On obtient

T3 3 3 om s fm 3
11 0 0 -1 -1 0 0 0
G=|0 0 1 0 1 O 0 -1 -1
0O -1 0 -1 0 0o 1 1 0

Remarque 2.1.39. Soit T; un facteur direct indécomposable de T'. Son g-vecteur

est e;, le vecteur de base standard. En effet, il existe un triangle
0—=T, =T, —0,

d’ou le résultat.
Similairement, le g-vecteur de T;[1] est —e;, ce qu'on constate avec le triangle

Ti — 0 = Ti[1] — T;[1].
Notons également Gy la matrice des g-vecteurs d’un objet inclinant-amassé U. La
matrice Gy est donc composée d’un sous-ensemble des colonnes de G. De maniére
plus générale, notons GY; la matrice des index par rapport & un objet inclinant-
amass¢ V' d’un objet inclinant-amassé U. Remarquons donc que Gy = G;, cest-

a-dire que 1'objet par rapport auquel les index sont calculés n’est pas indiqué s’il

s’agit de T

Etablissons quelques propriétés des g-vecteurs et des index.
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Proposition 2.1.40. Soit T' et U des objets inclinants-amassés et B = Endg, T

a) Il y un lien entre la matrice des index par rapport a T des facteurs directs de

U et celle des index par rapport a U des facteurs directs de T :

(Gh)e) ™" = (Gggg;)%op ,
ot D(U) = Homy (U, k) et D(T') = Homy (7', k).
b) L’ensemble des index des facteurs directs d’un objet inclinant-amassé est li-
néairement indépendant. Plus précisément,

det (GU) = =+1.

c) Soit X — Y — Z — X[1] un triangle de 6q induisant une suite presque

scindée de B-modules. Alors

inT X + inT Z = inT Y (24)

La partie [a] est une réécriture d’une conséquence directe du théoréme 1.2 et de
I'égalité 1.13 de (Nakanishi et Zelevinsky, 2012) et la partie[b] découle directement
le de la partie |z__1] La partie [c| est un cas particulier de (Palu, 2008, Proposition
2.2).

2.2 Construction de ’associaédre

Rappelons que nous avons fixé au début de la section[2.1Jun objet inclinant-amassé
T a partir duquel nous calculons I'algeébre d’endomorphismes B = Endg, T'. Tel
que mentionné précédemment, nous continuons de considérer cet objet 1" tout au

long de ce chapitre.

Remarquons que, puisqu’il y a N B-modules indécomposables, c¢’est-a-dire N mo-

dules non nuls de la forme Homs,, (7', X') avec X un objet amassé indécomposable,
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il y a N + n objets amassés indécomposables, en ajoutant ceux de la forme T;[1]
pour i = 1,...,n. A chacun de ces N 4+ n objets amassés indécomposables X, as-
socions une indéterminée xx. Puis, & chacun des N B-modules indécomposables

M, fixons une constante naturelle (possiblement nulle) c¢;;.

En vertu de la proposition 2.1.6] chacun des N objets amassés indécomposables
X tels que X # T;[1] pour un certain ¢ = 1,...,n détermine un unique triangle
presque scindé X — Y — Z — X[1] de 6y, a isomorphisme prés. Pour chacun de

ces N triangles presque scindés, considérons la relation de maille cpr-déformée -
l’X—l—l‘Z:.Z'y—i-CM, (25)

ot M = Home, (T, X) et ot zy = > @y, st Y s’écrit comme somme directe
d’objets indécomposable Y = @, V. Notons ¢ le vecteur contenant chacune

des constantes ¢y pour M un B-module : ¢ = (¢i) yyemod 5

L’ensemble de toutes ces relations de mailles, que nous appelons les relations de

mailles c-déformées, définissent un espace affine de solutions, &,.

FExemple 2.2.1. Soit () le carquois contenant un seul sommet et aucune fléche et
soit B = k@. Il y a un seul k@-module indécomposable, noté 1 et deux objets

amassés indécomposables, notés 1 et 1[1]. Il y a donc deux indéterminées z7 et

T reliées par I’équation 7 + Ty = C1- Tlustrons &, :

Ecrivons

U, = E.NRYT™,

ol, tel que défini précédemment, N est le nombre de modules indécomposables
sur B, n est le nombre de sommets de ) et N + n est le nombre d’objets in-
décomposables de 6. Il s’agit de I'espace des solutions des relations de mailles

c-déformées avec xx > 0 pour chaque objet amassé indécomposable X.

Ezemple 2.2.2. Reprenons I'exemple [2.2.1] et illustrons U, :
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N 5

c

Figure 2.5. L’espace &, pour () de type A,

1)

C1

Figure 2.6. L’espace U, pour () de type A,

Considérons 'application
T & — R"
(7x)xeind %o T (wTi[l])izl,.,.n

Cette application projette chaque point de U, sur ses coordonnées correspondant

aux facteurs directs de T' décalés.

Définissons A, = w(U,).

Exemple 2.2.3. Reprenons 'exemple 2.2.T] et illustrons A4, a la figure :

Si ¢y > 0 pour tout B-module indécomposable M, notons ¢ > 0. Le reste de ce
chapitre servira a prouver le théoréme suivant, puis a présenter les propriétés de

cet, associaédre.

Théoréme 2.2.4. Si ¢y > 0 pour tout B-module indécomposable M, alors [’es-
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1

¢ + A

0

Figure 2.7. L’espace A, pour () de type A;
pace A, est une réalisation de l'associaédre de ['algébre amassée donnée par Qp.

2.3 Démonstration de la validité de la construction de ’associaédre

Dans cette section, nous énoncons plusieurs résultats sur les espaces &, U, et A,

pour prouver a la toute fin que A, est un associaédre.

2.3.1 Caractérisation de points de &, et U,

Afin de prouver que A, est une réalisation de ’associaédre, nous caractérisons
remiérement les points de .. D’abord, nous donnerons un seul point de &., puis
(4 ? CH

nous calculerons & afin de pouvoir décrire &, a partir de notre solution particuliére.

Ecrivons

M= @ M.

Meind B
Rappelons qu’en vertu du corolaire [2.1.9] il n’existe qu'un nombre fini de B-

modules indécomposables puisque () est un carquois de type Dynkin. Définissons

le point v, de U, par v, = (vx)xecind %y, OU
vx = dim (Homp (Hom,, (T, X), M.)) .
Ezxemple 2.3.1. Reprenons la catégorie amassée de exemple [1.4.14] Ecrivons M. :

ca b cc
Mg:ac“@bcb@c%@g c @Za@gb
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Calculons v, (I'ordre des coordonnées et celui fixé a I’exemple [2.1.38)) :

v, = <Cccz +co+cu,co+cCh,ch +cb+Cg,O,cb—|—cIc),0, ce +CC+Cg,CC+Cg, 0 )
a a a

i : R R T 21

(1]

=W
=W

Remarquons que v, est un point de U,. En effet, ce point respecte chacune des
relations de maille c-déformées. Par exemple,
vy +v5==cCa+cC,+Cp =V5 + Ca
c a i c

Vg U3 =Cq+ Cp —I—Cb—FCg =V3 +V5+¢Cq
1 2 a

=N

Par symétrie, il en est de méme pour toutes les autres mailles.

Lemme 2.3.2. Le point v, appartient a Ue.

Pour alléger la preuve suivante, si X = @; , X; avec Xi,...,X,, des objets

indécomposables, notons vy = Y ", vx,. Par ailleurs, nous référons a plusieurs

notions de 'appendice [B]
Démonstration. Soit M un B-module indécomposable. Vérifions que v, respecte
la relation de maille contenant c;y.

Premiérement, supposons que M n’est pas un module injectif. Dans ce cas, il

existe une suite presque scindée dans mod B
0—>M—M — M —0. (2.6)

ot M” = 77'M. Ecrivons M = Homg, (T, X), M’ = Homg, (T, X') et M" =
Homg, (T', X") avec X et X" des objets indécomposables de €, X. En vertu de la

proposition [2.1.7], il existe un triangle

X—>XoaY - X" — X[1]
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avec Y un objet amassé tel Homg, (T',Y") = 0. Nous cherchons & vérifier que
Ux +Uxr = Ux/ + Vy + Cp.
Pour ce faire, nous utilisons les notions contenues dans ’appendice [B]

Par construction, vy = 0. En vertu de la proposition [B.2|[b] la suite presque scindée
(2.6) dans mod B induit une suite exacte dans la catégorie de foncteurs Fun B
définie & appendice [B] :

0 — Homp(M",—) — Homp(M', —) — Homp(M,—) — Sy — 0,

ot Sy est le foncteur simple en M. Appliquons les foncteurs & M. pour obtenir

une suite exacte de k-modules :
0 — Homp(M", M,) — Hompg(M', M,.) — Homp(M, M.) — Sy (M,.) — 0.
Alinsi,

vx 4+ vxr» = dim Hompg (M, M,) + dim Homg(M", M)

= dim Homp(M', M,) + dim Sy (M,)

= vy + dim Sy, ( @ NCN>

N¢gind B

= vy +dim [ Sy (M) @ Sy | € N

= Ux + CM,
ce qui est le résultat attendu.

Deuxiémement, supposons que M est un module injectif non simple; on peut
donc écrire M = Homg, (T, T;[2]) pour un certain ¢ = 1,...,n. L'injectivité de

M implique qu’il existe un morphisme minimal a gauche presque scindé f : M —
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M /soc M dans mod B, (Assem et al., 2006, Proposition 3.5 b), Chapitre IV).
Ainsi, en vertu de la proposition [2.1.7] il existe un triangle dans %5

T2] % X — 7' T2 — T3,

ott Homg, (T, X) = M/soc M et o1 ¢ est un morphisme minimal a gauche presque

scindé. Remarquons que 7'7T;[2] = T;[1].
Nous cherchons a vérifier que

vry2 + U1 = Ux + Car (2.7)
Soulignons que vz, = 0 par construction de v,.

Continuons d’utiliser les notions contenues dans ’appendice En vertu de la
proposition [B.2)a], la suite presque scindée 2.6 dans mod B induit une suite exacte
dans Fun B :

0 — Hompg(M/soc M, —) — Homp(M,—) — Sy — 0.
Appliquons les foncteurs & M, pour obtenir une suite exacte de k-modules :
0 — Hompg(M/soc M, M.) — Homp(M, M.) — Sy (M.) — 0.
Ainsi,
vr,jg) = dim Homp(M, M,)

= dim Hompg(M/ soc M, M..) + dim Sy, (M,)

= vx + dim Sy, ( @ NCN>

N¢gind B

:U)(—i-dim SM(MCM)EBSM @ NN

Neind B
N£M

:UX+CM,
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ce qui est le résultat attendu.

Finalement, supposons que M est un module injectif simple. On peut encore
écrire M = Homg,, (7, T;[2]) pour un certain ¢ = 1,...,n. Par ailleurs, il n’existe
aucun B-module N différent de M tel qu’il existe une application M — N. Par

conséquent, il existe également un triangle presque scindé
T2 - X - T[1] - T[3),

ou ici, X € addT'[1].

Puisque vx = 0 = vg,[1}, on obtient

UTi[2] T UTi[1] = VT2
= dim (Homp (Homg, (T, T[2]), M,))

= dim (HOHIB (M7 Mg))

:UX+CM7

tel que souhaité. O

Maintenant que nous connaissons une solution particuliere de &, étudions &,
c’est-a-dire les points de RV*™ vérifiant les relations de mailles 0-déformées. En

effet, x € &, si et seulement si x = z, + v, pour un certain z, € &.

Pour ce faire, introduisons certaines notations par rapport aux g-vecteurs. Notons
g, le vecteur formé de la k-iéme coordonnée du g-vecteur de chaque objet amassé
indécomposable g(X). Remarquons que 9, n’est pas un g-vecteur, bien qu'il soit

construit a partir de g-vecteurs. Il est maintenant possible de réécrire la matrice
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G introduite a la sous-section [2.1.3] :

9
G =
In
Lemme 2.3.3. Soit k = 1,...,n. Le vecteur 9, vérifie les relations de maille

0-déformées.

Démonstration. 11 s’agit d’une reformulation de la partie[dde la proposition[2.1.40]
O

Lemme 2.3.4. L'ensemble {g,,....g } forme une base de &.

Rappelons que, tel que défini au début de la section , &, représente l'espace des
solutions aux équations de maille c-déformées, & représente 1’espace des solutions
aux équations de maille 0-déformées. Puisque ces équations sont linéaires, notons

E la matrice encodant le systémes d’équations de mailles.

Démonstration. On sait que, pour tout ¢ € NV le systéme linéaire Exz = ¢ admet
comme solution z = v,.. Par conséquent, £ est de plein rang et I'espace de solutions
E. est de dimension n; en particulier, dim(&) = n. Puisque, tel qu’énoncé au
lemme précédent, I'ensemble g g, vérifie les relations de maille 0-déformées,
il suffit de montrer que {g,,...,g } est un ensemble linéairement indépendant.

n
Considérons z € & tel que z = 1;1 akg, et prouvons I'unicité des coefficients

pour k = 1,...,n. Pour ce faire, écrivons z = a - G avec a« = (ay,...,q,). On

déduit que (z7,) =« -Gr=a-1, Donc, a = (zr1,) O

k=1,..n k=1,.n "

A partir des résultats précédents, nous pouvons maintenant décrire simplement

les points de &..
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Corolaire 2.3.5. Un point x appartient a &, si et seulement s’il existe o € R"

tel que z = v, + aG.
Démonstration. La démonstration suit directement des lemmes 2.3.2 et 2.3.40 [

Projection dans A,

Utilisons les résultats précédents pour déduire des propriétés de 'espace A..

Corolaire 2.3.6. Soit z = v, + aG un point de E.. Alors, la projection de x par
7 est donnée par w(x) = —«. En particulier, si x € U,, alors sa projection dans

A, est donnée par m(z) = —a.

Démonstration. Ecrivons a = (v, ..., a,). En vertu de la remarque [2.1.39] et du

corolaire [2.3.9],
T = v+ <0472(Ti[1])> =0+ (o, —€;) = —ay,
d'ot m(z) = —a. O

Remarque 2.3.7. Ainsi, la projection 7 induit un isomorphisme entre &, et R" et

entre U, et A,.

Lemme 2.3.8. Soit U = @, _, Uy, un objet inclinant-amassé et soit z € E.. Si on

fizexy, = 0 pourk =1,...n, alors x est entierement déterminé. Plus précisément,
~1
£227+_(UU17"'7UU71)(GU) G.
Démonstration. Appliquons le corolaire écrivons z = v, + aG pour un
certain o € R™. Ainsi,

(ZL‘Ul,...,ZEUn) = (UU17"'7UUn) +QGU.

En vertu de la proposition 2.1.40|[b] G est inversible, d’ou le résultat. O
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Notons s;; le point de &, associé a 'objet inclinant-amassé U, tel que décrit par

le lemme [2.3.8

Nous énoncons ici le corolaire suivant qui servira a la prochaine section.

Corolaire 2.3.9. Soit U un objet inclinant-amassé. La projection de s;; est don-
née par

7(sy) = (vuy, - -, v0,) Gl}l.

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence directe du lemme [2.3.8|et du corolaire

2.5.0l [

2.3.2 Polytope P,

La prochaine étape pour prouver que A, est un associaédre est de le comparer
avec 'enveloppe convexe des vecteurs dimension des sous-modules de M., que

nous notons P..

Exemple 2.3.10. Reprenons 'algébre B a I'exemple et considérons
M, =a>® g.

Les sous-modules de M, sont 0, a, a®, ¢, a®c, a®*Dc, 4, a® ¢ et a®*® 2. Le

polytope P, est représenté a la figure . Chaque sous-module de M, est indiqué

A cOté de son vecteur dimension.

Afin de prouver I'égalité entre ’associaédre A, et I'enveloppe convexe P., nous
désirons décrire autrement P,. Commencons en statuant qu’il n’est pas nécessaire
de considérer les vecteurs dimension de tous les sous-modules de M, pour obtenir

P..

Proposition 2.3.11. Le polytope P. est l’enveloppe conveze des vecteurs dimen-

sions des parties de torsion, (Baumann et al., 2014, Corolaire 3.3).
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Figure 2.8. Polytope P,

FExemple 2.3.12. Continuons 'exemple 2.3.10] Le tableau suivant nous donne les

parties de torsion de M, = a®> @ ¢ pour I'ensemble des classes de torsion.

Classes de torsion Partie de torsion
0,(b), (b, &) 0
(), (5.0, (5. b.0), (2, 5,b,¢) c
(a),(a,b, 3) a?
(a,¢),{a, e, ¢),{a,b, ¢, 0) (a6, 8, 5)  (a,be, €, 0, 8) @ ¢

En calculant le vecteurs dimension de chacune des parties de torsion données, on

obtient exactement les sommets de P,.

Nous désirons maintenant montrer que l’enveloppe convexe P, est en fait égale
a I'enveloppe convexe de tous les points 7(s;) pour U un objet inclinant amassé.
Pour ce faire, rappelons que, en vertu de la proposition [2.1.33] on peut associer

de fagon bijective & chaque objet inclinant-amassé U une classe de torsion %/ .

Lemme 2.3.13. Soit U un objet inclinant-amassé et % la classe de torsion cor-

respondante. Alors, la projection de s;; donne le vecteur dimension de la partie de
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torsion de M. par rapport a U :
m(sy) = dim (t4 M,) .

Exemple 2.3.14. Reprenons la catégorie amassée décrite a 'exemple [[.4.14] et al-
gébre B décrite a I'exemple 2.1.2] Nous avions calculé a l'exemple que

I'objet inclinant-amassé U = 3 & :% @ 3 est associé par bijection a la classe de
torsion Z = (b,c, b, {) et nous avions calculé a l'exemple [2.1.26 que t4 M, = ¢

ol M, =a*® %. Son vecteur dimension est donc dim (t4 M,) = (0,0, 1).

Parallélement, utilisons le corolaire pour calculer m(s;;) en réutilisant les

exemples [2.3.1] et [2.1.38 pour connaitre la valeur de v, et Gy :

m(sy) = (vu,,- .., v0,) (Gy) ™
10 0)
=0,00) 1 10
0 01
= (0,0,1).

Démonstration. Premiérement, calculons explicitement 7(s; ). En vertu du coro-
laire [2.3.9) nous savons que 7 (s;;) = (vy,,...,vy,) (Gy)~'. Développons ce pro-

duit en utilisant la proposition lal :

<(G5)%>

Par la définition des index des facteurs directs de T' par rapport a U dans 4,7, la

-1

(4) -

i-iéme colonne de cette matrice est (a; — by,...,a, —by)T o ay, ..., an, by, ...,

b, sont tels qu’il existe un triangle

Uy — U, = T; = Up[l] (2.8)
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dans ‘5510 ol
n
U. = P
k=1

n

U, =P oy

k=1

et

Notons M, = Homg, (T, U,) et M, = Home, (T, U,). Ainsi,

( ( )) ((le,...,vUn),(al—bl,...,an—bn»

(dim Homp (Homg, (T, Uy), M) (ar — bi))

k=1

= dim <HomB (Homch (T, @ U,jk) , M))
— dim (HomB (Hom% (T &b U"k) ))

= dim (Homp (Hom,, (T, U,), M,)) — dim (Homp (Hom, (T, U,), M,))

= dim (Hompg (M,, M,)) — dim (Hompg (M, M,)) .

Deuxiémement, comparons t4 M, avec ce que nous venons d’obtenir. Le triangle

dans 7" induit le triangle suivant dans %
5 U, = Uy — T;[1]. (2.9)

En appliquant le foncteur Home,, (T', —), on obtient la suite exacte longue dans

mod B :

Home, (T, T;) 5 Home, (T, U,) — Homy, (T, U,) — Homy, (T, T[1]). (2.10)

Remarquons que Homg, (7', T;[1]) = 0 car T est un objet inclinant-amassé. Nous

avons donc une suite exacte courte

0— P — M, — M, — 0,
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ot P/ = Homg, (T, T;) / ker f et ou f = Home, (T, ).

Appliquons Hompg (—, M,) et (—,ty M,.) & cette suite exacte pour obtenir le dia-
gramme commutatif suivant. Pour alléger la notation, écrivons Hompg(M, N) =

(M, N) et Exty (M, N) =*(M, N) pour tous B-modules M et N.

0 —— (My,tyy M) —— (Mg, tyy M) —— (P, tyy M) —— (My, ty M,)
b b b |

0 ——— (My, M) ——— (Mg, M) —— (P}, Me) —— '(Mj, M,)
Selon la proposition [2.1.33, Homg, (T, U) est Ext-projectif sur %/. Comme U,
appartient & add U et que t4 M, est dans %, on déduit que Exty, (M, ty M) =
0. De plus, les applications g1, go et g3 sont injectives car elles sont induites
de l'inclusion de t4 M, dans M,.. Finalement, I'image de toute application d’un
module de % vers M, est nécessairement dans la partie de torsion de M., ce qui
signifie que toute application d’un module de % vers M, se factorise par t4 M..

Ainsi, les applications g; et g sont également surjectives.

Par conséquent,

dim (Pt M) = dim((Ma, £ My) — (My, £, M,))
= dim(Hompg (M,, M.)) — dim(Hompg (M,, M,))

= m(sy)i-

Par ailleurs, le morphisme ¢ du triangle est un U-approximation de T}, (Keller
et Reiten, 2007). Ceci signifie que pour chaque objet U, de add U et pour chaque
morphisme ¢' : T; — U,, il existe ¢ : U, — U, tel que ¢’ = 1¢. Reformulons ce
résultat appliquant Homg,, (T, —) a ces objets et ces morphismes : Pour chaque B-
module My de la forme Home, (T',U.) et pour chaque morphisme f": F; — My,
il existe g : M, — My tel que f" = gf (f est le morphisme donné dans la suite
exacte. Ceci implique que ker f C ker f’. Prenons My = t4 M, puisque t4 M,
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appartient a la classe de torsion 7. On obtient alors
dim (P, t3 M,.) = dim (P;/ ker f,ty M,.) = dim (P;, t4 M.) .

Ainsi, dim (P, t4 M.) = 7(sy):, ce qui est le résultat voulu. O

De ce résultat, nous tirons le corolaire suivant.

Corolaire 2.3.15. Soit U etV deux objets inclinants-amassés reliés par mutation.

Sic >0, alors, s; # sy

Démonstration. Notons % et ¥ les classes de torsion associées a U et V respecti-
vement. On sait que Z C ¥ ouque ¥ C % (proposition|2.1.35)). Comme ¢ > 0, on
déduit que t4 M, est un sous-module propre de ¢y M, ou ty M, est un sous-module

propre de t4 M,.. Dans les deux cas, ceci implique que dimty M, # dimty M,.. O

Nous pouvons appliquer les résultats précédents pour écrire A, comme une enve-

loppe convexe.

2.3.3 Sommets de ’associaédre

Au cours de cette sous-section, nous prouvons que les sommets de P, sont éga-
lement des sommets de A., ce qui nous servira ensuite & prouver que A, est un
associaedre. Pour commencer, prouvons que les sommets de P, appartiennent a
A, ou, de maniére équivalente, que la pré-image par m des sommets de P, dans &,

appartiennent a U,.

Lemme 2.3.16. Soit U = @, _, Uy, un objet inclinant-amassé et s;; le point de

E. associé. Le point s;; est dans U,.
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Démonstration. Soit X un objet indécomposable quelconque. Nous montrons ici

que (8;7)x > 0 pour prouver que s;; € U,. On sait qu’il existe un triangle dans €y
T, — T, — X — Ty[1]

avec T, = @, T et Ty = @), T*. D’une part, ce triangle indique que 9(X) =

(ay —b1,...,a,—by,). D’autre part, ce triangle induit la suite exacte de B-modules
My — M, — Mx — 0,
oit Mx = Homg, (T, X), M, = Hom, (T, T,) et M, = Homy, (T, T;).
Appliquons Homp (—, t4 M,) & cette suite exacte :
0 — Hompg (Mx,ty M.) — Homp (M,,ty M.) — Hompg (M,, t9 M,.) .
On déduit que

dim Homp (Mx,ty M,.) > dim Homp (M,, t4 M.) — dim Hompg (M,, t4 M,) .

On obtient alors
vx = dim Homp (Mx, M.)
> dim Homp (Mx, t9 M.)
> dim Homp (M,, t4 M.) — dim Hompg (M,, t4 M.)

= dim Hompg (Homg, (T, T,), ts M,) — dim Homp (Home,, (T, Tp), t4 M)

= dim Homp (Homch (T, @ T,?’“) Ja Mc)

k=1
— dim Hompg (Hom(gQ (T, @ Tli’k) R MC>
k=1
= Z(ak — bg) dim Homp (Homch (T, Ty), tog/MQ)
k=1
= (ak - bk) dimHomB (Pk,tag/Mg) (211)

B
Il
—
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Ecrivons sy = v, +a-G. En vertu du corolaire , 7(sy) = —a et, en vertu du
lemme [2.3.13 7(s;) = dim(t4 M,). Par conséquent,

a = —dim(ty M,).

En écrivant a = («v, ..., ay), on obtient plus précisément
ar = —dim Homp (P, t4 M.).

Utilisons l'inéquation pour calculer (s;)x :

= UVUx — ZdlmHomB(Pk, tag/Mg>(ak — bk)
k=1

> (ax — by) dim Homp (Py, ty M,) — Y _ dim Homp(Py, ty My)(ay, — by)
k=1 k=1

> 0.

Ainsi, s;; € U,. O

Maintenant que nous savons que les points de la forme s; pour U un objet
inclinant-amassé appartiennent a U, nous pouvons montrer que tous ces points
sont des sommets de U, et, réciproquement, tous les sommets de U, sont de cette

forme.
Lemme 2.3.17. Soit U un objet inclinant amassé. Alors, s;; est un sommet de

U,.

Démonstration. Considérons donc U = @,_, Uy. On sait qu'une face F' de U, est

donnée par un vecteur A € RV*" et par un scalaire Ay € R tels que :
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— pour tout z € U, (A, ) > A\o;
— un point z appartient a la face F' si et seulement si (A, z) = A.

Posons Ao = 0 et A = (Ax)xcind#, avec

\ 1 si X est un facteur direct de U,
X p—

0 sinon.

Il est clair que ces valeurs définissent une face de U,, car pour tout z € U,

k=1

Par ailleurs, un point x de U, appartient a la face F' si et seulement si zy, = 0
pour k = 1,...,n. Or, en vertu du lemme [2.3.8] il existe un unique point de U,
remplissant cette caractéristique et c’est s;;. Puisqu’il s’agit du seul point d'une

face donnée, on conclut qu’il s’agit plus précisément d'un sommet de U,. O

Nous établissons maintenant que, réciproquement, tous les sommets de U, sont de

la forme s;;.

Lemme 2.3.18. Sic > 0, un point x de U, est un sommet de U, si et seulement

st x = Sy pour un certain objet inclinant-amassé U.

Démonstration. En vertu du lemme nous savons que tous les points de la
forme s;; pour un certain objet inclinant-amassé U sont des sommets de U,. Il suffit
donc de montrer qu’il n’existe pas de sommet de U, qui n’est pas de cette forme
pour prouver ce nouveau lemme. Pour ce faire, considérons s; un sommet de U,
avec U = @;_, Uy un objet inclinant-amassé. Considérons également un sommet
relié par une aréte a s;. Sans perte de généralité, il repose sur les hyperplans

zy, =0pour k=1,...,n—1. Notons V = uy, U.
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. . A s 1.
Puisque ¢ > 0, on sait que le sommet s, est sur 'aréte considérée et que s;; # sy,
en vertu du corolaire 2.3.15] Il ne peut donc y avoir aucune autre sommet sur

cette aréte que s et sy

En appliquant le méme raisonnement récursivement a chaque sommet, on arrive
au résultat voulu. En effet, U, est polytope et de ce fait, il compte un nombre fini

de sommets et le graphe de ses sommets et arétes est connexe. O]

Nous obtenons comme corolaire un résultat similaire au résultat précédent, mais

a propos des sommets de A..

Corolaire 2.3.19. Sic > 0, un point z de A, est un sommet de A, si et seulement

si x = m(sy) pour un certain objet inclinant-amassé U.

Démonstration. 11 s’agit d’'une conséquence directe de fait que la projection 7
induit un isomorphisme entre U, et A, tel que statué¢ a la remarque 2.3.7} et du
lemme 2.3.18] O

Remarquons que, puisque &, est un espace solution, il est aisément possible de
généraliser notre construction pour considérer que ¢y € Q, plutét que ¢y € N,
pour tout B-module M indécomposable. Par continuité, on peut méme considérer

que ¢y € R. Utilisons ce raisonnement pour prouver la proposition suivante.

Proposition 2.3.20. Un point x de A, est un sommet de A, si et seulement si

z = 7(sy) pour un certain objet inclinant-amassé U.

Démonstration. Si ¢ > 0, I’énoncé est déja prouvé. S’il existe au moins un B-
module M indécomposable tel que c); = 0, alors A, correspond a une déformation
d’un associaédre Ay avec ¢ > 0 dans lequel certains sommets sont fusionnés et
certaines faces disparaissent. Ces sommets sont encore de la forme s;; pour certains

objets inclinants-amassés U. O]
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2.34 Démonstration de la structure d’associaédre de A,

Dans cette sous-section se trouve la démonstration principale du deuxiéme cha-
pitre de cette these, soit celle que I'espace A, est I’associaédre de I'algébre amassée

donnée par (). Nous considérons ici que ¢ > 0.

Notons le nombre de facteurs directs indécomposables d’'un B-module M par
|M|. Nous avons déja associé de fagon bijective les objets inclinants-amassés et les
sommets de U,. Nous généralisons maintenant ce résultat aux faces de U, dans le

lemme suivant.

Lemme 2.3.21. Sic > 0, les faces F' de codimension m de U, correspondent de

fagon bijective a des objets rigides X tels que |X| = m de la maniére suivante :

FH@X

ou E est I’ensemble des objets amassés indécomposables X tels que F' repose sur

Uhyperplan xx =0 et
Pxi—F
k=1

ou I est l'unique face de U, reposant uniquement sur les hyperplans xx, = 0 pour

k=1,....m.

Démonstration. Soit F' une face de U, de dimension m'. Nous montrons premié-
rement que la cardinalité de E — I’ensemble des objets amassés indécomposables
X tels que F repose sur I'hyperplan xx = 0 — est n — m/. Nous savons, grace
au lemme que c’est le cas pour m’ = 0. Supposons, par induction, que les
faces de dimension m’ — 1 reposent sur exactement n — m’ + 1 hyperplans de la
forme xx = 0. La face F' comporte elle-méme une face F’ de dimension m' — 1,

ainsi qu’un point z qui n’appartient pas a F’. La face I’ repose sur n — m des
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n —m’ + 1 hyperplans de la forme zx = 0 sur lesquels la face I’ repose, car F

contient également z. Ainsi, la cardinalité de F est égale a n — m/.

Deuxiémement, nous montrons que 9 xep X est un objet rigide. Pour ce faire,
remarquons que si /' comporte un sommet s;;, alors £ C add U. Puisque U est

un objet rigide, il en va de méme pour @ ., X.

Il est clair que, de cette fagon, chaque face de U, est associée a un unique objet
rigide et que deux faces différentes sont associées a deux objets rigides différents.

Il reste donc & montrer que chaque objet rigide peut étre associé a une face de U,.

Considérons donc un objet rigide Y = @, Y;. Cet objet est un facteur direct

de certains objets inclinants-amassés, (Buan et al., 2006, Proposition 3.2). L’en-

{@EUC il’yz :0}
k=1

est donc non vide, puisqu’il contient tous les sommets associé aux objets inclinant-

semble

amassé dont Y est un facteur direct. Il s’agit d’une face de U, de codimension m.

La correspondance que nous avons établi entre les faces de U, et les objets rigides

est manifestement une bijection. ]

Nous désirons maintenir un résultat similaire, mais au sujet des faces de A, et

non de U,. Pour ce faire, étudions la projection par m des faces de U,.

Lemme 2.3.22. Un ensemble de points F' de U, est une face de U, de dimension

m si et seulement si w(F') est une face de A. de dimension m.

Démonstration. Ceci est une conséquence directe du lemme et de la re-
marque [2.3.7] stipulant que 7 induit un isomorphisme entre &£, et R". En effet,

ceci nous indique que toute la structure des faces de U, correspond a la structure

des faces de A.. O
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Nous avons a présent tous les résultats nécessaires pour prouver que le théoréme

principal de ce chapitre, soit le théoréme stipulant que A, est un associaédre.

Démonstration du théoréme[2.2.4 On sait grace au lemme que les faces de
codimension m sont associés a des objets rigides X tels que |X| = m. Le lemme
indique que c’est également le cas pour les faces de U,. En particulier, les
sommets de A, correspondent a des objets inclinants-amassés, et donc également a
des amas de I’algébre amassée sur @, en vertu de la proposition [[.5.1 De maniére
similaire, les arétes de A, correspondent a des objets rigides X tels que | X| =
n — 1. On peut donc voir chacune d’elles comme un ensemble de n — 1 variables
amassées compatibles entre elles et compatibles avec les variables amassées des
amas correspondants a chacune des deux extrémités de I’aréte. Elles représentent

donc les mutations entre les sommets.

Par conséquent, le 1-squelette de A, correspond au graphe d’échange des objets
inclinants-amassés de €. Puisque T est un objet inclinant-amassé de %y, que
B = Endg, T et que Qp est le carquois ordinaire de B, le 1-squelette correspond

également au graphe d’échange d’une algébre amassée donnée par () p.

Suivant la remarque [2.1.16}
Qp = 1'(Qc) = 1'(Q).

Comme l'algébre amassée donnée par () et par () ont le méme graphe d’échange,
on conclut avec la premiére partie de cette preuve que A. est I'associaédre de

I’algébre amassée donnée par ()p. O

Exemple 2.3.23. Nous représentons a la figure I’associaédre que nous obtenons
dans 'algébre mod B décrite a ’exemple en prenant ¢ = (1,...,1). Les objets

inclinants-amassés sont écrits a coté des sommets qui leurs sont associés.
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Figure 2.9. Associaedre obtenu pour l'espace A, & partir d'un carquois de type

Aj cyclique

2.4 Propriétés de cette construction de ’associaédre

2.4.1 Normales aux facettes

En vertu du théoréme [2.2.4) chaque facette de A. est associée de facon bijec-
tive au seul objet indécomposable X telle qu’elle repose sur I’hyperplan xx = 0.
Une des particularités de notre associaédre se trouve dans le lien entre cet objet

indécomposable et le vecteur normale & la facette correspondante.

Proposition 2.4.1. Supposons que ¢ > 0 et considérons Fx la facette de U,

donnée par xx = 0. La normale a la facette m (Fx) de A, pointant & lextérieur
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de A, est la demi-droite engendrée par g(X).

Démonstration. Ecrivons
Fx ={z €U|ox =0} =U. N {v,+ aG|a € R" et vy + (a, g(X)) =0} .
Ainsi,
m(Fx) = A.N{—alux + {a,g(X)) =0} = A.N{a| (o, g(X)) = vx } .
On remarque donc que g(X) est normal a 7(Fx).

Montrons maintenant que g(X) pointe a l'extérieur de A.. Pour ce faire, consi-
dérons le point y + Ag(X) de A, tel que y € m(Fx). Le point y + Ag(X) est la
projection d'un point z = v, — (y + Ag(X))G de A, en vertu du corolaire [2.3.6|

Calculons zx :

zx =vx — ((y + Ag(X)), 9(X)) = vx — (¥, 9(X)) — A[g(X)| = =A|g(X)].

Comme zx > 0, on déduit que A < 0, de sorte que g(X) pointe a l'extérieur de

A,. O

Dans le cas ou il existe un B-module indécomposable M tel que ¢y = 0, les
normales aux facettes de A, sont un sous-ensemble des g-vecteurs des objets in-

décomposables.

2.4.2 Lien entre ’associaédre et le treillis des classes de torsion

La bijection entre les classes de torsion et les objets inclinants-amassés décrite a
la proposition [2.1.33| induit un lien entre notre associaédre et le treillis des classes

de torsion sur B, que nous décrivons dans cette sous-section.
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Soit U et V' deux objets inclinants-amassés et % et ¥ leur classe de torsion
associée. En vertu de la proposition 2.1.35, % couvre ¥ ou ¥ couvre % si et
seulement si U et V sont reliés par mutation. Ainsi, il existe une aréte entre les
sommets 7(s;) et 7(sy) de A, si et seulement si % couvre ¥ ou ¥ couvre % .

Plus particulierement, on obtient le corolaire suivant.

Corolaire 2.4.2. Si ¢ > 0, alors le 1-squelette de A, correspond au treillis des
classes de torsion en précisant que s'il y a une aréte entre s;; et sy et que s; =
Sy + v pour un certain v € R, alors la classe de torsion associée au sommet s;;

couvre celle associée au sommet sy, .

Définition 2.4.3. Soit M un B-module. Deux classes de torsion % et ¥ de B

sont équivalentes modulo M, ce qu'on note % =y V', sityy M =ty M.

Il est facile de vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence.
Ezemple 2.4.4. En vertu de 'exemple [2.3.10] les classes de torsion (a, ), (a,c, ¢),

{a,b, ¢, b)Y (a,c, %, 5), (a,b,c, %, b §) sont toutes équivalentes modulo a? & ¢.

Définition 2.4.5. Un intervalle I sur un treillis L est un sous-treillis de L qui

s’écrit comme [ = {z € Lly < x < z} avec y,z € L.

Proposition 2.4.6. Les classes d’équivalence pour la relation =y, de classes de

torsion forment des intervalles sur le treillis des classes de torsion.

Pour prouver ce résultat, nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 2.4.7. Soit (%,.%1) et (Z5, F2) deux paires de torsion. Alors, (1 V
Ty F1NFs) et (AN T, F1V Fa) sont également deux paires de torsion, ([yama
et al., 2015).

Démonstration de la proposition[2.4.6. Soit M un B-module et .77, 7 deux classes

de torsion sur B telles que 7 =y 2.
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Notons .73 N Z% = 7. 1l est clair que le plus grand sous-module de M contenu
dans J est tg; M =t M. Puisque J A 95 = 7, on obtient

Considérons a présent .#; et ., deux classes sans torsion telles que (.77,.%)
et (J,.%,) soient des paires de torsion. Similairement, il est clair que le plus
grand quotient de M contenu a la fois dans .%#; et %, est celui contenu dans
leur intersection, c’est-a-dire dans .#; A #,. Or on sait grace au lemme que
(AN Do, F1 N\ F,) est une paire de torsion. Ainsi,

Mtz M = M/tsyznM = M/t M,
ce qui implique que t 4 M =tzvzM =14 M et donc, que
S = AN S =y Ts.
Finalement, considérons une troisiéme classe de torsion 73 telle que
SANTC T3 C AN .

De ce simple fait, on déduit que ¢, M est un sous-module de ¢ M qui est lui-
méme un sous-module de t 7 7, M. Or, nous avons déja démontré que 4N T =y
N Ty et donce que t g p 9, M = t7y2 M. 1l s’ensuit que ces deux parties de torsion

sont aussi égales a tz M et ainsi, que
ANT = Ta=m AN T

Puisque le treillis L des classes de torsion est fini, le fait que I'infimum inf et le
supremum sup de deux classes de torsion équivalentes ainsi que toutes les classes
de torsion entre inf et sup soient également équivalent a elles signifie que la classe
d’équivalence est un intervalle. Plus précisément, il s’agit de lintervalle {z €

L|inf < 2 <sup}. O
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Ezxemple 2.4.8. Reprenons 'exemple qui listait toutes les classes de torsion

dans une certaine classe d’équivalence modulo a?® ¢ : {(a, ), {a,c, %), {a,b, ¢, b),

7 CY a

{a,c, ¢, 5), (a,b,c, ¢, b, §) Nous obtenons I'intervalle suivant.
abc
a, ba ¢, cab

/ b
o)

oy +

a
\ a,c, .
a
a, .
Remarque 2.4.9. Méme si les classes d’équivalence sont des intervalles, nous n’ob-
tenons pas une congruence de treillis. Une congruence de treillis est une rela-
tion d’équivalence telle que si z1 = x9 et y; = yo, alors 1 A y; = 22 Ay et
r1 VY1 = 22 V ys, (Reading, 2005). En effet, on peut trouver plusieurs exemples
de classes de torsion équivalentes modulo un B-module, mais ne respectant pas
cette propriété.
Exemple 2.4.10. Considérons le B-module M = ? @ § On obtient (a) =p (a, ¢, ¢)

et (b, 2) =u (a,b, ¢, %), mais

n(82) =0 (o)~ (e feat 1

et

{(a) V <b, 2> = <a,b, 2> Z <a, b, c,g,g,g> = <a,c, CCL> Y <a,b,g,2>.






CHAPITRE III

UNISTRUCTURALITE

Dans le dernier chapitre de cette thése, nous nous intéressons a la structure fonda-
mentale des algebres amassées. La notion d’unistructuralité des algebres amassées
a été introduite en 2014 (Assem et al., 2014c)) : une algébre amassée est uni-
structurelle si I’ensemble de ses variables amassées détermine ses graines. Assem,
Schiffler et Shramchencko ont également conjecturé que toute algébre amassée est

unistructurelle.

Cette conjecture a d’abord été prouvée pour les algébres amassées de type Dyn-
kin ou de rang 2, (Assem et al., 2014b)), et pour les algebres amassées de type
A, (Bazier-Matte, 2016a). Pour ce dernier cas, la clé de la preuve repose sur le
modele géométrique des algébres amassées, soit la triangulation d’une couronne.
Nous reprenons dans ce chapitre cette technique, mais nous la généralisons a
toutes les algébres amassées provenant d’une surface sans ponctions respectant
une propriété supplémentaire (conjecture . Nous utilisons également 1’exis-

tence d’'une base positive, la base des bracelets, (Musiker et al., 2013; Thurston,

2014)), et les relations d’écheveau.

Peu de temps apres la publication de ce résultat, Cao et Li ont prouvé que toute

algebre amassée est unistructurelle (Cao et Li, 2020).
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3.1 Définitions et historique de 1’unistructuralité

Différentes algébres amassées peuvent étre isomorphes comme anneau sans avoir le
méme graphe d’échange. Des notions plus fortes de morphisme et d’isomorphisme
d’algébres amassées ont donc été introduites et étudiées par I. Assem, R. Schiffler
et V. Shramckencko, (Assem et al., 2012; |Assem et al., 2014c), ainsi que par 1.
Assem, G. Dupont et R. Schiffler, (Assem et al., 2014a)). Ici, nous n’utiliserons
pas pleinement ce formalisme, mais simplement la notion suivante, (Assem et al.,

2014d).

Définition 3.1.1. Soient &7 (X,(Q) une algébre amassée et 2 l’ensemble des
variables amassées. Elle est dite unistructurelle si pour toute graine (Y, R) qui
engendre par mutation 2, il y a un isomorphisme entre les graphes d’échange
['(X,Q) et I'(Y, R) et les deux algébres amassées ont les mémes amas (a permuta-
tion des variables amassées au sein des amas prés) (Assem et al., 2014c], Section

5.1).

Ezemple 3.1.2. Reprenons 'algébre amassée o7 (X, ()) donnée a l'exemple [1.1.20
avec (X, Q) = x1 « x2 et prouvons qu’elle est unistructurelle. Pour ce faire, mon-
trons que toute graine contenant des variables amassées de 2~ mais qui n’est pas

une graine de o7 (X, ) n’engendre pas le méme ensemble de variables amassées.

Par exemple, prenons la graine

m T1+ T2+ 1
% e —
T1T9

X1

formée a partir d'un carquois a m fléches. En la mutant dans la direction de z1,
on obtient la graine

(r1+ 2o + )™ + (x122)™ o 1+ a9+ 1

$71n+1.7772n T1T9

qui contient un élément qui n’est pas une variable amassée. Il faut recommencer

le raisonnement avec n’importe quelle graine initiale qui n’est pas une graine
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de &7(X,Q); on obtient chaque fois des éléments qui ne sont pas des variables

amassées de o7 (X, Q). Ainsi, o/ (X, Q) est unistructurelle.

Il est possible de reformuler la définition d’unistructuralité sans la condition sur

les graphes d’échange.

Proposition 3.1.3. Une algebre amassée </ (X, Q) dont l’ensemble de variables
amassées est X est unistructurelle si et seulement si pour toute algébre amassée
(Y, R) dont ’ensemble de variables amassées est également 2, les deux algébres
amassées ont les mémes amas (a permutation des variables amassées au sein des

amas pres).

La démonstration de cette proposition s’appuie sur les lemmes suivants.

Lemme 3.1.4. Le méme amas (a permutation de ses variables amassées pres)
ne peut pas apparaitre dans deur graines différentes, (Gekhtman et al., 2008,

Theoréme 4).

Lemme 3.1.5. Deuz amas appartiennent a deux graines adjacentes du graphe
d’échange si et seulement si ils ont exactement n — 1 variables amassées en com-

mun, (Gekhtman et al., 2008, Theoréme 5).

Démonstration de la proposition[3.1.3. Sil’ensemble des amas d’une algébre amas-
sée est connu, en vertu du lemme [3.1.4] il est possible de construire son graphe
d’échange en appliquant lemme [3.1.5] Ainsi, deux algébres amassées possédant les

mémes amas possédent automatiquement des graphes d’échanges isomorphes. [

Assem, Schiffler et Shramchencko ont posé comme conjecture que toute algébre
amassée est unistructurelle (Assem et al., 2014c). Ils ont également prouvé que

les algébres amassées de type fini ou de rang 2 sont unistructurelles (Assem et al.,
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2014c; |Assem et al., 2014b). Par la suite, il a été montré que les algébres amassées
de type A sont également unistructurelles (Bazier-Matte, 2016a). Nous présentons

dans ce chapitre le théoréme suivant (Bazier-Matte et Plamondon, 2020).

Théoréme 3.1.6. Si la conjecture [3.2.4) est vérifiée pour une certaine surface
sans ponction, alors algébre amassée sans coefficients provenant de cette surface

est unistructurelle.

La conjecture est présentée a la section suivante. Suite a ce travail, Cao et

Li ont démontré I'unistructuralité de toute algébre amassée (Cao et Li, 2020)).

3.2 Démonstration de ’unistructuralité

Avant de présenter une preuve de l'unistructuralité, il est nécessaire de présenter
quelques définitions et résultats supplémentaires concernant les algébres amassées

provenant de surface sans ponction, (Thurston, 2014).

Définition 3.2.1. Des intersections triviales d’une multicourbe sont des intersec-

tions qui découpent une boucle contractile.

Une multicourbe avec intersection triviale peut toujours étre représentée plutot
comme une multicourbe sans intersection triviale en prenant différents représen-
tants de la classe d’isotopie de ses courbes. Nous considérons donc toujours des

multicourbes sans intersections triviales.

Définition 3.2.2. Une multicourbe est raide si elle ne comporte aucune boucle
contractile, ni monogone contractile. Elle est nulle si elle comporte un monogone

contractile.

Remarquons que si une multicourbe M est nulle, alors xy; = 0, ot xy; ’élément

de .7 associé a M (voir la sous-section du chapitre [1)).
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Définition 3.2.3. Un point d’intersection d’une multicourbe est positif si les
deux multicourbes obtenues par lissage a ce point sont raides ou nulles, avec au

moins une non nulle.

L’existence de points d’intersection positifs dans des multicourbes sous certaines

hypothéses a été prouvée, (Thurston, 2014, Lemme 5.2).

Congecture 3.2.4. Soit S une surface marqué sans ponction et M une multicourbes
composée uniquement d’arcs internes sur S. Alors, il existe une série de lissages a
partir de M a des points d’intersection positifs donnant une multicourbe M’ non

nulle composée uniquement d’arcs internes compatibles.

Pour une surface vérifiant les conditions de la conjecture précédente, toute la

preuve de I'unistructuralité repose sur ce dernier corolaire.

Corolaire 3.2.5. Soit o7 (X,Qr) une algébre amassée provenant d’une surface

vérifiant la conjecture[3.2.4) et x1 et xo des variables amassées. Alors,

T1To = Zmbb + Z my b’

beB beB’

avec my, my € N pour tout b € B, b/ € B, et
Zmb > 0.

Démonstration. Considérons M la multicourbe contenant les arcs associés aux
variables x1 et z5. Supposons que la conjecture(3.2.4]est vérifiée avec la multicourbe
M. Tl existe donc une série de lissages a des points d’intersection positifs donnant
une multicourbe M’ composée uniquement d’arcs internes compatibles. Notons
A le multiensemble des autres multicourbes obtenues par ces lissages. Comme
uniquement des lissages a des points d’intersection positifs ont été effectués, tous

les éléments de .4 sont raides ou nuls. Notons z,, 'élément dans % associé &
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M’ et notons x I'élément dans % associé & un élément M” de .4 . On obtient

alors

I1$2:$M:J$M/+ E .
M"en

Puisque pour tout élément non nul M” de .#, la multicourbe M"” ne contient
pas de boucle contractile, on sait que le développement de zj, dans la base des
bracelets est positif, (Thurston, 2014, Théoréme 2). On sait également que z )

est un élément de B. Par conséquent, on obtient le résultat voulu. O

Nous prouvons maintenant le théoréme principal du dernier chapitre de cette
thése, soit le théoreme qui stipule que les algébres amassées provenant d’une
surface marquée sans ponction et dont les multicourbes d’arcs internes respectent

la conjecture sont unistructurelles.

Démonstration du théoreme[31.0. Soit o7 (X, Q) une algébre amassée provenant
d’une surface marquée (S, M) sans ponction et dont les multicourbes d’arcs in-
ternes respectent la conjecture , ou X = {z1,...,z,}. Notons par 2 l'en-
semble des variables amassées de <7 (X, Q). Soit &7 (Y, R) une deuxiéme algébre

amassée dont nous notons I’ensemble des variables amassées par %'. Supposons

que Z =%

Remarquons que, comme conséquence de cette hypothése, X et Y ont le méme
nombre d’éléments, soit la cardinalité de la base de transcendance du corps am-

biant commun.

Nous adaptons la preuve du Lemme 3.1 de (Bazier-Matte, 2016a)) pour montrer

que Y est un amas de <7/ (X, Q).

Considérons deux variables amassées y; et y, compatibles dans 27 (Y, R) et prou-

vons leur compatibilité également dans o7 (X, Q). Sans perte de généralité, on
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peut de plus supposer que y; et ys appartiennent a Y. Ces variables, en tant que
variables amassées de o7 (X, @), sont associées a des arcs internes de (S, M). On

sait grace au lemme [3.2.5 que

Y1Yo = Zmbb + Z myb', (3.1)

beB b'eB’

avec my > 0 pour tout b € B, my > 0 pour tout b € B et

Zmb > 0.

Rappelons que B (B’ respectivement) est I’ensemble des produits de polynémes de
Laurent associés a des arcs dans des multicourbes C-compatibles (C’-compatibles

respectivement). Ainsi, B et B’ sont définis & partir de la structure de o7 (X, Q).

Considérons, dans un premier temps, le cas out ),z myb = 0 et donc que
Y12 = Y _pep Mub. Puisque B € 2, (Y') en vertu du théorémeet que le terme
de gauche est un monoéme en Y, on déduit que la somme ), _,myb contient un
seul terme, qui doit étre un mondéme qui plus est. Nous notons ce terme myb =
my, [ T4, vk, Ol vy est une variable amassée pour k = 1,...,m. Comme y;y, =
[T, vk, chaque variable amassée vy, est un mondéme en Y et donc, une variable
amassée de Y en vertu de la proposition[I.2.4] Ainsi, b = y1y, est sa décomposition

en variables amassées compatibles dans &7 (X, Q).

Dans un deuxiéme temps, supposons que Y .z myb’ # 0. Par définition, B est
un ensemble de mondémes d’amas. En vertu du théoréeme(1.2.2) B C £, (2Z7), d’on
Y pesub € Z(Z7). On peut donc écrire

Z ba

mbb = s
m

beB 3

ol pg est un polynome a coefficients positifs en 2", tandis que mg- est un mo-

nome en 2 . Changeons a nouveau la notation pour écrire py et my comme des
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polynoémes de Laurent en Y & coefficients entiers :

/ /!
p p
Py = 1,/ et mg = 1//,
L’équation [3.1] devient alors

1%

Y my

Y1Y2 = + =,

y Iy

m//

Y

ce qui est équivalent a

pymymy. = mypy (myy1ys — py ).

Dans le coté gauche de cette égalité, on retrouve un polynéme en Y avec des
coefficients positifs, alors qu’il est le résultat d’une différence, tel qu’exprimé par
le coté droit de 'égalité. Comme myy,ys est un monoéme, on déduit que py est
également un mondme. Plus précisément, il s’agit du méme mon6éme avec un coef-
ficient plus petit. Ceci est une contradiction & I'indépendance algébrique puisque
les variables amassées s’écrivent comme polyndéme de Laurent a coefficients po-
sitifs en Y. Il s’ensuit que ), .5 myb’ = 0 le développement dans la base des

bracelets du produit ;- en variables amassées compatibles est simplement 11s.

Ainsi, la compatibilité de deux variables amassées dans 7 (Y, R) assure leur com-
patibilité dans o7 (X, @). Il s’ensuit non seulement que les amas de <7 (Y, R) sont
des amas de o7 (X, @), mais également le contraire : les amas de o7 (X, Q) sont
des amas de 7 (Y, R).

En effet, soit le carquois R’ tel que (Y, R') soit une graine de .7 (X, Q). Ecrivons
R' = RyU...UR!, comme union disjointe de carquois connexes. Considérons de
plus Y3, ..., Y, les amas adjacents & Y dans le graphe d’échange de <7 (Y, R). En
vertu du lemme m, Y1,...,Y, sont aussi les amas adjacents de Y dans <7 (X, Q)

puisque pour ¢ = 1,...,n, Y; difféere de Y par une seule variable.
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Or, les amas adjacents dans le graphe d’échange nous permettent de déduire,
grace aux relations d’échange, le carquois associé a une graine, a changement
d’orientation de toutes les fléches prés, d’une composante connexe. Ainsi, on peut
écrire R comme union disjointe de carquois R = R;U...UR,, avec R, = Ry
ou R, = R, pour k = 1,...,m. Dans tous les cas, on conclut que & (Y, R) et
o/ (Y, R') ont les mémes amas, et donc que o7 (Y, R) et o/(X, Q) ont les mémes
amas. Grace a la proposition , ceci implique 'unistructuralité de <7 (X, Q).

O






CONCLUSION

Dans cette thése, nous nous sommes penchés d’abord sur la réalisation du graphe
d’échange d’une algébre amassée, puis sur I'unistructuralité des algébres amassées.
Il est maintenant prouvé que toute algébre amassée, provenant de surface ou non,
est unistructurelle (Cao et Li, 2020)) ; la question est donc close. 11 serait toutefois
assurément intéressant de déterminer dans quels cas la conjecture [3.2.4] est vérifiée,
ce qui nous donnerait une démonstration alternative de 'unistructuralité, tout a

fait différente de celle de Cao et Li.

Par ailleurs, notre méthode de réalisation de graphe d’échange des algebres amas-
sées concernait uniquement les algébres amassées de type Dynkin. Elle n’a pas
encore été généralisé a d’autres types d’algébre et, bien que la méthode pour le
faire reste a travailler, rien n’indique, a priori, qu’on ne puisse pas appliquer nos
résultats & un cadre plus large. Il serait donc intéressant de tenter d’obtenir une
méthode de réalisation du graphe d’échange d’une plus grande classe d’algébres
amassées, voire de toutes les algébres amassées. Padrol, Palu, Pilaud et Plamondon
ont déja généralisé cette construction de ’associaédre pour les algébres amassées
de type fini et pour une certaine classe d’algébre aimable en étudiant de maniére

plus générale I'éventail des g-vecteurs, (Padrol et al., 2019).






APPENDICE A

TRANSLATION D’AUSLANDER-REITEN

Le but de cet appendice est d’introduire briévement la translation d’Auslander-

Reiten, a la fois dans une catégorie de modules et dans la catégorie amassée.

Al Catégorie de modules

Considérons A une k-algébre de dimension finie.

La couverture projective d'un A-module M est une paire (P, f) o P est un A-

module projectif et o f : P — M est un épimorphisme qui induit un isomor-

phisme f’: P/rad P — M/rad M.
Soit M un A-module. Il existe une suite exacte
f1 fo
P1 — PU M — O,

appelée une présentation projective minimale, de A-modules projectifs telle que
fo: Py — M et fi : P, — ker By soient des couvertures projectives. Notons (—)°
le foncteur Homy (—, A) : mod A — mod A°P et appliquons ce foncteur a la suite

exacte ci-dessus. On obtient la suite exacte
t f(1)5 t flt t t
00— M"—= By — P — Coker f; = 0.

La transposée de M, notée Tr M, est Tr M = Coker f} € mod A°P.
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Cette correspondance M +— Tr M induit un foncteur dual k-linéaire
Tr : mod A/P — mod A°P /PP,

ou P est I'idéal de tous les morphismes sur A qui se factorisent par des A-modules

projectifs.

La translation d’Auslander-Reiten dans la catégorie de modules mod A est 7 =

Homy (—, k) Tr.
A.2 Catégorie dérivée bornée et catégorie amassée

Considérons a présent ’algébre de chemins A = k() pour () un carquois acyclique

et la catégorie dérivée bornée D?(mod A), telle qu’expliqué & la section m

Considérons X un objet de la catégorie dérivée bornée. Sa translation d’Auslander-

Reiten dans cette catégorie est donnée par

H(X) = (X & Homy (A, k)) 1]

L
ou — ® Homy (A, k) est le foncteur dérivé a gauche du produit tensoriel avec
Homy (A, k) sur 'algebre A. Ce foncteur transforme le projectif en k en l'injectif

en k dans la catégorie dérivée bornée.

Exemple A.2.1. Reprenons 'algébre de chemins décrite a 1’exemple [I.4.4] donnée
par le carquois ) = 3 — 2 — 1 et calculons la translation d’Auslander-Reiten
du complexe concentré en 3. Dans la catégorie dérivée bornée, ce complexe est

isomorphe a la résolution projective de 3 :

3
...0—>1%%—>0—>...

L
En appliquant le foncteur — ® Homy (A, k), on obtient le complexe

3
...0—>%—>3—>0%...
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Ce complexe est isomorphe au complexe concentré en #[1]. Ainsi,
3\ _2
T 2) =1

La translation d’Auslander-Reiten 7p dans la catégorie dérivée bornée induit une
translation d’Auslander-Reiten 74, dans la catégorie amassée : pour chaque objet

X de la catégorie dérivée bornée,

T(gQX = TD(X),

(Keller, 2005).






APPENDICE B

CATEGORIE DE FONCTEURS

Nous donnons ici quelques définitions et résultats tirés de (Assem et al., 2006,

Section 4.6 et Appendix 2).

Soit A une k-algebre de dimension finie. Considérons Fun A la catégorie dont les
objets sont les foncteurs k-linéaires covariant de la catégorie mod A — catégorie de
modules a droite de dimension finie — a la catégorie mod k — catégorie de k-espaces
vectoriels de dimension finie. Pour deux tels foncteurs Fi, F5 : mod A — modKk,
on définit ’ensemble Hom(F}, F5) comme étant I’ensemble de tous les morphismes

fonctoriels ¢ : F} — F5.

Les objets projectifs de Fun A sont donnés par Hom (M, —) pour chaque A-module

M tandis que les objets simples de Fun A sont donnés par
Sy = Hom(M, —)/rad(M, —)

ot M est un A-module indécomposable (Assem et al., 2006, Chapitre 4, coro-
laire 6.7). Par ailleurs, pour M’ un module indécomposable, si M’ ~ M, alors

dim Sy (M) =1 et si M’ %2 M, alors dim Sy, (M) = 0.

Soit f: M — N et g: N — M des homomorphismes de A-modules. Si fg = 1y,

g est une section (de f).

La notion de section nous permet de définir celle d’homomorphisme minimal &
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gauche presque scindé.

Définition B.1. Un homomorphisme de A-modules f : M — N est minimal a
gauche presque scindé si :
— pour tout endomorphisme g € End N tel que gf = f, g est un automor-
phisme ;
— f n’est pas une section ;
— pour tout A-homomorphisme g : M — L qui n’est pas une section, il existe

g : N — Ltel que ¢'f =g.

Proposition B.2. (Assem et al., 2000, Théoréme 6.11, chapitre 4) Soit M un

A-module indécomposable.

a) Le module M est injectif et f: M — M’ est minimal & gauche presque scindé

st et seulement si la suite exacte de foncteurs induite

Homp (f,—) ™

0 — Homy (M, —) Homp (M, —) — Sy — 0

est une résolution projective minimale de Sy; dans Fun A.

b) Le module M n’est pas injectif et la suite 0 — M — M’ — M" — 0 est presque

scindée si et seulement si la suite de foncteurs induite

0 SN HOHIA(M//, _) HomA(g’_) HOHIA(M/, _) HomA(f,—)

Usvs

Homy (M, —) — Sy — 0

est une résolution projective minimale de Sy; dans Fun A.
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