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RESUME

L’inférence par vraisemblance maximale est utilisée dans de vastes champs appli-
catifs. Cette méthode ainsi que les propriétés asymptotiques de ses estimations
sont un domaine de recherche toujours actif un siecle apres les fondations posées
par Sir. Ronald Fisher en 1912. Apres avoir rappelé les fondamentaux bibliogra-
phiques des propriétés asymptotiques des estimateurs par ML (Maximum likeli-
hood) et souligné les difficultés pratiques pour exprimer et évaluer les estimateurs
de la variance asymptotique, ce mémoire présente les travaux réalisés pour deux
estimateurs de remplacement de la variance découlant du score partiel empirique
et de I'information observée. Les travaux engagés visent a démontrer et confirmer
les propriétés asymptotiques des MLE (Maximum likelihood estimation) : conver-
gence non biaisée et normalité de la distribution dans trois contextes d’hypotheses
d’application. Avec une gradation de complexité, nous commencgons par un mo-
dele de variables indépendantes et parentes, continuons par un modele de chaine
de Markov et finalement terminons avec un modele de Markov cachée. Nous pré-
sentons pour chacun de ces processus aléatoires les résultats de simulation afin de
confronter nos résultats théoriques a 'expérience in silico.

Mots clés : maximum de vraisemblance, asymptotique, convergence, va-
riance, estimateur, MLE, chaine de Markov, chaine de Markov cachée.



INTRODUCTION

De nombreuses techniques statistiques ont été développées pour aider les scienti-
fiques a comprendre les données qu’ils collectent. Ces techniques sont généralement
classées comme descriptives ou déductives. Alors que les statistiques descriptives
permettent aux scientifiques de résumer rapidement les principales caractéristiques
d’un ensemble de données, les statistiques inférentielles vont plus loin en aidant
les scientifiques a découvrir des modeles ou des relations dans un ensemble de

données ou a porter des jugements sur les données.

Dans la plupart des situations concretes ou 'application des statistiques inféren-
tielles est nécessaire, il est rare que les données de la population concernée par
I'étude soient connues pour toute une série de raisons (exemple : il est impos-
sible de tester la température de tous les contaminés de la covid-19 afin d’estimer
la température moyenne des contaminés) et il est souvent nécessaire d’estimer un

parametre caractérisant la population a partir des données observées (échantillon).

Une des méthodes d’estimation les plus utilisées par les scientifiques est la méthode
du maximum de vraisemblance. L’origine de la méthode vient de (Fisher, 1912)
qui est considéré par certains comme le plus grand des successeurs de Darwin et
par d’autres comme le fondateur de la statistique moderne. La méthode est connue
pour sa précision dans l’estimation, car un parametre estimé n’a aucune valeur
si la précision de l'estimation réalisée n’est pas connue. Ceci peut étre réalisé,
soit en calculant sa variance, soit en déterminant autour de la valeur estimée, un
intervalle dont on a de bonnes raisons de croire qu’il contient la vraie valeur du

parametre recherché (un intervalle de confiance).



Dans un jargon un peu plus mathématique, la précision de la méthode de vrai-
semblance maximale est connue sous le nom de la convergence vers la vraie valeur,
a ceci s’ajoute une deuxieme propriété tres importante qui est la normalité de la
distribution des estimations. Ces propriétés ont été prouvées dans le cas des ob-
servations qui proviennent des populations indépendantes quand la méthode a fait
son apparition dans les années 1920. Plus tard, les propriétés de la méthode ont
aussi été prouvées pour des processus un peu plus complexes comme les chaines
de Markov par (Billingsley, 1961) et les modeles avec chaines de Markov cachées

par (Baum et Petrie, 1966).

La variance des estimations de vraisemblance maximale est définie comme 1'in-
verse de 'information de Fisher qui est elle-méme définie comme 'espérance de
la dérivée seconde par rapport aux parametres de la vraisemblance conjointe des
observations. Dans certaines situations, surtout dans des processus un peu plus
complexes, cette information est parfois compliquée, voire impossible a calculer
(exemple : I'espérance de la fonction conjointe n’est pas calculable pour la majorité

des processus stochastiques).

Pour répondre a cette difficulté de calcul de l'information de Fisher, (Efron et
Hinkley, 1978) ont proposé comme estimateur de remplacement, soit la deuziéme
dérivée de la vraisemblance conjointe sur les paramétres, qu’ils ont appelés ["infor-
mation observée. Depuis, cette méthode est utilisée pour le calcul de la variance

des estimateurs, méme si sa convergence n’a pas été profondément étudiée.

Dans ce travail, nous essayons de montrer mathématiquement la convergence de
I'information observée vers 'information de Fisher théorique, et de confirmer par
simulation cette convergence. Pour répondre a cet objectif, nous avons besoin
de détailler les démonstrations des propriétés des estimations de vraisemblance

maximale. Dans un ordre chronologique de complexité, ceci sera fait pour trois



types d’observations qui seront présentés dans trois chapitres. Le premier est le
cas des données provenant des populations indépendantes et parentes (de méme
loi), le deuxiéme est le cas d’une chaine de Markov et finalement un modele avec

chalne de Markov cachée.

Pour chaque cas, nous présentons d’abord des généralités sur le modele statistique
et I'estimateur de vraisemblance maximale. Nous étudions ensuite la convergence
et la normalité asymptotique, du point de vue théorique, en suivant si possible
la littérature d’origine pour le modele considéré. Nous terminons chaque chapitre
par une (petite) étude de simulation qui illustre les propriétés présentées et éclaire
I'usage de 'estimateur. On en profite aussi pour expliquer comment calculer I'es-

timateur et surmonter les problemes numériques afférents a ce calcul.



CHAPITRE 1

VARIABLES INDEPENDANTES ET PARENTES

1.1 Le principe de vraisemblance maximale

L’idée fondamentale de 'estimation par maximum de vraisemblance (ML) est,
comme le nom l'indique, de trouver un ensemble d’estimations des parametres,
appelé 0, telles que la probabilité d’observer 1’échantillon obtenu (sa vraisem-
blance) soit maximale. Ainsi la densité de probabilité conjointe pour le modele
que I'on estime est évaluée aux valeurs observées des variables aléatoires et traitée
comme une fonction de parametres du modele. Le vecteur 0 des estimations ML
donne alors le maximum de cette fonction. Ce principe d’estimation est tres large-
ment applicable : si nous pouvons écrire la densité conjointe de 1’échantillon, nous
pouvons en principe utiliser le maximum de vraisemblance, soumis bien str a cer-
taines conditions de régularité que nous détaillerons dans les prochaines sections.
Par ailleurs, I'estimateur ML a un nombre de propriétés commodes, dont nous dis-
cuterons plus en détail dans le reste de ce chapitre. Il possede également quelques

propriétés peu pratiques, et pour cela, le praticien doit parfois étre méfiant.

La maniere la plus simple de saisir I'idée fondamentale de 1’estimation par ML est
de l'illustrer sur un exemple. Supposons que chaque observation z; est générée par
la densité

flzy;0) =07 2,>0, 6>0,



et qu’elle est indépendante de toutes les autres x;. Il s’agit de la densité de la distri-
bution exponentielle. Il y a un seul parametre inconnu 6 que nous désirons estimer,
et nous disposons de n observations avec lesquelles nous allons travailler. La den-
sité conjointe des x; sera appelée la fonction de vraisemblance et notée L(x;0);
pour toute autre valeur de 6, cette fonction nous renseigne sur la probabilité que

nous aurions d’observer ’échantillon z = (xy, ..., x,).

Comme les z; sont indépendants, leur densité conjointe est simplement le produit

des densités marginales. Ainsi, la fonction de vraisemblance s’écrit
L(z;0) = H@e‘gzt. (1.1)
t=1

Dans le cas d’échantillons de grande taille, (1.1) peut devenir extrémement petite,
et prendre des valeurs qui sont bien au-dela des possibilités des nombres a virgule
flottante que les ordinateurs manipulent. A ceci on peut aussi ajouter la simpli-
cité du calcul. Pour ces raisons, parmi d’autres, il est d’usage de maximiser le
logarithme de la fonction vraisemblance plutot que la fonction de vraisemblance
elle-méme. Bien évidemment, nous obtiendrons la méme réponse en procédant
ainsi, car la fonction de log-vraisemblance {(x;0) = log (L(x;0)) est une fonction
monotone croissante de L(z;6); si § maximise £(z;6), il doit aussi maximiser

L(z;0). Dans le cas de (1.1), la fonction de log-vraisemblance est

(x;0) = log(f) — O, = nlog(0) — 0y _ ;. (1.2)

La maximisation de la fonction de log-vraisemblance, par rapport au seul para-
metre inconnu 6, est une procédure directe. Dériver I'expression (1.2) par rapport

a 0 et poser la dérivée égale a zéro donne la condition du premier ordre

n n
i > 2 =0 (1.3)
t=1

et nous trouvons, par résolution, que I'estimateur ML 6 est

n

= — .
Z?:lxt



Dans ce cas, il n’est pas nécessaire de se soucier d’éventuelles solutions multiples
de (1.3). La dérivée seconde de (1.2) est toujours négative, ce qui nous permet de
conclure que 0 est I'unique estimateur ML. Notons que cela ne sera pas toujours
le cas. Pour certains problemes, les conditions du premier ordre peuvent mener a

des solutions multiples.

Des a présent, nous pourrions a juste titre poser certaines questions relatives aux
propriétés de 6. Est-ce dans tous les sens du terme un bon estimateur a utiliser ?

Est-il biaisé ? Est-il convergent 7 Comment est-il distribué?

Deux propriétés attrayantes majeures des estimateurs ML sont la convergence et la
normalité asymptotique. Celles-ci seront longuement étudiées dans les prochaines

sections.

1.2 Généralités et notations

L’estimation ML repose sur la notion de vraisemblance d’'un ensemble donné d’ob-
servations relatives & un modele (ou une variable aléatoire provenant d’une dis-
tribution de probabilité). Nous développons maintenant la notation a partir de
laquelle nous pouvons exprimer une telle caractérisation qui est particulierement
utile pour nos objectifs. Nous supposons que chaque observation x; pour tout
échantillon de taille n est une réalisation d’'une variable aléatoire X;, t =1,...,n,
prenant des valeurs dans R™. Il est plus commode de laisser la notation vectorielle

x désigner 1’échantillon entier
x =21, 2T9, ..., 2]

si chaque observation est un scalaire, x est un vecteur de dimension n, tandis que si
chaque observation est un vecteur de dimension m, x est une matrice de dimension
n X m. Le vecteur ou la matrice x peut posséder une densité de probabilité, c’est-

a-dire une densité conjointe.



Nous pouvons a présent définir formellement la fonction de vraisemblance asso-
ciée a un modele donné pour un échantillon x donné. Cette fonction dépend des
parametres du modele et de ’ensemble d’observations donné par x; sa valeur
correspond exactement a la loi associée au vecteur (ou matrice) aléatoire X ca-
ractérisée par le vecteur paramétrique 6 € O, évaluée au point d’échantillon x.
L’ensemble © désigne ici 'espace paramétrique dans lequel 6 prend ses valeurs;
nous supposerons que c’est un sous-ensemble de R?. Nous désignerons la fonction
de vraisemblance par L : X x © — R et sa valeur pour 6 et x par L(x;0) (X
est ’ensemble des observations des x). Dans bien des cas pratiques, tel que celui
examiné a la section précédente, les observations x; sont indépendantes et chaque
x; a une densité de probabilité L,(zy;6). La fonction de vraisemblance dans ce cas

est alors
L(z;0) = HLt($t§9)~ (1.4)
t=1

La fonction de vraisemblance (1.1) de la section précédente est évidemment un
cas particulier de ce cas présent. Quand chacune des variables aléatoires X; est
identiquement distribuée selon une densité f(zy;6), nous dirons que les variables

sont parentes.

Méme quand la fonction de vraisemblance ne peut pas s’écrire sous la forme (1.4),
il est souvent possible de factoriser L(x;6) en une série de contributions, chacune
provenant d’une ou plusieurs observations. Prenons a titre d’exemple des observa-
tions individuelles z;, t = 1,...,n ordonnées chronologiquement comme dans les
séries temporelles ou les chaines de Markov (nous allons explorer ce dernier cas

dans le prochain chapitre).

Comme nous l'indiquions dans la section précédente, on utilise dans la pratique la
fonction log-vraisemblance ¢(x; 6) plutot que la fonction de vraisemblance L(z;6).

La décomposition de ¢(x;0) en contributions provenant d’observations résulte



de (1.4). Elle peut étre écrite comme suit
Ua;0) = ly(w36) (1.5)
t=1
ou Uy (3 6) = log (L (4 6)).

Nous sommes a présent en position de donner la définition de I'estimation par
maximum de vraisemblance. Nous disons que 6, € O est une estimation par
maximum de vraisemblance, une estimation ML, ou le MLE, pour les données x
si

0(x;0,) > U(z:0), VOeO.

Si l'inégalité est stricte, alors 0 est I'unique MLE.

Le MLE peut ne pas exister en général ( exemple : le cas d’'une distribution uni-
forme définie sur un ensemble d’observations qui dépend du parametre ), a moins
que la fonction de log-vraisemblance ne soit continue par rapport aux parametres
0 et que 'ensemble O ne soit compact (c’est-a-dire fermé et borné). C’est pour-
quoi il est d'usage, dans les traitements formels de 'estimation par maximum de
vraisemblance, de supposer que O est compact. Nous ne désirons pas formuler
cette hypothese, parce qu’elle s’accorde tres mal avec la pratique, pour laquelle
une estimation est valable partout dans R?. Mais cela signifie que nous devrons

vivre avec la possible non-existence du MLE.

Il est aussi souvent commode d’utiliser une autre définition du MLE, qui n’est pas
équivalente en général. Si la fonction de vraisemblance atteint un maximum inté-
rieur a I’espace paramétrique, alors elle, ou de fagon équivalente la fonction de log-
vraisemblance, doit satisfaire les conditions du premier ordre pour un maximum.
Ainsi, le MLE peut se définir comme une solution aux équations de vraisemblance,

qui correspond précisément aux conditions du premier ordre suivantes :

S(x;0,) =0 (1.6)



oll le vecteur score, ou vecteur gradient, S € R? est défini par

- 0)

9 0(x;0)

S(z;0) = Vol(z;0) = | 9% (1.7)

| 50, ((x:0) |

Alors S est un vecteur colonne des dérivées partielles de la fonction log-vraisem-

blance ¢ par rapport aux parametres 6.

Comme il peut arriver que plus d’une valeur de 6 satisfasse les équations de vrai-
semblance (1.6), la définition nécessite par ailleurs que I'estimation 0,, soit associée

a un maximum local de ¢ et que

A

0(z;0,) > l(x;07)
pour n’importe quelle autre solution 6* des équations de vraisemblance.

Dans le cadre de notre étude et surtout lors de ’étude des propriétés asympto-
tiques, nous allons considérer seulement le cas ou la solution de la fonction (1.6)

est unique.

Nous concluons cette section par une variété de définitions qui seront utilisées dans
le reste du chapitre et plus généralement dans le reste du mémoire. En utilisant
la décomposition (1.5) de la fonction de log-vraisemblance ¢(x;6), nous pouvons
définir une matrice G(z;6) de dimension n x d dont 1’élément type est

Go(2;0) = —5,—

Nous appellerons G(x;60) la matrice du gradient. Cette matrice est intimement

reliée au vecteur gradient S.

La matrice hessienne associée a la fonction de log-vraisemblance ¢(z;0) est la
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matrice H(z;60) de dimension d x d dont I’élément type est

a2€t(l't; 9)

H;j(z;0) = 50.00.
i0Uj

Nous définissons I'information contenue dans I'observation ¢ par I;(), la matrice

de dimension d x d dont I’élément type est
(Z:(0));; = Eo [n_thi(Q)th(Q)] . (1.8)

La matrice Z;(0) est symétrique, en général semi-définie positive. Celle-ci est
connue sous le nom de matrice d’information de Fisher que nous détaillerons dans
les prochaines sections. La matrice moyenne pour un échantillon de taille n est

définie par
1 n
() =~ > () = n'T(0). (1.9)
t=1

La matrice Z;(0) mesure la quantité espérée d’information contenue dans I’obser-
vation z; et Z"(0) = nZ(f) mesure la quantité espérée d’information contenue

dans ’échantillon entier.

Nous avons toutes les définitions nécessaires pour commencer 1’étude des deux
propriétés attrayantes de I'estimation ML. Dans les deux prochaines sections, nous

détaillerons la convergence et la normalité asymptotique du MLE.

1.3 La convergence

Une des raisons pour lesquelles I'estimation par maximum de vraisemblance est
largement utilisée est que les estimateurs ML sont, sous des conditions assez gé-

nérales, convergents. Dans cette section, nous expliquons pourquoi c’est le cas.

On retrouve deux sortes de convergence de l'estimateur ML vers la vraie valeur,
la faible et la forte. Notre curiosité s’est révélée pour la convergence forte de ce

dernier en suivant le texte de (Ferguson, 1996).
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Définition 1.1. Soit une séquence d’estimateurs 0, = 0,(X1, Xo, ..., Xy) et un

parametre 6 dans ©. On dit que 0, converge presque surement (P.S) vers 0 si
Pg{ lim 9n:0}:1.
n—-+00

La convergence asymptotique concerne une séquence d’estimateurs. Cette derniere
est définie dans le contexte suivant : pour une variable aléatoire X d’une distri-
bution f(x,#) observée n fois, la séquence 0, = 0(X1, Xo,...,X,) est construite

en utilisant la méme fonction avec des tailles d’échantillons différentes.

Les données sont générées par un cas particulier du modele qui sont des observa-
tions z provenant de la distribution paramétrique avec # = 0°. Ce 0° est la vraie
valeur avec laquelle les données sont générées. Dans la pratique, cette valeur n’est

pas connue et on cherche a l’estimer.

Nous commengons maintenant a présenter les résultats dont nous aurons besoin,
le premier est une loi forte des grands nombres uniforme dans le cas d’une fonction
paramétrique. Ce résultat est défini dans le contexte suivant : soit X7, Xo, X3, ...
une suite de variables aléatoires indépendantes qui proviennent d’une distribution
f(x;0) et U(x;0) est une fonction continue en x telle que U(Xj; ) est d’espérance

finie pour tout 6. Dans ces conditions, on sait déja que
1 n
=Y U(X;:0) =75 E[U(X;0)] = (o) (1.10)
n
=1

ou X est une variable générique de loi f. Le résultat (1.10) découle de la loi forte
des grands nombres pour la suite U(X;;6), 7 = 1,2,... car celles-ci restent des
variables aléatoires pour un parametre ¢ € © fixe. Pour la suite, il sera nécessaire

de renforcer le résultat pour le rendre uniforme en 6 :

sup 1 ZU(a:j;H) —u(0)| =750 (1.11)
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quand n tend vers l'infini. Sous cette forme, le résultat est du a (LeCam, 1960) et,
bien str, il est obtenu sous certaines conditions pour ©, U et f. Nous le démontrons

en appendice.

Le deuxieme résultat fait intervenir [“information de Kullback-Leibler, une mesure

de divergence entre deux distributions de probabilité.

Définition 1.2. Soient lyg,(z) et lg,(x) deuz densités paramétriques continues,

linformation de Kullback-Leibler est définie par

K (lgy, lo,) = Eq, {log %] - / log gzgi lo, (z) da.

Nous pouvons montrer que l'information de Kullback-Leibler est non négative en
utilisant l'inégalité de Jensen (Nous le démontrons en Appendice A). Le résultat
est obtenu comme suit. On observe d’abord que
lo, (X)) ] lo, ()
E : = | —=1 =[1 <1.
0o |:l90(X)_ /leo(f) 90(1’) / 91(x) =

Cependant, par la convexité de la fonction logarithme, il vient que

K (lgy,lg,) = Eg, | —log %} > —log Ey, {;Zlgiﬂ >0 (1.12)

avec égalité si seulement si Py, {lg,(X) = lp, (X )} = 1. L’inégalité (1.12) est connue

sous le nom de I'inégalité de Shannon-Kolmogorov.

Une condition de régularité importante qui doit étre satisfaite afin qu’un estima-
teur ML soit convergent : le modele doit étre identifiable. Par définition, nous
dirons qu’'un modele paramétrique est identifiable si la condition ci-dessous est
vérifiée :

0 =0" sietseulementsi L(x;0) = L(z;6°).

Alors, si le modele est identifiable, la valeur de 6, est I'unique solution de (1.6).

Nous pouvons finalement énoncer le théoreme suivant, que l'on doit a (Wald,

1949).
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Théoréme 1.1. Soit z un échantillon de n réalisations de la variable X d’un
modele qui est caractérisé par la loi f(z;0), # € ©. On suppose que 6° est la vraie

valeur du parametre. Supposons de plus que :
1. © est compact ;
2. f(z;0) est semi-continue supérieurement en 6 pour tout x;

3. il existe une fonction K (x) tel que Ego [K(X)] < 400 et
U(x,0) =log f(z;0) —log f(z;6°) < K(x) pour tout x et 6

4. VO €O et p>0,supy_g, f(z;0) est continue en x.

5. f(x;0) = f(x;0°) = 0 =0° (identifiabilité).
Dans ces conditions, pour toute suite {6,} d’estimateurs du maximum de vrai-
semblance de 6, on a

en (_>’P.S 90'

Démonstration. La preuve de ce théoreme se base sur 'information de Kullback-
Leibler, la loi forte des grands nombres uniforme et le lemme de Fatou-Lebesgue
qui sont énoncés en appendice. Nous savons que 0, est celui qui maximise £(z; ),

ce dernier maximise aussi,

U(z;0) — (x;60°) = Zlog%

n

= Ulx;0). (1.13)

=1
Cette premiere écriture (1.13) nous permet de faire un lien avec I'information de

Kullback-Leibler. En outre, d’apres (1.10) on peut écrire,

1 ¢ f(@;0) . f(X;0)
Etzllog —f(;;eo) 7S Ego [log —f(X;QO)} .
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Ainsi, en appliquant la définition de I'information de Kullback-Leibler et I'inégalité

de Shannon-Kolmogorov (1.12), on obtient

—Zl S@i0) s —k(6°,0) = () < 0

SCt, 90

La fonction p(0) est semi-continue supérieurement. En effet, on a
lim sup p(0) = limsup E [U(X; 6")]
0'—0 0'—0
et comme U(x;0) est majorée par la fonction K (z) d’apres la condition 3, alors,
d’apres le lemme de Fatou-Lebesgue, on a
limsupE [U(X;0")] <E [Iim sup U(X; 9’)} <E[U(X;0)] < ud).
0’0 60
D’ou

Vo' €O, 30 €O, limsuppu(d) < u(d). (1.14)
6'—0

Jusqu’a présent, nous avons montré que U(z; ) converge en moyenne vers une
fonction p(60) définie négative. Maintenant, pour commencer le raisonnement par
I’absurde, supposons p > 0 tel que S = {0 : |0 — 6y| > p} un ensemble compact.
Les conditions de la loi forte des grands nombres uniforme sont vérifiées pour

U(x;0) avec 6 € S, on a donc

n—+oo eSS N 0eS

Pyo {hmsup sup — ZU ;0) < sup,u(@)} =1. (1.15)

Par (1.14), la fonction p(6) est semi-continue supérieurement sur I’ensemble com-
pact S. Alors, on peut déduire que p(f) atteint son maximum sur S. Pour cela,

on pose 0 = supycg 1(#) < 0, le résultat (1.15) devient

n—+oo S N

Pyo {hmsup sup — ZU9X9)< (5}—1

Donc, avec probabilité 1,

INEN, Vn> N, supZUXt, ) <6/2<0.
6esS
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Mais nous savons que, pour le maximum de vraisemblance 6,

1 ¢ - 1
E;U(Xt;en) :sup—ZU(Xt;H):O.

n
o N —

On peut conclure alors que 6., ¢ S pour n > N. Donc, 6, € S¢ et pour N assez
grand, onano{]én—6’0|<p, Vn>N}—>1. O

Il existe deux ensembles majeurs de circonstances dans lesquelles les estimations
ML peuvent ne pas étre convergentes. Le premier survient quand le nombre de
parametres n’est pas fixe, mais augmente avec n. Cette possibilité n’est pas consi-
dérée dans le théoreme précédent ou € est indépendant de n. Mais il n’est pas sur-
prenant que cela engendre des problemes, car si le nombre de parametres n’est pas
fixe, il est loin d’étre évident que la quantité d’information que 1’échantillon nous
donne a propos de chacun d’eux augmentera suffisamment rapidement lorsque n
tend vers l'infini. Dans le deuxieme, on retrouve ceux dans lesquels le modele n’est
pas identifiable. De tels problemes sont bien au-dela des objectifs de notre étude;
on pourra consulter entre autres (Neyman et Scott, 1948), (J. Kiefer, 1956) et
(Kalbfleisch et Sprott, 1970).

1.4 La distribution asymptotique

Les résultats simples concernant la distribution asymptotique des estimations ML
sont obtenus dans le contexte du modele de vraisemblance maximale. Par consé-
quent, nous limiterons notre attention au cas ou én est une solution du probleme
(1.6). 11 est alors relativement simple de montrer que 0, possede la propriété de
normalité asymptotique. Pour un modele de vraisemblance caractérisé par 6°, le
vecteur des estimations paramétriques én tend vers la limite non stochastique 6°.
Cependant, si nous multiplions la différence 6,,—6° par n'/?, la quantité résultante

n'/%(f, — 6°) aura une limite en loi qui est une variable aléatoire avec une distri-
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bution normale multivariée (ou univarié pour d = 1). L’écriture mathématique de

ce résultat est donnée par
V0, —6°) = Ny (0,Z(8°)7) (1.16)

olt Z(6°) est I'information de Fisher introduite par (1.8) et £ : fait référence a la
convergence ne lois. Elle s’écrit dans le cas d'un modele de vraisemblance avec une

distribution caractérisée par une densité comme

7(0) = Eq [% log f(; 9)} dxd. (1.17)

Maintenant, nous énongons un théoreme qui précise les hypotheses sur le modele
d’estimation de vraisemblance maximale pour avoir le résultat (1.16). La condition
2 du théoreme de normalité asymptotique énonce que 'ordre de différentiation
et d’intégration sont interchangeables. Ce résultat est valide sous une variété de
conditions de régularité, parmi lesquelles la plus simple est que le domaine de
définition de f soit indépendant de #; nous allons faire appel aussi a une version

continue de la loi forte des grands nombres uniforme (consulter I'appendice A).

Théoreme 1.2. Soit x une séquence d’observations de n variables aléatoires X,

et 6° la vraie valeur du parametre. Si
1. © est un ouvert de R?;
2. f(z;0) a les propriétés suivantes :
e deux fois continument dérivable sur © ;
e continue sur I’ensemble des observations x ;

e la deuxieme dérivée partielle par rapport a 6 peut passer sous le signe
de l'intégrale [ f(x;0)dx.
3. la deuxieme dérivée par rapport a € de log f(z;6) est majorée au voisinage

de 6° par une fonction K(x), tel que E[K(X)] < co;
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4. 1(6°) est définie positive;
5. Identifiablitié : si f(z;60) = f(z;0°) = 60 = 6,.

Alors, il existe une séquence d’estimateurs 6,, qui converge presque sirement vers

0% et telle que
V0, —6°) —F N (0,Z(0°)7") .

Démonstration. La preuve est divisée en deux parties. Dans la premiere, nous
allons essayer de satisfaire les conditions du théoreme 1.1 pour garantir ’existence

d’un MLE convergent.
1. Existence d’un MLE convergent

Fixons p > 0 et soit S, = {6 : 10 — 0% < p}. On a:
a. S, est un ensemble compact ;
b. f(x;8) est continue en x d’apres la condition 2;

c. la fonction U(z;6) définie par log f(z;6) —log f(x;6°) (condition 3 du théo-
reme 1.1) est délimitée par une fonction continue et finie sur z. En effet,
pour le voir, nous devons écrire U(z;6) en utilisant le développement de

Taylor au voisinage de #° & 'ordre 1. Ce développement s’écrit
Ulz;0) = U(z;0°) + G(2;0°)7(0 — 0°) + (0 — 0°)' R(x;0)(6 — 6°). (1.18)

Observons que pour les nouvelles composantes de U(zx; ), nous avons :
i. U(x;6°) est nulle (par définition de U);
ii. G(x;6°) est une fonction dérivable et finie d’apres les conditions 2 et 3 ;

iii. il nous reste a montrer que R(x;0) est finie. Une maniere d’y arriver et

d’écrire R(x,0) en fonction de sa deuxieme dérivée H(x;0) avec 6 dans
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S, vu que cette derniere est finie d’apres la condition 3. Ceci nécessite
de développer le reste R(z,0) de (1.18) par l'intégrale de Laplace (voir
l’appendice A) :

R(z;0) = /01(1 — ) H (2;60° + (6 — 0°))dt

_ /01 (/tl d/\) H(w:6° + t(6 — 6°))dt
_ /01 (/OAH(MO +H(6— 90))dt) dx.

Le passage de la deuxieme a la troisieme égalité est fait en utilisant
le théoreme de Fubini pour inverser les bornes de l'intégration sous
I’hypothese H(x;6) est intégrable.

Maintenant, en faisant le changement de variable ¢ = Au, on obtient

R(x;0) = /01 (/01 AH (750° 4+ M\u(6 — 90))@) dX.

Comme R(z;6) est une intégrale finie d'une fonction H(z;6) qui est
majorée uniformément sur S,. On conclut que celle-ci est une fonction
finie. De cette maniére, d’apres i, ii et iii, on peut conclure que U(x;0)
est délimitée par une fonction finie.
d. la continuité de supjp_g<, f (x;0") se déduit directement de la continuité de
f(x;0) sur S, d’apres la condition 2;
e. f(z;0) = f(x;0°) = 0 = 0" d’apres la condition 5.
Toutes les conditions du théoreme 1.1 sont vérifiées, l'existence d’'un MLE 0,

convergent vers 6° est démontrée. Nous pouvons maintenant continuer avec la

démonstration de la normalité asymptotique de 6,.
2. Normalité asymptotique

Afin de simplifier la preuve, cette partie sera divisée en trois sous-parties.
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1. Commengons par étudier la variation de la log-vraisemblance. Un premier ré-
flexe est de regarder la variation de sa dérivée au voisinage du vrai parametre.
Pour commencer, écrivons le développement de Taylor de &1(z;0) = ¢'(x; 6)

au voisinage de 6% & I'ordre 0 :
0'(2;0) = 0'(2;6°) + (0 — 6°)R(x; 0)
(2:69) + / Z Gl 6+ A0 —0°)dN) (0 — %) (1.19)
—1
Le passage de la premiere égalité a la deuxieme est fait en utilisant le déve-

loppement par I'intégrale de Laplace. Comme 0,, est une racine de la fonction

du score, alors (1.19) devient
0="0'(z;6°) + / Z Gz 60° + X6, — eo)m) (6, — 6°)
=1

et, en divisant par \/n, il vient

_/ .90 5 _ pno j _ po
Tl / \F G(2,:0° + \b, — 0 ))dx)(en 6).
Posons
1y )
= —/ EZG(%;GOJFA(@” —60°))d\.
0 t=1

L’équation précédente s’écrit maintenant sous la forme

%f’(;p; 0°) = A,/ (6, —6"). (1.20)

Notre but est d’utiliser le théoreme central limite sur le résultat (1.20) pour

montrer la normalité asymptotique de ¢'(x, 0y) et, pour y arriver, nous allons

commencer par montrer la convergence presque siire de A, vers Z(0°).

2. Pour montrer la convergence presque sure de A,, vers I'information de Fisher,
nous aurons besoin de satisfaire les conditions de la version continue de la

loi forte des grands nombres uniforme. Nous avons
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(a) S, est compact (fermé et borné);

(b) H(z;6) est continue en = pour chaque § € S, (condition 2);

(c) H(x;0) est borné supérieurement par K (z) avec E [K(x)] < oo (condi-
tion 3).

Donc, d’apres la version continue de la loi forte des grands nombres uniforme

P lim sup =0 =
n—-+o0o 0es,

En d’autres mots, presque strement, quand le nombre d’observations n de-

(voir appendice A), nous avons

- Z H(24;60) — Bgo [H(X,;0)]

vient tres grand, on a

n

sup |~ 7 H(wi;0) — oo [H(w;0)]

- <e. (1.21)
0es, M =

Notre objectif est d’en dire autant pour |4, — I(6°)|, ce qui suit facilement :

1 n
A, — 1(6")] < / %met;eo A6y — 6%) + 1(8%)| dx
0

/ sup [’nZH 74;0) — Ego [H(XSQ)}’

+ |Ego [H(X;0)] + 1(6°)| ] d\

Nous justifions le passage de la premiere inégalité a la deuxieme par ’hypo-
these de 'unicité du MLE. En effet, £(x;60) est concave au voisinage de 6°
et de plus £(z;0°) > ((x;6,). D’apres le résultat d’existence 6, € S, et pour
A € [0, 1], nous avons

0(x;0° + N0, — 6°)) > sup £(;0)
0eS,
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ceci est justifié par le faite que S, = {6 : |6 — 0y| < p} et pour N tres grand,
n>N = [0—6° < p.
Comme la fonction £(z;6) est concave ( fonction logarithmique sur un do-

maine positif ) sur S, alors

82 0 R 0 02
@f(x;é’ + A0, —07)) < mgélslz ((x;0),

ce qui est équivalent a

n

Zn:H(xt; 0° + X\(0, — 6°)) < sup ZH(:ct; 6).

t=1 €S, 11
Le résultat de concavité de la fonction I(z;6) est obtenue par le faite que
la fonction f(z;#) est semi-continue supérieurement et que l'ensemble des
parametres © est compact. Le passage de la deuxieme a la troisieme inégalité
découle de la proposition 1.3 de la prochaine section. Ceci acheve notre

démonstration de convergence presque stire de A,, vers Z(6°).

. Démontrons finalement la normalité asymptotique du MLE. Pour commen-

cer, reprenons le résultat (1.20) :
1 < .
Vn (— > G(Xt;60)> = Av/n(0, —0°).
n
t=1

De plus, nous avons, Eg (G(X;60°)) = 0 et Vargo (G(x;6°)) = Z(0°) d’apres
(1.8). Donc, le théoreme central limite (voir appendice A) nous donne le

résultat suivant
1 n
vn (ﬁZG(Xt;HO)) L Nd(O,I(QO)).
t=1

A ceci s’ajoute le résultat déja prouvé A, —P5 Z(0°). Sachant que Z(6°)

est définie positive (condition 4), cela nous permet d’écrire

N A,;l%ﬂ(x; 6.
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Pour finir, nous faisons appel au théoreme de Slutsky qui nous donne :

V(8 — 6°) —£ Ny(0,Z(6°)7Y).

Par normalité asymptotique, nous signifions que la suite de variables aléatoires
n'/2(6,, —6°) admet une limite en loi qui est celle d’une variable aléatoire de Pordre
de I'unité, normalement distribuée d’espérance nulle et de matrice de covariance

qui est l'inverse de (1.17).

1.5 Information de Fisher

Dans cette section, nous examinerons plus en détails la matrice d’information que
nous avons abordée brievement dans les deux sections précédentes. Cette matrice

est d’une importance substantielle pour le calcul de la covariance asymptotique

du MLE.

L’information de Fisher est donnée par la matrice de variance-covariance de la

fonction du score (1.6) sous la loi L(z;0)
Z(0) = Eq [ S(X;0)S(X:0)'] — Eg [S(X;0)] Eq [S(X;0)] .
Cette expression se simplifie car Ey [S(X;60)] = 0. En effet, on sait que

/L(m; 0)dr = 1. (1.22)
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La fonction (1.22) étant constante, son gradient est nul :

0
= %/L(Jc,ﬁ) dx

0
=/ 2 L(z;0)dz, justifié par la C2 théoreme 1.2

:/<L(; 6)%L(x;9)) L(x:0) dz

0
=Ey | = log L(X;
9|:a€ 0og ( 79):|

= E, [S(X;0)] . (1.23)

0

Donc, nous avons

Z(0) =Ey[S(X;0)S(X;6)]. (1.24)
On peut établir une autre écriture de 'information de Fisher.

Proposition 1.3. Sous la condition 2 du théoreme 1.2, la matrice d’information

est aussi égale a

7(6) = ~Eo | 57 S(X:0)| = ~Ea[H(X:0)]

Démonstration. On remarque que 'on peut écrire

? 0 L'(w;0)  L'(x;0) L'(w:0)?  L'(:0)

2070 = 5 T 0) ~ L0 L0 L) — S(@:0)°.
Ainsi, on a
E, {%S(X;H)} =E, {LL&HQN —7(0).

En observant que

E, [%} _ / (2 0)dz = aa—; / L(z: 0)dz = 0,

on obtient le résultat annoncé. O
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Il est souvent nécessaire de calculer la matrice de covariance des estimateurs.
Celle-ci nécessite la formule de Z(6°), pas toujours facile & trouver et qui dépend

d’un parametre inconnu. Il y a deux estimateurs de remplacement.

1.5.1 Estimateur basé sur le score partiel empirique

Il s’inspire de Iécriture de Z(f) en termes des scores partiels :

S(X;0):8(X;0);]

I

S 6);L(x;0)dx

n

. (9logL
(ZL‘, H l’k7

/ () (ﬁ )Hf%
[

8logL

n

1 l
/ 0 ng xka a °8 xf) H xka d'xl d

k=1

n

e
Il

1 /=1

n

/ alogf(:cm; 9)(‘9180510(%; 0)f (2m; 0) iz

//810gf Ty 0 alng(xl;ﬁ)f(xk;e)f(WQ9)dxkdm
k# e

m=1

00,

= Ee [s(Xim; 0)is(Xim; 0);] + ZEO [s(Xi; 0)i] Eo [s(Xi;6);]

m=1 k£l

avec s(z;0) le score partiel :

391 log f(x;0)
2 log f(x;0)

|5 log f(x:6) |
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Comme pour le score, on a Ey [s(X,,;0)r] = 0. Donc, on peut écrire
Z(0)i = Y By [s(Xom; 0)is(Xim; 6);]
m=1

= nEg [s(X1;0)is(X1;0);]
= n Covy (s(X1;6);, s(X1;0);)

On obtient ensuite un estimateur de Z(6°),; en remplagant la covariance théorique

par la covariance dans I’échantillon, et en évaluant le score partiel en 6, :

f(@o)ij =n <% Z $(Xpm; én)is(xm; én)]> — (% Z s(xy; én)z> <% Z s(xy; én)J>]

~ ~

. 1
$00)i8(@m; 0,) 5 — 55(56; On)iS(;0p);.

I
g
V)
=
3
D>

Puisque S(z;60,) = 0, il vient que :

Si on note

oy 108 f (w13 0)

0y | 5; log f (w13 6)
00 :

_% log f(xy;0)

alors I'estimateur de la matrice Z(6°) est

N "0, 00"
1(6°) = Z 8_«9k|9”6_9k |4, - (1.25)

k=1

Cet estimateur est appelé ["information de Fisher empirique et on le notera Ie(én).

1.5.2 Estimateur basé sur 'information observée

Ce deuxieme estimateur de 'information de Fisher repose sur une autre formule.

En effet, nous avons montré dans la proposition 1.3 que, sous certaines hypotheses
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de régularité, 'information (1.24) peut aussi s’écrire comme l’espérance de I'opposé

de la matrice hessienne de la log-vraisemblance :

2

7(0) = —E, {% log L(X; e)} . (1.26)

L’information de Fisher observée est I'estimateur obtenu en ignorant ’espérance

Ey de (1.26) et en évaluant Z(6) sur 6, et les observations z :

2

7,(6,) = —% log L(x: 0,) (1.27)

A~ ~

Il n’y a aucune raison, en général, pour que les deux estimateurs, Z.(6,,) et Z,(0,)
soient identiques. Leurs performances seront comparées lors de notre étude de

simulation.

La discussion précédente n’a peut-étre pas rendu clair un point qui est de la
plus haute importance quand on essaie de pratiquer les inférences concernant un
ensemble d’estimation ML 6,,. Tout ce qui se rattache a la théorie de la distribution
asymptotique se note en termes de n'/2(6, — #°), mais en pratique nous voulons
en fait utiliser 0, pour réaliser des inférences & propos de #°. Ceci signifie que
nous devons baser nos inférences non pas sur des quantités qui estiment Z(6°)
mais plutot sur des quantités qui estiment nZ(6°). Alors c’est pour cette raison

que nous n’avons pas divisé les deux estimateurs Z.(6,) et Z,(6,) par le nombre

d’observations n.

1.6 Etude par simulation

Une caractéristique majeure indésirable du MLE est que ses propriétés avec des
échantillons finis peuvent étre tres différentes des propriétés asymptotiques. Bien
qu’elles soient convergentes, les estimations ML des parametres sont probablement
biaisées, et les estimations de la matrice de covariance ML peuvent étre sérieuse-

ment trompeuses. Parce qu’en pratique les propriétés avec des échantillons finis
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sont souvent inconnues, on doit décider comment se fier aux propriétés asympto-

tiques connues.

Les objectifs de cette étude de simulation sont multiples. Dans un premier temps,
nous aimerions confirmer les résultats théoriques que nous avons prouvés et les
illustrer par simulation dans le cas d’une variable aléatoire discrete. Par la suite,
pour répondre au souci que nous avons évoqué au début de la section, nous voulons

voir la grandeur et I’évolution du biais selon la taille de 1’échantillon.

Pour garder la simplicité de notre étude, nous avons choisi d’étudier les parametres

des deux lois largement connues que sont les lois Gamma et de Poisson.

1.6.1 Convergence de I'estimateur

Nous avons simulé des échantillons de tailles petites, moyennes et tres grandes
(50,150, 300, 500, . .., 50000) qui proviennent des lois G(2,5) et de P(4). Les esti-
mations ML sont calculées avec ces échantillons et comparées aux vraies valeurs

du parametre.

La premiere simulation montre, dans les figures 1.1 et 1.2, que plus la taille de
I’échantillon est grande plus les estimations ML sont proches des vraies valeurs.
En d’autres mots, la propriété de convergence asymptotique est vérifiée pour les
deux lois. Ceci confirme la généralisation que nous avons fait de cette propriété

au cas d’une variable discrete.

Un deuxieme phénomene a remarquer est qu’on voit bien que les estimations sont
moins bonnes pour des grandeurs d’échantillon n petites. Ceci peut s’expliquer par
un seul facteur qui est le manque d’information sur les parametres dans 1’échan-

tillon.
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1.6.2 Normalité et biais de 'estimateur

Dans cette deuxiéme simulation, pour chaque taille n = (50, 150, 500, 1000), nous
simulons 1000 réplications d’échantillon. Ces réplications serviront a calculer plu-
sieurs statistiques. La premiere est la distribution d’échantillonage de 0,,. Les fi-

gures 1.3 a 1.8 donnent les distributions des estimateurs.

Le constat a tirer de toutes les figures est le suivant : la distribution des estimations
ML des trois parametres simulées avec n = (500, 1000) semble tres proche d’une
cloche symétrique ce qui confirme I’hypothese de normalité du MLE. Par contre,
pour les petites tailles de 'échantillon (inférieur a 100), la deuxieme hypothese
ne semble pas bien vérifiée. Ceci est surement du a 'imprécision des estimateurs
pour les petites tailles de I’échantillon. Cette imprécision est appelée le biais de

I’estimateur qui sera l’'objet de la prochaine simulation.

5.0-

alpha

-~
o

valeurs des paramétres
valeurs des parametres

lambda
N 40--mefrbe s T T
beta
2T e e == NS W —
A i
0 2000 4000 8000 0 2000 4000 5000
Taille de 'échantillon Taille de 'échantillon
Figure (1.1) Convergence du MLE Figure (1.2) Convergence du MLE
des parametres de la loi Gamma selon des parametre de la loi de Poisson se-

la taille de 1’échantillon. lon la taille de I’échantillon.
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Figure (1.5) Distribution de 1000 MLE d’une loi G(5,2) (n = 1000).
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Le biais des estimations ML est calculé en moyenne sur les 1000 réplications de

chaque taille n simulées. Les résultats sont représentés dans le tableau 1.1.

~ ~

N || Biais(&)| Biais(p)| Biais(\)

50 || 0.0641 | 0.0155 0.00609
150 || 0.0244 | 0.0074 0.00101
200 || 0.0083 | 0.0015 0.00092

1000 {| 0.0007 | 0.0002 0.00016

Tableau (1.1) Biais moyen des estimateurs des lois Gamma et de Poisson simulées pour 1000

estimateurs calculés avec des tailles n différentes.

Effectivement, les chiffres du tableau 1.1 montrent que les estimations ML sont
biaisées. Par contre, on remarque que le biais moyen n’est pas si élevé méme pour
les petites tailles d’échantillon. Il est de 0.064 pour le parametre o estimé avec
des tailles d’échantillon n = 50 et il tend vers 0 pour une taille n de plus en plus

grande.

Un dernier point a remarquer dans les distributions des estimations ML est que
la variance des MLE diminue avec la taille de I’échantillon. Cette hypothese ainsi
qu’'une comparaison des deux méthodes d’estimation de la variance présentées

dans la section précédente font I'objet de la derniere simulation.

1.6.3 Etude et comparaison des variances estimées

La variance asymptotique du MLE est définie comme I'inverse de I'information de
Fisher (1.24) et nous avons mentionné dans la section précédente que celle-ci est
une moyenne qui n’est pas toujours facile a calculer. Pour contourner ce probleme,

nous avons proposé deux estimateurs (1.25) et (1.27).
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Pour avoir une idée sur ces deux méthodes d’estimation ainsi que sur la variance
du MLE en général, nous avons calculé les variances estimées pour chacune des
1000 estimations simulées. Elles sont obtenues en inversant I'information de Fisher
empirique (1.25) et 'information de Fisher observée (1.27) respectivement. Celles-
ci seront comparées a la variance réelle qui est la variance du vecteur des 1000
MLE et la variance théorique (1.17) qui est calculée avec le vrai parametre 6°.
Cette démarche est faite pour des échantillons de tailles n = (50, 500, 1000) et les

résultats sont résumés dans les tableaux 1.2, 1.3 et 1.4.

Parametre || Z.(0,))" | Z,(6,))"* | Var(,) Z(6°))!
a 7.4802 6.5735 4.1430 3.8712

16 0.0937 0.1361 0.1956 0.1523
0.0629 0.0760 0.0844 0.0791

Tableau (1.2)

Comparaison des variances théoriques, estimées et réelles pour les estimateurs

des parametres de G(5,2) et P(4) simulés avec des échantillons de taille 50.

Parametre || Z.(0,))" | Z,(0,))"* | Var(6,) Z(6°))*
a 0.31988 0.38621 0.39088 0.38712

16 0.01670 0.01647 0.01627 0.01628
0.00833 0.00808 0.00843 0.00800

Tableau (1.3)
des parametres de G(5,2) et P(4) simulés avec des échantillons de taille 500.

Comparaison des variances théoriques, estimées et réelles pour les estimateurs

[’examen de ces tableaux nous permet de conclure trois points importants :

e les variances empiriques et réelles des parametres estimés diminuent avec la
taille de I’échantillon ;

e les variances estimées sont des estimateurs satisfaisants de la variance théo-

rique. Les tableaux montrent que les valeurs de ces dernieres sont proches
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des variances théoriques. En d’autres mots, le biais s’approche de plus en

plus de zéro avec la taille de I’échantillon qui augmente ;

e la méthode d’estimation de la variance par 'information observée est plus
efficace de celle estimée par l'information empirique. On voit ¢a dans les
tableaux par le fait que la premiere est plus proche des valeurs de la variance

théorique dans toutes les simulations.

Parametre || Z.(0,))" | Z,(0,))"* | Var(,) Z(6°))!
a 0.20236 0.19969 0.19616 0.19356

16 0.00941 0.00826 0.00820 0.00814
0.00419 0.00404 0.00415 0.00400

Tableau (1.4)
des parametres de G(5,2) et P(4) simulés avec des échantillons de taille 1000.

Comparaison des variances théoriques, estimées et réelles pour les estimateurs

Cette partie de simulation sera achevée par le tableau des probabilités de cou-
verture de chaque parametre. Elles représentent le pourcentage d’appartenance
de la vraie valeur du parametre a l'intervalle de confiance qui est calculé avec les
MLE et leurs variances théoriques. Pour chacun des 1000 estimateurs simulés, on
calcule son intervalle de confiance et on vérifie si la vraie valeur du parametre est

dans cet intervalle. Les pourcentages sont représentés dans le tableau 1.5.

Taille P.(a?) P.(5%) P.(\)
50 0.931 0.939 0.947
200 0.951 0.950 0.951

1000 0.953 0.956 0.952

Tableau (1.5)

calculés sur un échantillon de 1000 MLE.

Les probabilités de couverture des vrais parametres des lois G(5,2) et P(4)

Ce dernier tableau montre que les probabilités de couverture sont aux alentours de
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95% pour les échantillons de taille moyenne et grande. Pour les petits échantillons,
on voit que les proportions sont inférieures a 95% et ce fait peut étre expliqué par
le biais des estimations ML et des variances théoriques, ainsi que la normalité qui

n’est pas parfaite.

Enfin, cette étude de simulation nous a permis de comprendre que le comporte-
ment global de I'estimateur du maximum de vraisemblance est tres satisfaisant.
Ainsi, le biais et la variance de ’estimateur sont relativement faibles et décroissent
lorsque la taille de I’échantillon augmente. Nous avons aussi trouvé que les MLE
sont approximativement gaussiens des que n est suffisamment grand. Cela justifie
la construction des intervalles de confiance pour les estimateurs en utilisant les
quantiles de la loi A/(0, 1). Par ailleurs, les deux méthodes d’estimation de I'infor-
mation de Fisher permettent généralement de fournir une bonne approximation
de la variance des estimateurs quoique nous avons vu que 'information observée
fournit de meilleurs résultats par rapport a I'information empirique. Suite a ce ré-

sultat, seulement I'information observée sera étudiée dans les prochains chapitres.



CHAPITRE II

CHAINES DE MARKOV

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié le comportement de I'estimateur
de vraisemblance maximale pour les variables indépendantes et de parentes. Nous
voulons maintenant étudier ce méme estimateur lorsque les variables cessent d’étre
indépendantes. En toute généralité, un tel objectif est trop ambitieux parce qu'on
ne dispose pas d’une connaissance suffisante de la dépendance stochastique entre

les variables.

Pour la suite, nous allons regarder deux cas, en ordre croissant de complexité :
une chaine de Markov avec un espace fini d’états et un modele avec chaine de
Markov cachée. Le premier cas fait 'objet de ce chapitre, le second du prochain.
La théorie asymptotique pour ces cas donne souvent lieu a des démonstrations
techniques, avec des calculs longs et fastidieux. Pour ne pas alourdir la présen-
tation, on cherchera principalement a explorer les résultats, plutot que d’en faire

une présentation rigoureuse.

2.1 Généralités

Nous suivons ici le texte de (Billingsley, 1961), un des premiers a traiter de la ques-
tion. Soit donc {x;, ¢t € N} une chaine de Markov a temps discret, avec un espace

d’états fini S et qui est gouvernée par une matrice de transition Fy. Nous disposons
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d’un nombre fini d’observations (x1, s, ..., Z,11) et nous voulons estimer 6.

Il faut d’abord spécifier la nature exacte du parametre # et son lien avec Fy. On
peut imaginer plusieurs situations, mais, dans ce mémoire, nous prendrons pour 6
les probabilités de transition elles-mémes. Par exemple, supposons que S n’a que

deux états, c’est-a~dire S = {1,2}, alors P prendrait la forme :

11— 012 012
921 1- 621

Py =
avec § = (612, 051), un parametre vectoriel, a priori dans [0, 1)°. On devine comment
généraliser a un nombre plus grand d’états, mais on doit se rappeler qu’il y a une
contrainte : Py doit étre une matrice stochastique, c’est-a-dire que chaque ligne

doit étre composée d’entrées non négatives qui somment a 1.

Que Py soit stochastique n’est pas suffisant non plus puisque, sous cette seule
condition, nous pouvons obtenir une chaine avec possiblement des états transi-
toires et/ou une ou plusieurs classes ergodiques. On va donc maintenant faire

deux hypotheses :
H1) Pj est stochastique;
H2) chaque entrée Py(i,j) appartient a 'intervalle |0; 1 — d] avec 6 > 0.

Du fait que les entrées sont positives, tous les états de la chaine vont communiquer
et, comme le nombre d’états est fini, il y aura une seule mesure de probabilité

stationnaire my. La chaine sera ergodique.

Ces hypotheses peuvent sembler restrictives mais ne le sont pas vraiment. En effet,
s’il y avait des états transitoires, alors, avec probabilité 1, ceux-ci ne seraient visités
qu'un nombre fini de fois avant que la chaine parvienne a une classe ergodique d’ou
elle ne sortirait plus. Puisque 1'on s’intéresse ici au comportement asymptotique

de l'estimateur de vraisemblance maximale, seules les observations de la classe
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ergodique joueraient ultimement un role. Les hypotheses H1 et H2 nous placent

des le départ dans cette situation.

Par ailleurs, les résultats de (Billingsley, 1961) sont obtenus sous les conditions

suivantes :

C1) l'ensemble D des couples (i, j) pour lesquels Py(i, 7) > 0 ne dépend pas
de 0;

C2) Py(i,j) > 0 est trois fois continiment dérivable en 6 ;

C3) la matrice des dérivées
aPQ <Z7 j)
06

est de plein rang pour chaque 6;
C4) il n’y a qu’une seule classe ergodique pour chaque .

Notre hypothese H2 implique les conditions C1 et C4 puisque § > 0 et qu’il est
le méme pour tous. Quant a C2 et C3, elles sont une conséquence de la relation

entre 6 et Py. Par exemple, pour trois états, on a

011 bha 013
Fy= |02 0y 053
031 Os2 033

La condition C2 est immédiate. La matrice en C3 contient une ligne pour chaque
couple (i, ) et une colonne pour chaque 6;;. Elle est donc 9 x 9 et se réduit a

I'identité, clairement de plein rang. On aurait pu aussi choisir une autre écriture :

1-— 912 — 013 812 913
Py = 021 1 — 0y — Oa3 023
031 032 1 — 03 — O3
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et la matrice en C3 devient

-1 -1 0 0 0 O
1 o o0 0 0 O
0 1 0 0 0 0
0 0 10 0 0
0O 0 -1 -1 0 0
o o0 o0 1 0 O
o 0 0 O 1 0
o 0 0 o0 0 1
i o o 0 0 -1 1_
qui est aussi de plein rang.
La vraisemblance de 'échantillon (1, xg, ..., T,41) s'écrit :
L(zy, 29, .., xny1;0) = mo(x1) Py(x1, 22) Po(22, x3) - - - Po(Tp, Tpy1)

et la log-vraisemblance est

log (1) + Z log Po(z;,j41) -

j=1
Sous les conditions ou hypotheses que nous avons énoncées, le terme initial devient
négligeable face a l'autre lorsque n — oo. Puisqu’on s’intéresse ici au comporte-
ment asymptotique de I'estimateur de vraisemblance maximale, on prendra pour

log-vraisemblance I'expression :

Uxy, T2y .y Tpyy; 0) = Zlog Py(xj,xj41) . (2.1)

j=1

L’estimateur de vraisemblance mazimale 0 est, par définition la solution de I’équa-

tion :
0
%E(xl,xg,...,xnﬂ;e) =0 (22)
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sous la contrainte que Py est stochastique.
Cherchons 'estimateur dans le cas 2 x 2. La log-vraisemblance devient :
U1, 22,. .., Tny1;0) = na1log(1—b12) +n1210g(612) + 121 log(021) + 122 log (1 —621)

ou n;; est le nombre de couples (2, Tx41) égaux a (7, 7). L'équation (2.2) s’écrit :

n1 ni2

_ 12
1 =01 b
n21 naz 0
01 1—0o
qui donne
A ni2 A N21
Op = ———, oy = ———
nip + N N2t + Na2

L’estimateur est tres naturel : la probabilité de transition 0;; est estimée par sa

fréquence empirique dans les observations.

2.2 Convergence de I'estimateur de vraisemblance maximale

Comme dans le chapitre précédent, nous commencons par étudier théoriquement
le comportement asymptotique de I'estimateur. Dans le cas d’observations mar-
koviennes, les démonstrations se compliquent a cause de la dépendance entre les
observations. Dans le but d’alléger un peu l'écriture et de suivre de plus pres
(Billingsley, 1961), on va récrire la fonction de log-vraisemblance (2.1) et ses dé-

rivées comme suit :
6a(0) = g(xj, 254150 (2.3)
j=1
8 n
a—eufn(H) = ;gu(xj,mj+1;9), u=12...,r (2.4)

ou g(xj, xj41;0) = log Py(x;,xj11), gu(Tj, xj41;0) est la dérivée partielle de g par

rapport a la u® composante de 6, et r est la dimension du parametre 6. Rappelons
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que 0, est une racine de la fonction de score (2.4). La vraie valeur du parametre

sera notée par 6°.

Avant de démontrer les résultats asymptotiques habituels pour I'estimateur de
vraisemblance maximale, nous énoncons deux résultats préalables. Les démons-

trations se trouvent a la section 9 de (Billingsley, 1961).

Théoréme 2.1. Soit {x;, ¢t > 1} une chaine de Markov qui satisfait les hypo-
theses H1 et H2 et o : S x S — R une fonction. Alors, quelle que soit la loi initiale

de la chaine,

% Z @ (g, Trar) = Bo [@ (21, 72)) ]

avec probabilité 1.

Théoréme 2.2. Soit {x;, ¢t > 1} une chaine de Markov qui satisfait les hypo-
theses H1 et H2. Alors, pour tout 7 > 1, on a

Eo [gu (z,2j41:0) | 2;] = 0. (2.5)
De plus,
n'? " gu(wj, w4 50) =5 N(0,Z(6))
j=1
ou
T(0) = Eo | a1, 225 0) - gul1, 22 0)
- [ aeugu x17x27 89ugu x17'r2a

La démonstration du théoreme 2.2 s’appuie sur un théoreme de la limite centrale
pour les martingales que I'on doit a (Lévy, 1937). En effet, on voit facilement,
comme conséquence de la propriété de Markov et de I’égalité (2.5), que les sommes

partielles

> gulwy, w4130)
j=1
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forment une martingale pour chaque v = 1,2,...,r. La normalité asymptotique
découle alors du théoreme de Lévy. C’est aussi une conséquence immédiate de

(2.5) que le score est de moyenne nulle.

Rappelons que, dans le cas indépendant, nous avons démontré la convergence
presque sure de 'estimateur de vraisemblance maximale. Pour les chaines de Mar-
kov, la dépendance entre les observations ne nous permet pas de faire toutes les
simplifications voulues lors des calculs, comme nous avons pu le faire dans le cha-
pitre précédent. Nous allons donc nous contenter de démontrer un théoreme de

convergence en probabilité énoncé par (Billingsley, 1961).

Théoréme 2.3. Soit {x;, t € N} une chaine de Markov qui satisfait les hypo-
theses H1 et H2 (donc les conditions C1 a C4). Il existe alors un estimateur de
vraisemblance maximale én = é(a:l, To,...,Tyy1) qui converge en probabilité vers

0° quand n 1 oo.
Démonstration. En prenant l'espérance dans (2.5), on a d’abord :

Eg [gu(x1, 22;0)] = 0. (2.6)
D’apres la condition C2, nous savons que pour tout (z;,x;), Py(z;, ;) est trois

fois dérivable, et comme > Py(x;, x;) =1, alors,
(E]'GS

0
a—eu Z Pg(l‘i,l‘j) =0.

T es

D’ot, pour (1.24) au chapitre précédent, on peut déduire le résultat suivant
Eo [guo (21, 22;0)] = Eog [gu(21, 22; 0) g0 (21, 72; 0)]
qui se traduit en d’autres mots par :

Eg [guo (21, 22;0)] = =Ly (0) . (2.7)
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Comme dans le cas indépendant, choisissons un voisinage N de 6° et posons (ot v

et w sont les indices des deuxieme et troisieme dérivées partielles respectivement) :
G(21,22) = SUP |Gupuw (1, T2 6')]
0'eN
une quantité bien définie par la dérivabilité de Py (Condition C2).
Pour # € N, un développement de Taylor & I'ordre 1 aux alentours de 6° donne
gu(®j, 7j4150) = gulwj, 2541;60") + Z ) Gun (25, %5113 6°)

+ 06‘9 - 90’G<£L'j, .Z'j+1) .

ot @ < 1r?/2 et |0 — 0°| est la longueur dans S”. En prenant la moyenne sur

Jg=1,...,n,il vient

, 0
89 log L(0 Zgu T, Tjq1; 0
=n! Z gu($j> Lj+1 90) + Z(ev - 92) n”! Z guv(xj’ Lj+15 90)
=1 = =1
+ alf — 90 ? Z G(zj,Tj41) (2.8)

Comme S est fini, Eg{G(z;,x;11)} = M est finie. En appliquant le théoreme 2.1,

(2.6) et (2.7), on obtient les limites suivantes, en probabilité :

lim nil Zgu(xja'rj+lu 90) = 07
j=1

n—-+oo
. -1 N 0
nginoon Z;gw(xj,x]Hﬂ ) L. (0°), (2.9)

n

-1
lim n G(xj,xjm) =M.
n—+o00 1

j=

Fixons € > 0 et prenons 6 > 0 tel que,

§<e {0:10—-6°|<6}CN.
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Choisissons ensuite ng(€) assez grand pour que, grace a (2.9), les résultats suivants

solent vrais avec une probabilité 1 — €, lorsque n > ng(e) :
n
-1 .90 2
|n Zgu(xj,xj+1,«9 )| <6
=1

0<n™> Glaj,zjp1) < M+1 (2.10)

=1

)n_l Zgw(xj,a:jﬂ;Qo) + T (6°) ‘ <6 wv=1...r

Pour de tels entiers, on utilise (2.8) pour écrire

n! Zgu(xj’ Lj+1; 9) + ZIW(QO)(QU - 92)
j=1 v=1
= nil Zgu(xj:$j+1;9 ) Z 9 - 90 Zguv 'x]ax]Jrl? )
j=1 v=1
+alf —0°n ZG T, 2541) +ZIM (6°)(0, — 6°)
7j=1 v=1

=n! Zgu(xj,xj+1; 0°) + a0 — 6°)* nt Z G(xj, Tj41)
j=1

7=1
5>
v=1

Lorsque |6 — 0°] < 4, les inégalités (2.10) menent alors a la majoration suivante :

nt Zguv(l'jv Lj+1; 60) + Iuvw()) (0, — 92) .

1Y gy gai) + D L) (6, — 6°) |
j=1 v=1

< 0%+ 6r|0 — 60°) + 720 — 0°)2(M +1)/2

< 3r*(M +1)8%.
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Si |0 — 0% = 6, alors

T

Z [n_l igu(ﬂﬁj, Lj+1; 9)] (0 — 93)

u=1

< - Z Zuo(0°) (0 — 09) (0, — 07) 4 3r26% (M + 1)

u,v=1

< =B+ 3r*6* (M + 1) (2.11)

olt B est une borne inférieure de la forme quadratique x — z'Z,,(0°)x lorsque

|z| = 1; B > 0 car la matrice Z,,(0°) est définie positive.

On observe alors que si 6 < 3/3r*(M + 1), le membre de droite de (2.11) est

négatif. Donc, pour un 4 tel que
§<e, {0:10-0°1<5}C N, 6<pB/3r*(M+1)

on a

<

n! Gu(Tj, Tjt1; 00) (0., — 82) <0 (2.12)
1

u=1 j=

On peut maintenant invoquer le lemme suivant de (Aitchison et Silvey, 1958).

Lemme 2.4. Soit une fonction g satisfaisant C3 et un vecteur 6 tel que |6| = 1.

Si 0g(#) < 0 alors il existe un point 6 pour lequel 0] < 1 et g(d) = 0.

D’apres ce lemme et (2.12), on conclut qu'il existe 6 tel que |6 — 6°| < § < € pour

lequel n=' 37 gu(xj,xj+1;é) =0, u=1,2,...,r. Ceci acheve la démonstration
j=1

puisque, pour n > ng(€), on vient de montrer qu’il existe une racine 6,, de (2.4)

avec une probabilité supérieur ou égale a 1 — e. O

Comme dans le cas indépendant, estimateur 6, est un maximum local de (2.3)
puisqu’il est une racine du score. Il n’y a rien qui garantit que l’estimateur soit

un maximum global de £,,(6).
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Si I'on veut construire des intervalles de confiance pour 6°, il est nécessaire de
connaitre la loi de 6, laquelle est typiquement impossible a trouver pour n fixé.
Généralement, on cherche a remplacer la loi de I’estimateur par une approximation

plus simple, ce qui fait I'objet de la prochaine section.

2.3 Normalité asymptotique de 'estimateur de vraisemblance maximale

Dans cette section, on va démontrer un théoreme de normalité asymptotique
pour 0, donné par (Billingsley, 1961). Pour simplifier les notations, posons le

vecteur aléatoire 3(n) = (f1(n), B2(n), ..., B-(n)) tel que,

Bu(n) :n_%Zgu(mj,xﬁl;Ho) u=1,2...,r (2.13)
j=1

oll r est la dimension de §. Pour un 6, convergent vers 6°, définissons un autre

vecteur aléatoire y(n) de longueur r, avec
%(n) = n# (0 = 0F)

Théoréme 2.5. Supposons que { x;, t > 1} satisfait les conditions C1 a C4. Si

~

0, est un estimateur convergent de 6 vers 6°, alors

v(n) <= N(0,Z71(8%)).

Démonstration. Nous avons déja énoncé dans le théoreme 2.2 que
B(n) = N(0,Z(6")).
Comme Z(6°) est inversible et symétrique, on a aussi
Z(0")'B(n) =X N(0,Z(6")71). (2.14)

Notre but est de trouver une suite équivalente & Z(6°)~!3(n) en probabilité et

d’utiliser un lemme de convergence qui sera présenté ci-dessous. Pour ce faire,
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nous allons commencer par le développement de Taylor de (2.4) & 6, au voisinage
de 0°. Vu que Pp(x;,x;41) est trois fois continiment dérivable, on va faire un

développement de Taylor a 'ordre 1 :

9 . - T - n
1WL 9 _n 1Zgu .2?],1']4_1, )+ (9,“,—«90 TL 1Zguv<xjaxj+l;90)
v=1 j=1
+ alf, — 6°*n Z G(xj,xj41) =0 (2.15)
7=1

ol |a| <7r?/2, G(x;,x41) est tel que défini dans la preuve précédente et 1'égalité

est nulle car 6, est une solution de (2.4).

On veut faire apparaitre 3(n) dans (2.15), on multiplie par n2 et, en se rappe-

lant (2.13), on obtient :

)+ 7(n)

n_lzguv(l’j,wﬂl;eo)]
=1
+ alb, — 6°] |y(n) [ ZG x],xﬁl] =0

ot vy(n) = (6, — %) et u=1,2,....r

Pour faire apparaitre Z(6°)~!, nous allons faire appel aux résultats (2.9) et (2.10)

de la preuve précédente et les remplacer dans 1’égalité précédente :

| Z(6")7 Bu(n) = 7(n) | < Sl = 0°1(M + 1)y ()].

Comme 6, est faiblement convergent, nous savons que |6, — 6°| — 0 avec une

probabilité proche de 1. Il s’ensuit que

| Z(0°) 7' Bu(n) = (n) | < €n [y(n))]

ou €, convergence en probabilité vers 0. Nous faisons ensuite appel a un résultat

de convergence (démontré en appendice A) qui s’énonce comme suit : Si u,, —* p
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et si |ty — va| < €u|vn| 0U €, converge en probabilité vers zéro, alors v, —* u;
uy, et v, sont des vecteurs aléatoires dans R". De ce résultat et (2.14), on peut

conclure immédiatement que y(n) —* N (0, Z(6°)71). O

La matrice de variance-covariance asymptotique de I'estimateur de vraisemblance
maximale s’obtient donc en inversant la matrice d’information de Fisher qui,

rappelons-le, se définit comme suit :

Z(0) = Eq log Py(x1, x2) = log Py(x1, x2) (2.16)

00;; 00,51
Compte tenu de la forme que nous avons donné a Py, il est possible d’expliciter
Z(f) ce qui sera commode pour 1’étude de simulation & venir. Examinons ici le

cas 2 X 2, juste pour illustrer un peu l'allure de la matrice. Commengons par le

calcul des dérivées de chaque entrée de la matrice de transition P, par rapport a

012 sont,
0 1
——log Py(1,1 ——log(1 — 4
T A
0 1
——log Py(1,2 ——log s = —
8912 0g 9( ) 8912 0g U12 912
0 ——log Pp(2,1) = a10 Py(2,2) =
6912 ] 901 gy
et par rapport a 6y
0 0
log Py(1,1 log Py(1,2) =0
oy 18 101 = g oe Tul12)
0 1
——log Py(2,1
0 -1
log Py(2,2
821 g Fp(2,2) = 1— 6y,

Ceci nous permet de calculer les entrées de la matrice (2.16), en prenant I’espérance
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pour Fy et la mesure de probabilité stationnaire 7w correspondante :
0 2
1-11(6) = Eg —_— IOg P@(X(],Xl)
0015

0
= Z P{XO = l‘o,Xl = xl}aTIOgP9<J]0,I1>2

Z0,21

= Plog=1,21= 1}—logP9(1 1) +-

o+ Plog=2,21 = }

— 211 - b) (1 :1911> (s (TL)Q

7(2)021 % 0+ 7(2)(1 — fa1) X 0

m(1)  w(1)
+
L — 0 021

De meéme, il vient

0 0
T15(0) = Ey [— log Py(xo, 1) =— log Pa(x0, x1)

0012 009,
0
— wozwl P{Xo =19, X7 = x1}ﬁ12 log Pg(arg,xl)8021 log Py(xg, 11)
=P{rxg=1,21 =1} ——log Py(1,1)—— 0 log Pp(1,1) +
0 1 39 12 g ol l, 8621 2 ]
9 0
v Plag = 2,21 = 2}%2 log Py(2, 2)(9721 log Py(2,2)

= 7(1)(1 — 6yy) (1:191) x 0+ 7(1)b:s (912) x 0

1
()921XOX9—21—|—7T( )(1—921)X0X (1—_0)

Le calcul de Zy(0) et Zay(0) se fait de la méme maniere et la matrice résultante

est donnée par

( ) m(1)
+ 0
I(e) _ 021 021
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et puisque la loi stationnaire est

091
m(l) = ————
(1) 012 + O
012
m(2) = ———
@) 021 + O
on obtient
621 1 0
I(@) . <912+921> <911(1—911)> (2‘17)

N 0 1
0 (91241:)921) (921(1*921)>

Rappelons que, dans la réalité, la vraie valeur #° du parametre est inconnue,
donc Z(6°) aussi. C’est pour cela qu’on cherche un moyen de I'estimer. Dans ce
contexte, la matrice d’information de Fisher sera souvent remplacée par la matrice

d’information observée qui fait 'objet de la prochaine section.

2.4 Convergence de la matrice d’information observée

L’information de Fisher telle que définie dans le chapitre précédent est la variance
du score qui se calcule comme étant I'espérance de 'information observée. Nous
avons mentionné que le calcul de 'espérance n’est toujours pas évident dans la
réalité. Surtout quand on ne connait pas la distribution de provenance des obser-
vations 1, s, ..., x,1. L'information observée a été introduite pour répondre a
cette difficulté, elle se définit comme suit :
_ 020,
000" |,_;

Z,(0,) = (2.18)

La question, que 'on peut se poser est : est-ce que Io(én) converge vers Z(0°)
Pour répondre a cette question nous allons essayer de montrer cette convergence

en espérant qu’asymptotiquement (2.18) n’est pas tres loin de Z(69).

Vu que le développement de Taylor occupe une place considérable dans nos dé-

monstrations, nous allons continuer sur cette lancée et faire un développement a
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lordre 1 de la deuxieme dérivée de la fonction de la log-vraisemblance a 6, au

voisinage de la vraie valeur. Ceci est donné par :

n

= 7’L_1 Z guv(fﬁj> Tj+1; 60) + T|é” - 00| <TL_1 Z G(l‘j; wj—H)) '

j:l j:l

L 0%
90,00,

9:5"
Pour faire apparaitre Z(6°), nous allons la soustraire des deux cotés de 1'égalité
précédente :

9%,
90,00,

n-

uv 00 _1 Zguv .Z'], xj-f—l) ) I’u’U(QO)

+ 7"|én — 90‘ (n_l Z G(ZL'], l’j+1)>
j=1

6=6,,

Maintenant, en choisissant un § assez petit pour que {HAn : |én — 0| <d<e}CN.
Alors, les inégalités (2.10) sont vérifiées pour un tel f,. Donc, on a

‘ - 0%,

o 0| <«
5o To(@)| <6+ 6r(M +1) < ¢

0=0s,
sio <e/(1+7(M+1)). Ce qui conclut notre résultat.
Un peu comme dans la section précédente, nous allons terminer en effectuant le cal-

cul de I'information observée pour le cas 2 x 2. Nous écrivons la log-vraisemblance

comme suit :
f(@) = M1 1Og(011) + 12 log(l — 911) + N1 log(l — 922) —+ M99 10g(922) .

La premiere ligne de son hessien est donnée par

B 00 L 0 (@ IRCT )
001,001, 0611 \ 611 (1 —61)

_ 0 (nll — 011(n11 + le))
0614 011(1 —611)

_ i~ 2nq16011 + 9%1(7111 + n12)

[011(1 = 611))?




ol

et
0?(
—— =0.
0011002
Un calcul analogue pour la seconde ligne mene a la forme finale de I'information
observée :
[ nu — 2001011 + 02 (nay + nao) 0 ]
A NEEE
: [Oa(1 = 0uy)]
Z,(0,) =

Moo — 2”22é22 + égz(nm + na1)

[922(1 - ézz)r

0

La matrice d’information observée joue un role tres important en pratique puisque,
habituellement, elle remplace (dans 'inférence) la matrice de variance-covariance

théorique, inutilisable directement du fait qu’elle dépend de parametres inconnus.

2.5 Etude par simulation

Les résultats des sections précédentes permettent de vérifier que les estimateurs du
maximum de vraisemblance ont de bonnes propriétés asymptotiques. Cependant,
en pratique, il est aussi intéressant d’avoir une idée sur la qualité des estimateurs
lorsque la longueur de la séquence observée, n, est fixée. Cela permet en effet
d’avoir une idée de la quantité de données nécessaires pour obtenir des estimateurs
de qualité raisonnable. Pour cela, nous avons réalisé une étude de simulation, basée

sur une chaine de Markov a deux états, avec la matrice de transition :

0.75 0.25
0.45 0.55
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2.5.1 Convergence de 'estimateur

Nous avons simulé plusieurs fois la chaine pour des longueurs de séquences diffé-
rentes, n, correspondant a des tailles petites, moyennes et tres grandes, a savoir
50, 150, 300, 500, ..., 50000. Pour chacune des longueurs, nous avons calculé 1’es-

timateur de vraisemblance maximale.

Ceci est fait pour les deux parametres inconnus de la chaine dans le but de regarder

la variation des estimateurs autour des vraies valeurs selon la longueur de la sé-
. - . e .

quence. En fait, on veut surtout voir a quelle vitesse I'estimateur de vraisemblance

maximale converge.

On peut voir dans la figure 2.1 que la propriété de convergence asymptotique est
vérifiée et que plus la taille de ’échantillon est grande plus I'estimateur est proche
de la véritable valeur du parametre. Pour les petits échantillons (inférieur a 100),

on voit que les estimés oscillent beaucoup ce qui suggere que les estimateurs ne

09-

08-

Prob_transttion

07- =
p2

Theta estimé

06-

i 0000 20000 20000 40000 50000
Taille de la séquence observée

Figure (2.1) Convergence de I'estimateur de vraisemblance maximale dans le cas d'une chaine

de Markov
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sont pas tres précis.

2.5.2 Normalité et biais de ’estimateur

Pour confirmer la normalité du maximum de vraisemblance, a chaque fois, 1000
estimateurs ont été calculés pour des séquences simulées de la chaine, pour des
tailles 50, 200 et 6000. Les figures 2.2, 2.3 et 2.4 donnent des histogrammes de la

distribution des estimateurs.

Grace a cette simulation, on voit dans les figures 2.2 et 2.3 que les distributions
sont asymétriques a gauche. Par contre, dans la figure 2.4, on voit que distribution
est presque symétrique. Enfin, comme dans la simulation précédente, la conclusion
est que plus la taille de ’échantillon est grande plus la normalité de I'estimateur

de vraisemblance maximale est vérifiée.

Deux autres éléments peuvent étre remarqués d’apres les mémes figures. Dans un
premier temps, on peut voir que 'estimateur est biaisé surtout pour les tailles
d’échantillon petite et moyenne. Ceci est confirmé dans le tableau 2.1 dans lequel
on voit que plus la taille de I’échantillon est grande plus le biais de I'estimateur
s’approche vers 0. Dans un deuxieme temps, on peut voir, toujours d’apres les
figures, que la variance de l'estimateur diminue avec la taille d’échantillon. Cette

hypothese sera confirmée dans la prochaine simulation.

2.5.3 Variance estimée par l'information de Fisher observée

Pour chacun des estimateurs calculés dans la simulation précédente, nous avons
calculé 'information de Fisher observée présentée par (2.18). Ceci nous donne

1000 estimations de la variance du maximum de vraisemblance obtenues en inver-
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(2.4) Distribution des estimateurs (n = 5000).
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N || Biais(p;) | Biais(pg)

20 0.01568 0.03519
200 0.00101 0.01142

5000 0.00033 0.00063

Tableau (2.1) Biais des estimateurs selon la taille de I’échantillon simulé.

sant l'information de Fisher observée pour chaque taille d’échantillon. De plus, la
variance théorique est calculée en inversant (2.17). Cette simulation est présentée

par les figures 2.5, 2.6 et 2.7.

Pour les différentes tailles d’échantillon, on remarque dans un premier temps que
les médianes des distributions sont proches de la valeur de la variance théorique
(la variance théorique est représentée par une ligne pointillée). Par contre, la
dispersion des variances estimées est considérable pour les échantillons de taille
50 et celle-ci diminue avec la taille de I’échantillon. Ce qui est confirmé dans la

figure 2.7 dans laquelle on voit que la variation est presque négligeable.

Vu que nous avons la variance estimée pour chaque échantillon simulé, nous avons
calculé des intervalles de confiance asymptotiques pour le parametre et estimer la
probabilité de couverture qui en découle sachant que la probabilité de couverture

théorique est fixée a 95%. Les résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous.

n Pe(p1) P.(p2)

20 0.922 0.919
500 0.94 0.934
5000 0.957 0.955

Tableau (2.2) Probabilités de couverture selon la taille de I’échantillon.
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i
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e 0.004
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0002
0.001
OOO ' P . P,
var.obs.p1 var.obs.p2 var.obsp1 var.obs.p2
variance estimée avec linformation observée variance estimée avec linformation observée
Figure (2.5) Distribution de la variance Figure (2.6) Distribution de la variance
estimée (n = 50). estimée (n = 500).
0.00012
0.00010
0.00008
0.00006

. var.obs p1 var obs p2

variance estimée avec Iinformation abservée

Figure (2.7) Distribution de la variance estimée (n = 5000).
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D’apres cette étude de simulation, on constate que la théorie asymptotique est
vérifiée pour 'estimateur de vraisemblance maximale dans le cas d’une dépendance
markovienne. En outre, comme nous avons obtenu des probabilités de couverture
supérieur & 92% pour les échantillons de petite ou moyenne taille, on peut aussi dire
que les estimateurs de vraisemblance maximale sont bons dans ces cas. Finalement,
pour le point qui nous préoccupait le plus, a savoir I'estimation de la variance
par 'information observée, les résultats que nous avons obtenus montrent que

I'information observée est un estimateur raisonnable de la variance théorique.



CHAPITRE III

CHAINE DE MARKOV CACHEE

Un modele avec chaine de Markov cachée est en quelque sorte un mélange des
modeles examinés dans les deux précédents chapitres. Conditionnellement a la
trajectoire de la chaine, les données sont indépendantes mais les parametres de
leurs lois changent selon ’état de la chaine, lequel n’est pas observé par ailleurs
(d’ou I'adjectif cachée). La situation est plus générale que celle des modeles avec
point de rupture, puisque le changement de parametres peut survenir a plusieurs
reprises. Pour le développement du chapitre, nous allons suivre deux textes : le
premier est celui de (Baum et Petrie, 1966), les premiers a étudier 'estimation
de vraisemblance maximale pour ce genre de modele et le deuxieme est celui de
(Hamilton, 1987) qui a proposé un algorithme itératif pour le calcul de la fonction
de vraisemblance. S’en suivront des évaluations empiriques de la convergence dont

la méthodologie sera précisée au préalable.

3.1 Généralités

Un modele avec chaine de Markov cachée est la donnée de deux processus sto-

chastiques :

i) un premier processus X non observable, constitué d'un ensemble d’états

connectés entre eux par des probabilités de transition ;
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ii) un deuxiéme processus Y observable, constitué d'un ensemble de sorties ou
observations. Chaque sortie peut étre émise par n’importe quel état caché,
conformément a une fonction de densité de probabilité de sortie qui dépend

de cet état.

Dans bien des applications utilisant ce type de modele, on cherche d’abord a identi-
fier les états de la chaine cachée qui ont le plus probablement donné lieu aux obser-
vations. Dans ce mémoire, on se préoccupera plutdt d’estimer (par vraisemblance
maximale) les probabilités de transition de la chaine ainsi que les parametres de

la loi de sortie.

Pour écrire le modele plus formellement, on a {X;,¢ € N} une chaine de Markov,
gouvernée par une matrice de transition P, (s X s). Pour chaque instant ¢, on a
de plus Y}, une variable discrete observée, dont la loi est déterminée par 1’état de

la chalne X, a cet instant :
PlY,=k|Xi=j}=0bj (3.1)

ounje{l,2,....,s} et k€ {l1,2,...,7}. Donc, pour chaque état de la chaine de
Markov {X;}, nous avons r probabilités pour les observations de Y;. L’ensemble
de ces probabilités forme une matrice s x r qui sera notée Ps. De plus, puisque
ces probabilités ne dépendent que de I’état courant de la chaine, les variables Y;

sont indépendantes conditionnellement a la trajectoire de celle-ci.

Nous observons (yi,...,y,) et nous voulons estimer les parametres « et /3. Les
matrices P, et Pg sont stochastiques et, comme dans le chapitre précédent, nous
les écrirons directement en termes de a et 5. Par exemple, pour un modele a deux
états cachés et trois états observables, I'espace d’états de la chaine est S = {1,2}

et P, est donnée par
I —ap Q12

(831 1 — oy
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avec a = {ag, ap1 }. L’ensemble des états observables est défini par R = {1,2,3}

et la matrice d’émission (3.1) s’écrit

11— 512 - ﬁ13 BlZ 513
621 I- 621 - 623 ﬁ23

ot B = {Bi2, P13, Ba1, Pas}-

Les deux paramétres vectoriels o et 8 sont dans [0,1] et [0,1]* respectivement.
Nous supposons P, et Pj satisfont les hypotheses H1 et H2 du chapitre précédent.
Suite a ceci, la chaine {X;} est irréductible, récurrente positive avec une seule

classe ergodique et admet une seule mesure de probabilité stationnaire 7.

Ces hypotheses sur X; et Y; font en sorte que le couple Z; = (Y}, X;) est une chaine
de Markov homogene sur I’ensemble d’états S x R avec une matrice de transition
Py donnée par

Fy ((z,y), (z,y) = Pala,2") Ps(, )

I s’agit d’'une matrice rs x rs. Le parametre § = («, ) appartient a un en-
semble Oy qui est compact. Nous ajoutons I'indice § pour rappeler le fait que les

entrées des matrices P, et Pz sont toutes supérieures a ¢ > 0.

La chaine {Z;} est également irréductible et récurrente positive sous les hypotheses
H1 et H2. L’irréductibilité vient du fait que, par hypothese, les coefficients de Py
sont strictement positifs. De plus, 'espace des états est fini donc l'irréductibilité
entraine que la chalne est récurrente positive, ce qui entraine a son tour que la

chaine admet une unique loi stationnaire.

On tient a noter que, méme si {X;} et {Z;} sont des chaines de Markov, ce n’est

pas le cas de {Y;}. Ces variables ne sont pas non plus indépendantes.
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3.2 Vraisemblance et entropie de Shannon

Dans le cas des chaines de Markov, la fonction de vraisemblance n’est pas trop
difficile a calculer car X; dépend seulement de X;_;. Le cas dans lequel on est en
ce moment est un peu particulier car non seulement on n’observe pas les états de

la chaine {X,} mais les observations (y1,ya, ..., ¥y,) sont dépendantes.

La chaine {Z;} est ergodique et n’a qu’une seule mesure de probabilité station-
naire. Il est donc possible de travailler avec une version stationnaire de cette chaine,
définie pour des t € Z. Dans ce contexte, les observations (y1, ¥z, - - ., ¥,) sont une
sorte de fenétre finie sur un processus issu de t = —oo et allant vers t = oo. C’est

le point de vue que nous adopterons pour la suite.

La fonction de vraisemblance est définie par :

LO:y1, 92, 9n) = >+ > Tal@1) Pa(1,41) -+ Po(@n1,20) P, yn) -

@ Tn
Cette fonction est difficile a étudier analytiquement et son calcul numérique, sous
cette forme, peut devenir tres lourd. De plus, la définition de l'information de
Fisher n’est pas claire dans ce contexte. La premieére contribution de (Baum et
Petrie, 1966) est de prouver I'existence d’une entropie limite, dont sera déduite la

variance asymptotique de 'estimateur de vraisemblance maximale.

Expliquons de quoi il s’agit. La chaine {Z;} est stationnaire ce qui implique

que {Y;} lest aussi. De plus, les probabilités conditionnelles

Pro{Yo=wyo | Y1 =v-1,...,Yobt1 = Yita}

sont bien définies puisque toutes les entrées de P, sont positives. On peut donc
définir une variable aléatoire fi(f,Y) en remplagant dans cette probabilité, les

valeurs yo,y_1,...,y_x+1 par les variables Yy, Y_1,...,Y_r.1. Le point de départ
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de (Baum et Petrie, 1966) est le fait que la limite

f(0,Y) = lim fp(0,Y) (3.2)

k—o0

existe pour toute trajectoire du processus {Y;}. Ceci découle d’une série d’inéga-
lités techniques qui font I'objet de la section 2 de l'article (et qu’on ne détaillera

pas ici). Si on pose g(6,Y) =log f(0,Y), 'entropie H est alors donnée par
H(68) = By [4(6,Y)) (33)

avec 0° la vraie valeur de 6 (celle qu’on cherche & estimer) et ol I'espérance est

prise sous la loi qui lui correspond.

Comme il est démontré dans (Baum et Petrie, 1966), cette entropie atteint son
maximum en 0y. L’égalité H(0) = H(6y) implique {Y;} a la méme loi sous € ou 6.
En d’autre mots, le modele n’est alors pas identifiable. De fait, étant donné la
forme de Py comme produit de matrices stochastiques, il se peut que deux valeurs
distinctes de 6 donne lieu a la méme loi pour {Y;} (voir a ce sujet, (Gilbert,
1959)). Cependant la paramétrisation que nous donnons a P, et Pj fait en sorte
que ce ne sera pas le cas, comme on peut le déduire de la discussion présente dans
la section 1 de (Baum et Petrie, 1966). Des lors, on a toujours H(f) < H(6°)
aussitot que 6 # 0°.

L’entropie joue un role important parce qu’on peut démontrer que
n'log L(6;Y3,...,Y,) — H(0)

presque sirement pour la loi de {Y;} sous #° ((Baum et Petrie, 1966), théo-
reme 3.2). De cette convergence, on congoit intuitivement que les maximums lo-
caux de la vraisemblance convergent vers ceux de H, lesquels se réduisent a 6°.

En d’autres mots, ’estimateur de vraisemblance maximale est convergent.
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3.3 Propriétés asymptotiques de I'estimateur de vraisemblance maximale

Cherchons d’abord une expression différente pour la vraisemblance. On peut 1’écrire

avec un produit de probabilités conditionnelles :

L1, yn) = Pro (Vi =y0) [[Pro(Ye = we [ Vit = g, -, Y1 = 1) -
k=2

Si on remplace dans ces probabilités conditionnelles, les valeurs observées par les
variables, on voit que L peut s’écrire en termes des fonctions f; de la section
précédente :

LO;Yy,....Y, H 0, T"Y
ou T est Popérateur de décalage sur une trajectoire de {Y;} : (TY); = Yii1.

La log-vraisemblance prend alors une forme familiere, semblable a (2.3) :
ha(0,Y) =n"log L(6; Y1,...,Ya) =n~" > g (6,T"Y

avec gi(0,Y) = log fx(0,Y). Nous calculons l'estimateur de vraisemblance maxi-
male en cherchant une racine de la dérivée de la fonction de log-vraisemblance par
rapport aux parametres. Ceci est un peu plus compliqué dans le cas d’'un modele
avec chaine de Markov cachée car, avant tout, nous devons vérifier la dérivabilité

de h,(0,Y) ainsi que la convergence de la dérivée vers celle de 1'entropie H(0).

Pour ce faire, (Baum et Petrie, 1966) ont démontré un résultat qui prend une

place importante dans 1’étude des propriétés asymptotiques de I'estimateur.

Théoréme 3.1. Soit (d) (en indice supérieur) une dérivée d’ordre d par rapport

aux parametres. Alors, uniformément en € et pour toute trajectoire de {Y;}, on a

a) lim gk (9 Y)=g9(0,Y);

k—00

b) H@(6) existe et lim h\P(0,Y) = H@(H).

n—oo



64

La fonction fi(6,Y") est dérivable en § comme conséquence de la paramétrisation
de P, et Pz que nous avons choisie. Donc, gx(6,Y) l'est aussi et le théoreme

précédent assure que cette dérivabilité se transporte a la limite.

Théoréme 3.2. Soit {(X},Y;)} un modele avec chaine de Markov cachée. Pour
chaque n, il existe une solution de %hn(ﬁ, Y) = 0, notée én, telle que én — 0" en

probabilité.

Démonstration. La preuve de ce théoreme ressemble a celle du théoreme de conver-
gence dans le cas des chaines de Markov. Il suffit d’utiliser le théoreme 3.1,
la définition (3.3) et de suivre la preuve du chapitre précédent, en remplagant
les termes ¢, (2, 211, 0%), Guv(Tj, Tj11,0°) €t Gupw (25, 241, 0°) respectivement par

gy (0%, TRY), gy (00, THY ) et g™ (60, THY). =

En suivant l'ordre de présentation des résultats dans le chapitre II, la normalité
asymptotique de I'estimateur de vraisemblance maximale vient apres le résultat
de sa convergence. Dans ce cas d'un modele avec chaine de Markov cachée, la
preuve du théoreme central limite suit exactement les mémes étapes que celles
que nous avons détaillées pour le cas d'une chaine de Markov simple. A cause de

cela, nous allons seulement illustrer les résultats de (Baum et Petrie, 1966).

Définissons déja la matrice de variance-covariance asymptotique de la fonction du

score qui s’écrit comme :
0*H
T (0°) = 3.4
(67) 0,00, |, (3.4)

qui est supposée étre non singuliere.

La normalité du score a joué un role important dans la preuve du chapitre pré-
cédent. Le théoreme 2.2 s’applique aussi au cas présent. En utilisant la défini-

tion (3.3) et en remplagant g¢,(x;,z;41;60) par g,(gu)((?,T’“Y) dans la preuve du
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théoreme, le résultat s’écrit comme suit :
nY?h,(0,Y) —* N(0,Z(6°)).

Maintenant, nous pouvons utiliser ce résultat en appliquant le développement de
Taylor & 'ordre 1 au voisinage de la vraie valeur 6° & la fonction n'/?h,,(0,Y") pour
montrer que

n2 (6, — 0°) =L N(0,Z7(6°)) .

Nous pouvons dégager un fil conducteur dans ces théoremes. Lorsque les variables
sont indépendantes, la probabilité conditionnelle qui définit la fonction fi(0,y) se
réduit a la densité en cause et (3.2) est triviale. Dans le cas markovien, elle s’arréte
& une variable du passé, ce qui explique pourquoi on a une fonction g, (z;, z;1, 6°)
qui dépend seulement de deux variables consécutives. Pour un modele avec chaine
de Markov cachée, la dépendance entre les variables Y; existe peu importe la suite
d’instants considérés, mais f; admet une limite et c’est cette derniere qui mene a

I’équivalent approprié de I'information de Fisher.

3.4 Information de Fisher observée

Un des objectifs de notre étude est de trouver un estimateur de l'information
de Fisher pour pouvoir faire de l'inférence sur nos estimateurs. Dans le chapitre
précédent, nous avons constaté dans la section 2.4 que l'information observée
converge vers 'information théorique. Ceci fut illustré et confirmé empiriquement
par les simulations que nous avons résumées dans les figures 2.5, 2.6 et 2.7. Nous
aimerions en faire de méme ici, c¢’est-a-dire montrer que

0? 0?

- log L(0; Y1, ..., Y)|yos — == H(0)|g—go = Tuu(6°).
89u89vn og (7 1) s n)lgzgn%aeuaev ()|979 uv( )

Un peu comme dans le théoreme 3.2, il suffit de suivre les calculs de la sec-

tion 2.4 en remplagant gu,(zj,j41,60°) et Guow(x;,xj41,6°) respectivement par
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g 00, TFY) et gt (60, TFY).

Pour un modele avec chaine de Markov cachée, la matrice d’information de Fisher
est définie comme une entropie limite, laquelle n’a pas une expression calculable
comme dans les chapitres précédents. Pour cette raison, ’étude de simulation
devient un peu plus compliquée, car dans les sections précédentes, nous avons
comparé les valeurs de I'information observée aux vraies valeurs qui sont données
par la formule calculable de I'information théorique. Dans I’étude a venir et faute
de mieux, nous allons comparer les entrées de la matrice observée aux variances
empiriques qui seront calculées pour un échantillon considérable d’estimateurs de

vraisemblance maximale.

3.5 Calcul effectif de la fonction de vraisemblance et de 'estimateur

Pour trouver 'estimateur de vraisemblance maximale, il faut identifier les points
critiques de la vraisemblance, ce qui est impossible a faire analytiquement. On
doit donc se rabattre sur un calcul numérique. Mais ce dernier n’est pas aussi

simple qu’on pourrait le croire a priori.
ple q p p

On observe seulement les valeurs de {Y;} et ce processus est une marginale de {Z; }.
La vraisemblance s’obtient donc en sommant sur toutes les valeurs possibles de la
chaine de Markov cachée. Pour simplifier 1’écriture, notons y™ = (y1,...,y,) avec

une convention similaire pour z", X™ et Y. Alors on a

L(@,yl, .. 7yn) = PI‘@{Y” — yn}
= Z Pre{X" =" Y" :y”}
xnesn

= Z Pro{X"=a"}Pro{Y"=y" | X" =2"}.

znesn
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Mais
n

Pro{X" =2"} = m,(x1) HPQ(IFl,l’i)

=2
n

Pro{V"=y" | X" =a"} = || Ps(;. 1))

i=1
puisque {X;} est une chaine de Markov et que Ps(z;,y;) est la probabilité d’ob-

server y; lorsque 1’état caché de la chaine est z;. Il vient donc

n

LO;yr,...,un) = Z 7Ta($1)Pﬁ($1,y1)Hpa($¢—1,$i)Pﬁ(1?z‘7%>‘

1T €S =2

Il s’agit d'un calcul direct de la fonction de vraisemblance. Mais, dans la pra-
tique, cette fagon de procéder nous mene a des calculs d’ordre exponentiel r™ qui
sont rapidement tres lourds en temps de calcul. On peut surmonter cette diffi-
culté de deux manieres : utiliser une méthode itérative pour calculer L ou faire
appel a l'algorithme EM pour calculer I'estimateur (car cet algorithme s’applique

typiquement aux cas des données partiellement observées).

3.5.1 Méthode itérative

Nous décrivons un algorithme récursif et rapide qui permet de réduire le temps
de calcul de la vraisemblance. Il s’agit de l'algorithme de (Hamilton, 1987) qui
fut 'un des premiers a proposer une méthode de calcul de la vraisemblance dans
le contexte d'une étude économétrique. Dans la suite, nous allons montrer les
différentes étapes de cet algorithme pour une séquence observée y™. La fonction

de log-vraisemblance s’écrit

log Ly, ... yn;0) = > logPro{Vi =y | Y71 =y}
k=1
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avec la convention que y* = (yi,...,yr) (de méme pour z*, X* et Y*) et que le

premier terme de la somme se réduit a la marginale de Y;. Tout d’abord, on a

Pro{V, =y, | V"' =y""}

— ZPI‘ Q{Xk,1 =X | Ykil = ykil}
€S
© X Pro{Yp =y | Xjor =2, Y"1 =y}

Il vient ensuite

Pro{Ye=up | Xp1 = 2, YL =451}

= Z PI‘@{Xk = x’,Yk = Yk | Xk,1 = $,Yk71 = ykil}

z’'eS

= Z Pro{X, =2 Vi=ur | Xoo1 =2, 1 =1, Y2 =9 ?}

z’'eS

= Z Pro{Zs = (2", ) | Ze-1 = (v, y5-1), Y2 =y 2}

z'es

= Z PI’Q{Zk = (xl,ykz) | Ly = <x7yk—1)}

z’'eS

= Z P, (z,2")Ps(2', yx) -

x'eS
Que l'on puisse éliminer 'évenement { Y*~2 = y*=2} en cours de route est jus-
tifié par le fait que {Z;} est une chaine de Markov. Pour faciliter le calcul de

Pro{X;_1 =z | Y*! = %71} on introduit deux notations :

vp(x) = Pro{ Xp = x| vk — yk}
wi(z') = Pro{ Y = yer1, Xpn = 2’ | YV =}

_ka )Pro{ Yirr = py1, Xp1 =2 | Y =9F Xp =2}

€S

= ka (z,2")Ps(2', yrt1) -

zeSs
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On peut calculer de maniere récursive Pro{ X, = 2,1 | Y* ! = y*71} comme
suit. On observe d’abord que
ve(z) =Pro{ X =2 | YF =4F}
=Pro{ Xy =2 |V =y, Y ' =y}

_ Pro{ Xy =z,Y, = yr | Ykl = yk_l}
Pl‘e{Yk = Yk ’ Yio1 = ykq}

wi—1(z)

2 wes Wi-1(2")

tandis que
Pro{Ye =y | Y =y}

= ZPrg{Xk_l =z | Y=y
€S
X PI“@{Yk = Yk | Xk—l = l‘,Yk_l = yk_l}

=Y ua@ ( > &(m’)&(x’,m))

€S z'eS

=2, ( ka—l(ﬂs)Pa(%iﬁ')Pﬁ(iB'ayk>)

z’'esS z€S

= wy_1(x")
z'eS

On déduit I'algorithme récursif de calcul ci-dessous,
vy < T, (la loi stationnaire de P,)
pour j=1,2,....n
w—1(2") <= Y cq V-1 (@) Polx, o) Ps(a’, i), o' € R
Pro{Yi=uyp | YF ! =y 1} Y cqwna(a’);
UR(x) = wp—1(2)/ D pegwi—1(2), x €S
fin

log L + ZlogPrg{Yk =y | Y =y}
k=1
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Cet algorithme calcule la valeur de la fonction de log-vraisemblance pour une
matrice de transition P, donnée, une matrice d’émission Pz donnée et une série

d’observations (yi,...,y,) de {Y;}.

3.5.2 Algorithme EM

Les modeles avec chaine de Markov cachée (HMM) peuvent servir a de multiples
applications et pour cela trois types d’estimation ont été développés dans la lit-
térature. Pour un modele dont on connait les parametres ainsi qu’'une séquence
observée, nous pouvons nous demander : quelle est la probabilité d’apparition de
cette séquence ? L’algorithme backward-forward introduit par (Rabiner et Juang,
1986) permet de faire un calcul progressif et rétrograde pour déterminer la pro-
babilité d’apparition de la séquence. Un exemple de cet usage : dans un cas d'un
HMM entrainé a reconnaitre quelque chose (langue d’'un texte par exemple), ¢’est

la question qu’on se pose souvent.

Un deuxieme cas d’application est le suivant : pour une séquence d’observations
provenant d’'un HMM dont on connait les parametres, on cherche la séquence
d’état cachés génératrice de la séquence observée. C’est la question qu’on se pose
souvent dans les logiciels et systéemes de reconnaissance vocale. L’algorithme de
Viterbi introduit par (Viterbi, 1967) et (Omura, 1969) utilise la programmation
dynamique pour maximiser la probabilité a posterior: de la séquence cachée sa-
chant la séquence observée. Cette méthode permet d’obtenir a la fois la probabilité

maximale et la séquence d’états cachés associés.

Le dernier cas d’'usage que nous allons illustrer est le suivant : nous avons un HMM
dont nous connaissons le nombre s d’états cachés, le nombre r d’états observables
et une séquence d’observations de longueur n. Nous nous demandons quelles sont

les matrices P, et P qui maximisent la fonction de vraisemblance. L’algorithme
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Espérance-Maximisation (EM) appliqué & un HMM est une méthode itérative
développée par (Baum, 1970) qui répond a ce besoin. Celui-ci permet de calculer
I'estimateur de vraisemblance maximale sans effectuer I'optimisation numérique
de la vraisemblance (calculée par exemple avec la méthode itérative de la sous-

section 3.5.1).

L’algorithme est tres connu dans la littérature, il est utilisé lorsque certaines don-
nées sont manquantes pour calculer le MLE. Dans le cas des HMM, les don-
nées manquantes sont les états de la chaine cachée {X;}. L’algorithme EM com-
porte deux étapes. Premierement, on calcule I'espérance conditionnelle de la log-
vraisemblance des données manquantes en utilisant les valeurs courantes des pa-

rametres. Cette étape est dénotée par E et s’écrit :
Q(0,0" V) =E [logPr(Y, X | 0)|Y, /"]

ot 00~V sont les parametres estimés courants (&, ) utilisés pour évaluer 1'es-
pérance. Deuxiemement, c’est I’étape M, on maximise Q par rapport a 6. Les
parametres obtenus, a la fin de I’étape M, sont donc les parametres maximisant

I’espérance de I'étape E :
0% = argmax Q(6, 60~ Y)
0
Ces deux étapes sont répétées jusqu’a ce qu’il y ait convergence des estimateurs.

L’algorithme EM est souvent facile a programmer et la convergence est assurée
sous des conditions légeres. Par contre, I'algorithme ne permet pas a priori de
produire une estimation de la matrice de variance-covariance des parametres es-
timés (asymptotique ou non). De plus, dans certains cas, ’étape E est impossible

a effectuer analytiquement.

Dans ce mémoire, nous avons opté pour la méthode récursive de (Hamilton, 1987)

pour estimer les parametres du modele HMM. Nous avons fait ce choix pour deux
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raisons. Premierement, la méthode est facile a comprendre et a coder. Deuxieme-
ment, puisque la méthode calcule la vraisemblance, cette derniere peut étre dérivée
numériquement pour obtenir un estimateur de la matrice de variance-covariance.
Cependant, 'algorithme EM sera utilisé pour trouver des valeurs initiales des

parametres pour notre routine d’optimisation de la fonction de vraisemblance.

3.6 Etude par simulation

Cette partie de simulation est un peu différente de celle des chapitres précédents.
La différence réside dans le fait que nous allons devoir passer par des calculs numé-
riques pour obtenir le MLE ainsi que la matrice de variance-covariance estimée.
Pour ne pas alourdir le travail de simulation, nous allons tirer des conclusions
générales des distributions des estimations plutot que d’en faire des tests de com-

paraison systématiques.

3.6.1 Calcul numérique de I'estimateur

Pour commencer, nous avons mentionné dans la section 3.5.2 que nous allons uti-
liser I'algorithme EM pour trouver les valeurs initiales de notre routine d’optimi-
sation numérique de la fonction de log-vraisemblance. L’algorithme EM est connu
par sa convergence vers un maximum local qui dépend en lui-méme des valeurs
initiales choisies. Pour maximiser les chances que ’algorithme EM nous fournisse

des bonnes probabilités de départ, nous avons établi le processus suivant :

1. nous simulons aléatoirement N matrices de probabilités initiales P, et Pj
sous les contraintes
P,(i,1) 4+ -+ P,(i,8) =1 et P,(i,5) >0, i,j€S

Ps(0,1)+---+ Ps(l,r) =1 et P3(¢,m) > 0, te S, méeR,;
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2. nous simulons une séquence observée de la chaine de Markov cachée avec les
vraies matrices de probabilités P, et Pgo. Le vecteur est de taille petite ou

moyenne (entre 100 a 200) ;

3. nous calculons la valeur de la fonction de vraisemblance par 1’algorithme
récursif (section 3.5.1) pour chaque matrice initiale simulée avec le vecteur

d’observation de I’étape 2;

4. pour chacune des N matrices initiales correspondant a 10 % des valeurs les
plus élevées de la fonction de vraisemblance, nous lancons 1’algorithme EM

avec le méme vecteur d’observation simulé qu’a ’étape 2

5. nous choisissons I’estimation EM finale la plus fréquente! comme valeur de

départ de notre routine d’optimisation.

Ces premieres étapes de recherche de la valeur initiale sont lancées une seule fois
et les valeurs de départ résultantes sont utilisées dans toutes les simulations qui

suivent.

Une fois la valeur initiale obtenue, nous lancons dans un deuxieme temps la routine

d’optimisation qui se résume en deux étapes :

1. nous utilisons sur le langage R la fonction nlminb pour optimiser la fonction
de vraisemblance. Cette fonction d’optimisation numérique prend en entrée
la fonction qui calcule la vraisemblance, les probabilités (matrices) de départ

et le vecteur des séquences observées ;

2. nous rajoutons ensuite une condition : aux résultats de 1’étape 1, la dérivée

numérique de la fonction de log-vraisemblance est quasi-nulle.

Les algorithmes de ces étapes sont disponibles en appendice B.

1. Nous avons remarqué que généralement les estimations EM convergent en moyenne de

10% & 20% des cas a la méme solution.
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Comme nous soupconnons que le comportement de I'estimateur de vraisemblance
maximale sera différent pour différentes matrices d’émission, deux cas de HMM
seront simulés. Dans le premier cas, nous simulons des vecteurs d’observations qui
proviennent d’une matrice d’émission Pgo pour laquelle, dans chaque état caché,

il existe un état plus probable que les autres :

0.8 0.2 0.95 0.03 0.02
Oz? - et P,B? =
0.1 0.9 0.07 0.90 0.03

Dans le deuxieme cas, nous considérons un peu l'inverse du premier, a savoir, les
probabilités d’émission sont plus aux moins proches entre elles, dans chaque état

caché :

0.77 0.23 0.59 0.27 0.14
0.26 0.74 0.25 0.51 0.24

Q
No
I

Intuitivement, nous nous attendons a ce que, dans le premier cas, les estimateurs
soient plus faciles a calculer par notre routine d’optimisation que dans le deuxieme.
Dans les deux cas, les estimations ML sont des vecteurs de longueur 6, ot py, ps
sont les probabilités de la matrice de transition et ps, ..., pg sont les probabilités

de la matrice d’émission.

Ptrans = b b n et Pemiss = bs b b bs =

I b2 ps pe 1 —ps—Dpe
Pour vérifier les propriétés asymptotiques des estimations ML, nous allons pro-
céder comme dans les chapitres précédents. A chaque fois, 1000 estimateurs sont
calculés pour des séquences simulées de la chaine de Markov cachée, pour des
tailles petite, moyenne et grande. Ceci est fait pour les deux exemples que nous
avons mentionnés. Les figures 3.1, 3.2 et 3.3 résument les résultats pour le premier

cas; les figures 3.4, 3.5 et 3.6 les présentent pour le deuxieme.

Pour la convergence des estimateurs, on remarque le méme phénomene que dans

les chapitres I et II : plus la taille de ’échantillon est grande plus la distance
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Figure (3.1) Distributions des 1000 estimateurs simulés avec Po et Pgo (n = 50).
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entre la médiane des distributions des estimations est proche des vraies valeurs des
parametres. La méme remarque peut étre faite pour la normalité asymptotique,
on voit que plus la taille de I’échantillon augmente plus les boites a moustaches
semblent symétriques. Par contre, on remarque que les propriétés asymptotiques
sont plus rapidement vérifiées pour le premier cas que pour le deuxieme. Ce phéno-
mene peut étre expliqué par le facteur suivant : dans le premier cas, la probabilité
que la chaine soit a I’état caché 1 et 1'état observable 1 (ou ’état caché 2 et
I'observation 2) est plus élevée, au point que les autres états observables ont des
probabilités presque nulles. Alors, si on observe 1, on sait qu’on sera dans la plu-
part du temps dans 1’état caché 1 et c’est la méme chose aussi pour 1'état caché
2. Ceci permet a la méthode de vraisemblance maximale de converger plus faci-
lement, méme avec des échantillons de tailles petite ou moyenne. Par contre, le
phénomene n’est pas observé dans le deuxieme cas. Il s’avere que la méthode ML a

besoin d’une séquence d’observations assez longue pour fournir un bon estimateur.

Les autres aspects que nous avons examinés dans les chapitres précédents sont le
biais et la variance des estimateurs. Il semble que le biais est considérable pour
les estimateurs calculés avec des échantillons de tailles petite, moyenne et méme
grande pour le deuxieme cas. Ceci est confirmé dans les tableaux 3.1 et 3.2 dans
lesquels on remarque que le biais tend vers 0 rapidement pour le premier cas et
lentement pour le deuxieme. En ce qui concerne la variance, celle-ci semble aussi
diminuer quand la taille de ’échantillon est grande. On analysera plus en détail

cette question dans la prochaine simulation.

3.6.2 Analyse de la variance estimée par I'information observée

L’estimateur de la variance est calculé, comme dans les chapitres précédents, en

inversant l'information de Fisher observée. Rappelons la particularité du cas des
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n || Biais(py) | Biais(ps) | Biais(ps) | Biais(p4) | Biais( ps) | Biais( pg)

20 || 0.13213 | 0.01300 | 0.18945 1.3411 0.10092 | 0.02569
500 || 0.02440 | 0.00288 | 0.04992 | 0.78879 | 0.06897 | 0.00691
1000 || 0.01168 | 0.00184 | 0.02578 | 0.03922 | 0.06479 | 0.00534
5000 || 0.00039 | 0.000992 | 0.00116 | 0.030412 | 0.01788 | 0.00130
7000 || 0.00016 | 0.000352 | 0.00099 | 0.009563 | 0.00638 | 0.00041

Tableau (3.1)  Biais moyen de 1000 estimateurs de Pho et Pgo.

n || Biais(py) | Biais(ps) | Biais(ps) | Biais(p4) | Biais( ps) | Biais( pg)

o0 || 0.11247 0.1528 0.02171 | 0.07327 | 0.04631 | 0.10281
500 [ 0.03231 | 0.08647 | 0.08223 | 0.03518 | 0.06491 | 0.03885
5000 || 0.03178 | 0.00267 | 0.07542 | 0.01253 | 0.05275 | 0.01700
10000 || 0.02325 | 0.001673 | 0.05581 0.0084 | 0.001160 | 0.01543

Tableau (3.2)

Biais moyen de 1000 estimateurs de P9 et Pgg.

chaines de Markov cachées qui est I’absence d’une formule explicite pour les va-
riances théoriques comme dans les chapitres précédents. Alors, nous allons com-
parer les variances estimées avec les variances empiriques qui sont calculées sur
les 1000 MLE simulés dans chacun des cas. Les résultats sont rassemblés dans les

figures, 3.7 jusqu'a 3.12.

Pour les deux cas ainsi que les différentes tailles de 1’échantillon, on remarque,
d’apres les figures le méme phénomene que dans les chapitres précédents : la
variance des estimations ML diminue lorsque la taille de ’échantillon augmente.
Par contre, la variation des MLE du premier cas est inférieure a celle du deuxieme,
ce qui est sirement du a la précision des estimations dans le premier cas par

rapport au deuxieme. Un deuxieme élément a remarquer est que les médianes
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des boites a moustaches (pour les deux cas) ne semblent pas tres éloignées des

variances empiriques qui sont présentées dans les tableaux 3.3 et 3.4.

Un autre élément visible dans ces figures est le biais des estimateurs de la variance.

Celui-ci parait tres important pour les échantillons de petite taille (inférieure ou

n Vi) | VI(p2) | Vips) | V(ps) | VI(ps) | V(Do)
50 || 0.00983 | 0.00225 | 0.01624 | 0.0126 | 0.0026 | 0.00317
500 | 0.00336 | 0.00073 | 0.00280 | 0.00240 | 0.00070 | 0.00081
5000 | 0.00038 | 0.000070 | 0.00023 | 0.00019 | 0.00008 | 0.00008

Tableau (3.3)

Variance empirique des estimateurs p; pour le premier cas.

n| V(p1) V(p2) V(ps) V(ps) V(ps) V(D)

50 || 0.01087 | 0.01386 0.0217 0.0241 0.0155 0.0292
500 || 0.01035 0.01182 0.0131 0.0013 0.0111 0.0092
10000 || 0.00630 | 0.00930 0.0034 0.00240 0.0036 0.0012

Tableau (3.4) Variance empirique des estimateurs p; pour le deuxiéme cas.

égale a 50) dans le cas 1 et petite et moyenne pour le cas 2. On remarque, dans
les figures, 'existence de certains points aberrants qui sont tres loin de la médiane
des distributions. A titre d’exemple, dans la figure 3.10, on voit une estimation de

la variance de p; qui est proche de 4 sachant que la médiane est au alentour de

0.01.

Le biais moyen des estimations de la variance pour chaque taille d’échantillon du
cas 2 est représenté dans le tableau 3.5. On voit que le biais est tres considé-
rable pour les petites tailles d’échantillon et que celui-ci diminue quand la taille

de I’échantillon devient grande. Maintenant nous aimerions connaitre 'effet du
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n| B(Vs) | B(Vp) | B(Vz) | B(Vz) | B(V) | B(Vy)

50 | 3.610 | 2273 | 29454 | 2.700 1.695 1.122
500 | 1.440 1.678 | 1.2909 | 0.9544 | 0.4045 | 0.756
10000 | 0483 | 0.652 | 0.5323 | 02102 | 0174 | 0.382

Tableau (3.5)

Biais moyen des variances estimées de p; pour le deuxieme cas.
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biais des variances estimées sur les intervalles de confiance et les probabilités de

couverture. Les résultats des deux cas sont résumés dans les tableaux ci-dessous.

n o Pe(p) | Pep2) | Pe(ps) | Pe(ps) | Fe(ps) | Pe(po)

50 || 0.81 0.946 0.948 0.956 0.944 0.946
500 | 0.92 0.949 0.952 0.963 0.960 0.955
5000 | 0.96 0.953 0.956 0.973 0.974 0.964

Tableau (3.6)

Probabilités de couverture selon la taille de I’échantillon (cas 1).

n| - Pe(p) | Pe(pa) | Pe(ps) | FPe(pa) | FPe(ps) | Fe(ps)

50 | 0.799 0.792 0.948 0.883 0.890 0.91
500 | 0.876 0.930 0.970 0.870 0.945 0.929
10000 || 0.950 0.958 0.972 0.947 0.953 0.955

Tableau (3.7)

Probabilités de couverture selon la taille de I’échantillon (cas 2).

Enfin, d’apres cette simulation, on peut tirer une conclusion générale commune
avec les chapitres précédents qui est : la théorie asymptotique est vérifiée aussi
pour les estimations ML dans le cas d'une dépendance de Markov cachée. A tra-

vers les deux cas que nous avons étudiés, nous avons remarqué que ces propriétés

sont plus rapidement vérifiées pour le cas d'une chaine de Markov cachée avec
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des probabilités d’états plus au moins distinguables. Par ailleurs, plus ces pro-
babilités sont proches entre elles, plus I'estimation ML nécessite des séquences

d’observations de grande taille pour pouvoir bien capturer I'information.

De plus, comme nous avons obtenu des probabilités de couverture inférieures a 90%
pour la majorité des probabilités d’états du cas 2, on peut dire que les estimations
sont moins bonnes dans ces cas. Quant a la variance observée, on peut aussi dire
que cet estimateur est parfois biaisé pour les petites tailles d’échantillon et que
ce biais s’approche de zéro, lorsque la taille de la séquence d’observations devient

grande.



CONCLUSION

Dans un article pionnier de la méthodologie statistique, publié en 1922, Ronald
A. Fisher souligne qu’il est important de trouver, si possible, des estimateurs
convergents et exhaustifs, dont on peut connaitre (ou du moins approcher) la dis-
tribution. L’objectif de ce mémoire était d’étudier ces questions pour I'estimateur

de vraisemblance maximale.

Pour des modeles de complexité croissante, nous avons évalué la convergence et la
normalité asymptotique de l'estimateur, d’abord du point de vue théorique, pour
ensuite illustrer ces propriétés par simulation de Monte Carlo. Nous avons aussi
examiné le probleme de l'estimation de la variance de 'estimateur de vraisem-
blance maximale et nous avons découvert le role fondamental de 'information de

Fisher dans ce contexte.

On a aussi vu les difficultés techniques que souleve la démonstration des pro-
priétés asymptotiques, méme dans le cas classique des variables indépendantes et
parentes. Pour exposer ces questions avec rigueur, il faut savoir manier avec doigté
la convergence stochastique et I'analyse en général. Ainsi, plutoét que de tomber
7
dans un formalisme pesant, nous avons tenté de rester pédagogique et d’exposer
)
les idées plus que les détails, en particulier lorsque ces derniers devenaient tro
)

lourds.

En ce qui concerne les résultats directs que nous pouvons dégager de cette étude,
on a vu que les deux propriétés asymptotiques (convergence et normalité des
estimations) sont vérifiées mathématiquement pour les trois modeles, et que I'in-

formation observée converge vers la matrice d’information de Fisher asymptoti-
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quement. Quant aux simulations, elles nous ont montré que la vitesse de conver-
gence vers ces propriétés asymptotiques diminue quand les modeles sont de plus
en plus complexes. A cedi, s’ajoute la difficulté empirique de trouver des estima-
teurs convergents dans les modeles de Markov cachée pour lesquels nous avons
pu construire une méthode de simulation qui nous permet a la fois d’avoir des

estimateurs convergents et de calculer I'information observée.

Les modeles que nous avons étudiés sont parmi les premiers considérés dans la
littérature statistique. Il va de soi que I'estimation de vraisemblance maximale a
depuis été employée pour bien d’autres modeles, tous plus complexes les uns que
les autres. Mais pour ces modeles, plus que jamais, les distributions exactes sont

inconnues et la statistique asymptotique est alors incontournable.

S’il est une lecon que ce mémoire nous a appris, c’est que la statistique asymp-
totique, bien qu’essentielle, pose des difficultés de rédaction non négligeables et
que le calcul effectif de I'estimateur de vraisemblance maximale et de sa variance
asymptotique estimée n’est pas toujours évident. Nous croyons que ces sujets
mériteraient d’étre exposés en profondeur et avec soin dans le cas d’autres mo-
deles stochastiques (comme les modeles a changement de régime et les modeles de
Markov a temps continu), en ayant au premier chef, une volonté de clarté et de
simplicité. La statistique, ou du moins ceux qui veulent I'apprendre, y gagnerait

beaucoup.



APPENDICE A

L’objectif de cet appendice est de présenter certains théoremes et résultats que

nous avons utilisés au chapitre I et le chapitre II.

Al Théoremes et résultats du chapitre I

Pour montrer la loi forte des grands nombres uniformes, nous avons besoin d’in-

troduire quelques théoremes largement connus dans la littérature statistique.

Théoreme A.1. Convergence dominée

Soit f,, n € N, des fonctions mesurables sur un ensemble £ de R, telles que :

e lim f,(z) existe pour tout z € &;
n— oo

e il existe une fonction intégrable g telle que pour tout entier naturel n :

|fu(z)] < g(z), T€EE.

Alors, il existe une fonction f telle que f,, converge vers f presque partout, et

lim gfn(:c)d:c—/gfdx.

n — 0o

Théoreme A.2. Lois forte des grands nombres
Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes et parentes. Posons
Sp = X1+ Xo+ -+ X, et supposons que E[|X;]|] < co. Alors S,,/n converge

persque strement vers E[ X |.
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Nous avons besoin de rappeler la notion de convergence uniforme.

Définition A.1. Convergence uniforme
Soit I un intervalle de R, f,, une suite de fonctions définies sur 7, et f une fonction

définie sur I. On dit que f,, converge uniformément vers f sur I si
Ve>0,3ng e N,Va eI, Vn >ng, |fo(z)— f(z)] <e.
En d’autres mots, si on note

fn = flloo = sup{|fu(z) — f(2)]: w € 1},

alors f,, converge uniformément vers f si 'on a ||f, — f||cc — 0.

Ces premiers résultats nous permettent de démontrer une loi forte des grands

nombres uniformes qui s’énonce comme suit :

Théoreme A.3. Loi forte des grands nombres uniforme
Soit X1, Xo, X3,..., des variables aléatoires indépendantes, chacune de méme
loi F'(z;0) et soit U(z;0) une fonction continue en  pour tout € ©. Supposons
que :

1. I'espace des parametres © est compact ;

2. U(x;0) est semi-continue supérieurement en ¢ pour tout z;

3. il existe une fonction K (z) tel que, E[K(X)] < oo et U(z;60) < K(z) pour

tout x et 0;
4. pour tout 6 € © et pour tout p > 0 suffisamment petit, supjy_g ., U(z;¢)

est mesurable en z.

Dans ces conditions, on a

1 n
Pr {limsup sup—ZU(Xj;Q) < supu(&)} =1.

n o 9e6 N 00
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Démonstration. Commencgons par poser
p(z;:0;p) = sup U(z;0) (A1)
6/ —0|<p
avec p assez petit (p — 0) pour que # soit acces proche de 6. Nous nous inté-
ressons dans un premier temps au comportement de la fonction ¢ quand p — 0.

Remarquons que :
(a) la fonction p(z;0; p) est mesurable d’apres la condition 4 ;

(b) la fonction p(x;0; p) est bornée supérieurement par une fonction intégrable
d’apres la condition 3;
(c) ¢(x;0; p) — U(x;0) quand p — 0 par (A.1).

Les propriétés (a), (b) et (c) sont les conditions du théoreme A.1. De ceci, on peut

déduire le résultat de convergence limite suivant :

/(p(x; 0; p) dF (z) — /U(m; 0)dF(x) = u(0) quand p — 0. (A.2)

Ce premier résultat nous montre que ’espérance de la fonction ¢ converge vers
I’espérance de U quand p — 0. Fixons € > 0 et pour chaque 6, choisissons py > 0
tel que

[ taitspn)aF(a) < o) + (4.3)
Les boules S(6; pg) = {6 : |0 — 6| < pg} forment un recouvrement de ©. Puisque
© est compact, il existe un sous-recouvrement fini :

O C [ S(0k; po,) -
k=1

Cette inclusion signifie que, pour chaque 0, il existe un indice k € {1,...,m} tel
que 0 € S(bk; pg, ). Par définition de ¢, on a alors U(x,0) < ¢(z, 8, pg, ) pour ce 6

et pour tout x. Donc on a

1< RS
EZU(XJ-;G) < EZSD(Xj;Qk;pek)
j=1

Jj=1
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de sorte que

1 n
sup—ZU(Xj 0) < sup —Z(p 5 Ok po,.) - (A.4)

pco M = 1<k<m M

On applique la loi forte des grands nombres a la suite {p(X;; 6k; po, ), 7 > 1} pour

chaque k. Comme il n’y a qu’un nombre fini d’entiers k, on peut écrire
b

n—oo M,

{hm ZSO 5015 o) < p(0k) +¢, k=1,. }:1

a cause de (A.2) et (A.3). On en déduit que

Pr {hmsup sup —ng X 0k; po,) < sup u(@k)—l—e}:l. (A.5)

n 1<k<m T % 1<k<m

En combinant (A.4) et (A.5), on trouve

Pr {hmsup sup — ZU X;;0) < suppu(f) +¢ }:1

n fce M I=E)

ce qui donne le résultat puisque ¢ est arbitraire. O

On peut renforcer la conclusion du théoreme A.3 en supposant que U(z,0) est
continue en 6 pour tout x. Dans ce cas, les conditions 2 et 4 sont satisfaites et

p(0) devient continue en 6. On applique alors le théoreme a U(z,6) — u(6) et

}:1.

Toujours dans le cadre de la démonstration de la convergence du MLE, nous avons

—U(z,0) + p(0) et on peut en déduire que

Pr { lim sup

n—o0 0cO

nZU X;;0) — u(0)| =

fait appel a l"inégalité de Jensen et au lemme de Fatou.

Théoreme A.4. Inégalité de Jensen
Si g est une fonction convexe, alors E [g(X)] > ¢g(E[X]) pour toute variable aléa-

toire X, aussitot que les espérances existent.
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Démonstration. Poson p = E[X]. Par la définition de la convexité, il existe une
fonction linéaire h(t) = at + b qui est une équation de la tangente & g en t = p.

Alors, pour chaque t, g(t) > at + b. Donc

E[g(X)] > Ela X + b = aE[X] + b= h(u) = g() = g(E[X]).

Lemme A.5. Fatou-Lebesgue

Soit f,, une suite de fonction décroissante et continue sur un ensemble £ de R.

Alors,
/Hm inf f,(z)dx < lim inf/fn(x)dx
£ £

et

limsup/gfn(x)dx < /glimsupfn(:r;)dx

(en multipliant la premiere inégalité par —1).

Dans le cadre de la démonstration de la normalité asymptotique, nous avons utilisé
la version renforcée du théoreme A.3. De plus, nous avons fait appel aux deux

résultats suivants.

Théoreme A.6. Dérivation sous le signe de I’intégrale

Soit f : (t,x) — f(t,z) un fonction de I x E dans C. On suppose que :

— pour tout t € I, x — f(t,x) est intégrable;

, ., . Bf .
— pour tout ¥ € E, t — f(t,7) admet une dérivée sur I, notée ; ;

— il existe une fonction ¢ : E — R mesurable telle que [ ¢(z)dr < oo et

pour tout ¢t € I, pour tout = € F, ||88—{(t,x)|| < ¢(x).

Alors la fonction

F:t—>F(t):/f(t,x) dx
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est dérivable sur I et pour tout ¢t € I,
0
F’(t):/a—{(t,x)dm.
Formule de Taylor avec reste intégral de Laplace
Soient I un intervalle de R, a un élément de [ et f une fonction de [ dans F
dérivable en a et de classe n > 1. Pour tout nombre réel = € I, on a la formule de

Taylor-Young suivante :

f™(a)

n!

f<x>:f(a)+%!a)(x—a)+...+

(x —a)" + R,(z)

ol R, (z) est une fonction négligeable par rapport a (x — a)"™ au voisinage de a.

Si la fonction f est de classe n+ 1 sur [ et a valeur dans I'espace réel, alors, pour

z r£(n+1)
Rn($):/ %(w—t)"dt.

tout x € I :

Théoreme A.7. Théoreme central limite
Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace
probabilisé, indépendantes et de mémes lois, et S, = X; + Xo + --- + X, et
X, = S/n. Alors

Vi (X, —E[Xi]) =% N(0,07)

ot 0% = Var(X).

Extension au cas vectoriel
Le théoreme précédent se prolonge au cas des vecteurs aléatoires X, a valeurs

dans R? : X, = (X1, Xom, ..., Xan). Pour Pécrire, posons

X1 Xin E[X1,4]

)

X541 Xon E [Xs,]

=

)

X X E [Xq,]]
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Alors
\/ﬁ(yn _:u) c_>£ N<072)

ou X est la matrice de variance-covariance de X;.

A2 Théoremes et résultats du chapitre 11

Théoreme A.8.

Soit u, un vecteur aléatoire dans E" qui satisfait,
U, —F u,

ol u est une mesure de probabilité constante dans E”. Supposons aussi un autre

vecteur aléatoire dans E" tel que,
[tun, — V| < €nltin], €n, =0 (A.6)

ou

[y, — vn| < €] |vnl, e, =0 (A7)

Dans les deux cas, u, ~ v, et v, —=* u.

Démonstration. Si |e),| < 3, alors
V] < Jun| + v — | < Jun| + €|
et ceci nous permet d’écrire,
|tun — vl < €plval/(1 = €,) < 26 |uy]
et comme |€e,| < % car €, — 0, on peut conclure alors que A.7 implique A.6.

I suffit maintenant de montrer que €,|v,| < 0, pour se faire, supposons F' la
distribution asymptotique de |u,]. Etant donné &, acces petit, considérons ¢ tel

que %0 est un point de continuité de F'.



Alors,

0
Plealtin] 2 d0) < Pllen > 01) + Pllua] = )

En supposant que § — 0, tel que, d < €,, on obtient

do

Plen|un| = d9) < 0+ P(jun| > =)
do
<1-—F(=2
= (5)
<0

D’ou comme, €,|v,| < 0 alors on peut conclure que u, ~ v,.



APPENDICE B

Nous rassemblons ici les codes R que nous avons utilisés pour obtenir la majorité

des graphiques et tableaux du chapitre III.

B.1 Obtention des valeurs initiales

B.1.1 Simulation des probabilités initiales et de la chaine de Markov cachée

library (HMM)
library(seqHMM)
library(plyr)
library(numDeriv)

init_input = function(nb_vect_sim, length_seq_cmc, p_trans,

p_emiss, int_cm_probs){
input;
Onb_vect_sim : nombre de vecteur initiale a simuler;
@length_seq_cmc: la longueur de la chaine markov cachee a simuler;
Op_trans : la matrice des probabilites de la chaine cache;
Op_emiss : la matrice des probabilites de la chaine observee;

#
#
#
#
#
# Q@int_cm_probs : les probabilites intiales de la chaines de markov cachee.



#initialiser une matrice vide

init_mat = matrix(0, ncol = 6, nrow = nb_vect_sim)

# simulation des pl et p2

init_mat[,1] = runif(nb_vect_sim, min = 0.01, max = 0.99)
init_mat[,2] = runif(nb_vect_sim, min = 0.01, max = 0.99)

# simulation de p3 et p4 sous les contraintes p3+p4+pb = 1 et pi>0

# meme chose pour p6, p7 et p8

for (j in 1:2) {

pl_init = vector()

p2_init = vector()

i=0

while (i <= nb_vect_sim) {

a = runif(1, min = 0.01, max = 0.99)

y = runif (1, min = 0.01, max=0.99)

if(a + y < 1{ pl_init[i] = a; p2_init[i] =y
i=i+l

b

b

init_mat[, 2+2*j-1] = pl_init

init_mat[, 3+2%j-1] = p2_init

b

# simuler une chaine de markov cachee

sim = simulate_hmm(n_sequences = 1, transition_probs
emission_probs = p_emiss, initial_probs = int_cm_probs,

sequence_length = length_seq_cmc)
#transfromer la sequence de CMC avec les - en un vecteur

seq_cmc_sim = as.numeric(gsub(’\\-’, ’ ’, sim$observations))
return(list(init_mat = init_mat, seq_cmc_sim = seq_cmc_sim))
}

# exemple

p_trans = t(matrix(c(0.7, 0.2,
0.3, 0.8), nrow=2, ncol=2))

p_emiss = t(matrix(c(0.6, 0.3, 0.1,
0.25, 0.55, 0.3), nrow=3, ncol=2))

= p_tramns,

test_init_input = init_input (100, length_seq_cmc = 50, p_trans,

p_emiss, int_cm_probs = c(1/2, 1/2))



B.1.2 Calcul de la fonction de vraisemblance
# ___________________________________________
# Debut de la fonction de calcul de la log

# vraisemblance

# ___________________________________________

11h = function(p,y){

# input;
# Op : le vecteur des probabilites;
# Qy : le vecteur des observations de la chaine de markov cachee.

trans_mat = t(matrix(c(pl[1], 1-p[1],

1-p[2], p[2]), nrow=2, ncol = 2))

emiss_mat = t(matrix(c(p[3], pl[4], 1-p[3]1-pl4],
pl5], pl6l, 1-p[5]1-p[61), nrow=3,ncol=2))

# la longueur de la chaine

T = length(y)

Pr = numeric(T)

# distribution initiale
V =c(1/2,1/2)

# calcul de la vraisemblance
for(c in 1:T){
w = numeric(nrow(trans_mat))

#i = Y[c-1]

j = ylcl

for (k in 1:nrow(trans_mat)) {
wlk] =0

for (1 in 1:nrow(trans_mat)) {
wlk] = wlk] + V[1] * trans_mat[1l, k] * emiss_mat[1l, j]
}

}

Prlc] = sum(w)

\' = w/sum(w)

}

bjf = - sum(log(Pr))
if (is.finite(bjf)){
return(bjf)

}

return(10710);
}

96



# exemple

p = c(p_trans[1,1], p_trans[2,2], p_emiss[1,1], p_emiss[1,2],
p_emiss[2,1], p_emiss[2,2])

test_11h = 11h(p , y = test_init_input$seq_cmc_sim)

# ___________________________________________
# Fin de la fonction de calcul de la log

# vraisemblance

# ___________________________________________

B.1.3 Calcul et sélection des top valeurs de départ

# Debut de fct qui calcul la valeur de 1lh
# pour les valeurs initiales simulees

# ___________________________________________

fct_top_vect_max_1lh = function(n_top_init_vec,
liste_fct1){

# input;

# On_top_init_vec : le nombre de vecteur initiale qu on
veut garder;
# Q@liste_fctl : la liste des objets retourne par la fonction 1.

# calcul de la vraisemblance pour la vraisemblance
resl_ini_11h = apply(liste_fctl$init_mat, 1,
function(x) 11lh(x, y = liste_fctl$seq_cmc_sim))

# ordonner les valeurs de la vraisemblance
sort_int = sort(resl_ini_1lh, index.return = TRUE,
decreasing = FALSE)

# retourner les vecteurs initiaux qui maximisent 1lh
val_prb_init = liste_fctl1$init_mat[head(sort_int$ix, n_top_init_vec),]

# retourner une matrice de vecteur initiales et la sequence
# de CMC simule
return(list(val_prb_init = val_prb_init,

seq_cmc_sim = liste_fctl$seq_cmc_sim))

# Fin de fct qui calcul la valeur de 11lh
# pour les valeurs initiales simulees
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B.14 Utilisation de EM pour le calcul des probabilités initiales

# premiere etape de maximisation : calcul
# des valeurs initiales avec EM

fct_valeur_init = function(liste_top_vect_seq, int_cm_probs){

mat_prob = liste_top_vect_seq$val_prb_init
seq_cmc = liste_top_vect_seq$seq_cmc_sim
n_row = nrow(mat_prob)
n_col ncol (mat_prob)

# initialization
res_mle = matrix(0, ncol = n_col, nrow = n_row)

# lancer EM pour chaque vecteur des n.top vecteurs
# de probs initiale

for (¢ in 1:n_row) {

A = t(matrix(c(mat_problc, 1], 1 - mat_problc, 1],
1 - mat_problc, 2], mat_problc, 2]),

nrow = 2, ncol = 2))

B = t(matrix(c(mat_probl[c, 3], mat_probl[c, 4],

1 - mat_prob[c, 3] - mat_problc, 4],

mat_prob[c, 5], mat_probl[c, 6],

1 - mat_prob[c, 5] - mat_probl[c, 6]),

nrow = 3, ncol = 2))

hmm = initHMM(c("A", "B"), c(1, 2, 3),
startProbs = int_cm_probs,
transProbs = A, emissionProbs = B)

true_out = baumWelch(hmm, seq_cmc,
maxIterations = 100, pseudoCount=0)

res_mle[c,] = c(true_out$hmm$transProbs[1,1],
true_out$hmm$transProbs[2, 2],
true_out$hmm$emissionProbs[1, 1],
true_out$hmm$emissionProbs[1, 2],
true_out$hmm$emissionProbs[2, 1],
true_out$hmm$emissionProbs[2, 2])

}

colnames(res_mle) = c("pi","p2","p3","p4","p5","p6")



99

# compter la frequence des estimateurs
t = count(as.data.frame(round(res_mle,2)),
C("p]." llp2|| llp3ll llp4ll llp5|l l|p6ll) )

# je recupere le mle le plus frequent
t = t[order(t$freq, decreasing = TRUE), ]

best_mle = as.matrix(t)
prob_init_opt = best_mle[1,-7]

return(list(mle_depart = prob_init_opt, rank_mle = best_mle))

}

B.2 Lancement de la routine d’optimisation avec nlminb

Cette fonction retourne une liste contenant plusieurs objets : un tableau pour
chaque parametre qui contient les valeurs des estimés, la variance calculée de
chaque estimé, son intervalle de confiance et un indicateur de couverture de la

vraie valeur (qui sert a calculer les probabilités de couverture).

# Debut de 1 inference sur le MLE:

# 1- calcul du MLE;

# 2- la matrice de variance covariance;
# 3- intervalle de confiance du MLE.

fct_optm_infer_mle = function(n_rep, vect_prob_init, length_seq_cmc,
deg_conv_der, p_trans, p_emiss,
int_cm_probs){

input;
On-rep : le nombre de MLE a simuler;
Ovect_prob_init: le vecteur de probabilites initiales

pour 1 optimisation;
@length_seq_cmc: la longueur de la cmc a simuler;
Q@deg_conv_der: taux de convergence (exemple: derivee = 0.001);
Op_trans : matrice de transition de la chaine de Markov;
Op_emiss : matrice de transition de la chaine observee;
@int_cm_probs: proba initiale de la chaine de markov.

H H HHHHEHHEH

len = length(vect_prob_init)



mle_sim = matrix(0,nrow = n_rep, ncol=len)
mat_var_para = matrix(0,nrow = n_rep, ncol=len)
mat_der_abs = matrix(O,nrow = n_rep, ncol=len)
prob_reel = c(p_trans[1,1], p_trans([2,2], p_emiss[1,1],

p_emiss[1,2], p_emiss[2,1], p_emiss[2,2])
k=1

while (k <= n_rep) {
# simuler une CMC

sim = simulate_hmm(n_sequence =1,
transition_probs = p_trans,
emission_probs = p_emiss,

initial_probs = int_cm_probs,
sequence_length = length_seq_cmc)

# transfromer la sequence de CMC avec les

# optimiser 1llh

res_nlminb = nlminb(vect_prob_init, objective = 1lh,

y = seq_cmc_sim, scale =1,
control = list( iter.max = 250,
eval.max = 300, abs.tol = 10°(-15),
x.tol = .0001),

lower = rep(0.01,6),

upper = rep(0.99,6))

# verifier la derivee si elle est proche de O
derv_abs = abs(grad(llh,res_nlminb$par, y = seq_cmc_sim,

method = "complex",method.args =

list(eps = 1e-8, 4 = 0.00001,

zero.tol = sqrt(.Machine$double.eps/7e-8),
r =4, v = 2, show.details = FALSE)))

# contraintes p3+p4<l et pb+p6<1

if( res_nlminb$par[3] + res_nlminb$par[4] < 1 &&

res_nlminb$par[5] + res_nlminb$par([6] < 1

&& sum(res_nlminb$par != rep(0.01)) == 6 &&

sum(res_nlminb$par != rep(0.99)) ==
&% derv_abs < rep(deg_conv_der, 6)){

print (k)
mle_sim[k,] = res_nlminb$par

- en un vecteur
seq_cmc_sim = as.numeric(gsub(’\\-’, ’> ’, sim$observations))
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# derivee numerique de 1lh pour le k ieme mle

hess = hessian(1lh, x = mle_sim[k,], y = seq_cmc_sim,"complex",
method.args=list(eps = 1e-10, 4 = 0.00001,

zero.tol =

sqrt(.Machine$double.eps/7e-10), r = 6, v = 4))

# avant de calculer la variance (1/I(theta)) on verifie qu’on a
# pas de NANs et que la mat hess est inversible

if (sum(is.nan(hess)) == 0 && diag(hess) >= 0){

mat_var_paralk,] = diag(solve(hess))

=k + 1

w o R Y

colnames(mle_sim)
colnames (mat_var_para)

C("pl", up2n, up3n, up4n, up5n’ "p6")
C("pl", np2n’ upsn’ "P4", up5n’ up6n)

#2- calcul des intervalles de confiance et les flag de couverture
Seq <_ matrix(c(llplll, IIPQII, |Ip3ll, |Ip4ll, ||p5ll’ llp6|l) , ncol = 6)

# un array pour stocker les informations

array_obs <- array(0, dim = c(anrow(mle_sim), 5, 6),
dimnames = list(c(), c("mle", "var.fish",

"lower.b", "upper.b", "appat.ic"),

C("pl", up2u’ np3u’ np4u’ np5u, "p6")>)

for (j in 1:length(seqll, 1)) {

for (c in 1 : length(mle_sim[, j1)) {

array_obs[c, "var.fish", seql, jl] <- mat_var_paralc, jl
if (array_obs[c, "var.fish", seql[, jl1]1 > 0) {

array_obs[c, "lower.b", seql, jl] = mle_sim[c, j] -

2 * (sqrt(mat_var_paralc, jl)) #/ sqrt(length.seq.CMC))
array_obs[c, "upper.b", seql, jl] = mle_sim[c, j] +

2 * (sqrt(mat_var_paralc, jl)) #/ sqrt(length.seq.CMC))
array_obs[c, "appat.ic", seql, jl] =
as.numeric(prob_reel[j] >=

array_obs[c, "lower.b", seql, jl] &&

prob_reel[j] <= array_obs[c, "upper.b",

seql, jl1DD
+
array_obs[c, "mle", seql,jl] = mle_sim[c, j]

}
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}

# 1’inference avec la variance empirique

array_reel <- array(0, dim = c(nrow(mle_sim), 5, 6),
dimnames = list(c(), c("mle", "var.emp",

"lower.b", "upper.b", "appat.ic"),
C("pl", llp2|| s llp3||, llp4||, llp5||, "p6ll)))

biais = vector()
for (j in 1:6) {

array_reel[, "mle" , j1 = array_obs[, "mle", j]
array_reel[, "var.emp" , jl = var(array_obs[, "mle", jl)
array_reel[, "lower.b" , jl = array_reell, "mle", j] -
2 * sqrt(array_reel[, "var.emp", jl)

array_reel[, "upper.b" , jl = array_reell, "mle", jl +

2 * sqrt(array_reel[, "var.emp", jl)
array_reel[, "appat.ic", j] = as.numeric(prob_reel[j] >=
array_reel[, "lower.b", jl &
prob_reel[j] <= array_reel[, "upper.b", jl)
biais[j] = abs((mean(array_reel[, "mle", jl) -
prob_reel[j])/prob_reell[j])
}

data_mle_to_plot <- data.frame(

param = c( rep("pl", n_rep), rep("p2", n_rep), rep("p3", n_rep),
rep("p4", n_rep), rep("p5", n_rep)

, rep("p6", n_rep)),

valeurs = c( mle_sim[,"p1"], mle_sim[,"p2"], mle_sim[,"p3"],
mle_sim[,"p4"], mle_sim[,"p5"],

mle_sim[,"p6"])

)

data_var_obs_to_plot <- data.frame(

param = c( rep("var.obs.pl", n_rep), rep("var.obs.p2", n_rep),
rep("var.obs.p3", n_rep),

rep("var.obs.p4", n_rep), rep("var.obs.p5", n_rep),
rep("var.obs.p6", n_rep) ),

valeurs = c(mat_var_paral,1], mat_var_paral,2], mat_var_paral,3],
mat_var_paral,4],

mat_var_paral,5], mat_var_paral,6])

)

return(list(array_obs = array_obs, array_reel = array_reel ,
data_mle_to_plot = data_mle_to_plot,
data_var_obs_to_plot = data_var_obs_to_plot,



103

biais = biais))

}

# ___________________________________________

# Fin de 1 inference sur le MLE.

# ___________________________________________

B.3 Exemple de déroulement du code avec toutes les fonctions

# 1- simulation des vecteurs de probabilite initiale;

3,
1,

2,
9), nrow=2, ncol=2))

p_trans = t(matrix(c(0.8, 0.
0. 0.

p_emiss = t(matrix(c(0.95, 0.03, 0.02,
0.07, 0.9, 0.03), nrow=3, ncol=2))

liste_init = init_input(nb_vect_sim = 1000, length_seq_cmc = 100,
p_trans, p_emiss,

int_cm_probs = c(1/2, 1/2))

# 2- calcul de la vraisemblance et selection des N top vecteur qui la
# maximise

liste_top_vect_seq = fct_top_vect_max_llh(n_top_init_vec = 100,
liste_fctl = liste_init)

# 3- Cacul des valeurs initiales finales avec 1l’algorithme EM

liste_etp_optm_em = fct_valeur_init(liste_top_vect_seq,
int_cm_probs = c(1/2, 1/2))
liste_etp_optm_em$mle_depart

vect_prob_init
# 4- Lancement de la fonction pour infere sur les MLEs

test_50 = fct_optm_infer_mle(n_rep=1000, vect_prob_init,
length_seq_cmc = 50,
p_trans, p_emiss,
deg_conv_der = 0.0001,
int_cm_probs = c(1/2, 1/2))
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