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RÉSUMÉ 

Les assureurs qui offrent les fonds distincts comme produits financiers adoptent 
une gestion des risques de march ' ax' sur la constitution du portefeuille de ré-
plication. Le portefeuille de couverture es t constitué d 'unités d 'actifs financiers 
déterminées par la stratégie de couverture. Une stratégie de couver ture efficace 
est une stratégie qui permet à l 'assureur d 'obtenir une valeur de portefeuille iden-
t ique à c 11 d la pr sta tion à payer à l 'investisseur ; ainsi l 'assureur ne fait ni 
p rte ni gain lorsque le contrat de fonds distincts arrive à échéance . L 'efficacit é de 
couverture des fonds distincts dépend de plusieurs hypothèses telles que le choix de 
la st ratégie de couverture, la fréquenc à laquelle le portefeuill de couverture est 
rééquilibré, le modèle financier utilisé pour implanter la stratégie de couver ture, le 
modèle financier utilisé pour prédire l'évolution des prix d s actifs financiers . Ces 
deux derniers modèles lorsqu 'ils sont différents créent une rreur de modèle qui 
affect e la qualité de la couvertur d s risques . Le suj et de c mémoire est d'étu-
dier la fréquence de rééquilibrage d'un portefeuille de couver ture lorsqu 'on est en 
présence cl' rr ur cl modèle. Dans notr étud , on u t ilise principalement les stra-
tégies de couver ture basées sur les gre ques dans les modèles de Black et Scholes 
(1973) et Heston (1993). Nous analysons la qualité de la couver ture lorsque le 
portefeuille est rééquilibré à une fr , qu nce quotidienne, h bdomadaire, mensuelle 
ou encore lorsque le portefeuille est rééquilibré sur condition de d ' passem nt de 
seuil. 1 ous prenons en compte l 'exist enc d s frais à débourser lors des transac-
tions financières. Pour mener nos tes ts numériques d ''valua tion de la qualité de 
la couvert ure, nous simulons des scénarios de trajectoires empruntées par l 'act if 
sous-j acent . Nous considérons les modèles financiers tels que Black-Scholes pour 
sa populari té, Heston pour sa capacité à reproduire les faits stylisés comme le 
groupement de volatili té, l 'asymétrie négative et les queues de distribution plus 
lourdes que celles de Black-Scholes. Nous considérons aussi le modèle à volat ilité 
stochastique av c sauts (SVCJ ) de elson (1990) pour sa capacit , à reproduire les 
mêmes faits stylisés que Heston avec en plus l 'intégration des sauts dans le prix et 
dans la volatilité. L'analyse des r , sultats obtenus nous indique qu 'en l 'absence des 
frais de transactions la fréquence optimale d ré, quilibrag st la fr , quence quoti-
dienne pour la majorité des situations. En présence des fr ais de transactions c'est 
la fréqu ne m n uelle ou encore le rééquilibrage sous condition de dépassement 
de s uil qui sont les meilleurs. No tre analy e révèle que si le march , financi r st 
décrit comme le fait le modèle SVCJ alors les t ratégies de couverture utilisées 



laiss nt encor b aucoup d' rr urs à couvrir et donc des analyses supplémentaires 
à l 'aide de nouvelles hypothèses sont à explorer . 

Mots clés : fonds distincts, stratégie de couverture, erreur d modèle, Black-
Scholes, Heston, volatilité stochastique. 



INTRODUCTION 

n fonds distinct est un produit financier qm associe à la fois investissement 

et assurance. Le capital est investi dans un instrument financier dont le rende-

ment est lié aux performanc s boursières. La particularité d 'un fonds distinct st 

que le capital initial est protégé avec possiblement d s garanties en cas de décès 

ou de survie de l'investisseur comme on en trouve dans un contrat traditionnel 

d 'assurance-vie ou de rentes. Une compagnie d 'assurance qui offre ce type de pro-

duit ne peut pas s'appuyer sur la diver in.cation pour gérer les risques de marché 

comm ell le fait pour gér r 1 s risques d mortali t, ou d longévi t,, puisqu'en 

cas de baisse des r nd ments financiers, les prestations sont à payer à tous les 

investisseurs. Pour se protéger contre les risques de marché, la compagnie d'assu-

rance construit un portef uill d'actifs financi rs dont 1 but est de r'pliquer le 

passif associé au fonds listinct . Le portefeuille de couverture est rééquilibr' à une 

certain fr, quenc afin qu sa valeur mim celle du passif; ceci de l'initialisation 

jusqu 'à l'éch, ance du contrat associé au fonds distinct. L'obj ctif de l 'assur ur st 

qu 'à maturité, la différence entre la valeur de la prestation payée à l 'investisseur 

et celle du portefeuille de couverture soit nulle. Cette différence est aussi appelée 

rreur de couv rture. 

Théoriquement lorsque le modèle financi r d marché et le modèle financier de 

couverture sont identiques (sans erreur d modèle), pour obtenir une couverture 

parfaite , Black et Schol s (1973) ont démontré que le rééquilibrage du portefeuille 

de couverture doit être fait n temps continu ile prix de l 'actif sous-jacent 'volu 

de façon continue selon le modèle de Black-Scholes . fais cela n 'est pas possible 

car les transactions financières ne se déroulent que pendant des intervalles de 
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temps discr ts. Le fait de n pouvoir réalis r 1 s rééquilibrages du portefeuille 

de ouverture qu 'à des instants discrets crée des erreurs dites de discrétisation 

(passage du temps continu au temps discret) . Moins on rééquilibre, plus on génère 

de l 'erreur de couverture du fait de la discrétisation. 

Plusieurs études en économétrie ont révélé des modèles qui répliquent mieux la 

dynamique des indices boursiers que celui de Black-Scholes. Le modèle à volatili t, 

stochastique à temps continu de H ston (1993) est un exemple. Il permet de repro-

duire les périodes de forte et bass volatilités observées sur les march, s boursiers. 

Autre exemple, le modèle à volatilit' stochastique avec sauts de el on (1990) qui 

permet de reproduire l'asymétrie négative, les queues épaisses et au si les sauts 

dans le rendements et dans la volatilité. Dans l 'industrie des fonds distincts le 

modèle lognormal à changement d'état (Regime-Switching Lognormal, R LN ) de 

Hardy (2001) est répandu . Aucun modèle n'est parfait , en choisir un pour dé-

velopper sa stratégie de couverture introduit une erreur de modèle. L'erreur de 

modèle 'ajoute à l'erreur de discrétisation pour former l'erreur d couverture. 

La que tion qu'on se pose est de savoir à quelle fréquence faut-il r' équilibr r 1 

portefeuille de couverture afin que l'erreur de couverture soit la moindre possible. 

Dans le modèle de Black-Scholes, on fait comme hypoth 'ses que les rendements 

financiers suivent une distribution normale. Plusi urs analyses sur les rendements 

dont Fama (1965), Officer (1972) ont montré que ces rendements financiers ne 

suivent pas un loi normale. Plus la fréquence d'observation est él vée, plus les 

statistiques descriptives de ces rendements sont 'loigné s de celles de la loi normale 

et plus les queues de la di tribution de ces rendements sont lourdes. Une erreur de 

modèle plus importante est commise en stipulant que le rendements journaliers 

suivent une loi normale qu'en stipulant que les rend ments mensuels suivent une 

loi normale. 
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En utilisant le modèle de Black-Scholes pour établir le portefeuille de couverture, 

ré' quilibrer plus souvent réduit l 'erreur de discrétisation mais augmente l'erreur 

de modèle tandis que rééquilibrer à plus faible fréquence augmente r erreur de 

discrétisa tion mais réduit l 'erreur de modèle. Lequel de ces deux effets dominera ? 

Quelle es t la meilleure fréquence d rééquilibrage d 'un portefeuille de couverture 

en présence d 'erreur de modèle? Tel est le suj et de ce mémoire. De plus, que se 

passe- t-il si on prend en compte les frais de transactions? Black et Scholes consi-

dèrent que le marché est sans frictions c'est-à-dire entre autres dépourvu de frais 

d transactions et de tax s, mais dans les faits, les transactions financières ont un 

coüt. Si on estime que les coûts des transactions sont proportionnels au volume 

d 'actifs transig' s , alors plus on va rééquilibrer le portefeuille de couverture, plus 

petit sera le volume moyen d 'actifs par transaction , mais la répétition de ces tran-

sactions augment ra le coüt final. Les fonds distincts sont des produits financiers 

avec de très longues échéances (plusieurs décennies), ce qui en fait une probléma-

tique supplémentair car il y a une accumulation des erreurs de couverture sur 1 

long terme. 

La couverture des risques dans les fonds distincts est un suj et qui a été abordé 

sous différents angles dans la littérature. Hardy (2000) a comparé trois approches 

pour gérer le risque du prix d l 'actif sous-j acent. Ces approches sont la constitu-

tion d 'un réserve actuariell , d 'un portefeuille de couverture dynamiqu et d 'un 

portefeuille de couverture statique. Moll r (2001) a utilisé la stratégie de couver-

tur local dans son étude pour minimiser le ri que de mortalité. Coleman et al. 

(2006) ont utilisé la stratégie de couverture locale pour couvrir le risque du prix 

d l 'actif sous-j acent et le risque des taux d 'intérêt. Toutefois la question d la 

fréquenc d rééquilibrage a été peu abordée . Augustyniak et Boudreault (2013), 

Augustyniak t Boudreault (2014a) et Augustyniak et Boudr ault (2014b) ont 

étudi , l ' ffi.cacité d 'une couverture des fonds distincts en considérant des straté-
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gies de couverture basées sur le modèle de Black-Scholes ou Heston et envisageant 

la dynamique du marché décrite par les modèles Regime Switching-Generalized 

AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity (RS-GARCH), Heston ou encore 

des tests en r 'trospectives. Schro t r (2016) a analysé une large gamme de stra-

tégies de couverture sous le modèle de Black-Scholes appliquées à une option de 

vente de longue maturité. 

Le plan de ce mémoire est le suivant . Le chapitre 1 décrit les produits dérivés 

pour lesquels nous souhaitons évaluer l'efficacit é de couverture. Dans ce chapitre 

on retrouve comment sont évalués les produits indépendamment du modèle de 

marché. Ensuite le chapitre 2 pr's nte 1 s mod ' les financiers avec lesquels nous 

essaierons de répliquer la dynamique du prix de l'actif sous-jacent . Ce chapitre 

couvre l'estimation des paramètres des modèles . Les stratégies de couverture ainsi 

que les choix qui sont déterminants pour la qualité de couverture sont exposés au 

chapitre 3. Enfin au chapitre 4 nous analysons les résultats numériques des tests 

que nous avons menés. 



CHAPITRE I 

PRODUITS DÉRIVÉS ÉTUDIÉS 

Le but de ce chapitre est de présenter les produits dérivés sur lesquels notre étude 

s' st portée . Les caractéristiques des produits ainsi que les méthocl s utilis, s pour 

les évaluer sont décrits. Deux produits sont consicl ' rés : une op-ion cl v nt , t un 

fonds distinct avec l 'option GMAB (Guaranteecl Minimum Accumulation Benefit ) . 

1.1 Option de vente 

ne option de vente est un produit dérivé dont la valeur dépend de celle l 'un 

autre actif financier appelé actif sous-jacent ( x : S&P 500). L'option d vente est 

un contrat qui lie deux par ies : un émetteur et un acheteur. Le contra t procure à 

l 'acheteur le droit (mais pas l 'obligation) de vendre l'actif sous-j acent à l 'émetteur 

au prix cl 'exercic J( défini clans le contrat. Pour une option cl vente de type 

européen , l 'exercice du droit se fait à la maturité T du contrat. Pour une option 

de vent de type américain, l 'exercic p ut se faire à tout moment jusqu 'à la 

maturité. Pour une option de vente de type bermudéen , l 'ex rcic p ut se faire à 

des inst ants précis définis dans le contrat. Dans le cadre de ce mémoire, la m ntion 

opt ion de vente fait allusion à une option de vent cl typ europ , n. 

On dénote par {St, 0 :::; t :::; T} le processus stochastique qui décrit la dynamique 

poursuivie par l 'actif sous-j ac nt et { Pt, 0 :::; t :::; T} la valeur cl l 'option de vente. 
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Le pai ment à échéance e t 

max(O, K - Sr). (1.1) 

Dans la gestion de risqu s, l'option de vente peut être utilisée pour se protéger 

contre la baiss de la valeur de l'actif sous-j acent en dessous d 'un certain seuil 

ou pour répliquer les flux financiers d 'un autre produit financier à l'aide d 'une 

stratégie de réplication. 

1.1.1 Évaluation 

Évaluer un produit dérivé dans un maJ:ché financier nécessite de trouver 1 pnx qm 

empêche les opportunités d 'arbitrage. Pour cela, on applique le théorème fonda-

mental d 'évaluation des actifs finan iers qui stipule qu 'en l'absence d 'opportunité 

d 'arbitrage, il existe au moins une mesure neutr au risque Q (aussi appelée me-

sure martingale ' quivalente MME) équivalente à IfD (mesure de probabilit ' réelle) 

tell que sous la mesure Q, la valeur pr 'sente de tout actif risqué se comporte 

comme une martingale. 

Ce théorème m ntionne certaine notions dont les définitions sont les suivantes. 

1 - On parl d 'opportunités d 'arbitrage lorsqu pour un investissement initial nul , 

il est possible d 'obtenir un gain sans aucune possibilité de perte. 

2 - D ux mesures de probabilités sont équival ntes si elles assignent une probabilité 

nulle aux mêmes évènements. 

3 - La mesure n utre au risque Q est une mesure de probabilité équivalente à IfD 

sous laquelle les prix actualisés des actifs transigés sont des martingales . 

4 - Soit {Xt, t 2: O} un processus stochastiqu adapté et défini sur l'e pace proba-
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bilis ' filtré (S1 ,F , {Ft}t2 0 ,(Q)) . X t est une martingale 1 si V O::; s::; t 

(1. 2) 

~: JE? [], Var? [] et Cov? [] représentent r sp ctivement l 'espérance, la variance 

et la covariance sous la m sure (Q) sachant Fs. 

La condit ion martingale induite par 1 théorème fondamental d 'évaluation des 

actifs financiers appliquée au prix d 'une op tion de vente est 

(1.3) 

À tout instant t , 0 ::; t ::; T , la valeur d 'une option de vente es t 

JE? [ Pre- r(T- t)] 

JE? [ max(O, K - Sr )e- r(T- t)]. 
(1.4) 

Dans la littérature, il existe des formules fermées et semi fermées pour évaluer une 

option de vente dépendamment de l 'hypothès faite au suj et du modèle qui décrit 

la dynamique de l 'actif sous-j acent. Pt est une fonction du prix courant de l 'actif 

sous-j acent St, du prix d 'exercice K , de la maturité T , du taux d 'intérêt r, du 

taux de dividende rd et de la volatilité Cft. Dans la suite du document la nota tion 

Pt(St, K , T , r, rd, Clt) fait r 'férence à cette fonction. 

1.2 Fonds distinct avec l 'option GMAB (Guaranteed Minimum Accumulation 
B nefit ) 

Un fonds distinct st un produit financier émis par une compagnie d 'assurance 

qui combine à la fois investiss ment et assurance, dont la valeur des prestations 

est reliée aux p rformances d 'un portefeuille d 'actifs financiers. Un fonds distinct 

offre des garanties sur l 'investissement initial et les prest ations peuv nt être lié s 

l. Pour plus de détails, consulter Shreve (2004) 
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au décès ou à la survie de l'assuré. Il existe plusieurs types de garanties, nous nous 

sommes intéressés à la garantie GMAB. 

Un fonds distinct avec option GMAB garanti t à l 'investisseur un taux de rende-

ment minimum annuel. À l'échéance du contrat , l 'investisseur recevra au minimum 

un montant G = A0 (1 +,f correspondant au montant initial investi A0 capitalisé 

au taux de rendement minimum garanti,. Soit A le compte dans lequel le capital 

initial est investi , les frais sont déduits et les rendements sont crédités . La valeur 

de ce compte au temps t, 0 :S t :S T est At et la garantie s'applique sur la valeur 

à maturité Ar . En contrepartie de la garantie l'assuré paie une prime de façon 

continue au taux a. Soit Ct la valeur au temps t, 0 :=::; t :S T , du contrat GMAB. 

Le paiement à échéance de l'assureur à l'assuré a une valeur 

Cr max(Ar, G) 
(1.5) 

Ar+ max(O, G - Ar). 

Ce paiement peut être décomposé en 2 parties : 

La valeur du fonds à maturité Ar. 

La valeur du paiement d 'une option de vente ayant pour prix d'exercice 

G, maturité Tet dont l'actif sous-jacent a une valeur Ar avec un taux de 

dividende a. 

La première par tie du paiement est certaine, l'assureur paiera à l 'investisseur la 

valeur du fonds Ar; fonds que possède l'assureur . La deuxième partie du paiement 

est à risque. Si la valeur du fonds Ar est supérieure au montant garanti G alors 

la garantie ne s'applique pas, l'assureur n'aura rien à débourser. Par contre si la 

valeur du fonds Ar est inférieure à G, alors l'assureur devra verser à l 'investisseur 

la différence G - Ar. L'option de vente est donc le passif de l'assureur . 

Dans sa gestion des risques, l'assureur doit répliquer les flux financiers d'une option 

de vente. Cette réplication n'étant pas parfaite à cause des erreurs de discrétisation 

et des erreurs de modèle, elle va engendrer des gains ou des pertes à maturité . 
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La prime est aussi exposée au risque de marché car la prime est une fraction 

de la valeur du fonds. Quand le rendement diminue, la prime diminue également 

et l'assureur perçoit un revenu moindre. Par conséquent , l'assureur doit couvrir 

le risque clans les primes en plus du risque clans le paiement à l'échéance. Pour 

réduire les pertes, l'assureur peut intégrer les primes futures qui seront perçues 

clans sa stratégie de couverture. Augustyniak et Bouclreault (2014a) ont montré 

qu 'à échéance du contrat , les pertes seront moins importantes que si les primes 

n 'avaient pas été intégrées . Cette technique s'appelle couverture du passif net. Le 

passif net correspond au passif déduit de la valeur présente espérée des primes 

futur es . L'assureur anticipe sur les primes qu'il va recevoir et les inclut clans le 

portefeuille de couverture. La couverture du passif net a pour avantage de réduire 

les pertes en cas de marché baissier et pour inconvénient de réduire les profits en 

cas de marché haussier car la garantie ne s'applique pas et les primes auraient pu 

être des bénéfices. 

1.2.1 Évaluation 

Le fonds At n 'est pas transigé sur les marchés financiers mais sa valeur est liée à 

la valeur d 'un indice boursier ( ex : S&P500) par la relation 

A t A S1 -ci:t a~e So 
(1.6) 

où {St, t 0} est le processus stochastique qui décrit la dynamique de l 'indice 

boursier . À tout instant t la valeur du contrat GMAB peut être obtenue par le 
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héorème fondamental d'évaluation des actifs financiers. On a donc 

Ct IE? [ Cre-r(r-t)] 

IE? [(Ar+ max(0, G - Ar ))e-r(r-t)] 

IE? [ Are-r(r-t)] + IE? [ max(0, G - Ar )e-r(r-t) ] 

IE? [At~: e-a(r-t)e-r(r-t) ] + IE? [ max(0 , G - Ar )e-r(r-t) ] 

Ate-a(r-t)JE? [ te-r(r-t)] + IE? [ max(0, G - Ar )e-r(r-t)] 

Ate-a(r-t) + Pt(At, G, T , r, a, CJt) 

(1.7) 

où Pt (At, G, T , r, a, CJt) est la valeur au temps t d'une option de vente ayant pour 

prix d 'exercice G, maturité T et dont l'actif sous-jacent est At avec un taux de 

dividende a . 

Soit N Lt la valeur du passif net pour 0 :S t :S T . N Lt est égale à Pt(At , G, T , r, a, CJt) 

moins la valeur présente espérée des primes futures . Ce qui correspond à 

NLt Pt(At, G , T , r, a, CJt) - IE? [ Jt aA8 e-r(s-t)ds] 

Pt(At, G, T, r, a, CJt) - Jt IE? [ aA8 e-r(s-t)] ds 

p (A G T r a (J ) - rr IEQ [aA Ss e-a(s-t) e-r(s-t) ] ds l t, , , , , t J t l t St 

P (A G T r a CJ ) - rr aA e-a(s-t)]EQ [!b. e-r(s-t) ] ds l t , , , , , l Jt t t St 

Pt (At, G, T, r, a, CJt) - Jt a Ate-a(s-t)ds 

Pt (At, G, T , r, a, CJt) - At Jt ae-a(s-t)ds 

Pt(At, G, T, r, a, CJt) - At ( - ca(s-t) ] ~) 

Pt(At, G, T , r, a, CJt) - At ( 1 - e-a(r-t) ). 

(1.8) 

À l'initialisation du contrat GMAB , l'assureur doit charger une prime équitable 

a telle que le passif net soit nul, c'est-à-dire : 

Po(Ao, G, T , r, a, CJo) - A0 ( 1 - e-ar ) 

Po(Ao, G, T , r, a, CJo) + A0e-ar 

0 

Ao. 
(1. 9) 

L'équation (1.9) est cohérente avec l'équation (1.7). En effet , à t = 0, la valeur du 
contrat C0 est égale au montant initial investi A0 si la prime a est équitable. 



CHAPITRE II 

MODÈLES FINA TCIERS 

L s hypoth 's s r latives au modèle de marché financier ainsi qu'aux paramètres 

utilisés comme données en entrée dans ce mod ' l sont d't rminant s dans la mise 

en plac d'un programme de couverture. Le modèle permet de faire des prédictions 

sur le comportement de l'actif sous-j acent , et ces prédictions gouv ment l 'évalua-

tion des produits dérivés ainsi que les différentes opérations du programm d 

couverture . 

Il est impo sible d'obtenir un modèle qui reproduit exactement le comportem nt 

d s rend m nts financiers, cependant un modèle pertinent est un modèle qui re-

produit certaines caractéristiques statistiqu s qui ont été observ' s sur plusieurs 

séries temporelles en finance. Afin de mettre en évidence ces propriétés statis-

tiqu s dites faits stylisés, nous avons étudi , les rendements quotidiens de l'indice 

S&P500 sur la période 1987-01-01 à 2010-04-01 (5 63 obs rvations, source : Ya-

hoo ! Finance). 

Soit Rt = log( 8
8t ) 1 log-rendement sur la période allant de t - 1 à t, R t peut 
t - 1 

êtr xprimé sous la forme 

où 17t , t = 1, 2, 3 ... est un séri de variables aléatoir s indépendantes et identi-
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quement distribuées de moyenne nulle t d variance unitaire . µt et Clt représentent 

respectiv ment la moyenne et la variance d Rt conditionnelles au temps t, 

où R u - i est l 'ensemble des rendements allant de R 1 à Rt- l · 

Cont (2001 ) a défini les faits stylisés suivants : 

1. Variation du taux de rendement moyen et de la volatilité à travers le temps. 

L troisième graphique de la figure 2. 1 montre que la moyenne empirique 

t la variance empirique varient dans le temps lorsqu 'on les calcule sur une 

fenêtre glissant e de 250 jours. 

2. Groupement de volatilité. Il y a une tendance à observer des périodes du-

rant lesquelles il y a une succession de fortes amplitudes dans les rende-

ments et d 'autres périodes de faibles amplitudes . Le deuxième graphique 

de la figure 2.1 le montre, on peut observer des périodes de volatilité élevée 

autour des années 1988 , 2000 t 2008. 

3. Absence d'auto-corrélation empirique dans les rendem nts (voir 1 d uxième 

graphique de la figure 2.2). C'est-à-dire 

Corr[Rt, Rt+hl 0 , h = l, 2 ... 

où Corr[] est la fonction qui calcule la corrélation entre les rendements Rt 

et Rt+h· 

4. Pr's nce d'auto-corrélation empirique positive dans les valeurs absolues des 

rendements (voir le troisième graphique de la figure 2.2). C'est-à-dire 
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5. Effet de levier. Un choc négatif sur le rendement Rt aura plus d'impact sur 

les volatilités des rendements Rt+h , h = 1, 2 .. . qu'un choc positif (voir le 

quatrième graphique de la figure 2.2). C'est-à-dire 

6. Qu ues épaiss set asymétrie négative. Les rendements sont distribués selon 

un loi qui a une coefficient d'asymétrie négatif et un coefficient d 'aplatis-

sem nt > 3, contrairement à une loi normale qui est symétrique et a un 

co ffici nt d 'aplatissem nt de 3 (voir le pr mier graphique de la figure 2.2). 

Différents mo lèles ont ét, utilisés dans ce projet. L'idée était de partir du modèle 

classique comme Black-Scholes où l'on suppose la normalité des log-rendements, 

moyenne et variance constantes; ensuite de passer à des modèles qui reproduisent 

mieux les faits stylisés. Ces modèles sont : 

Modèle de Black et Scholes (1973). 

Modèle ARl. 

Mod ' le d sauts dans les rendements de Merton (1976) . 

Mod ' le à volatilité stochastique de Heston (1993). 

Modèle à volatilité stochastique et des sauts dans les rendements et dans 

la volatilité SVCJ de elson (1990). 

Ces cinq mod ' l sont 'té utilisés pour les projections du prix de l 'actif sous-jacent . 

Mettre en place un programme de couverture nécessite d 'évaluer des options tran-

sigées sur le march, et de créer un portefeuille de couverture permettant la réplica-

t ion. Dans la littérature, il n'existe pas toujours de formule fermée ou semi-fermée 

pour la tarification d 'options et pour le calcul des gr cqu s utiles à la réplication. 

Le tabl au 2.1 pr 'sente les modèles que nous avons utilisés pour la projection du 

prix de l'actif sous-jacent, pour la tarification des options et pour la réplication. 
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Tableau 2 .1 Récapitulatif des modèles 

Modèles Projection de l'actif Évaluation d 'options Réplication 

Black & Scholes 

ARl 

Merton 

Heston 

SVCJ 

2.1 Mod ' l de Black-Scholes 

En 1973 , Fischer Black et Myron Scholes introduisent ce modèle et définissent 

un cadre mathématique pour évaluer les produits dérivés. Par la suite ce modèle 

devient très populaire en finance et en gestion des risques , il est très utili é pour 

étudier la dynamiqu des prix de l'actif sous-jacent et des prix de produits dérivés. 

Selon ce modèle, 1 marché financier est parfait , certaines hypothèses faites sont : 

- Pas de frais de transactions, ni taxes . 

- Possibilité d'acheter ou de vendre n'importe quelle quantité d'unité d'actifs. 

Possibilité d'emprunter ou d prêter au taux sans risque sans restrictions. 

Les transactions ont lieu en continu. 

L prix de l 'actif sous-jacent suit un mouvement brownien géométriqu 

Selon ce mod 'l , l ' 'volution du prix de l'actif sous-jacent est décrite par l'équation 

diff'rentiell stochastique (EDS) suivante : 

(2 .1) 

où µ E lR est le coefficient de dérive, Œ > 0 le coefficient de diffusion et W ll" = 
{W; : 0 ::; t ::; T} est un mouvement brownien standard dans l'espace probabilisé 

filtré (D, F ,{Fth?:o, IP). 
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L'équation (2.1 ) admet une solution exacte qui est 

S t+6 = S t exp { (µ - ~2

) 6 + CJ ( î.Vt+6 - W 6 ) } (2.2) 

OÙ 6 > O. 

2. 1.1 Estimation des paramètr s 

Les paramètres qui ont été utilisés pour ce modèle sont présentés dans le tableau 

2.2. Ils ont ét é estimés par la m ' thod d maximum de vraisemblance sur des 

données de série temporell du S&P 500 sur la période 1987-01-01 à 2010-04-01. 

Les paramètres sont sur un bas annu lle. 

Tableau 2.2 P aramètres EMV du modèle de Black-Scholes (base annuelle) 

µ (J 

0.08 44 0.19518 

2.1.2 Simulation sous lP 

Le modèle de Black-Scholes st un modèle à temps continu, le simuler nécessit d 

p asser à temps discret . Nous utilisons l 'équa tion (2.2 ) pour simuler l 'évolu tion du 

prix du titre sous-jacent à temps discr t. Pour cela on divise l 'intervalle de temps 

[ 0, T ] en n sous-intervalles de longueur 6 = (le pas de dis cr , tisation) t nous 

appliquons l 'algorithme récursif suivant pour k = 1, 2, ... , n . 

1. Simulation d 'un loi normale centr , e réduite : 

2. Obtention du prix Sk6 sachant S (k- I )t:, : 

SM = s (k- 1)6 exp { (µ - ~2

) 6 + CJ-/E.Zkt:, } . 
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2.1.3 Évaluation d'une option de vente 

Le marché financier selon le modèle de Black-Scholes n'offre pas d'opportunités 

d'arbitrage, donc il existe au moins une mesure martingale équivalente (MME) 

sous laquelle la valeur présente du prix de l'actif sous-jacent est une martingale. Le 

théorème de Girsanov nous permet de changer de mesure, de passer de la mesur 

réelle 1P à la mesure risque neutre Q (se référer à Shreve (2004) pour plus de détails 

sur la complétude des marchés et le changement de numéraire) . La dynamique du 

prix du titre sous-jacent sous Q satisfait l'EDS 

OÙ 

dSt - rStdt + üStdwti 

wr = wt<Ql - Àt 

µ-r 
À=--

(J 

(2 .3) 

où r est le taux d' intérêt sans risque, À la prime de risque et W<Ql = { vVt<Ql : 

0 :::; t :s; T } est un mouvement brownien standard dans l'espace probabilisé filtré 

(n , F , {Fd t~o, Q) . 

Sous cette mesure risque neutre , évaluer une option de vente consiste à calculer 

Pt(St, K, T , r, rd, ü) = lE?[max(O, K - Sr )e-r(T-t)]. 

La solution est 

Pt(St, K ,T,r,rd,<7) = Ke -r(T-t)N(-d2)-Ste-rd (T-t) N(-d1 ) 

avec 
log (i) + (r - rd+ ü 2/2)(T- t) 

di=-~--'---------

d2 = d1 - - t 

où N(x) est la fonction de répartition d'une loi normale centrée réduite . 
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2.2 fod ' le R (l ) 

En économétrie, e mod 'le fait partie de la famille des modèles dits autorégressifs 

d 'ordre p dénotée AR(p). Dans cette famille on consid ' r qu les valeur passées 

de la séri chronologique sont utiles pour pr , dire le futur . Les p dernières valeurs 

servent à pr ' dire la prochaine valeur . Dans le cadr d ce proj et nous avons utilisé 

le modèle AR(l ). 

Soit Rt = log( 8;~
1

) le log-rendement , le processus { Rt} se comporte selon 1 

modèle AR(l ) s'il satisfait l'équation 

(2.4) 

où ô E JR, Et~ N (O, o-2), a > 0 et Et est indépendant de Rt-l · 

Certaines hypothèses faites dans c mod ' le sont : 

- Il y a une auto-corrélation entre les rend m nts qui décroit exponentielle-

m nt au taux </> 1 lorsque le délai entre les rend ments augmente. 

Il y a stationnarité de la moyenne et d la variance des rendements à long 

terme. 

La condition de stationnarité pour la moyenne des rendements est 

et la condition de stationnarit , pour la varianc d s rendements st 

Var [Rt] = 'Y = 

oùµ E JR, 'Y> 0, - 1 < </> 1 < 1. </> 1 étant le paramètre d 'auto-corrélation 

Cov[Rt ,Rt- 1] 
Var[Rt] 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 
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2.2.1 Estimation des paramètres 

Les paramètres qui ont été utilisés pour ce modèle sont présentés dans le tableau 

2.3. Ils ont été estimés par la méthode des moments (vu la taille de l'échantillon 

suffisante pour appliquer la loi des grands nombres et le côté pratique de la mé-

thode) sur des données de série temporelle du S&P500 pour la période 1987-01-01 

à 2010-04-01. Les estimateurs µ et i' sont identiques à la moyenne et la variance 

obtenues pour le modèle de Black-Scholes car pour une loi normale la méthod 

des moments et la méthode du maximum de vraisemblance donnent des résultats 

identiques. 

Tableau 2.3 Paramètres estimés du modèle AR(l ) (base annuelle) 

µ 'Y <Pl b (J 

0.06939 0.03810 - 0.04264 0.07235 0.19500 

2.2.2 Simulation sous IfD 

Pour simuler l'évolution du prix du titre sous-jacent à temps discret, on divise 

l'intervalle de temps [O, T] en n sous-intervalles de longueur 6. = * (le pas de 

discrétisation) et nous appliquons l 'algorithme récursif suivant pour k = l, 2, ... , n 

avec comme condition initiale R0 = µ. 

1. Simulation d 'une loi normale : 

Ekt:, rv N(O , CJ2) . 

2. Obtention du log-rendement Ru, sachant R (k-l)t:i. : 

Rkt:i. = Ô + Ek[:, + </>1 R (k-l)6. · 
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3. Calcul du prix Su ,. sachant S (k-i)6 : 

s kl:,. = s (k- 1)6. exp { R kt:,. } . 

2.2 .3 Évalua tion d 'une option de vente 

Nous n 'avons pas utilisé le modèle AR(l ) pour la t arification d 'options car dans 

la littérature ce modèle n 'est pas populaire pour l 'évaluation d 'options. 

2.3 Modèle de Merton 

Lorsque Black et Scholes introduisent leur modèle, une de leurs hypothèses est 

la ontinuité de la trajectoire du prix de l 'actif sous-j acent qui évolue selon un 

mouvement brownien géométrique. Merton (1976) explique que le prix de l'actif 

sous-jacent se comporte effectivement comme un mouvement brownien géomé-

trique mais sa traj ectoire est discontinue. Merton fait comme hypothèses : 

Une présence des sauts dans les rendements. 

La fréquence des sauts suit une loi Poisson . 

La taille des sauts suit une loi normale. 

Selon Merton, sous la mesure réelle de probabilité, le prix de l 'actif sous-jacent 

satisfait l 'EDS 

où 

a E IR, le taux de rendement moyen du titre (IE[St] = S0ecd) . 

Œ > 0, la volatilit , des rendements. 

Wt, un mouvement brownien standard . 

{Nt, 0 :::=; t :::=; T}, un processus de Poisson d 'intensité À > 0 avec 

Pr(dNt = 1) = >.dt = 1 - Pr (dNt = 0). 

(2.8) 
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- J > -l, la taille d'un saut . J est une variable aléatoire indépendante de 

Nt avec 

log(l + J ) ~N(,,52
), lE[ J] = /3, , E IR., ô > 0, /3 > -1. 

L' 'quation (2 .8) admet une solution exacte. Soit Yi,= log(St) le log-prix. À partir 

d l'EDS (2.8), 1 lemme d 'Ito permet de trouver l'EDS de Yi, qui est 

dYi, 
(2 .9) 

En calculant l 'intégrale des deux cotés de l'égalité sur un intervalle de temps 

[t, t + 6 ] 

où nt est le nombre de sauts sur l'intervall , on trouve la solution exacte de 

l''quation (2.9) 

2 nt 

Yt+6 =Yi,+ ( a - /3 ).. - ) 6 + (J" ( Wt+6 - w6) + L log (1 + J (i) ). (2 .10) 
i=l 

Donc 

St+6 St exp { ( a - /3 À - ;
2

) 6 + (J" ( vîft+6 - vv 6) } IT7~1 ( 1 + j (i) ) . 

(2.11) 

2.3. 1 Estimation des paramètres 

Soit Rt = log ( 8~~
1

) le log-rendement , 
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La distribution de R t condit ionnelle à Nt est une loi normale. La densité conjointe 

d 'une série temporelle composée de N observations de log-rendements (ri:N) tous 

indépendants et identiquement distribués est 

f (1·1:N) IT{:1 f (rt) 
IT~1 { L ~=O f (rt, nt= n) } 
IT{:1 { L ~=O f (rtlnt = n) Pr(nt = n) }-

Soit 0 = { a, À , CJ, 1 , ô} le vecteur des paramètres, sa fonction de log-vraisemblanc 

est 

f( 8 lr1:N) = {:1 log { L ~=O f(rtlnt = n, 0 ) Pr(nt = nl 0 ) }-

Les paramètres ont été estimés par la méthode du maximum de vraisemblance sur 

des observations journalières d'une série temporelle du S&P500 pour la périod 

1987-01-01 à 2010-04-01. Pour des raisons pratique, nous avons posé comme hy-

pothèse qu 'en une journée il ne pouvait y avoir maximum un saut (nt = l avec 

une probabilité À.6 sinon 0). Les paramètres sont annualisés, ils sont présentés 

dans le tableau 2.4. 

Tableau 2.4 P aramètres EMV du modèle de Merton (sur base annuelle) 

& À (J ï ô (3 

0.12266 - 0.00248 0.02417 - 0.00219 

2.3 .2 Simulation sous 1P' 

Le modèle de Merton est un modèle à temps continu, le simuler nécessite d 

passer à temps discret. Nous utilisons l 'équation (2. 11) pour simuler l'évolution 

du prix du t itre sous-jacent à t emps discret. Pour cela on divise l 'intervalle de 

temps [0, T] en n sous-intervalles de longueur .6. = (le pas de discrétisation) et 

nous appliquons l'algorithme récursif suivant pour k = l , 2, ... , n . 
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1. Simulation d'une loi Bernouilli pour l'occur nce ou non d'un saut : 

2. Simulation d'une loi normale centrée réduit pour le saut : 

3. Calcul du saut : 

4. Simulation d'une loi normale centrée réduite : 

5. Calcul du prix Skt:, sachant s(k- 1)6 : 

Skt:, = s(k-1)6 xp { (a - {3À - ~
2 )6. + CT~Zk~ + Qkt:, } · 

2.3.3 Évaluation d'une option de v nte 

Le modèle de Merton est assez populaire pour l'évaluation d'options mais nous ne 

l'avons pas sélectionné, nous avons préféré les modèles de Black-Scholes et Heston. 

2.4 Modèl de Heston 

Le modèle de Heston (1993) est un modèle à volatilité stochastique qui permet 

de répliquer certains fait stylisés des rendements financiers tels que les qu ue 

épaisses et asymétrie négative, le groupement de volatilité , l'eff t de levier . C'est 

un modèle populaire dans le domaine de la financ car on trouve dans la littérature 

(se référer à Rouah (20 13)) des formules s mi fermées utilis' s pour l'évaluation 

cl s options et autres quantités d'intérêt . 
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Soient { St, 0 t T} et { Vt, 0 t T} des processus stochastiques décrivant 

respectivement le prix d 'un actif financier et sa variance. Le prix se comporte selon 

le modèle de Heston s'il satisfait les deux EDS 

où 

dSt = µStdt + ,lviStdw?l 

dvt = r;,(0 - Vt)dt + a ,Jvidî!V'}v) 

T!V't(s) et w/v) sont des mouvements browniens . 

Corr[w}8l, w ?)l = P, p E [-1, l]. 

µ E IR, est le coefficient de dérive du prix l'actif sous-jacent . 

0 > 0, est la moyenne à long terme de la varianc~. 

r;, > 0, est la vitesse de retour à la moyenne de la varianc 

a > 0, est la volatilité de la variance. 

v0 > 0, est la valeur initiale de la varianc 

(2.12) 

(2 .13) 

L'équation (2.12) correspond à un mouvement brownien géométrique comme dans 

le modèle de Black-Scholes, à la différence que la volatilité est stochastique. L'équa-

tion (2 .13) correspond à un processus racine carré de Cox et al. (1985). La condi-

tion de Feller 2r;,0 > o-2 doit être rencontrée a.fin que la variance soit toujours 

strictement positive. 

2.4.1 Estimation des paramètres 

Les prix des actifs financiers sont observés mais la volatilité stochastique ne l'est 

pas. L'estimation des paramètres du modèle de Heston fait appel à des techniques 

qui font le lien entre la variable observée et la variable latente. Grégoire (2016) dans 

ses travaux de maîtrise a étudié plusieurs techniques d 'est imation des paramètres 

du modèle de Heston sous la mesure IP' . Il est arrivé à la conclusion que lorsqu 'on est 
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en possession d 'observations quotidiennes du prix de l'actif sous-j acent , la méthode 

du filtre non-linéaire discret (D F) est efficace pour stimer les paramètres. La 

méthode D F consiste à approximer et à maximiser la fonc tion de vraisemblance 

en discrétisant le domaine de la variable latente en plusieurs intervalles adjacents 

(se référer à Grégoire (2016) pour plus de dét ails) . 

Nous avons utilisé l'algorithme développé par Gregoire pour estimer les paramètres 

du mod ' le de Heston via la méthod DNF. Le tableau 2.5 présente les valeurs des 

paramètres obt nus à partir des observations journalières d 'une série temporelle 

du S&P500 pour la période 1987-01-01 à 2010-04-01. 

Tableau 2.5 Paramètres du modèle de Heston (sur base annuelle) 

µ l'i, e (J p 
0.0718 3.8566 0.0332 0. 3942 -0.6146 

2.4.2 Simulation sous IP 

Le mod ' l d H ston est un modèle à temps cont inu, le simuler requiert la dis-

crétisation. Broadie et Kaya (2006) ont proposé une simulation exacte mais cette 

technique est lente à exécuter. Tous avons choisi d 'appliquer le schéma de Milstein 

pour la variance et le log-prix, cette technique es t rapide à exécuter et presqu 'aussi 

précise que la technique de Broadie et Kaya. La discrétisation du processus pour 

le log-prix se déroule de la même manière que sous le modèle Black-Scholes . La 

discrétisation du processus CIR pour la variance p ut engendrer des valeurs né-

gatives malgré la condition de Feller, lorsque cela survient on prend la valeur 

absolue. 

Pour simuler l'évolution du prix du titre sous-jacent et sa variance à temps discret , 

on divise l'intervalle de temps [0, T] en n sous-intervalles d longueur !::,. = ! 



27 

(1 pas de discrétisation) et nous appliquons l 'algorithme récursif suivant pour 

k = 1, 2, ... , n avec comme condition initiale v0 = 0. 

1. Simulation d 'une loi normale centrée réduit pour la variance : 

z(v) - z( l ) 
k6. - k6. · 

2. Calcul de la varianc vk6. sachant V(k - l )6. : 

3. Simulation d 'une loi normale centrée réduite pour le prix : 

z(2l ~ N (O 1) 
k6. ' 

Z (s) = p z(l) + Jl _ p2z(2) 
k6. k6. k6. · 

4. Calcul du prix sk/:;. sachant s(k- 1)6. : 

2.4.3 Évaluation d 'une option de vente 

Le marché financier selon le modèle de Heston est incompl t car il existe plu-

sieurs mesures martingales équivalentes (M 1IE) sous lesquelles l 'actif sous-j acent 

rapport n moy nn 1 taux sans risque. Dans ce marché, l 'actif sous-j acent st 

transigé mais la variance ne l ' st pas . L'application du théorème de Girsanov per-

met de changer de mesure, de passer de la mesure réelle ]ID à une mesure risque 

neutr Q non uniqu (se référer à Shreve (2004) pour plus de détails sur la com-

plétude des marchés et le changement numéraire) . 



2 

Les dynamiques du prix de l 'actif sous-jacent et de la variance sous Q satisfont 

aux EDS 

où 
w (s) 

t 

w (v) 
l 

K,* 

0* 

p 

dSt = rStdt + ytv;,StdîiV?) 

dvt = K,*(0* - vt)dt + CJ-jVtdWt(v) 

w (s) + rt µ- r ds 
t Jo ,;v; 

Wt(v) + J; >.~ ds 

l'i, + À 

K0 
K+À 

Corr[îiV(s) w (v) l = Corr[W(s) w (v) l l , t t , t 

(2 .14) 

(2 .15) 

où r est le taux d 'intérêt sans risque, À la prime de risque de volatilité , w (s) = 
fv\/?l : 0 :S t '.S T} et w (v) = {îiV/v) : 0 :S t '.S T} sont deux mouvements 

browniens corrélés dans l'espace probabilisé filtré (D, F , {Ft}t 2'.0, Q). 

Pour évaluer le prix d'une option de vente , Albrecher et al. (2007) proposent 

une formule semi fermée faisant appel à la fonction caractéristique de Heston et 

nécessitant une intégration numérique, cette formule est 

Pt(St, K , T , r , rd , Vt ) = K e-r(T- t) (l - A) - Ste-rd (T- tl( l - Pi) 

OÙ -1 1100 [e-iz log(k)Jj( z ;yt;Vt ) ] . -Pj - - + - Re . dz J - l , 2 
2 1r O iz 

i} (z; Yt; vt) = exp ( Cj(T; z ) + Dj(T; z )vt + i zyt ) 

K,0[ ( l - c ·e-di 7
)] C ·(T; z ) = (r -rd)izT+- (b· - pCJiz- d )T-2log 1 

J CJ2 J J 1 - C · 
J 

b · - pCJiz - d ( 1 - e-di 7 
) 

D j ( T; Z) = J 2 J -d . CJ 1 - cje 1 7 

b· - pŒiZ - d 
C . - J J 

1 - bj - pCJiz + dj 



dj = J(püi z - bj) 2 - CJ 2 (2ujiz - z2 ) 

b j = K; + ,\ + (j - 2) pü 

1 
Uj = - + l - j 

2 

Yt = log(St) T = T - t 

Vt est la variance courante du prix de l 'actif sous-jacent. 

2.5 Modèle SVCJ(Stochastic Volatility with Correlated Jumps) 
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Le modèle SVCJ(Stochastic Volatility with Correlated Jumps) est un modèle à 

volatilité stochastique avec sauts dans les processus de prix et de variance. Les 

sauts dans le processus du prix surviennent au même moment que les sauts dans 

le processus de variance et les tailles des sauts sont corrélées. 

Dans ce mémoire nous avons choisi d'implanter un processus de variance qui suit 

le modèle GARCH de Nelson (1990) combiné à un processus de sauts. Ce choix est 

basé sur l 'étude de Kaeck et Alexander (2013) qui ont analysé différentes classes 

de SVCJ et ont conclu que c'est la classe GARCH de Nelson (1990) qui permet 

de répliquer le mieux les propriétés de l 'indice S&P500. 

Soient { St , 0 :S t '.S T} et { Vt, 0 '.S t '.S T} des processus stochastiques décrivant 

respectivement les dynamiques du prix du titre et sa variance. Soit Yt = log(St) 

le log-prix. Le log-prix et la variance satisfont les EDS 

dyt = µdt + ~dW/y) + çiy) dNt 

dvl = K;(e - Vt)dt + CJVt _dVV/v) + çt) dNt 

OÙ 

vv?l et Wt(v) sont des mouvements browniens . 

- p = Corr[Wl(y)' w?t p E [-1, l] . 

(2.16) 

(2.17) 
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µ E JR, est 1 coeffi ient de dérive de l'actif sous-jacent. 

0 > 0, est la moyenne à long terme de la variance. 

K > 0, est la vitesse d retour à la moyenne de la variance. 

Œ > 0, est la volatilité de la variance . 

{ Nt, 0 t T} un proc ssus de Poisson. 

Les processus du log-prix et de la variance ont d s sauts simultanés dont le taux 

d 'arrivée est Ày ;::: O. Les tailles des sauts du processus de variance sont indépen-

dantes et identiqu ment distribué s, 11 s suiv nt une loi exponentielle d moy nn 

'r/v > 0 

Conditionnellement à la taille du saut du processus de variance, la taille du saut 

du proces us de log-prix est normalement distribuée 

2.5.1 Estimation des paramètres 

Estimer les paramètres du modèl SVCJ st une tâche complex , pour tte rai-

son nous avons utilisé les valeurs des paramètre obtenues par Kaeck et Alexan-

der (2013). Ces paramètre ont été estimés à partir des données de log-rendements 

journaliers exprimés en pourcentage d'un séri temporell du S&P500 pour lapé-

riode 19 7-01-01 à 2010-04-01. Le tableau 2.6 présent e les valeurs des paramètres. 

2.5.2 Simulation sous 1P 

Nous avons besoin d discr'tiser les processus de variance et de log-prix pour pou-

voir simuler le modèle SVCJ. Au mieux de nos connaissances actuelle il n' xiste 

pas de solution exacte, nous utilisons le schéma de Euler pour simuler la variance 
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Tabl au 2.6 Paramètres estimés du mod ' le SVCJ t irés de Kaeck et Alexander 

(2013) (sur base quotidienne et en %) 

µ l'i, 0 (J p 

0.038 0.00 1.114 0.153 - 0.721 

Ày µy PJ Üy 'r/v 

0.009 - 0.591 -3.197 1.402 0.707 

et le log-prix journalier . Pour simuler l'évolution du prix du titre et sa variance 

à temps discret , on divise l'intervalle de temps [0, T] en n sous-intervall s de lon-

gueur !::. = (le pas de discrétisation) et nous appliquons l 'algorithme récursif 

suivant pour k = l, 2, ... , n avec comme conditions initiales y0 = 100 * log(S0) et 

Vo = 0. 

1. Simulation d'une loi Bernouilli pour l 'occurence ou non d 'un saut : 

Pr(Nu, = 1) = Ày = l - Pr(NM = 0). 

2. Simulation d 'une loi exponentielle de moyenne rJv pour la taill du saut du 

processus de la variance : 

3. Simulation d 'une loi normale pour la taille du saut du proces us d log-prix 

sachant la taille du saut du processus de la variance : 

ç(Y) lç(v) N ( ç(v) 2) 
Skt::. St rv µy + p J St , ü y · 

4. Simulation d 'une loi normale centrée réduit pour le log-prix : 

Zk~ rv N(O , 1) 

Z (y) - z(l) 
kt::. - kt::. · 
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5. Calcul du log-prix Yk6 sachant Y(k-1)6 et V(k - !)6 : 

6. Obtention du prix Sk6 : 

7. Simulation d 'une loi normale centrée réduite pour la variance : 

z(2) ~ N (O 1) k6 , 

8. Calcul de la variance Vkt:,, sachant V(k-l)t:,, : 

2.5 .3 Évaluation d 'une option de vente 

Dans la littérature, il n'existe pas de formule fermée ou semi-fermée permettant 

d 'évaluer une option de vente lorsque le prix de l'actif sous-jacent se comporte 

selon la classe de modèle SVCJ GARCH de Tel on (1990) . Pour c tte raison, 

nous avons choisi de mettr n place une grille de prix obtenus par simulations. 

Le prix d'un option d v nte pouvant s'exprimer en fonction du ratio f;, nous 

avons choisi un grille qui fournit un prix en fonction de la volatilité d'une part 

et du ratio {ff d'une autr part. Pour le changement de mesme réelle vers risque 

neutre, nous avons po é comme hypothèses que tout actif financier rapporte en 

moyenne le taux sans risque et les primes de risque pour la variance ainsi que pour 

les sauts sont nulles. 



CHAPITRE III 

STRATÉGIES DE COUVERTURE 

Le but de chapitre est de présenter les stratégi s de couvertur implanté s dans 

le cadre cl ce proj et . Tout d 'abord nous décrivons 1 s notions t notations utilis' es 

dans la présentation des stratégies . Ensuite nous expliquons les stratégies ; deux 

catégories cl stratégie de couverture : couverture quadratique locale, couverture 

basée sur le calcul de grecques . Finalem nt nous exposons les choix déterminants 

clans l 'effi cacité d 'une stratégie de couverture. 

3 .1 Notions et notations 

L s modèles financiers que nous utilisons sont cl s modèl s à temps ontinu mais 

les observations des prix des actifs financiers et toutes les transactions financières 

(achat , v nte) se font à temps discret. De ce fait une discrétisation des modèles 

est r quise (se référer aux sous-sections "Simulation sous 1P " de chaque modèle 

pour obtenir les détails sur la di crétisation). 

Soit T = {t: t = 0, l , 2, . .. , T} , l'ensemble des temps discrets durant lesquels on 

obs rve les prix des actifs financiers. Les transactions financières se déroulent à 

des inst ants appartenant à cet ensemble. On dénote par 6.t l'intervalle de t emps 

qui s'é oule entre t - l et t. 
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oit § = { St : t E T}, le processus stochastique qui décrit l 'évolution des prix 

des t itres disponibles sur le marché . L'ensemble des prix des titres au temps t est 
.. .' , S- (s(O) s(l) s(n) ) ' s(k) · { } · repr esente par t = t , t , ... , t ou t . k E 0, . . . , n est la valeur du 

titre k au temps t. Dans le cadre de ce projet, les titres transigés sur le march' 

financier sont : 

Le titre sans risque dont la valeur au temps t est sI0
) = ert . 

L'indice S&P500 (qui est également l'actif sous-jacent) dont la valeur au 

t emps t est sP). 
ne option de vente à parité 1 écrite sur l 'indice S&P500 d 'échéance un an 

dont la valeur au temps t est s?) . 
ne option de vente à parité écri te sur l'indice S&P500 d 'échéance six mois 

dont la valeur au temps t est sI3l. 
Soit 4> = { 4>t : t E T}, le processus stochastique qui décrit la stratégie d 'in-

vestissement. Le portefeuille de couverture au temps t es t représenté par 4>t = 

( 
(0) (l) (n)) , (k) { } <Pt , <Pt , ... , <Pt ou <Pt : k E 0, ... , n correspond au nombre de parts du 

titre numéro k détenues pendant la période (t - 1, t] . Le choix des titres à inclure 

clans le portefeuille dépend de la stratégie de couverture. 

Note: Dans la suite du document, le terme portefeuille fait référence au portefeuille 

de couvertur ~-

On définit par Â * Ê le produit scalaire entre deux vecteurs Â et Ê de même taille. 

Soient ½- et ½, les valeurs du portefeuille au temps t , respectivement avant et 

l. option dont le prix d'exercice est identique au prix de l'actif sous-jacent 
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après ré' quilibrage. Vt et½ s'obtiennent à partir des formules suivantes : 

- - "°'n (k) (k) \ { } ½ = <!>t+1 * sl = Dk= o <f>t+1 sl , t E r T 

On dénote par 

- 9t : le gain d 'investissement sur la valeur du march' r'alis' sur l'int rvalle 

(t - 1, t], on l 'évalue de la manière suivante 

9t ( 
(k) (k) ) "°'n ,-1..(k) _ St-1 3 (0) 

Dk=l 'f'l s<o) S(O) l 
t t-1 

"°'n ,1..(k) (s (k) _ 3(k) r6t ) 
Dk=l 'f'l t t-le 

"°'n ,1..(k) ( s(k) -r6t _ 3(k) ) r6t 
Dk=l 'f'l l e l-1 e 

(3 .1 ) 

z ;=l </>~k) D.St) r!:,t 

OÙ 

AS(k) _ 3(k) -r6l _ s(k) 
Ll l - l e l-1 · 

- Pt-l : la prime périodique perçue par l 'assureur pour l 'intervall [t - 1, t) . 

- Ct : le coût incrémental v rs' pour l'intervalle (t-1, t]. Ce coût correspond à 

l 'ajout ou au retrait d 'argent effectué par l 'assureur pour amener la valeur 

du portefeuille à un certain seuil. Il est égal à 

La valeur du portefeuille à l 'instant t corr spond à la somm d val urs capita-

lisées de toutes les primes perçues, de tous 1 s gains réalisés et de tous 1 s coûts 

incrémentaux engendrés depuis l'initialisation du contrat jusqu'à l 'instant t, c'est-

à-dir 
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Une formule récursive pour obtenir ½ peut être déduite de l 'équation (3 .2) 

V, V, r6.t + + r6.t t = t-1e Ct 9 t + Pt- 1e . (3.3) 

Une stratégie est dite auto-financée s'il n 'y a aucun coût incrémental (et= 0 'ïlt), 

aucun retrait ni inj ection d'argent n 'est permis. Ce qui équivaut aussi à dire qu 'à 

chaque instant t , la valeur du portefeuille avant ré, quilibrage est égale à la valeur 

après rééquilibrage (Vt = ½). 

Une stratégie vérifie la propriété d'auto-financem nt en moyenne si le cumul des 

val urs présentes des coûts incrémentaux est une martingale sous IP>, c'est-à-dire 

JEIP' [ '\' t _...s._ ] t-1 L...,i=0 5(0) 

JEIP' [ ~t ] t-1 SiO) 

'\'t-1 __s_ 
L...,i= 0 5 (o) 

i 

O. 
(3.4) 

Dans un contexte de taux d 'intérêt déterministe, une stratégie vérifie la propriété 

d'auto-financement en moyenne, si en moyenne les coûts incrémentaux sont nuls. 

On dénote Çt l 'erreur de couverture évaluée au temps t. L'erreur est la différence 

entre la valeur du passif net (N Lt introduit au chapitre 1) et la valeur du porte-

feuille net des coûts incrémentaux, soit 

(3 .5) 

L'assureur cible une erreur de couverture nulle à maturité du cont rat, donc de 

son point de vue, une stratégie de couverture efficace est une stratégie dont la 

perte due au passif net est contrebalancée par le cumul des gains générés par le 

portefeuille d'investissement et le cumul des primes perçues. Dans la suit de ce 

chapitre nous allons aborder les st ratégies de couverture implantées dans le cadre 

de ce proj et . 
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3.2 Couverture quadratique locale 

L'idée de cette approche est de bâtir une stratégie qui , à chaque ét ape de ré-

équilibrage du portefeuille, minimise la valeur présente quadratique espérée du 

coût incrémental. Cette approche autorise les inj ections ou retraits d 'argent du 

portefeuille, mais fixe une contrainte : à maturité du contrat , la valeur du por-

tefeuille doit être égale à la valeur du passif. Cette stratégie vérifie la propriété 

d 'auto-financement en moyenne. 

Pour la mise en place de cette stratégie de couverture, nous considérons que seuls 

deux titres sont disponibles sur le marché financier : Le titre sans risque et l'actif 

sous-j acent. 

(1) À chaque instant , on cherche les coefficients J;t = (<t>~0l , <t>?)) qui vérifient la 

propriété 

arg mm 
( c/J;O) ,c/Ji l)) {IEf-1[( ~~))

2
]} = arg min { v arf_1[ ~~) ] + (IEf-1[ ~~)])

2
}. 

St ( c/J;Ol,cp; l) ) St St 

La stratégie étant auto-financée en moyenne, cela revient à 

· {v r [ Ct ] } · arg mm art 1 - 0 = arg mm 
( cp)O) ,cp ;1)) - sf ) ( c/J;O) ,cp;l )) 

{ VarL [ c,e-'6 ' ] } . 

D'après l 'équation (3.3) 

Var!P [c e-rt:,t ] t- 1 t 

D 'après l 'équation (3.1) 

V .IP [T T - r6 t TT ar t- l v t e - Vt- 1 - 9 t - r t:, t _ Pt- 1] 

Varf_1 [ ½ e - r6 t - 9te-r6 t ] . 

Varr [c e-r6t] t- 1 l Varf_1 [ ½ e - rt:, t - <t>F) 6S;1l] 
Varf_1 [ ½ e - r t:,t] + Varf-1 [ <t>F) 6SP)] - 2Covf_ l [ ½ e - r t:, t, <t>F) 6sf1l ] 
Var!P [v; e-rt:,t] + (,;..( l))2Var!P [6s(1)] - 2,1..( l)Cov!P' [1 Te- rt:,t /\s(l)] l - l t '+'t l- 1 t '+'t t - 1 Vt , Ll t · 



3 

Le minimum es t atteint où la dérivée partielle par rapport à <1>?) s'annule, ce qui 

nous permet d'obtenir 

<l>F) = CovL1 [ ½ e-r6l, 6 S?)] 

Var!P [6s(l) ] t-1 t 

(3.6) 

(2) On exploite la propriété d'auto-financement en moyenne pour obtenir Vi.- 1 , 

donc 
]EIP . [c e-r6l] t - l t 

IEIP [v; -r6t v; -r6t ] t-1 te - t-1 - 9t e - Pt-1 

-r6l]EIP [v;] V, JEIP [ -r6l] e t-1 t - t-1 - t-1 9te - Pt-1 

-r6t]EIP' [v;] V, JEIP' [ ,1,(l) /\5(1) ] e t-1 t - t-1 - t-1 'fit Ll t - Pt-1 

L' équation (3.7) permet de déduire 

v; -r6l]EIP' [v;] ,1,( l )]E!P' [ /\s(l) ] t-1 = e t-1 t - 'f't t - 1 Ll t - Pt-1 · 

0 

0 

0 

O. 

(3.7) 

(3 .8) 

(3) Une fois les variables ½,_1 et <l>F) connues, on déduit cp~o) à partir de la relation 

½-1 = <P~O) Sz~)l + <1>?) sI~)l · 

L'algorithme suivant tiré de Augustyniak et al. (2017), résume l 'implantation 

d 'une stratégie de couverture quadratique locale. Il y a une répétition des étapes 

pour t = T , T - 1, . . . , 1 avec comme condition initiale Vr = N L r . 

1. Calculer Wt, Xt, Yt et Zt : 

Wt = IEL1 [ ( 6S?)) 2] 

Xt = 1Ef_1 [ 6S?)] 

Yt = e-r6lIEL1 [ ½] 
z = e-r6tIEIP [v; /\s(l)] t t-1 lLl t · 



2. Obtenir </J?) 

3. Calculer ½- 1 

4. Déduire </Jio) 

,1,(l) - Zt - XtYt 
'f't - ') . 

Wt - Xi 

(1) 
½ -1 = Yt - <Pt Xt - Pt- 1· 

(1) (1) 
,1,(0) _ ½ -1 - <Pt st- 1 
'f't - 5 (0) 

l - 1 

3.3 Couverture basée sur le calcul des grecqu s 
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Dan cette section, nous expliquons ce que sont les grecques et ensuit exposons 

les stratégies d couv rtur bas, es sur les grecques. 

3.3.1 Pré entation d s gr cques 

Les grecques mesurent les sensibilités du prix d 'un produit dérivé ou d'un porte-

feuille par rapport aux variations du prix cl l 'actif sous-jacent ou aux variations 

d certains param 'tres du modèle financier. Ces mesures de sensibilit ' sont repr ' -

sent, es pour la majorité par des lettres grecques, d'où le terme "gr cques ". 

Soit Gt le prix d'un produit dérivé de maturité T et dont le prix de l 'actif sous-

jacent st s?) . Le prix d c produit dérivé varie en fonction du temps t, du prix 

de l 'actif sous-j acent s?) et des param 'tres du modèle financier tels que le taux 

d'intérêt sans risquer, la volatilité du prix de l'actif sous-jacent r:Tt, Donc 

c = J0 (t s C1l e ) t , l , 

où 8 = est le v et ur des paramètres du mo l ' le financier. 

Il existe plusieurs grecques (se référer à Bjork (2009)), celles utilisées dans 1 cadr 

de ce projet sont : 
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D lta, dénoté 6. = 8~~), m sure la sensibilité du prix du produit dérivé as1 

par rapport aux variations lu prix de l'actif sous-jacent. 

Gamma, dénoté r = 82/2~ 
2

, mesure la sensibilité de la val urdu Delta par 
(ôSt ) 

rapport aux variations du prix d l 'actif sous-jacent. 

- Vega, dénoté v = ~Je, mesur la sensibilité du prix du produit dérivé par 
UO-t 

rapport aux variat ions du param 'tre de volatilité. 

Obt nir les formules des grecques d'un produit dérivé revient à calculer les dérivées 

partielles du prix de ce produit dérivé par rapport aux variable d 'intérêt (prix de 

l'actif sous-jacent, paramètres du modèle) . Les sous-sections suivantes pr'sentent 

les formul s des grecqu s des produits utilisés dans ce projet. 

Option de vente 

L s tableaux 3.1 et 3.2 présentent les formules utilisé s pour l'obtention des 

gr cques selon le modèle de Black-Scholes et de Heston. Se référer à Bjork (2009) 

pour 1 s dérivations des formules avec Black-Scholes et à Rouah (2013) pour les 

formules avec Heston. 

Tableau 3.1 Gr ques d'une option de vente avec Black-Scholes 

Grecques Formules 

6. 

r 

l/ 



Tableau 3.2 Grecqu s d >une option de vente avec Heston 

Grecques 

6. 

r 

V = 8Pt 
8.Juo 

Formules 

e-rd(T-t) roo Re[e-iz log(k) j (z · X . V )]dz 
1rSt J O 1 , t , l 

Fonds dist inct avec garantie GM B 
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Les grecques d 'un fonds distinct avec garantie GMAB sont exprimées en fonction 

de celles d 'une option d vent ' t ant donn ' qu la valeur du passif net d 'un GMAB 

est 

1. Delta 

Il s'obti nt avec la formule 

Le calcul de la première dérivée donne 

8NL1 
8Ai 

8Pi(Ai,G,T,r,c,,ui) _ (1 _ e-c,(T-t) ) 
8Ai 

/\ (1 -c,(T-t) ) Ll Pi(Ai,G,T,r,c,,ut) - - e · 

Le calcul de la econde dérivée donne 

8At Ao -c,t -- = - e . 
8 St Sa 

(3.9 ) 

(3.10) 

(3. 11) 

Finalement si on remplace les équations (3.10) et (3.11 ) dans (3.9), on 

obtient 

(3. 12) 
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2. Gamma 

11 s'obtient avec la formule 

f _ 82 NL1 
NLt - 7is;,2 

Donc 

86.N Lt 
8St 

86.NLt Q& 
8At 8St 

a ( aNLt 8At ) Mt_ 
8At 8At 8St 8St 

8 2 NLt ( 8At ) 
2 
+ 8NLt 8At 8 2 At TAT 8St 8At 8S't 8A18S't 

82 NLt (Q.:it) 2 
+ 8NLt Q& * Q 

8A/ 8St 8At 8S't 

8
2
NLt ( aAt ) 

2 

TAT 8St 

r = Ao e-2at r 
( )

2 

N Lt So Pt(At ,G,T,r,a,O't) · 

3. Vega 

11 s'obtient avec la formule 

VNLt 8NLt 
8r:rt 

8Pt(At,G,T,r,a,_r:rt) 

Vpt(At ,G,T,r,a,r:rt) · 

(3 .13) 

(3 .14) 

D éfinition. Soit f(x) une fonct ion plusieurs fois dérivable de x E J:Rd, où x 

(x1 , ... , xd) - La fonction évaluée au voisinage du vecteur a E J:Rd peut être exprimée 

en expansion de la série de Taylor par 

f(x 1, .. . , xd) = f (a1, ... , ad) + Lf=1 ai~:) (xi - ai) 

+ fi Lf=l L1=1 ~:;J:; (xi - ai)(xJ - aJ) 
1 "°'d "°'d "°'d 8

3 
f(x) ( ) ( ) ( ) + 3! Di=l Dj=l Dk=l 8xi8xj8Xk Xi - ai Xj - aj Xk - ak 

+ 
L'approximation de premier ordre de f(x) est 

f(x 1, .. . , xd) f(a1 , ... , ad)+ Lf=i 8t;;) (xi - ai) -
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L'approximation des cond ordre de f (x) est 

f (x1, ... , xd) f (a1 , ... ,ad)+ z:=l a;l:) (xi - ai) 

+ fi z:=l z:=l i::J:~ (xi - ai)(Xj - aj) -

Une stratégie de couverture basée sur le calcul des grecques est une strat' gi auto-

financée avec pour objectif de créer un portefeuille de couverture dont la valeur 

½ = f v (t , s?) , 0 ) subit les mêmes fluctuations que celles subies par la valeur du 

produit dérivé à couvrir Gt suite aux petites variat ions cl s variables d 'intérêt . 

Donc l 'obj ectif es t 

(3.15) 

où a est le vec teur de variables d 'intérêt dont les valeurs courantes sont connues 

et x es t un ve t eur dans le voisinage de a. 

Ainsi, les fluctua tions de la valeur du portefeuille de couverture neutralisent celles 

de la valeur du produit dérivé . Le portefeuille global (produit dérivé plus por-

tefeuille de couverture) est di t neutre lorsqu 'il a les grecques nulles, il est alors 

insensible aux p tits changements des variabl s d 'intérêt . 

Le portefeuille de couverture est composé d 'unités de l'actif sous-j acent , du titre 

sans risque et éventuellement d 'unités d 'autres options écrites sur l'actif sous-

jacent. Les quantités d 'uni té de chaque actif à détenir dans le portef uille d 

couverture son déterminées à partir du calcul des grecques. 

À l 'initialisation du portefeuille de couverture, sa valeur V0 doit être égale à la 

valeur du produi t dérivé G0 . Avec le temps qui passe les prix des actifs évoluent , 

les valeur des grecques changent. Maintenir une couverture nécessite le recalcul 

des grecques t le rééquilibrag du portefeuille de couverture. 

Les stratégi s de couverture basées sur le calcul des grecqu s utilisent une approxi-

mation de la série de Taylor pour résoudre l 'équation (3.15) , dépendamment des 
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grecques utilisées . Pour plus de détails sur les stratégies de couverture basées sur 

le calcul des grecques, se référer à Shreve (2004). Celles que nous avons utilisées 

dans ce projet suivent . 

3.3.2 Couverture Delta neutre 

L'objectif est d'obtenir un portefeuille global insensible aux petites variations du 

prix de l 'act if sous-jacent. Pour cela le portefeuille global doit être Delta neutre, 

c'est-à-dire avoir un Delta nul. On utilise une approximation de premier ordre de 

la série de Taylor 

j v (t s(l) ) - jv (t s(l)) ~ é) jv . ( s(l) - s(l) ) 
, t+.0.t , t ~ as(1) t+.0.t t 

t 

j e (t s(l) ) - je (t s(l)) ~ é) jG . ( s(l) - s(l) ) 
, t+.0.t , t ~ asf!l t+.0.t t 

pour évaluer les variations des valeurs du portefeuille de couverture et du produit 

dérivé et ensuite on égalise, ce qui correspond à 

éJjV _ éJjG 
as(i) - as(i) · 

t t 

À chaque instant t E r, le portefeuille de couverture doit être constitué de </)~~1 

unités de l 'actif sous-jacent de valeurs?) et de </)~~1 unités du t itre sans risque de 

valeur s}0
) t el que 

_a_ [ ,1..(1) s(l) + ,1..(0) s(o)] asf!l <f-'t+l t n+1 t 

Ce qui revient à détenir 
(1) 

<Pt+l = 6,_ Gt 

8Gt 
as?)· 

unités de l 'actif sous-jacent. Afin que la stratégie soit autofinancée il faut égale-

ment détenir 
,1..(0) - llt. - cp(l) S(l) 
<f't+l - -- t+l t 

S(O) 
l 
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unité du titre sans risque. 

Lorsqu les changemen s du pnx de l 'actif sous-jacent ne sont pas très petits 

soit à cause des chocs ou à cause d'une fréquence de rééquilibrage plus grande, 

l 'approximation de pr mi r ordre génère des erreurs qui cumulées peuvent s'avérer 

importantes sur une grand 'ch'anc . La stratégie suivant essaie de pallier à ce 

problème. 

3.3.3 Couverture Delta-Gamma neutre 

Ici on utilise une approximation de second ordre de la séri de Taylor 

G( (1) ) G( (1) ) ~ ofG ( (1) (1) ) 1 0
2
fG (s(l) S(l) )2 

J t, st+6t - J t, st ~ as?l · st+6l - st + 2 (as}1l) 2 · t+6l - t 

pour 'valu r les variations d s val urs du portefeuille de couverture et du produit 

dérivé . L'objectif est d 'obtenir un portefeuille global insensibl aux plus grandes 

variations du prix de l 'actif sous-jacent . Pour cela le portefeuille global doit être 

Delta-Gamma n utre, c'e t-à-dir avoir un Delta et un Gamma nuls, ce qui cor-

respond à résoudre les deux équations 

a1v 
as?l 

a21v 
(asf1l)2 

Par rapport à la couverture D lta neutre, un actif supplémentair ayant un Gamma 

non nul doit être ajouté dans le port feuille de couverture car le Gamma du prix 

de l 'actif sous-jacent st nul. À chaque instant t E T, le portefeuille de couverture 

doit être constitué de c/>~!1 unités de l 'option de vente d'échéance un an dont le 
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prix est 5}2), de <Pi11 unités de l'actif sous-jacent de valeur 5p) et de <Pi~1 unités 

du titre sans risque de valeur 5I0
) tel que 

?:_ [ <7) (2) 5 (2) + ,1-.(l) 5 (1) + ,1-.(0) 5 (0)] 
(a

5
}1l) 2 t+l t 'f't+l t 'f't+l t 

et 
_a_ [,1-.(2) 5 (2) + ,1-.(l) 5 (1) + ,1-.(0) 5(0)] 
35(1) 'f't+l t 'f't+l t '1-'t+l l 

l 

Ce qui revient à détenir 

unités de l'option de vente et 

,1-.(2) _ r Gt 
'1-'t+l - f s(2) 

l 

(1) (2) 
<Pt+i = 6.ci - <Pt+1 6.8<2> 

l 

a2cl 
(a5}1l)2 

acl 
a5(l) · 

l 

unités de l'ac tif sous-jacent. Afin que la stratégie soit autofinancée il faut égale-

ment détenir 
,1-.(0) Vt - <7)(1) 5(1) - ,1-.(2) 5(2) 
'1-'t+l = t+l l 'f't+l t 

5(0) 
t 

unités du titre sans risqu~. 

La couverture Delta-Gamma apporte plus de précision que la couverture Delta 

mais cela implique plus de frais de transactions . Les couvertures Delta neutre 

et Delta-Gamma neutre ne se focalisent que sur les sensibilités par rapport aux 

variations du prix de l 'actif sous-jacent. La stratégie suivante prend en compte les 

variations du prix de l'actif sous-jacent par rapport aux variations de la volatilité. 

Ce qui peut s'avérer utile si l'on estime que dans le modèle de marché financier la 

volatilité n 'est pas constante. 

3.3.4 Couverture Delta-Vega neutre 

La stratégie consiste à se protéger contre les fluctuations du prix du produit dérivé 

dues aux petites variations du prix de l'actif sous-jacent et aux variations de la 
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vola tili té du prix de l'actif sous-j acent. On utilise une approximation de pr mi r 

ordre à deux variables flottantes de la série de Taylor 

J G ( 5 (1) ) J G (· s (l ) ) ~ éJ J G (s(l ) 5 (1) ) éJ J G ( ) t , l+l:l t , CTt+llt - t , t , CTt ~ as?) . t+lll - l + O<Jt . CJt+l:lt - CTt 

pour ' valuer 1 s varia tions des valem s du portefeuill de couverture et du produit 

dérivé. Le portefeuill global doit avoir un Delta et un Vega nuls, ce qui correspond 

à résoudre les 2 équa tions 
éJ f V éJ j G 

as(l ) as(l ) 
t t 

éJ j V éJ j G 

éJCJt éJCJt . 

Par rapport à la couverture D lta neutre, un actif supplémentaire ayant un Vega 

non nul doit être ajout , dans 1 portefeuille de couverture car le Vega du prix de 

l 'actif sous-j acent st nul. À chaque inst ant t E T, le portefeuille de couverture 

doit être constitu ' l <t>i~1 unités de l 'option de vente d 'échéance un an dont le 

prix st s[2l, de <t>l~1 unités de l 'actif sous-j acent l valeur s?l t de 4>~~1 unit , s 

du titre sans risque de valeur Sio) tel que 

t 
_ éJ_ [ ,1..(2) s (2) + ,1..(l ) s (l ) + ,1..(0) 5 (0) ] as?) '1-'t+i t n+i t '1-'t+l t 

Ce qui revient à détenir 

unités de l'option de vente et 

,1..(2) _ llGt 
n +1- v 5 (2) 

t 
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unités de l 'actif sous-jacent . Afin que la stratégie soit autofinancée il faut égale-

ment dét nir 
V, ,1,( l ) 5 (1) _ ,-1,(2) 5 (2) 

,-1,(0) _ t '+'t+l t 'f-'t+l t 'f-'t+l - -----
5

-(0_) ____ _ 

t 

unités du titre sans risque .. 

Comm pour la couverture Delta-neutre, lorsque 1 s changements du prix de l'actif 

sous-jacent ne sont pas très petits, l'approximation de premier ordre génère des 

erreurs qui cumulées peuvent s'avérer importantes sur un grande échéance . La 

stratégie suivante apporte plus de précisions tout en tenant compte d las nsibilité 

par rapport aux variations de la volatilité. 

3.3.5 Couverture Delta-Gamma-Vega neutre 

La stratégie consiste à se protéger contr les fluctuations de la valeur du produit 

dérivé dues aux plus grandes variations du prix de l'actif sous-jacent et aux petites 

variations de la volat ilité. On utilise une approximation de second ordre de la série 

de Taylor à deux variables flottantes 

pour évaluer les variations des valeurs du portefeuille de couverture et du pro-

duit d'rivé. Le portefeuille global doit être Delta-Gamma-Vega neutre, c'est-à-dire 

avoir un Delta, un Gamma et un Vega nuls, ce qui correspond à résoudre les 3 



équations 
éJjV 
as( 1) 

t 
a21v 

(as?))2 
ofv 
00-t 

éJjG 
as(1) 

t 
fJ 2f G 

(as?))2 
fJfG 

00-t. 
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Par rapport à la couverture Delta-neutre, deux actifs supplémentaires ayant tous 

les deux , un Vega et un Gamma non nuls doivent être ajoutés dans le portefeuille 

de couverture. À chaque instant t E r, le portefeuille de couverture doit être 

constitué de 1>~~1 unités de l 'op tion de vente d'échéance six mois dont le prix est 

sf), de 1>~~1 unités de l'option de vente d 'échéance un an dont le prix es t s;2), 
de 1>~~1 unités de l 'actif sous-jacent de valeur sJ1) et de 1>~~1 unités du titre sans 

risque de valeur s}0
) t el que 

et 

et 

a2 
(asJ1l)2 [1>2~1s23l + 1>2~1sf2l + 1>2~1sf1l + <1>~~1s}0l] 82Gt 

(asPl)2 

y_ [ ,i..(3) 5 (3) + ,-1,(2) 5 (2) + ,-1,(l) 5(1) + ,-1,(0) 5 (0)] - 8Gt 
'+'t+l t '+'t+l t '+'t+ l t '+'t+l t -

UO-t UO-t 

_a_ [ ,1,(3) s (3) + ,1,(2) s (2) + ,1,(1) s(1) + ,1,(0) s (o) ] 
as(l ) '+'t+l t '+'t+ l l lflt+l t '+'t+l l 

t 

ôGt 
aspi · 

Ce qui revient à détenir 

( ~ )vs<2J r 5(2) l 
(3) - l 

<Pt+i - ( r 5<3J ) l - z;s<3l 
__::_L_ l/ S(2 t r (2J i 

5l 

- l/Ql 

unités de l 'option de vente d 'échéance six mois , 

r (r (3) ) ,1, ( 2) = _ ,i.. ( 3) 
'+'t+ 1 r r '+'t+ 1 

s<2i s<2J 
l l 
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unités de l'option de vente d'échéance un an et 

(1) (2) (3) 
<Pt+1 = 6.at - <l>t+1 6.5<2> - <l>t+1 6.5 <3> 

t t 

unités de l'actif sous-jacent. Afin que la stratégie soit autofinancée il faut égale-

ment détenir 

V, _ ,1,(l) 8 (1) _ ,1,(2) 
5

(2) _ ,1, (3) 5(3) 
,1,(0) _ l 'f't+I t 'f't+l l 'f't+l t 
'f't+l-

unités du titre sans risque. 

3.4 Autres facteurs déterminants pour l'efficacité de couverture 

L'efficacité de couverture est impactée par la stratégie de couverture mise en place, 

le choix du modèle financier ainsi que certains autres facteurs tels que la fréquence 

de rééquilibrage du portefeuille de couverture, le type de volatilité du prix de 

l'actif sous-jacent , les frais de transactions. Cette section présente les hypothèses 

que nous avons faites concernant la fréquence de rééquilibrage, la volatili té et les 

fr ais de transactions. 

3.4. 1 Fréquence de rééquilibrage du portefeuille de couverture 

Le rééquilibrage d 'un portefeuille de couverture consiste à ajuster les positions 

détenues pour chaque actif inclus clans le portefeuille. Le rééquilibrage peut être 

basé sur un critère temporel c'est-à-dire à une fréquence fixe . Dans ce mémoire 

on considère les fréquences de rééquilibrage suivantes : 

Quotidienne dénotée Q. Les positions détenues clans le portefeuille sont 

mises à jour après chaque observation du prix de l'actif sous-jacent. 

Hebdomadaire dénotée H. Les mises à jour se font toutes les cinq observa-

tions du prix de l'actif sous-jacent . 
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Mensuelle dénotée M. Ici le rééquilibrage se fait après vingt observations 

du prix de l 'actif sous-jacent . 

Le rééquilibrage d'un portefeuille de couverture peut aussi se faire sur un critère 

dit de "balises". L'idée du rééquilibrage avec balises est de surveiller parallèlement 

l 'évolution de la valeur du portefeuille de couverture et l 'évolution de la valeur 

du passif net , et de mettre à jour ses positions seulement si la valeur absolue de 

la différence entre les deux valeurs dépasse un seuil prédéfini. Ce seuil est aussi 

appelé balise. Cette technique autorise l'injection ou le retrait d 'argent . 

Soit E la balise, le rééquilibrage basé sur les grecques à l 'instant t se fait si 

INLt-½- 1 > E. 

Dans ce cas on calcule les quantités d 'unité (<1>~~1 , k = l , . . . , n) des actifs risqué, 

dépendamment de la stratégie de couverture adoptée et on inj ecte l'argent dont 

la valeur est 

Ct = NLt - ½- -
Ainsi la nouvelle valeur du portefeuille est 

½ = ½- + Ct -

À partir de ½ on obtient la quantité d'unité du titre sans risque 

o ( k (k)) l 
<Pt+l = ½ - <Pt+ l St s}o) · 

3.4.2 Volatilité 

Dans le cadre de ce mémoire, le choix de la valeur du paramètre de volatilité dans 

la stratégie de couverture s'applique uniquement pour le modèle de Black-Scholes, 

car pour le modèle de Heston, la volatilité est stochastique. Nous avons étudié trois 

manières de calculer la valeur du paramètre de volatilité : 
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- Volatili té constante (dénotée VC). On considère que la volatili té reste fix 

de l'initialisation jusqu 'à maturit' du contrat. La valeur du paramètre uti-

lisée lors de la tarification du produit est identique à celle utili ée pour dé-

terminer le portefeuill de couverture tout au long de la durée du contrat. 

Cette valeur est is u de l'estimation des paramètres du modèle à t = O. 

- Volatilité historique (dénotée VH) du prix de l'actif sous-jacent au cours 

des trois dernières anné s. On la calcule en se basant sur les 7 0 dernières 

observations (3 ans) des log-rendements quotidiens (le log-rendement du 

jour n 'est pas pris en compte). La simulation du prix de l 'actif sous-jacent 

débute donc à t - 780 , afin de constituer un profondeur adéquate qui est 

utilisée à partir de t = O. Pour 'vit r un saut dans les log-rendements 

hi torique caus, par le passage d S~1
{ à sa1

) ) à t = l on considère que la 

dernière ob ervation du log-rendem nt est null (S~1
{ = S61

)) . Ceci permet 

d 'avoir une courbe de log-rendements lissée . 

L'indice d volatilité implicite ( dénoté VIX). La volatilité implicite corres-

pond à la valeur du paramètre de volatilité qui permet d', gal r les prix 

elon le modèle de Black-Scholes aux prix des options observés sur le mar-

ché toutes choses étant égales par ailleurs . Le VIX est un indice d volatilité 

calculé par CBOE (Chicago Board Options Exchange) qui m sur la volati-

li té moy nn des prix des options d'achat et de vente écrites sur le S&P500. 

Le VIX représente la vision qu 'ont les investisseurs de ce que sera 1 marché 

dans le futur. Kokholm et Stisen (2015) expliquent que le VIX peut être 

approximé de la manière suivante : 

2 [ S (l) ] VIX 2 ::::::; - -_-JE:(~ log ( 't_ ) 
t T-tl pT 

t 
(3 .16) 

où T = t + 30 jours et Ft est le prix forward de l'indice S&P500 avec 

un maturi té de 30 jours . Pour plus de détails sur la volatili té implicite se 

référer à Gatheral (2006) . 
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3.4.3 Frais de transactions 

On con idère que chaque rééquilibrag du portefeuille de couverture a un coüt qui 

est égal à 
n 

T 5 (k) 1,./.,(k) - ,.j.,(k) 1 
X l 'f't+ ] 'f't 

k=l 

où Tx est le taux de fr ais. Ce coüt st proportionnel à la variation des quanti tés 

d 'unités d s titres risqués. Plus on va réajuster son portefeuille de couverture, plus 

on paiera de frais. Plus hautes sont les variations des rat ios de couverture, plus 

élevés sont les fr ais. 





CHAPITRE IV 

ANALYSE DES RÉSULTATS 

Pour évaluer l ' fficacité des différentes stratégies de couverture présentées au cha-

pitre 3, nous avons mené des t ests en simulant des scénarios. Le but de ce chapitre 

st d pr 'senter les résultats numériques obtenus . Tout d 'abord nous décrivons les 

me ures de ri que utilisées pour évaluer l 'efficacité de couverture, ensuite nous 

listons les hypothèses posées au cours de nos tests, et enfin nous présentons les 

résultat s. 

4.1 Mesur s de risque 

Pour chaque cas d t est s nous avons simulé W = 100 000 traj ectoires du prix 

quotidien de l 'actif sous-jacent sur toute la durée du contrat émis par l 'assureur. 

Chaque trajectoire simulée fournit une erreur terminale de couvertur (fr) . Une 

erreur positive est une perte pour l 'assur ur . C 'est à partir de l 'ensemble des don-

nées d 'erreur t erminales d couverture que nous avons calculé les t rois indicateurs 

statistiques de mesure de risque suivants. 

1. La racine carrée de l 'erreur quadratique moyenn (RMSE). Elle représente 

l 'erreur-type, la dispersion de l 'erreur de couverture autour de zéro. On 
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l'obtient avec la formule 

w 
RNJSE= ! ~(çtlf. 

w=l 

2. La valeur à risque - 95% (VaR-95%) . Elle représent la perte qui ne sera 

pas dépass' e par l'erreur de couv rture avec une probabilité 0.95. 

3. L'espérance conditionnelle unilatérale - 95% (CTE-95o/c) . Elle correspond 

à la moyenne des 5% pires val urs de l 'err ur de couverture. 

Une stratégie de couverture est dit efficace si la distribution des err urs t rminales 

de couverture e t centrée n zéro et si les mesures de risque décrites ci-dessus s 

rapprochent le plus de zéro. 

4.2 Hypothèses et procédures d t sts 

Tous avons considéré que l'assureur a émis deux produi ts qui arrivent à maturité 

dans T = 10 ans et don l'actif sous-jacent est l 'indice S&P500 de valeur initiale 

S0 = 100. Le premier produit est une option de vente avec un prix d 'ex rcice K = 
110. Le second produit est un fonds distinct avec option GMAB dont le rendement 

annu 1 garanti est 1 = 0.9 07% (ce qui correspond à 95o/c d'un r ndement de 

1.5% par an pendant 10 ans). Avec un investi sement initial A0 = 100, le montant 

garanti lors de l'échéance du contrat GMAB est 

G = 100 x 0.95 x (1. 015)10 = 100 x (1.009 07) 10 = 110.25. 

Remarqu : L'option de vente et le fonds distinct GMAB sont g' rés de manière 

indépendante. La différence ntre 1 s deux produit provient de la couverture de 

la prime ou non . Prime unique dans un cas et prime payée jusqu 'à maturité pour 

l 'autre. 

Un cas de tests consiste à : 
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1. Faire des choix portant sur les hypothèses décrites dans le tableau 4.1. 

2. Exécuter le programme de couverture en simulant 100 000 trajectoires du 

prix quotidien de l'actif sous-j acent sur une durée de dix ans. À chaque 

trajectoire est associée une erreur terminale de couverture (fr) . 

3. Calculer les mesures de risque. 

Tableau 4.1 Hypothèses du programme de couverture 

H y p oth èses 

Produit 

Modèle de couverture 

Modèle de marché 

Technique de couverture 

Volatilité 

Valeurs p ossibles 

Option de vente, Fonds distinct GMAB 

Black-Scholes (BS), Heston (HS) 

Black-Scholes (BS), ARl , Merton, Hes ton (HS), SVCJ 

Quadratique locale (LH), Delta neutre (6 ), 

Delta-Gamma neutre (6 -r ) , Delta-Vega neutre (6 -v), 

Delta-Gamma-Vega neutre (6 -r -v) 

Constante (VC), Historique (VH), Implicite (VIX), 

Stochastique (VS) 

Frais de transactions Avec (taux = 0.1 %) ou sans 

Fréquence de rééquilibrage Quotidienne (Q), Hebdomadaire (H), Mensuelle (M), 

Balise avec seuil E = 0.10 

Les tests ont été menés en trois phases . Une première phase au cours de laquell 

nous avons posé les hypothèses de base pour le programme de couverture à sa-

voir : modèle de couverture de Black-Scholes, volatilité constante, pas de fr ais de 

transactions, pas de balises . Les techniques de couverture utilisées sont celles n 

nécessitant que deux actifs (l'actif sous-j acent et le titre sans risque) transigés sur 

le marché. Ensuite une seconde phase où nous conservons le modèle de couverture 

de Black-Scholes et testons l'impact des différentes possibilités de volatilité, in-

cluons les frais de transactions et les balises . Enfin, au cours de la dernière phase 
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nous chang ans de modèle de couverture et considérons Heston, avec l'inclusion 

des frais de transactions et des balises . 

4.2.1 Grilles SVCJ 

Au mieux d nos connaissances actuelles, le modèle SVCJ sous la forme qu nous 

utilisons dans ce mémoire n 'offre pas de formules f rmées ou semi-fermées pour 

évaluer les options ou le VIX. C'est pour cette rai on que nous avons mis en place 

des grilles de prix obtenus par simulation. 

Grilles de prix d 'options de vente 

Soit T = T - t et soit R,. le log-rendement entre t et T , tel que st1
) = sP) eRr. La 

relation entre le prix d 'une option de vente et R,. est 

JE? [ max (0 , K - SJ ))e-r(T-t) ] 
JE? [ max (o, K - s?)eRr )e-TT] 
s (l )JEQ [ max ( 0 L - eRr) cTT] t l , s?) · 

On peut définir une fonction g qui estime par simulations 

s Cll 
au point (a, Vt), où a est le ratio et Vt est la volatilité courante. Les autres 

informations nécessaires rest ant fixes à savoir les paramètres du mod ' le t la durée 

T . On stim le prix de l'option avec 

T) (S(l) }'/ T ) rv r t l , , , , r , rd , Vt (4.1 ) 
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La grille est ét ablie en faisant appel à la fonction g pour plusieurs valeurs de a 

espacées de .6.a et plusieurs valeurs de Vt espacées de .6.vt . Ainsi pour obtenir le 

prix d 'une option de vente, on fait une interpolation bilin, aire. 

T ét ant un paramètre fixe pour une grille donnée, il est nécessaire de créer une 

grille pour chaque valeur possible de T . À l'instant t , lorsqu 'une option de vente 

est initialement acquise (en position longue ou courte) pour être incluse dans 

le portefeuille de couverture, elle arrive à échéance dans T = T - t. Lors du 

rééquilibrage du portefeuille à l'instant t + .6.t , l 'option doit êtr évaluée et à ce 

moment le temps restant jusqu 'à échéance est T = T - t - .6.t. 

Grille de VIX 

Comme mentionné au chapitre 3, Kokholm et Stisen (2015) expliquent que le VIX 

peut être approximé de la manière suivante : 

[ 

s(l) ] 
V I X 2 _ -=-3_ IEIQ> log ( 1'_ ) 

l T - t t p T 
t 

(4.2) 

où 1' = t + 30 jours et Ft est le prix forward de l 'indice S&P500 avec une 

maturité de 30 jours. La grille que nous avons créée évalue le VIX par simulations 

pour chaque couple de variables prix de l'actif sous-jacent et volatilité. 

4.2.2 Grilles de ratios pour la stratégie de couverture quadratique locale 

Nous avons appliqué l'algorithme décrit à la section 3.2 pour implanter des grilles 

qui reflèt ent la stratégie de couverture quadratique locale. Il existe une grille 

par produit ( option de vente, fonds distinct GMAB) et par fréquence ( quoti-

dienne, hebdomadaire, mensuelle) de rééquilibrage . Chaque grille contient les ra-

tios ( cp~o), <!>?)) qui minimisent les coûts à chaque inst ant t donné et pour un prix 

de l'actif sous-jacent s}1l donné. 
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4.3 Résulta ts d s t sts 

4.3.1 Phase 1 - Efficacit é de couverture sous les hypothèses de base sous le 
modèle de Black-Scholes 

Les techniques de couverture testées ici sont la couverture quadratiqu locale ( dé-

notée LH) et la couverture Delta neutre ( dénotée 6.) sous le modèl de couverture 

de Black-Schol s. La volatilité est constante t nous n'avons envisagé aucun fr ais 

de transactions ni de balise. 

L'analyse des résultats dépend du modèle de marché. 

Modèle de marché Black-Scholes 

On constat qu ' n l 'absence d'erreur de modèle, la fréquence de rééquilibrage 

qui offre une meilleure efficacité d couver ture es t la fréquence quotidienn . Le 

tableau 4.2 montre que les mesures de risque sont les plus faibles pour la fréquence 

quotidienne aussi bi n pour l 'option de vente que pour le fonds distinct GMAB , 

et ceci quelqu soit la stratégie adoptée (Delta neutre ou quadratique locale) . 

On consta t aussi que les deux stratégies sont assez semblables en ermes de 

résulta ts avec un très léger avantage à la couver ture quadratique locale qui permet 

d 'obtenir 1 Var-95% t CT E-95% plus faibles que celles de la couverture delta. 

L s graphiques de la figure 4.1 nous montr nt qu les distributions des erreurs 

terminales de couverture possèdent les queues les plus fines lorsque la fréquence 

est quotidienn . C ci est conforme au postulat de départ qui consiste à dire que 

l 'erreur d discrétisation diminue lorsque la fréquence de rééquilibrage augmente. 
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0 
[ 1TeU1 tenrnnale de couverture (en$) 

Couverture quadratique locale 

0 
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Figure 4.1 Di tribut ions des erreurs terminal s d couver ture ous les hypot hèses 

de ba e - Modèle de march , Black-Scholes 
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Tableau 4.2 M sure de risque sous les hypothèse de base - Modèl d marché 

Black-Scholes 

RMSE 

VaR-95% 

CTE-95% 

Modèle de marché ARl 

Option de v nte 

Q H M 

0.42 0.93 1. 6 

0.42 0.94 1. 9 

0.67 1.53 3.07 

0.68 1.54 3. 14 

0.96 2.16 4.41 

0. 96 2.17 4.43 

GMAB 

Q H M 

0.45 1.00 2.02 

0.45 1.01 2.07 

0.72 1.61 3.21 

0.75 1. 72 3.64 

1.01 2.2 4.56 

1.04 2. 37 4. 92 

Lors de l'e timation d s paramètres du modèl ARl , nous avons trouv ' une 

moy nne et une variance stationnair s re pectivement égales à la moyenne et la 

variance du modèle de Black-Schole . Avec une distribution des log-rendements 

gaussienne, le modèle ARl st assez proche du modèle de Black-Schol en terme 

de prédiction . Ceci est confirm ' par le tableau 4.3 et la figure 4. 2 qui montrent des 

résultats quasi ident ique à ceux obtenus lor que le modèle de marché e t Black-

Schole . La fréquence quotidienne a les mesures de risque le plus proche de zéro , 

la st ratégie de couverture quadratique locale offre sensiblement une meilleure qua-

li t, que la couver ture D lt a neutre . La comparaison de la figure 4.2 à la figure 4. 1 

indique qu 'il n 'y a pas d 'erreur de modèle. 
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Tableau 4.3 Me ures de risque ous 1 s hypothèses de base - Modèle le march ' 

ARl 

Option le vente GMAB 

Q H Q H M 

RMSE 

0 .42 0.93 1. 5 0.45 1.00 2.01 

0.42 0.94 1.89 0.45 1.01 2.05 

VaR-95% 

0.65 1.4 3.04 0.71 1.57 3.14 

0.65 1.52 3.13 0.72 1.69 3.60 

CTE-95% 

tf 0.93 2.13 4.32 

0.92 2.15 4.40 

0.99 2.22 4.50 

1.01 2.33 4.86 

Modèl de marché Merton 

Le modèle d Merton (1976) rajoute des sauts dans les prix de l 'actif sous-j acent 

qui se comporte comme un mouvement brownien géométrique. L'erreur de mo-

dèle provi nt des sauts. La présence de auts a un impact plu important ur 

un r ' ' quilibrage plus fréquent car. plus l 'intervalle de temps entre deux rééquili-

brages st court , moin il y a de retours du prix à la tendance normale. Si on fixe 

comme référence les résul tats obtenus san erreur de modèle, on constate dan. 

le ré ultats du tableau 4.4, qu 'avec un rééquilibrage quotidien du port feuille de 

couverture d 'un fonds distinct GMAB , 1 RMSE passe de 0.45 à 0.90, la VaR-95% 

pa se 0.72 à 1.46, la CTE-95% d ' nviron 1.01 à 2.10. Alors que dan le même temps 

pour un rééquilibrage mensuel, le RMSE passe d 'environ 2.02 à 2.14, la VaR-95% 

pa e d 'environ 3.21 à 3.39 et la CTE-95 o/c d 4.56 à 4.91. Le phénomène observé 

est le même quelque soi t la technique de couverture utilisée ou quelque soit le 
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Figure 4.2 Distribut ion des erreurs terminales de couverture sous les hypothèses 

de base - Modèle de marché ARl 

Colonne de gauche : Option de vente. Colonne de droite : Fonds distinct G MAB. 

produit couvert. Sur les graphiques de la figure 4.3 , on voit que les queues de la 

distribution d erreurs terminales de couvertur avec rééquilibrag quotidien 

rapprochent des queues de la distribut ion des erreurs terminales d couverture avec 

rééquilibrage hebdomadaire. Les sauts apportent plus de perturbations lorsque la 

fréquence de rééquilibrage est quotidienne, néanmoins la fréquence quotidienne 

demeure optimale et la qualité de couvert ure reste bonne vu l 'échéance. La bonne 

qualité de couverture peut s 'expliquer par le fait que les paramètres du modèle 

de Merton indiquent qu 'en moyenne il y a environ 39 sauts par an et que la taille 

des sauts affecte la valeur du prix de l'actif sous-j acent d 'environ -0.2%, donc les 

sauts dan le modèle ont un impact mineur . Les impacts seraient différents avec 

5 

5 
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des sauts plu évères et moins fréquents . 

Tableau 4.4 Me ures de risque sous 1 s hypothèse de base - Modèle de marché 

M rton 

Option de vente GMAB 

Q J H J M Q I H I M 
RMSE 

0.85 1.1 0 .90 1.27 2.14 

0.84 1.1 0.90 1.26 2.18 

VaR-95o/c 

1.40 1.97 3.34 1.46 2.07 3.39 

1.39 1.97 3.35 1.48 2.14 3.85 

CTE-95% 

2.02 

2.00 

4. 79 

4. 76 

2.10 2.95 4.91 

2.10 3.00 5.26 

Modèle de marché Heston 

Le tableau 4.5 présente les mesures de risque de l 'effi cacité de couver ture lorsque 

l 'actif sous-j ac nt suit une dynamiqu cl ' cri te par le modèle de Heston. On constate 

que le RMSE est supérieur à la VaR-95% indépendamment du produit couvert 

et d la t chnique de couver ture. C qui signifie qu 'en moyenne, le portefeuille de 

couverture génèrera plus de gains que de p r tes à maturité du contrat . En ffet , 

lor que l'on ob erve les graphiqu s cl la figure 4.4, on constate cl s distributions 

d 'erreurs terminales de couvert ure non centré à zéro avec des modes négatif . 

Ceci est dü au fait que, la volatili té à long t rm sou le modèle de Heston ( 18%) 

e t plus faible que la volatili té dans Black-Schole (~ 19%). Donc, lorsque l 'option 

de v nte et le fonds distinct GMAB ont ' valués à l 'origine du contrat , les primes 
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Colonne de gauche : Option de vente. Colonne de droite : Fonds distinct GMAB. 

(respectivement 18.38$ et 3.93%) chargées avec le modèle de Black-Scholes sont 

plu élevées que les primes (respectivement 16. 70$ et 3.35o/c) qui auraient été 

chargées avec le modèle de Heston. Malgré la probabili té de gains plus élevée qu 

la probabilité de per tes, les 5o/c pires pertes sont tout de même plus élevées par 

rapport aux modèles de marché Black-Scholes , ARl ou Merton . Avec le modèle 

de Heston la dégradation de la couverture est plus prononcée que la dégradation 

avec Merton. Le modèl de Heston reproduit l 'asymétrie négative, le regroupement 

de volatilité, l'effet levi r. La volatilité courante oscille beaucoup autour de la 

volatilité à long terme (Le paramètre de volatilité de la varianc est d 'environ 

40%) . Tout s ces frictions créent des erreurs de modèle et ébranlent la qualité de 

5 

5 
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couvert ure. 

La fréquenc de rééquilibrage quotidienne demeure la plus efficace, mais on note 

sur la figure 4.4 que les queues de dist ribut ion des erreurs terminales de couver-

t ur à rééquilibrage quotidien et hebdomadaire sont de plus en plu confondues . 

Avec une couverture Delta neutre de l 'option de vente, sans erreur de modèle 

on obti nt une RMSE, une VaR-95% et une CTE-95% respectivement de 0.42, 

0.6 , 0.96 pour une fréquence de rééquilibrage quotidienne et 0.94 , 1.54, 2.17 pour 

une fréquence de rééquilibrage hebdomadaire. Avec le modèle de marché Heston, 

la RMSE, la VaR-95% et la CTE-95% passent respectivement à 2.45 , 2.13 , 3.56 

pour un fréquence de rééquilibrage quotidienne t 2.61 , 2.57 , 4.23 pour une fré-

quence de rééquilibrage hebdomadaire. Le phénomène est le même si on utilise 

une technique de couverture quadratique locale ou si on couvre les risques d 'un 

fonds distinct G MAB . 

Tableau 4.5 Mesure de risque sous les hypothè es de base - Modèle de marché 

Heston 

Option de vente GMAB 

Q H 1 QI H I M 
RMSE 

2.44 2.64 3.27 

2.44 2.63 3.18 

3.02 3.20 3.81 

3.00 3. 13 3.53 

VaR-95% 

tf 2.14 2.67 4.11 

2.15 2.59 3.82 

1.17 1.56 2.78 

1.19 1. 55 2.72 

CTE-95% 

3.59 4.32 6.47 

3.61 4.25 6.13 

2.46 3.07 4.89 

2.49 3.07 4.82 
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Modèle de march , SVCJ 

Les deux techniques de couvert ure employée jusqu 'ici sous les hypothèses de base 

ne ont pa efficaces lorsque l 'act if sous-jacent se comporte comme décrit sous le 

modèle de marché SVCJ . Le modèle SVCJ reproduit les mêmes faits stylisés que le 

modèle de Heston avec en plus la présence des saut . Donc il est logique d 'ob erver 

une erreur de couverture plus grande. Le tableau 4.6 nous permet de remarquer le 

niveau élevé des mesures d risques par rapport aux résultats obtenus précédem-

m nt. Pour une option de vente, si l 'on met en place une technique de couverture 

Delta neutre, et si l'on adopte une fréquence de rééquilibrage quotidienne, dans 

tJ 

10 

tJ 

10 
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5% des cas la per te sera up ' ri ure à 14.13$. La moy nne des 5% pire per tes 

est de 22. 5 $. Pour un fonds distinct GMAB , le pertes probable· re tent ' levées 

mais dans une moin ire mesur par rapport aux pertes probabl d 'une option 

de vente. Ceci s 'explique par la capacité de la couver ture du passif net utilisée 

pour un fonds distinct GMAB à limiter 1 s pertes en cas de marché l ais ier et 

à atténuer les gains n ca cl marché haus ier. car l'a sureur couvre les primes 

futures qui seront perçue . 

Un fo i de plu la couvert ure Delta neutre et la couverture quadrat ique locale ont 

des résultats similaire . La fréquence de rééquilibrage quotidienne est celle qui offre 

une inefficacit, d couv rtur la moins exécrable. La figur 4.5 confirme la tendanc 

observée avec 1 modèl d M rton t celui de Heston , à savoir un rapproch ment 

ent re les queues des distributions des err urs terminales de couverture à fréquenc 

de rééquilibrage quotidi nne t hebdomadaire. 

Tableau 4.6 esures d n squ sous 1 hypothès s de base - Modèle d marché 

SVCJ 

Option de vente G fAB 

Q I H I M Q H M 

RMSE 

7.06 7.31 8.13 

7.0 7.75 .02 

5.00 5.22 6.00 

5.02 5.23 5.7 

VaR-95o/c 

14.05 14.5 16.28 

14 .02 14.56 15.77 

8.74 9.09 10.20 

8.88 9.10 10.16 

CTE-95% 

22 .16 22.95 25.48 

22. 1 23.05 25.17 

15.29 15.55 17.66 

15.23 15.79 17.44 
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Co lonne de gauche : Opt ion de vente. Co lonne de droite : Fonds distinct GMAB. 

À l'is ue de cette première phase de tests, nous avons pu constater que ·i on consi-

dère un modèle de couv rt ure de Black-Scholes avec une volat ilité constante, pas 

de frais d tran actions, pas de balise, une technique de couvert ure Delt a neutre 

ou quadratique locale, la fréquence optimale de rééquilibrage est la fréquence 

quotidienne et ceci indépendamment du choix du produit à couvrir. Nous avons 

également remarqué que lorsque nous considérons qu 'il y a erreur de modèle, on 

observe une dégradat ion plu rapide de la couver ture à rééquilibrage quot idien au 

fur et à mesure que des fr ict ions (sauts , volatilité stochastique) se rajoutent au 

modèle de marché. Nous avons aussi noté que le tratégies de couvert ure ut ilisées 

ne permettent pas d 'obtenir une bonne qualité de couvert ure lor que le modèle de 

10 15 

10 15 
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marché est Heston et pir ncore lorsque le marché est SVCJ. 

Pour la pha e uivante, l ' nj eu est d 'améliorer la qualité d couverture pour le 

marchés He ton et SVCJ. Nous d meuron ous le modèle de couverture de Black-

Scholes . Nous introdui ons les frais de tran actions. les balise . une volatilité qui 

peut Atre historique ( dénot, e VH), implicite ( dénotée VIX) ou con tante ( dénotée 

VC). La technique de couverture quadratique locale n 'est plus utili ée car elle 

ne nou permet pas d 'int, gr r c s nouvell hypothè es et en plus elle offre une 

quali té ident ique à la couver t ure Delta neutre. On maintient la couverture Delta 

neutre et on rajout la couverture Delta-Gamma (dénotée .6.-f) neutre. La cou-

verture Delta-Gamma nécessite l'a jout d 'un troi ·ième actif lans le portefeuille de 

couv rture. pour cela nous avons choisi une option de vent à pari té d 'échéance 

un an dont l'actif sous-jac nt est l'indic S&P 500. Le modèles de marché utilisés 

sont Black-Schole , He ·ton et SVCJ . Nous avons pu constater qu le modèle ARl 

st as ez semblable au modèle Black-Scholes et le modèle de :tvlerton n 'apporte 

pas plu en terme d 'analyse que celui de Heston ou SVCJ. La ction suivante 

pr, ente les résultats de la phase 2. 

4.3.2 Pha 2 - Efficacité de couver ture basée sur les grecques sous le modèle 
de couver t ure Black-Scholes 

L'obj ctif de cette étape est de savoir si on peut améliorer la quali té de couverture 

pour les modèles de marché H ton et SVCJ t tir r d 'autres en eign ments en 

faisan varier les choix de paramètres de volatilité, de frais de transactions, de 

rééquilibrage conditionnel avec le modèle de couverture de Black-Schole . Natu-

rellement l'inclusion de frais de transaction dégrade la quali té de couv rture car 

ce ont de coûts upplémentaires pour l'a sureur. Globalement nous notons que 

la fréqu nce optimale de rééquilibrage reste la fréquence quotidienne dans beau-

coup de cas en l 'absence de frais de transactions . Avec le frais de transactions 
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inclus, la fr ' qu nce optimal n'est plu quotidienne, elle peut-être men u lle ou 

condi t ionnelle tout dép nd du modèle de marché et autre hypoth 'ses de départ. 

Modèle de march , Black-Scholes 

En absence d 'erreur de modèle, on s' intére se ici à la qualité de couver ture des 

nouvelles stratégies envi agées et à l 'impa t des frais de t ran actions. San frais 

de transactions. la t ratégie Delta-Gamma neutre e t logiqu ment beaucoup plus 

efficace que la tratégi Delta neutre car l'apport du Gamma permet de ré-

duir l'erreur d di crétisation pour des plus grandes variat ion du prix de l 'ac-

t if ous-jacent. Se couvrir avec une vola tili t, con tante procure également une 

bien meilleure quali té 1ue e couvrir avec une volatili té historique car il y a un 

parfaite adéquation avec le marché Bla k- choles qui a une volatilité con tante. 

Les tableaux 4. 7 t 4. présentent les résultats numériques respectivement pour 

la couvert ur d \ me option de vent et d 'un fond distinct G 1AB . La ouv r ture 

D lta-Gamma avec volatilité constante à rééquilibrage quotidi n st qua i parfaite 

pour une option de vente et pour un fond di tinct GMAB comme l'illustrent le 

den ité des erreur de couverture en forme de pic sur les graphique 4. 7 t 4.9. 

Avec un actif supplémentaire dan le p r tefeuille de couverture, la couv rt ure 

D lta-Gamma n ' t pa toujours meill ure que la couvertur D lta lorsque l'on 

pr nd n compt 1 frai d transaction . On on tate que réajuster 1 portefeuille 

quot idienn ment av c un tratégie Delta-Gamma en place, ng ndr la pire qua-

li té de couverture. Pour minimiser les err ur d couverture en présence de frai 

de transaction , il faut adopter un couv rtur D lta-Gamma avec réajustement 

m n u 1. C ci ' xplique par le fait que 1 rreur de di crétisation en Delta-Gamma 

pour une fréquence mensuel! est cert s plus ' l vée que pour une fréquenc quo-

t idienne (dans le ca d 'une option de vente respectivement 0.26 vs 0.03 pour la 
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RMSE. 0.2 v 0.02 pour la VaR-95o/c, 0.57 v 0.05 pour la CTE-95%); c pendant 

elle reste tout de même faible. Donc lorsque l'on rajoute les frais de t ransactions 

qui sont plus faible pour le réajustement mensuel. on obtient une meilleure qualité 

de couvert ure. 

En défini t ive. en absence d 'erreur de modèle, la meilleure stratégie parmi tous 

les choix testés ici. est la couvert ure Delta-Gamma neutre avec une volatili té 

constante. C 'est celle qui perm t de minimiser r err ur de couver tur . Lor qu 'on 

met en place cet te stratégie, le portefeuille doit être rééquilibré quotidiennement 

i on onsid ' r qu 'il n 'y a pas de frais de transactions et mensuellement si au 

contraire il y a des frais de transactions. 

Modèle de march , Heston 

Au cours de la phase 1 nous con tation que le tratégies appliquée ne procu-

raient pas de satisfaction en termes de quali té de couver ture lorsque le modèle 

de march , est Heston . Dans cette phase rutilisation de la stratégie Delta-Gamma 

neutre appor te une nette amélioration de la quali té. En observant le graphiques 

des figure 4.10 , 4.11 , 4.12 et 4.13 , on constate qu les erreurs t erminales de cou-

verture ont des queues de distribution moins lourdes lorsque la stratégie employée 

est Delta-Gamma neutr que lor qu 'elle est D lta n utr . Quelque oit le produit 

dérivé testé. avec ou san frai de t ransactions indu , il fau t un paramètre de 

volatili té constante à la stratégie Delta-Gamma neutre pour obtenir la couvert ure 

la plus efficace s lon les indicateurs de mesure de risque (se référer aux tableaux 

4.9 et 4.10) exception fai te cl la RMSE pour laqu 11 la stratégie Delta-neutre à 

volatili té constante est légèrement meilleure quand on ne prend pas n compte les 

fr ais de transaction. 

Avec une trat, gie Delta-Gamma neutre à volatili té constante , on n r marque 
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Tableau 4. 7 Mesures de risqu de !;efficacité de couvert ur d 'une option de vente 

- Modèle de couverture Black-Scholes - Modèle de marché Black-Scholes 

RMSE 

VaR-95% 

CTE-95% 

ra H 

ra H 

Œ H 

LE] 

LE] 

LE] 

Sans frais de transactions 

Q I H I M 1 0.1 

0.42 0.94 1.89 1.44 

0.53 1.00 1.91 1.33 

0.03 0.09 0.26 1.39 

0.27 0.2 0.3 1.29 

0.68 1.54 3.14 2.39 

0.87 1.64 3.19 2.25 

0.02 0.08 0.2 2.31 

0.43 0.45 0.53 2.17 

0.96 2.1 7 4.43 3.09 

1. 12 2.24 4.40 2. 

0 .05 0.19 0.57 2.9 

0.57 0.60 o. 0 2.79 

Avec frais de transactions 

Q I H I M 1 0.1 

1.76 1.23 1.96 1.52 

1.79 1.2 1.97 1.45 

0 .48 1.4 

0.55 1.40 

3.07 2 .50 3.60 2.87 

3.06 2.54 3.66 2. 0 

3.63 1.59 0.92 2.79 

3.65 1.67 1.04 2.70 

3.54 3 .24 4.95 3.66 

3.45 3.27 4.92 3.52 

4.14 1. 4 1.26 3.56 

4.19 1.96 1.40 3.43 
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Tableau 4.8 Mesures de risque de l'efficacité de couverture d 'un fonds distinct 

GMAB - Modèle de couvert ure Black-Scholes - Modèle de marché Black-Scholes 

RMSE 

VaR-953/c 

CTE-95% 

rn H 

ra H 

rn H 

L@J 

L@J 

L@J 

Sans frais de transactions 

Q H M 0.1 

0. 45 1.01 2.07 1.56 

0. 53 1.06 2.0 1.46 

0.04 0.13 0.42 1. 50 

0.32 0.34 0. 53 1.43 

0.75 1.72 3.64 2. 0 

0.90 1. 2 3.69 2.61 

0 .06 0.20 0.69 2.6 

0.54 0.60 0.93 2.53 

1.04 2.37 4.92 3.4 

1. 16 2.43 4.93 3.28 

0.10 0.31 1.01 3.32 

0.69 0.77 1.2 3.19 

Avec fr ais de transactions 

Q H M 0.1 

1. 7 1.35 2. 18 1.70 

1.89 1.39 2. 19 1.63 

2.29 1.05 0.74 1. 66 

2.31 1.10 O. 1 1.61 

3. 11 2.69 4. 13 3.30 

3.12 2.76 4. 17 3. 1 

3.96 1. 75 1.20 3.23 

4.01 1. 9 1.43 3. 15 

3.57 3.44 5.45 4.04 

3.51 3.47 5.46 3.90 

1.57 3.94 

1.81 3.87 
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pa une fréquence de rééquilibrage optimale qui fasse runanimité quelque soit 

la mesure de ri que choisie aussi bien pour la couverture d 'une option d vente 

qu d 'un fonds distinct GMAB. San frai le transactions , la qualité de couver-

ture est meilleur si on rééquilibre l portefeuill de couverture d 'une option de 

vente h bdomadairement elon la RMSE, t quotidiennement elon le VaR-95 o/c 

t TE95o/c. En qui con erne le portefeuille d couverture d un fond dist inct 

GMAB, la fr équen e m nsuelle est optimale elon les RMSE et VaR-95o/c et quo-

tidienn s lon la CTE-95%. Toutef is, 1 m ·ur cl risque obtenues avec la fré-

quence quotidi nn ont meilleure dan ont. oit l s valeurs 

minimum , oit tr' pro h de valeur minimums. Avec les frai d transactions 

in lu , la RMSE met n avant la fréquen quotidi nn . Si on r po notre choix de 

déci ion ur la VaR-95o/c et la CTE-95%, la fréqu nce optimal devient men uelle. 

Les tableaux 4.9 t 4.10 nou dévoilent également que. inclure des frais de tran-

actions entrainent une diminution de R SE. Ceci 'explique par le fait que , 

an fr ais de tran action , 1 mode de di tributions des erreurs terminales sont 

négatifs ( comm on a pu l constater à la ou -section 4.3 .1 fodèle de marché 

He ton). Ajouter d s frai d tran actions augmentent les pertes et donc les modes 

de di t ributions de erreurs sont plu proch de zéro ce qui entrain de RMSE 

plu faibles . 

Lors de la pha 1, nou nous apercevion qu SVCJ était le modèle de marché 

qui engendrait la pir qualité de couv rtur quelqu soit la stratégi testée à 

e moment. Au ours de cette seconde phase, l'observation e t la même. Avec 

1 mod ï SVCJ la technique de couvert ur D lta-Gamma n utr n 'am'liore pas 

systématiqu m nt la qualité de couvertur par rapport à la technique Delta comme 
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Tableau 4.9 M ures de risque de l'efficacité de couvert ure d 'un opt ion de vente 

- Modèle le ouverture Black-Scholc ' de march ' Hcs ton 

San frais de transactions Av fr ais de transactions 

Q H M 0.1 Q H 1 0.1 

RMSE 

vc 2.44 2.63 3. 18 2.63 2.20 2.42 3.09 2.55 

6. VH 3.40 3.54 3.9 3.44 3.11 3.33 3. 3.31 

VIX 4.0 4.20 4.5 4.04 3.42 3.76 4.3 3.40 

vc 2.46 2.45 2.49 2.59 1.29 1. 3 2.17 2.1 

6.-r VH 3.30 3.30 3.35 3.36 2.51 2. 4 3.11 3.02 

VIX 4.05 4.05 4.07 4.01 3. 12 3.52 3. 1 3. 13 

VaR-95 3/c 

vc 2.15 2. 9 3. 2 2.93 4.10 3.44 4.25 3.47 

6. VH 2.95 3.29 4.50 3.40 4. 1 4.12 4.92 4. 06 

VIX 4.0 4.42 5.36 4.13 6.26 5.3 5. 5 6.07 

vc -0.5 8 -0.56 -0.50 0.40 1.02 0.09 -0.18 0.97 

6-r VH 0.45 0.46 0.61 1.07 2.37 1.26 1.00 1. 3 

VIX 2.09 2.02 2.11 2.06 4.43 3.02 2.59 3.99 

CTE-95 o/c 

vc 3.61 4.25 6.13 4.47 

6. VH 4.50 5.02 6.77 5.02 

VIX 6.65 6.96 .11 6.62 

vc 0.22 0.26 0.46 1.31 2.19 1.00 0.82 2.0 

6.-r VH 1.59 1.59 1. 6 2.29 3.59 2.3 2.26 3.11 

VIX 4.4 4.3 1 4.21 4.40 6.6 5.27 4.69 6.22 
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Tableau 4. 10 esures de risque d l 'efficacit ' d couvert ure d 'un fond di t inct 

G -1AB - Modèle de couverture Black-Scholes - Modèle de marché He ton 

Sans frais d 

Q H 0.1 

R 1ISE 

vc 3.00 3.13 3.53 3.05 2.25 2.73 3.34 2. 5 

6. VH 3.35 3.47 3. 3 3.31 3.69 3.12 

VIX 4.15 4 .25 4.52 4.1 3 4.34 3.5 

vc 3.27 3.25 3.20 3.24 1.61 2.43 2.77 2.65 

6.-r VH 3.49 3.47 3.43 3.47 2.34 2. 1 3.0 2.97 

VIX 4.23 4.22 4.14 4.20 3.34 3.60 3. 2 3.31 

VaR-95% 

vc 1.19 1.55 2.72 2.09 2.9 2 .34 3.14 2.56 

6. VH 2.63 2.9 4.01 3.11 4.46 3.77 4.43 3.75 

VIX 4.95 5. 14 5. 3 5.07 6.70 5.92 6.25 6.62 

vc -0. 59 -0.61 -0 .62 0.11 0.34 -0.22 -0 .42 0.49 

6.-r VH 0.56 0.59 0.72 1.13 2.60 1.42 1.15 1.93 

VIX 3.56 3.46 3.36 3.68 5. 4 4.45 3. 5 5.52 

CTE-95% 

vc 2.49 3.07 4. 2 3.46 4. 59 4 .01 5.35 4.06 

6. VH 4.04 4.57 6.29 4.63 6.00 5.45 6. 7 5.34 

VIX 7.06 7.29 .14 7.22 8.64 .01 .56 .62 

vc -0.16 -0 .16 -0 .09 0.74 1.37 0.31 0.15 1.33 

6.-r VH 1.57 1.60 1. 7 2.27 3.79 2.49 2.32 3.19 

VIX 5.4 5.36 5.0 5.59 7.59 6.25 5.54 7.2 
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c' t le cas avec 1 modèle de marché de Black-Scholes et Heston. Comme le 

montrent les tableaux 4.11 t 4.12. la quali té empire clan cer taines circonstances 

avec la strat, gi Delta-Gamma que ce soit pour couvrir une option de vente ou un 

fonds distinct GMAB. Le choix entre Delta et Delta-Gamma dépend du produit 

à couvrir t d la m ure cl risque sur laquelle 'appui notre décision. 

On not que, lor qu·on con idère qu 'il n 'y a pa cl fr ais de transactions, la fré-

qu nce optimale est quotidienne. Il faut opter pour un tratégie Delta-Gamma 

neut re à volatilité historique selon la CTE-95%; et plutôt une stratégie Delta 

neu tre à volatilit, con tante selon la VaR-95%. La RMSE met en avant la traté-

gie Delta neutre : à volatilité historique pour couvrir les ri qu s d 'une option de 

vente et à volatilit, constante pour couvrir les risque d 'un fonds distinct GMAB. 

En prés nce de frai de transactions, la strat, gi à préférer est la stratégie Delta 

neutre avec un rééquilibrage condi t ionnel. Avec l 'utilisation d 'une volatilité constante 

pour limi ter le per te l 'un fonds distinct GMAB et d 'une volatili té historiqu 

pour une option de vent . 

On remarque ici, pour la pr mièr fois l'utili té de 'appuyer sur des hypothèse 

comme la volatili té ob rvée des rendements historiques au cours des trois der-

nières années et / ou du rééquilibrage du portefeuille de couver ture sous condition 

de dépass ment de euil pour obtenir une légère amélioration de la qualit, d 

couver ture. 

Au cours de cette seconde pha e nous avons testé le techniques de couver ture 

D lta neu tre et Delta-Gamma neutre, fait varier la volatili té , considéré les fr ais 

de transactions et envisagé le rééquilibrage avec balises pour évaluer l 'efficacité 

de couverture. Ce qui en re ort est que la stratégi Delta-Gamma neutre est à 

privilégier , car c'est celle qui p rmet de minimi er les erreurs de couverture. Cette 

tratégie doi t être associée à une volatilité constante sauf si on présume que le 



Tableau 4.11 Mesures d ri que de l'efficacité de couverture d 'une opt ion de vente 

- Modèle de couverture Black-Scholes - Modèle de marché SVCJ 

San fr ais de transactions Avec frais de transaction 

Q H M 0.1 Q H M 0.1 

RMSE 

vc 7.45 7.67 10.12 7.60 8.43 8.07 10.27 7.94 

6 VH 6.93 7.12 7.82 7.01 7.62 7.39 7.94 7.29 

VIX 8.49 8. 58 8.92 .4 8.91 .70 8.96 .86 

vc 7. 96 11.69 11.07 7.98 9.63 12.50 11.42 8.75 

6-f VH 7.26 10.68 9.24 7.32 8.65 11 .41 9.58 7.98 

VIX 8.38 10.63 9.46 .39 9.36 11.26 9.74 9.22 

VaR-95% 

vc 14.10 14.57 15.72 14.44 16.30 15.55 16.23 15.28 

6 VH 14.02 14.40 15.78 14.17 15.62 15.14 16.14 14.86 

VIX 16. 28 16 .4 17.30 16.32 1 .08 17.34 17.73 17.96 

vc 14. 52 18.72 16.81 14.76 17.15 19.97 17.39 16.14 

6-f VH 13.64 17.44 15.86 13 .93 15.65 18.53 16.33 14.96 

VIX 14.73 17.80 16.53 14.76 16.91 18.93 17.05 16.60 

CTE-95% 

vc 22. 63 23.21 25.96 22.95 25.01 24.28 26.49 23.94 

6 VH 20.78 21.37 23.60 20 .98 22.36 22.09 23.9 21.73 

VIX 27.73 27.91 28.48 27.72 29.23 28.60 2 .84 29.12 

vc 20 .27 22.72 24.58 20. 58 23.05 24.05 25.17 22.17 

6-r VH 17. 97 20.39 21 .72 1 .26 19.88 21.42 22.16 19.33 

VIX 24.72 26. 15 26.45 24 .74 26.41 27.02 26.86 26.21 
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Tabl au 4.1 2 Mesures de risqu de l ' ffi cacité d couv rture d 'un fond distinct 

G AB - Modèl de couvert ure Black-S holes - Modèle de marché SVCJ 
~--------~ 

Avec frais de transaction 

Q H 0.1 Q H 1 0.1 

R !ISE 

vc 5 .34 5.54 7.45 5.52 5.91 5. 74 7.52 5 .71 

6. VH 

VIX 

vc 6.21 10.37 9.27 6.24 .01 11.27 9.66 7.01 

6.-r VH 6.05 9.70 7. 1 6.05 7.55 10.54 

VIX 7. 9.74 .63 7.90 .59 10.39 

VaR-95% 

vc 8.91 9.1 10.24 9.25 11.03 10.15 10.72 10.01 

6. VH 9. 5 10.19 11.14 10.0 11.42 10. 9 11 .52 10.73 

VIX 14.13 14. 1 14.49 14.19 15.55 14. 5 14. 3 15.47 

vc 11.28 16. 5 13.77 11 .41 14.09 1 .17 14.39 12.83 

6.-r VH 11 .61 16.79 14.05 11 .71 13 .99 1 .00 14.64 12.91 

VIX 13.55 16.76 14.99 13.63 15 .67 17. 15.54 15.41 

CTE-95% 

vc 15.50 16.06 1 .10 15.90 17. 2 17. 11 1 .63 16. 0 

6. VH 15 .30 15. 2 17.49 15.54 16.90 16.56 17. 9 16.25 

VIX 23.31 23.30 23.39 23 .37 24. 54 23.87 23.69 24.51 

vc 15.74 19.97 19.13 16.00 1 .72 21.37 19.7 17.62 

6.-f VH 14.88 19.19 1 .05 15.07 17.26 20.41 1 .60 16.32 

VIX 21.41 23 .02 22.49 21.49 23.05 23 .92 22.91 22 .92 
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modèle de marché e t SVCJ et clans ce cas on ut ilise une volatilité historique avec 

la possibili té de e contenter d 'une couverture Delta. Tant qu 'on juge que les frais 

de transactions n sont pa à prendre en compte, le portefeuille de couverture 

doit être ré, quilibr , quotidiennement. Si au contrair on envisage les fr ai de 

transactions, 1 port fe uille de couverture doit être réajust, sur une ba e mensuelle 

ou sous condi t ion de dépassement de balises. 

Au cours de cette phase nous avons pu constater que l'utilisation cl 'une volatilité 

implicite n 'a pas de réel bénéfice par rapport à une volatilité constante ou volatilité 

hi torique. 

Pour la pha e suivante nous changeon de modèle d couverture et optons pour un 

modèle de H ston. n plus des t chniqu s Delta neutre et Delta-Gamma neutre . 

nou teston le techniques Delta-Vega ( dénotée 6.-v) neutre et Delta-Gamma-

Vega neutre (dénotée 6.- f -v) neutre. 

4.3.3 Pha 3 - Efficacité de couverture ba ée sur les grecques sous le modèle 
de He ton 

Le but de cette section est de pr, senter les résultats numériques ob tenus lor qu 

les grecques sont calculées sous le modèle de Heston . Le choix de la volatilité n 'e t 

plus d 'actuali té puisque la volatilité e t tochastique. ous continuons <l 'envi ager 

les situations av c ou san frais de transactions. Les modèles de marché considéré 

ont Heston et SVCJ . Quatre technique ont testées Delta, Delta-Gamma, Delta-

Vega et Delta-Gamma-Vega. 

Avant de pré enter les résultats , nous allons tout d 'abord xpliquer l 'aj u t ment 

que nous avons mis en place pour le calcul des grecqu s ou le modèle d Heston . 

En effet, nou avon constaté que lorsque l 'on calcule le prix d 'une opt ion de vente 

selon la formul semi-fermée proposée par Albrech r et al. (2007), le prix devient 
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très instable au fur et à mesure qu·on approche de l'éch 'ance et lorsque le rat io ;; 

est t rè grand ou tr 's petit. La figure 4.1 illustre ce problème. On not que lor que 

;; est plus grand que 3 (premier graphique), le prix d l'opt ion n 'est pas nul , il 

oscill avec de for tes ampli t udes au tour de zéro. Le prix oscill , gal ment avec de 

for tes ampli t udes lor que ;/ est plus petit que 0.3 (deuxième graphique) au lieu 

d 'être lin ' aire. Sur une échéance de 10 ans. plus d 5% d s trajectoires imulées 

se retrouvent dans ces cas de figures ( f; > 3 ou o/f < 0.3) . Cette instabili té affecte 

1 s grecques , ce qui dégrade la qualité de couv r t ur . Nous avons donc choisi de 

mettre an place l'aju tement uivant lorsque T - t s; 3 : 

Si o/f 3. alors 6. = O. r = 0, v = O. 

Si ;; S::: 0.3 , alors 6. = e-r d(T - t ) . r = O. v = O. 

Globalement, les résultats de nos tests montr nt que 1 Y, ga e ta ez efficace pour 

couvrir les risques de volatilité . la fréquence quotidienn d m ur la plus fficace 

en abs nce de fr ais de transactions. Avec les frais inclu , la fréquence optimale 

dépend du modèle de marché. 

Modèle de marché Heston 

Au cours du chapitre 2, nous avon décri t le modèle de He ton comme ayant deux 

sources d ri que, une source pour 1 prix de l 'act if ou -j acent et une aut re pour 

la variance . En ut ilisant le même modèle pour calculer les grecques et se couvrir 

contre les vari ations du prix du tit re et 1 s variations d la variance, on s'attend 

à ce que le technique de couvert ure qui incorpor nt à la fois le Delta et le Vega 

soient efficaces : c'est ce que nous avons observé. En l'ab ence d 'erreur de modèle, 

on constate que les techniques de couverture Delta-Gamma-Vega et Delta-Vega 

permet tent d 'obtenir une bonne qualité d couvertur . 
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Sans frais de transactions; la stratégie la plus efficace est logiqu ment D lta-

Gamma-Vega neutre car elle couvre un socle de risques plus large que la stra-

tégie Delta-Vega. Mais l'écar t de performance entre les deux stratégies est ass z 

faible. En effet, Avec un rééquilibrage quot idien, les RMSE, VaR-95% t CTE-

95o/c sont respectivement 0.17, 0.22, 0. 41 pour la couverture Delta-Vega neutre 

d 'un fonds distinct GMAB et respectivement 0.13 , 0.20, 0.29 pour la couvert ure 

Delta-Gamma-Vega neu tre. Les chiffres pour l'opt ion de vente sont ass z simi-

laires. ce chiffre sont présent clans 1 s tableaux 4.13 et 4.14. L s couver t ures 

Delta neutre et Delta-Gamma neutre sont moin efficaces. Les graphiques 4.19 et 

4.20 p rmettent de confirmer que san fr ais de transactions, la fréquence op timal 

de rééquilibrage est la fréquence quotidienne car c'est celle qui a une erreur de 

di cr , tisation la plus faible. 

En présence de frai de tran actions; c 'e t la stratégie de couvert ure Delta-V ga 

qui permet de minimiser l; rr ur de couvert ure. Delta-Gamma-Vega requérant un 

actif de plus dans le portef uill d couvert ure, il est somme toute logique que 

les frais cl t ransactions pénali ent un peu plus c tt stratégie. Pour obtenir la 

meilleur qualité de couver ture il faut que le portefeuille soit rééquilibré mensuel-

lement . Ceci s 'explique par des frais de transactions moindre associés à une faibl 

erreur de discréti ation contrairement à un rééquilibrage quotidien qui procure une 

erreur de discrétisation certes plus faible. mais avec des frais de transactions élevés . 

En défini t ive, en absence d 'erreur de mocl ' le. c'est la stratégie Delta-Gamma-Vega 

neutre couplé à une fréquence de rééquilibrag quotidienne qui permet d 'obtenir 

la meilleure quali té de couver ture lorsqu 'il n 'y a pas de fr ais de t ran actions. Si 

on prend en compte les frais de transaction , c'e t la stratégie Delta-Vega neutre 

avec un r ', quilibrage mensuel qui perm t de minimiser l'erreur de couvert ure. 
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Tableau 4.13 esures de risque de l'efficacité de couvert ure d 'une option de vent e 

- Modèle de couverture Heston - Modèle de marché H ston 

Sans frais de transactions Avec frais de tran act ions 

Q I H I M 1 0.1 Q H M 0.1 

RMSE 

6 2.37 2.59 3.25 2.45 3.07 2. 0 3.33 2.74 

6 -r 0.67 0.6 O. 2 1. 55 1.71 1.01 0.92 1.71 

6 -v 0. 17 0.31 0.58 1.44 1.54 0.76 0.68 1. 55 

6-f-v 0. 14 0.25 0.52 1.44 2.47 1.11 0.74 1.6 

VaR-95o/c 

6 4.50 4.94 6.2 4. 1 6.61 5. 7 6.75 5. 76 

6 -r 0.92 1.05 1.42 2.76 3.46 2.09 1.92 3.33 

6 -v 0.21 0.37 0.74 2. 54 2. 8 1.44 1.22 2.99 

6-f-v 0. 20 0.3 0.75 2.54 4.74 2.15 1.50 3.34 

CTE-95% 

6 5.96 6.63 .56 6.3 8 .2 7.65 9.07 7.44 

6 -r 1. 5 1.95 2.31 3.69 4 . 1 3. 16 2. 5 4.47 

6 -v 0.39 0.75 1.50 3.27 3.2 1.89 2.02 3. 79 

6-f-v 0 .31 0.60 1.35 3.24 5.56 2.59 2.17 4.21 
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Tableau 4. 14 Mesures de ri que de refficacité de couverture d 'un fonds distinct 

GMAB - Modèle de couverture Heston - Modèle de marché Heston 

Sans frais de transactions Avec frais de transactions 

Q I H I M 1 0.1 Q H M 0.1 

RMSE 

l':, 2.38 2.59 3.21 2.48 2.99 2.75 3.27 2.74 

6-f 0.79 0.77 0.93 1. 65 2.06 1.18 1.07 1. 5 

6 -v 0.17 0.33 0.65 1. 50 1.84 0.91 0.82 1.66 

6 -f -v 0. 13 0.26 0.59 1.49 2.75 1.25 o. 9 1. 2 

VaR-95% 

l':, 4. 02 4.49 5.70 4.61 6.11 5.41 6.1 5.52 

6-f 1.13 1.23 1.60 2.95 4.00 2.42 2.17 3.61 

6- v 0.22 0.41 0.90 2.72 3.10 1. 59 1.44 3.20 

6-f-v 0. 20 0.42 0.91 2.72 5.0 2.30 1.6 3.59 

CTE-95% 

l':, 5.39 6.06 7.95 6.07 7.67 7.07 8.46 7.10 

6-f 2. 18 2.15 2.49 3.87 5.43 3.49 3.09 4.76 

6 -v 0.41 0.84 1.72 3.42 3.46 2.07 2.29 3.97 

6 -f -v 0. 29 0.64 1.50 3.39 5.77 2.70 2.35 4.43 
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Modèle de march , SVCJ 

Lors des deux phases précédentes où le modèle de couverture , tait Black-Scholes, 

nous nous sommes aperçu qu'il est complexe de se protég r contre les trois sources 

de risque du modèle SVCJ que sont 1 prix du t it re. la variance et les sauts dans 

le prix et dans la variance. Il n 'est pas illogique d présumer que les imili t udes 

entre le modèle de Heston et le modèle SVCJ pourrai nt permettre de produire un 

meilleure quali té de couverture en e couvrant avec le modèl d Heston qu 'avec 

1 modèle de Black-Scholes . ou con tatons qu 'ut iliser le modèl de Heston pour 

calculer les grecque n 'offre pas de meilleurs résultats qu'ut ili er le mod ' l de 

Black-Schole . Lorsqu 'on scrute les tableaux 4. 15 et 4.16 qui présentent le résul-

tats, on note que les val ur des indicateur de mesure de risque sont un peu plus 

' levée avec le modèle de couverture de Heston qu 'avec Black-Scholes. 

Si on e recent re sur la comparaison ent re les quatr techniques de couverture 

Delta, Delta-Gamma. Delta-V ga et Delta-Gamma-Vega a ociées aux différentes 

op tions de rééquilibrage t tée ici, on note que la stratégie Delta neut re est celle 

qui minimise les erreurs de couverture aus i bien pour une opt ion de vente que 

pour un fonds distinct et ceci avec ou sans frai d transaction . La t ratégie 

Delta-neutre doit être accompagnée d'un rééquilibrage quotidien lorsqu 'il n 'y a 

pas de frais de tran action et d 'un rééquilibrage avec balises avec les frais de 

transactions indu . 

Cette phase 3 nou a permis de constater que les grecques calculées avec le modèl 

de couvert ure Heston sont très efficac pour le modèl de marché Heston et t rè 

mauvaises pour le modèle de mar h ' SVCJ. Les techniques à privilégier sont Delta, 

D lta-vega et Delta-Gamma-Vega elon la sit uation . Globalement en l 'absence de 

fr ais de transactions la fréquence op timale est la fréquence quotidienne. En tenant 

compte des frais de transactions ce ont la fréquence mensuelle et le r , équilibrage 
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Tableau 4.15 Mesures de risque de l 'efficacité de couverture d 'une opt ion de vente 

- Modèle de couv r tur Heston - Modèle de marché SVCJ 

San frais de transactions 

Q I H I M 1 0.1 

RMSE 

6. 8 .35 .54 9.2 .44 

6.-r 9.93 13.57 12.07 9.99 

6.- v 10.29 14.41 26 .37 10.33 

6.-r- v 14.97 1 .40 57.79 14.93 

VaR-95% 

6. 16 .82 17.30 1 .61 17.06 

6.-r 1 .23 23 .03 20. 5 1 .49 

6.-v 17.44 21. 2 20 .07 17.77 

6.-r-v 23.16 24.62 20.10 23.29 

CTE-95% 
6. 24.93 25.72 2 .25 25.15 

6.-r 

6.- v 

6.-f-v 30.56 31.70 30.00 30.72 

Avec frai de transactions 

Q I H I M 1 0.1 

9.65 9.09 9.52 9.03 

11.79 14.43 12.47 11 .0 

12.13 15 .25 26.54 11 .34 

17.44 19.54 57.76 16.30 

19.23 18.40 19.13 18 .27 

21.34 24.49 21.51 20.47 

20.2 23. 1 20.73 19.44 

27.1 26.43 21.07 25.75 

27.50 26.49 

27 .16 26.47 

26.74 28.27 29.01 26.03 

35.79 33.92 31.03 34.35 
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Tableau 4.16 Mesures de risque de l;efficacité de couverture d 'un fonds distinct 

GMAB - Modèle de couverture Heston - Modèle de marché SVCJ 

Sans frais de transactions Avec frais de transactions 

Q H il 0.1 Q H M 0.1 

RMSE 
r-

6. 6.48 6.68 7.32 6.59 7.70 7.19 7.54 7.12 

6.-r 9.24 13 .63 11.52 9.25 11.37 14.62 11 .99 10 .47 

6.-v 9.44 14.14 22.42 9.43 11.48 15.07 22 .65 10.53 

6.-f-v 12.97 17.2 47.70 12.95 15. 13 18.28 47.72 14.17 

VaR-95% 
r-

6. 12 .87 13.32 14.28 13.08 15.31 14.43 14.80 1 14.27 
-
6.-r 16.76 22.73 19.35 16.84 20. 11 24.28 20.05 

6.- v 15.64 21.10 18.34 15. 72 19.05 I 17.50 
--
6.-f-v 20 .50 23.12 18.20 20.49 19.21 I 22 .83 

CTE-95% 
r-

6. 19.67 20.37 22.16 19.84 22.27 21.54 22 .75 21.16 

6.-r 21.39 26.28 24.83 21.57 24 .94 27.93 25.56 23.93 
-
6.-v 20 .95 25.35 24 .67 21. 17 24 .07 26.81 25.37 23. 1 
--
6.-f-v 27.29 29.38 26.17 27.35 32.61 31.62 27.27 31.02 
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HW'C' balises qni offrent une meilleure cou vert ure. 





C'O :\ C'L USIO :\ 

L"ohjectif ck n' mhuoirc ftHit cl°é' t ttclin lC's fré,qu<' llC<'s de r((quililm-lgc c1·uu por-

tdruillC' clC' C0ll\"C'rf\llT C'n pré'sC' llCC' cl"C'nnn cl<' modC'lC'. :\ous m·ons amll~·sé' lC's 

ré'sliltats cJ"c,xfrution de' plusiC'nrs prognm1mc's c!C' c-oun'rtnrC'. Un prngn-1mn1C' cJc, 

rnm·c'rtmc' C'o11sistait à fonnnlC'r \lllC' sé'riC' c1·1i,·pothrsC's C'f ;-\ h -ah1c'r l°C'ffic-ac-ité' C'll se' 

basanr sm lC's lllC'smc's c!C' risqu<' qu<' sont la R.\ISE. la \ 'all-%1/c C't la CTE-%1/c . 

LC's h,-potlH' SC's fonuulé'c's ont é' tC' re];-Ui\'C's au produit finaucic'r clom les risques 

sont à c-ounir. at\ modc' le cle cotl\"C'J"ll!J"C' . au moc!C'le clc mendié' . à la straté'gi<' clC' 

c-om·c'rt un' . ;-\ hl n>la t ili té' . ;-\ lH fr{,q t H' llC'<' c!C' rN'q uili hrng<' c' t ;-1 la pré'scucc' ou u011 

cl C's frnis clC' transacrious. Les c11sC'ip;11C'llH'11ts tiré's clc notre' ftnclC' sollt r('partis <' ll 

trois ,·ol<•t s. 

L ·assmC'm estime que la cln1amiq11c' clc J'aC't if sons-_jaccut C'st dfrrit C' par m1 moclc' IC' 

fimmcicr tel que Black-SC'holcs. ARl ou .\Jcn011. La stnHé'p;ÎC' ck c-om·c'rtme ;-\ 

;-1cloprc'r C'st Ddta-CHmmH nc'ntrc' à n>latilité' c-o11sra1Jtc' sous lC' 111oclc' IC' clC' Blac-k-

Sd10IC's. Eli abscucc' des frnis cl<' rnrnsactions. il est optinrnl cl<' rN'qnilibrC'r le 

portdC'uillC' clc com·c'l'tmc q11oticlic11uC'mC'lll. Tandis qu·C'u pré'sc11cc' clC' frais c!C' 

rrnns;-\cticms. c·C'st la fré,qucnce lllC'llSt!C'llC' qui C'st optinrnlC' c!Hns la majorité' clcs 

situatious l'C' ll('Olltl'{'('S. 

Si on fc.1it comrnc' h,·pothrsr que le rnoclrk clc lllëHd1é' C'st HC'ston. Hlors é'Yicl<'m-

ment le moclc' I<' clc' c·om·c'rtmc' ël nrilisC'r rsr lC' moclrl<' clc' HC'ston. La straté'giC' ck 

c-orn·C'rt mC' qui prncmC' la meillC'mC' qwllité' est lH stnHégi<' DC'lra-Gmnma-VC'gH 

nC'utrC' a\'C'c- ré'é'qnilibrng<' quoi iclicu sïl 11 ·y a pas clC' frnis clc trnusHc-tions. A\'C'c 

clC's frnis clC' t rnnsactions indus. il fa nt pri ,·ilé'girr la strnté'gic DC'lt a-\'C'ga i:-1\'C'C un 
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ré'éq nili brag<' mens ne 1. 

L·assmc' \ll' estillH' qne S\'C.J C'st k moclc'le finarn·irr qui se' rapprodlC' le plus du rrd 

moclc, le cle m,u·c-hé'. Dans l'absolu. a11c-m1c' clcs straté'gics resté'C'S 11<' permet cl"asslll'er 

une' c·om·crtlir<' effic-ac-c. les pC'rt C's IH' sont pas c-C'ntrrcs C'll zrro N les CJUC'llC's clc 

kms distributions sont trc's lolll'cles. De rnanirre rdHtiY<'. notre HfüllYsC' clé'Yoile 

que k moclc' k cle couwrtnre Blac-k-Sd10lcs fonrnit clcs ré'snlt al s meillenrs que c-cnx 

de Hest on. cl e cc' fait les grec-c11lc's cloiwnt rtrc cakulé'cs ,wc'c- Blac-k-Sd1olcs. En 

ahsc'nc·C' des fn-lis clr transactions. le rN'quilibragc optirn,ll sr fait qnoticlienncmcnt. 

La stnlté'gic' la plus c1 clc1ptér est DdtH-G,..1mrna neutre èl\'C'C- , ·olc1tilitr historiqne 

polll' c-om-rir les risques cl"m1c' option de ,-cntr et Ddta nc'urre HWC- , ·olHtilité' 

const autc' pour c-omTir ks risqnC's cl· un fonds dist inc-r G:\IAB. Eu t C'nr111r c-ornpte 

cles frais de t rn11sr1c-t ions. la fréquc'11<·<' opt imalc est le r{'c'quili brag<' a\"C'C- balises à 

associer m·c'c- llll<' c-ouYC'rl m e Delta nc'utrc. L·Hssurcur doit utiliser l\IH' n>lëltilité' 

hist oriq uc pm u· c-omTir les risques cr \\lH' option clc ,·c'lll<' C't lllH' ,·ola t ili t C' c-011st.-111te 

pom c·onnir les risqnrs cl"nn fonds distinct G:\IAB. 

Sons h-1 llH'Slll'C' ri sque' llC'lltr<' du rnodC'le S\ '('J nous anms c-ousidh·é, \lllC' pnme 

nulle pour k risque clc , ·aricrnc·c' C't lllH' prime nulle pom k risqne de sHuts. Les 

prix des options obtenus pm- sinrnlMion ont peut-être illlé'gré' des inc-ohrrC'nc-C's 

par rnpport r1u lllcnd1é. n axe' clc ré'fic>xion serait l"amé'liorntion de la qualité' clc 

c-om·c,nme lorsqnr le moclrlr de' mard1r rst SVC.J en rsrimHllt les pHn-1 rnrtres sous 

lllC'Slll'C' risque ncutrr. et C'll c-onsiclfrHnt clc's primes non nulles pour dwquc somc-c' 

de risque. Cc,c-i p ennC'tt r ait cLlYoir cks prix cl ·options plus c-ohh·ents au mMd1r. 
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