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RESUME

Dans ce mémoire, nous étudions le comportement de 1’expected shortfall évaluée
de facon dynamique. Tout d’abord, nous présentons la théorie sur les mesures
de risque statiques lorsque 1’espace des variables est fini. Nous définissons une
mesure de risque monétaire, convexe et cohérente et donnons quelques exemples.
Par la suite, nous adaptons cette théorie au cadre dynamique et présentons deux
exemples de mesures de risque dynamiques : la mesure recalculée et la mesure
itérée. Nous comparons ensuite 1’évolution de 1’évaluation de 1'expected shortfall
dynamique lorsque nous faisons varier des paramétres dans un portefeuille o les
actifs risqués suivent un modéle binomial. Finalement, nous évaluons la sensibilité
de l'estimation de 'expected shortfall dynamique aux différents paramétres pour
un modeéle binomial.

Mots-clés : mesure de risque cohérente, mesure de risque convexe, mesure de risque
dynamique, time consistency, expected shortfall.



INTRODUCTION

Durant les derniéres années, beaucoup de développements ont été faits dans la
théorie de la mesure du risque. En effet, I’augmentation de la volatilité des marchés
ainsi que les crises financiéres ont amené les institutions & vouloir mesurer le risque

auquel elles sont exposées.

Plusieurs méthodes ont été explorées afin de quantifier ce risque. Les méthodes
actuelles s’intéressent surtout a la perte financiére potentielle d’une position. Dans
les années 90, la banque JP Morgan a popularisé une mesure appelée value-at-
risk, évaluée a un certain niveau a. Cette mesure représente la perte maximale que
preut engendrer une position lorsqu’on retire les 100a% pires scénarios pbssibles.

Simple & comprendre et & implémenter, cette mesure est largement utilisée.

Par contre, beaucoup de critiques ont été émises par rapport a la value-at-risk puis-
qu’elle ne respecte pas certaines propriétés désirables pour une mesure de risque.
A la fin des années. 90, Artzner et al. (1999) ont défini un ensemble d’axiomes
définissant une mesure de risque cohérente. Plusieurs mesures cohérentes ont 6té
développées, notamment |’expected shortfall. Pour un certain niveau «, cette me-
sure représente ’espérance de la perte potentielle d’une position pour les 100a%

pires scénarios.

Certains auteurs ont également critiqué les mesures cohérentes, les considérant
trop restrictives. Follmer et Schied (2002) ont présenté un cadre axiomatique plus

général, les mesures de risque convexes, englobant les mesures cohérentes.

Ces mesures s’appliquent toutes dans un cadre statique, c’est-a-dire pour une seule



période de temps. En réalité, de la nouvelle information sur une position est dispo-
nible a travers le temps. La question suivante devient donc pertinente : comment
adapter ’évaluation du risque d’une position & la nouvelle information disponible,
~ tout en demeurant conséquent avec I’évaluation initiale ? Afin de répondre a cette
quest_ion, Riedel (2004) a utilisé une approche axiomatique définissant une mesure

de risque dynamique.

Suite a la crise économique de 2007-2008, ’accord de Bale III, signé en 2010,
recommande l'utilisation de I’ ezpected shortfall comme mesure de risque. 1l serait
donc intéressant d’'analyser I’évaluation du risque en utilisant cette mesure de

facon dynamique.

Dans le premier chapitre, nous présenterons la théorie concernant les mesures de
risque statiques. De plus, nous définirons différentes mesures de risque monétaires,
cohérentes et convexes. Dans le second chapitre, nous verrons comment adapter
cette théorie au cadre dynamique. Dans le chapitre III, nous comparerons diffé-
rentes positions a I’aide de I'expected shortfall calculée de fagon dynamique. Nous
analyserons comment évolue 1’évaluation du risque lorsque nous faisons varier les
N . 3 . . . < 13 . .
paramétres. Finalement, au chapitre IV, nous nous intéresserons a l’estimation de

’expected shortfall dans le cadre dynamique.



CHAPITRE I

MESURES DE RISQUE STATIQUES

Dans ce chapitre, nous présenterons la théorie reliée aux mesures de risque sta-

tiques.

Lorsqu’une entité, par exemple une institution financiére, investit dans les marchés
financiers, elle ne connait pas la valeur que prendront les actifs dans le futur. Il
est donc pertinent pour celle-ci de quantifier cette incertitude afin de connaitre
I’exposition au risque liée & sa position financiére et ainsi s’assurer d’étre en mesure
de faire face & des scénarios défavorables. On peut définir le risque comme le gain
(ou la perte) relié & une position sur une certaine période donnée. Nous noterons
cette période (0,T). Nous supposons donc que ’entité souhaite mesurer une seule
fois, au temps 0, le risque auquel elle est exposée jusqu’a la fin de la période

étudiée, qui correspond au temps T'.

Nous supposerons que ’ensemble de tous les états possibles, que nous noterons
2, est connu et fini. Nous nous concentrerons ainsi sur les résultats montrés par
Artzner et al. (1999). Posons X : © — R une variable aléatoire réprésentant
- la valeur (actualisée) d’un flux de trésorerie, c’est-a-dire le risque tel que défini
ci-dessus. En d’autres termes, X reﬁrésente la différence entre la valeur future
(actualisée) et la valeur initiale d’une position. Dans ce cas, une valeur positive

" implique que l’entité a fait un gain et une valeur négative implique une perte.



Notons G ’ensemble de tous les risques sur €2, c’est-a-dire I’ensemble des fonctions

4 valeurs réelles sur €.

Voyons maintenant comment mesurer ce risque.

1.1 Mesures de risque monétaires

Le but de mesurer le risque est de s’assurer d’avoir le capital nécessaire afin de
pouvoir pallier la perte encourue si un scénario néfaste avait lieu. Ainsi, une pre-
miére intuition d’une mesure de risque serait le montant minimal de capital a
investir dans une position afin de rendre celle-ci « acceptable ». Nous donnerons
une définition plus détaillée de ce qu’est une position acceptable un peu plus loin

dans ce chapitre.

Nous représenterons la mesure de risque pour la position X par p(X). Afin de
quantifier le risque convenablement, une mesure devrait respecter certaines pro-
priétés. Tout d’abord, prenons le cas d’une position pour laqgelle le gain serait
toujours plus faible que pour une autre, peut importe 1’état des choses. Il serait
souhaitable que la premiére soit évaluée comme plus risquée que la seconde. De
plus, comme une mesure de risque s’'interpréte comme un capital & investir, ajou-
ter un montant siir 4 une position devrait réduire le risque qui lui est associé de ce
méme montant. Par exemple, si nous considérons qu’une position est acceptable
si p(X) <0, alors le montant minimal & ajouter & une position serait p(X) et par

conséquent p(X + p(X)) = 0.
Définissons une mesure de risque de fagon plus formelle.
Définition 1.1.1 (Mesure de risque monétaire). Une mesure de risque monétaire

est une application p : G — R qui respecte les ariomes suivants. Soient X, Y € G

eta € R.



(3]

1. Monotonicité : Si X <Y, alors p(X) > p(Y).

2. Invariance par translation : p(X + a) = p(X) — a.

Voyons quelques exemples de mesures monétaires.

Exemple 1.1.1 (Value at risk). Une des mesures les plus largement utilisées est
la value at risk, que I'on pourrait traduire par « valeur au risque ». Cette mesure a
été popularisée par la banque JP Morgan dans les années 90. Il s’agit d’une facon
intuitive et facilement interprétable d’aborder I’évaluation du risque. Cette mesure
correspond tout simplement au quantile d’ordre «, soit le niveau de risque. Nous
pouvons 'interpréter comme la perte maximale lorsque les 1000:% pires scénarios
possibles sont retirés. La value at risk permet donc de couvrir les pertes associées

& la position X avec une probabilité de 1 — a.

Plus formellement, nous pouvons exprimer la value at risk de la fagon suivante.

Soit a € (0,1), la walue at risk au niveau « pour la position X est définie comme
suit : ’

VaR,(X) = —inf {z| P(X < 2) > a}.
Vérifions qu’il s’agit bien d’une mesure monétaire.

Soient X, Y € G,a € Ret a € (0,1).

1. Monotonicité

Si X <Y, alors

{2|P(X <z) > a} D {y|P(Y <y) > al.



Conséquemment,

VaRy(X) = —inf{z|P(X < z) > a}
> —inf{y|P(Y <) > o}
= VaRq(Y).

2. Invariance par translation

VaRo(X +a) = —inf{z +a|P(X +a <z +a) > a}
=—inf{z|P(X <z)>a}—-a
= VaR,(X) — a.

Par contre, plusieurs ont soulevé des problémes avec 'utilisation de la VaR, no-
tamment, le fait que cette mesure ne tient pas compte du comportement de la
perte au-dela du quantile d’ordre «. Ainsi, elle ne permettrait pas de détecter
une position ol les 100a% pires scénarios engendreraient une perte énorme. Bien
que peu probables, ceux-ci sont tout de méme possibles. De plus, nous verrons
plus loin que cette mesure pourrait amener un investisseur & prendre des décisions

incohérentes.

Exemple 1.1.2 (Tail conditional expectation). Pour pallier certains problémes de
la value at risk, certains auteurs ont proposé une mesure appelée la tail conditional
ezxpectation. L’idée est de mesurer I'espérance de la perte au-deld du quantile a.

Nous présentons ici la définition donnée par Artzner et al. (1999).

Soit a € (0,1), la tail conditional expectation au niveau o de X est définie comme
suit :

TCE(X) = — E[X|X < — VaRq(X)].

Vérifions si cette mesure est monétaire.



Soient X,Y € G,a € Ret a € (0,1).

1. Monotonicité

Si X <Y, alors

TCE.(X) = — E[X|X < — VaRa(X))
> —E[Y]Y < — VaRqa(Y))
= TCE4(Y).

2. Invariance par translation

TCEx(X +a) = —E[X +a|X + a £ —VaR(X + a)]
= —E[X|X < —VaRy(X)| —a
= TCEL(X) — a.

Il est bien connu qu’un portefeuille diversifié engendre un risque moins élevé.
En effet, lorsqu’on regroupe différentes positions, le risque global devrait étre
moins élevé que lorsqu’on les considére individuellement. Une propriété intéres-
sante d’une mesure de risque serait donc d’encourager une position diversifiée par
rapport & une autre. Mathématiquement, on pourrait traduire cette propriété par

la sous-additivité, c’est-a~dire que p(X +Y) < p(X) + p(Y).

La value at risk et la tail conditional expectation présentées ci-dessus dans les
exemples 1.1.1 et 1.1.2 ne respectent pas la propriété de sous-additivité. Utilisons

un cas simple afin de démontrer cette affirmation.

Prenons 2, I'ensemble des états possibles avec Q = {w,wq,w3}. Soient X et Y,
deux variables aléatoires représentant chacune la valeur actualisée d'un flux de
trésorerie possible sur . Tel que mentionné précédemment, ces variables repré-
sentent donc la différence entre la valeur future et la valeur initiale (toutes deux

actualisées) d’une position financiére. Ces variables aléatoires sont exprimées en
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unités monétaires (par exemple, en dollars). Prenons a > 0. Le tableau 1.1 pré-

sente les valeurs possibles que peuvent prendre ces deux variables.

prob. | X | ¥ | X4+Y
wi | 009 | —al| O —a
we| 0,091 0 | —a —a
wg| 0,82 | 0 0 0

Tableau 1.1: Valeurs possibles (en unités monétaires) des positions X, Y et X +Y.

Prenons a = 0,10.

Calculons la value at risk pour chaque des positions X et Y individuellement
et lorsqu’elles sont regroupées. Nous obtenons VaR,(X) = VaR,(Y) = 0 et que
VaR,(X + Y) = a. Nous observons donc que VaRo(X) + VaRo(Y) =0< a =
VaR4(X +Y).

Similairement, TCEy(X) = TCE,(Y) = 0,09a et TCE4(X + Y) = a. Par consé-
quent, TCE,(X) + TCE(Y) = 0,18¢ < a = TCEL(X +Y).

La value at risk et la tail conditional expectation ne sont donc pas sous-additives.

Le fait d’utiliser ces mesures pourrait engendrer des évaluations incohérentes du

risque.
1.2 Mesures de risque cohérentes
1.2.1 Définition et exemples

Comme nous I’avons remarqué dans ’exemple ci-dessus, une mesure de risque mo-
nétaire n’a pas nécessairement toutes les propriétés souhaitables d’une mesure de
risque. Il est donc important de raffiner notre définition. Il serait logique d’ajou-
ter la propriété de sous-additivité mentionnée précédemment. Par contre, il est

important de considérer le fait qu’augmenter I’exposition 4 un méme risque ne



constitue pas de la diversification.

Artzner et al. (1999) ont établi un ensemble d’axiomes afin d’englober ces pro-

priétés. Une mesure respectant tous ces axiomes est appelée cohérente.

Définition 1.2.1 (Mesure de risque cohérente). Une mesure de risque monétaire
est dite cohérente si elle respecte les axiomes de sous-additivité et d’homogénéité

positive. Soient X, Y € G.
1. Sous-additivité : p(X +Y) < p(X) + p(Y)

2. Homogénéité positive : p(AX) = Ap(X), A >0

Comme nous ’avons démontré plus haut, la VaR et la TCFE ne sont pas des me-
sures cohérentes puisqu’elles ne respectent pas I'axiome de sous-additivité. Voyons

quelques mesures cohérentes.

Exemple 1.2.1 (Worst conditional expectation). Soit ac (0,1), la worst condi-

tional expectation au niveau o de X est définie comme suit :
WCE,(X) = —inf {E[X|A]|A € F, P(A) > a}

ou F est la o-algébre générée par 2. Vérifions qu'il s’agit d’'une mesure cohérente.

Soient X, Y € Gae(0,1)et A€ F.

1. Monotonicité

Si X <Y, alors

E[X|A] < E[Y|A4]
= — inf {E[X|A]| P(A) > a} > — inf {E[Y|A]| P(4) > o}
= WCE,(X) > WCE,(Y).
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2. Invariance par translation

WCEL(X + a) = —inf {E[X + a|A]| P(A) > a}
= —inf {E[X]A]|P(A) > a} —a
= WCE,(X) — a

pour a € R.

3. Sous-additivité

WCEo(X +Y) = —inf{E[X + Y|A]|P(A) > a}
= —inf{E[X|A] + E[V|A]|P(A) > o}
< —inf{E[X|A]|P(A) > a} — inf{E[Y]A]| P(A) > a}
= WCE(X) + WCEq(Y).

4. Homogénéité positive

WCEq(A\X) = — inf {E[\X|A]| P(4) > a}
= —\inf {E[X|A]| P(4) > a}
= AWCE(X)

pour A > 0.

Bien que cohérente, cette mesure est difficilement applicable car elle demande une

connaissance approfondie de 1’espace probabiliste.

Exemple 1.2.2 (Expected Shortfall). Comme nous ’avons montré précédem-
ment, la tail conditional expectation n’est pas une mesure cohérente. Le probléme
est qu’elle est mal définie lorsque le quantile a n’est pas unique. Nous introdui-
sons donc une autre mesure, 1’expected shortfall, que 'on peut interpréter comme
la perte moyenne pour les 100a% pires scénarios. Le terme ezpected shortfall est

utilisé par plusieurs auteurs. Cette mesure est également appelée average value
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at risk ou conditional value at risk par certains. Nous utiliserons ici la définition
donnée par Acerbi et al. (2001).

Soit a € (0,1), I’ezpected shortfall au niveau o de X est définie comme suit :
1
ESa(X) = == (B[X 1y g ) + s@la = P(X <))

ot () = inf{z| P(X < z) > a} est le quantile inférieur d’ordre a de X.

Montrons qu'’il s’agit d’'une mesure de risque cohérente.

Soient X, Y € G et a € (0,1).

1. Monotonicité
Si X _<__ Y, alOI‘S x(a) _<_ y(a) et E[X]]'{XS_Z(Q)}] S E[Y]l{ysy(u)}].
De plus, comme X et Y sont définies sur le méme espace Q, P(X < z()) =

P(Y < y(). Donc,

ES,(X) = —é (BIXT g )] + Ble = P(X < 2@)])
> —é (E[Yll{ysy(a)}] + Y@lo—PY < y(a))])
= ES,(Y).

2. Invariance par translation

ESo(X +0) =~ (BI(X + @)1 gy o)) + (2 T 0) 0
—P(X +a £ gy +a)]) |
= —é (E[X]l{xsz(a)}] + zyla — P(X < z@)] + aa) .
= ES4(X) —a
pour a € R.

3. Sous-additivité
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POSOHS ]l({cjv)< } = H{Xﬁxh P(X - m) =0
<z

Lix<s + “pimy Lx=s), P(X =2) >0.

Alors E (]l(a) ) = « et la formule de I’ expected shortfall s’exprime de

{x<2@}
la facon suivante :

ESq(X) = —-i—E [Xn({?@z(a)}] . (1.1)

Posons Z = X + Y. Alors, en utilisant 1’équation 1.1, nous obtenons que

a[ESa(X) + ESa(Y) — ESa(2)]

—E|z1©® _E|x1¥ ] —E [yn(")
{Zfzm)}] [ {x<z@} {r<vw}

=E|(X+Y)1%¥_ | —x1% —y1®
_( ) {22} {X<z@} {Y<vw}

=FEl|X 1(04) _]1(04) Y ]1(0) —]I(a)
| ({ZSZ(Q)} {XSz(a)} + {ZSZ(Q)} {YSy(a)}

(a) _ gl (@ _ 1@
2 5 [l{zﬁz(a)} n{XS%)}} e B [1{25"(&)} H{YS"(‘I)}}

= 2o (0 — ) + Yy (a — @)
= 0.

L’inégalité provient du fait que

(o) @ - :
14 1! <0 si X <)

| {zs2w}  “{XSo@} =
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4. Homogénéité positive

ES,(AX) = —é (E[(/\X N oxorse} T A%@le —PAX < /\%))])
= = (ABICOT yge )] + Aol — P(X < 2a)])
= ABS,(X)
pour A > 0.

Exemple 1.2.3 (Conditional value at risk). Une autre mesure est la conditional

value at risk. Ce terme revient souvent dans la littérature mais nous utiliserons la

définition donnée par Pflug (2000).

Soit o € (0,1), la conditional value at risk au niveau o de X est définie de la fagon

SER}

Encore une fois, vérifions qu’il s’agit d’'une mesure cohérente.

suivante :
oy \+
CVaRq(X) = inf { Els=X)1 |

«

ot (s — X)* = max(s — X,0).

Soient X,Y € G et o € (0,1).

1. Monotonicité

Si X <Y alors

(s—X)">(s—-Y)"

(Bl X0, el > e {Bo=10

«

= inf

SER}

= CVaR4(X) > CVaR4(Y).
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2. Invariance par translation

E[(s— X —-a)*
CVaRa(X+a)=inf{ G a a)]—sseR}
e X o) *
:inf{E[(s i( a)]—(s—a)——asE]R}
_Y)+
='nf{E—[(i———X)—]——s sE]R}—a
o
= CVaR,(X) —a.
pour a € R.
3. Sous-additivité
X _V)+
CVaRa(X-l—Y):inf{E{(s. ); Y) ]-—sseR}

— 81 — 89

e { E[(s1 — X)*] + E[(s; = Y)7]

61
SIER}

51,89 € R}

< { Els 20

e
—_V)+
+inf{M——52 S9 ER}
o
= CVaR,(X) + CVaR,(Y).
4. Homogénéité positive
- X))+
ACVaRq(X) = Ainf{Eﬂsa—X)—] —s|se R}
_ +
=inf{&[(sax—)]—m seR}
_ +
:inf{M_s SE]R}
«a
= CVaR,(AX).

Exemple 1.2.4. Ensemble de scénarios généralisés
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Prenons P, un sous-ensemble de mesures de probabilité sur €. Il est possible de
construire une mesure de risque a partir de ce sous-ensemble. En effet, une mesure

s’écrivant de la facon suivante

p(X) = sup{Ep[-X]|P € P} (1.2)

est une mesure de risque cohérente. Si nous interprétons une mesure de probabilité
comme étant un scénario possible, alors P représente un ensemble de scénarios

généralisés.
Vérifions cette affirmation.

Soient X, Y € G et a € (0,1).

1. Monotonicité
Si X <Y, alors

Ep[—X] > Ep[-Y]
= sup{Ep[—X]|P € P} > sup{Ep[-Y]|P € P}
= p(X) > oY),

2. Invariance par translation

p(X + a) = sup{Ep[—(X + a)]|P € P}
= sup{Ep[-X]|P € P} —a
=p(X)—a

pour a € R.
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3. Sous-additivité

p(X +Y) = sup{Es[-X — Y]|P € P}
= sup{Ee[~X] + Es[-Y]|P € P}
< sup{Es[~X]|P € P} + sup{Es[-Y]|P € P}
= p(X) +p(Y).

4. Homogénéité positive

p(AX) = sup{Ep[-AX]|P € P}
= Asup{Ep[-X]|P € P}
= Ap(X)

pour A > 0.

Remarque 1. Plus il y a de scénarios considérés, plus la mesure sera conservatrice.

Remarque 2. 1l est également possible de démontrer que poﬁr toute mesure de
‘risque cohérente, il existe un sous-ensemble P tel que '’équation 1.2 est vraie.
La preuve. fait appel a4 des notions dépassant le cadre de ce mémoire. Le lecteur
est invité & se référer & Artzner et al. (1999) (proposition 4.1) et Huber (1981)

(proposition 2.1, chapitre 10) pour la preuve détaillée.
1.2.2 Région de risques acceptables

Précédemment, nous avons défini une mesure de risque comme étant le montant &
ajouter a une position afin de la rendre acceptable. Nous pouvons définir une posi-
tion comme étant acceptable si elle fait partie de la région de risques acceptables,

que nous noterons A.

D’abord, nous présenterons quelques propiétés souhaitables pour cet ensemble .A.
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Soit L, le cone formé des éléments non-négatifs de G.

Axiome 1.2.1. L’ensemble A contient L.

Car une position qui a toujours une valeur non-négative n’a pas besoin de capital

additionnel et devrait donc faire partie de la région de risques acceptables.
Axiome 1.2.2. A n’a pas d’intersection avec [’ensemble L_

ot L_ = {X|Vw € Q, X(w) < 0}. |

Car une position qui a toujoufs une valeur strictement négative a nécessairement
besoin de capital additionnel et ne fait donc pas partie de I’ensemble d’acceptation.
Axiome 1.2.3. A est conveze.

Axiome 1.2.4. A est un céne positivement homogéne.

Nous pouvons maintenant établir le lien entre la région de risques acceptables
et une mesure de risque. Tout d’abord, si nous avons une telle région A, nous

pouvons induire une mesure de risque associée a cette région.

Définition 1.2.2. La mesure de risque induite par la région de risques acceptables

A est une application pa(X): G — R, et est définie par

pa(X) =inf {m|m + X € A}.

Cela correspond & notre définition initiale du risque qui est le capital minimal
a ajouter & une position afin de la rendre acceptable. Inversement, lorsque nous
avons une mesure de risque p, il est possible de générer une région de risques

acceptables pour cette mesure.
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Définition 1.2.3. La région de risques acceptables associée a une mesure de risque

p, notée A, est définie par

© A= {Xegh) <0

Maintenant que nous avons défini une région de risques acceptables, nous pouvons

faire le lien avec la notion de mesure cohérente.

Proposition 1.2.4. Si l’ensemble A respecte les axiomes 1.2.1 & 1.2.4, alors la

mesure p4 est cohérente.

Démonstration. Soit A une région de risques acceptables satisfaisant les axiomes

1.21a1.24.

1. pa est fini par axiomes 1.2.2 et 1.2.3.

2. Monotonicité

" Soient X € AetY € G telsque X <Y.Si X +m € A alors par I'axiome

121, Y +m € A. Ainsi, {mjm+ X € A} C {m|m +Y € A} et donc
p(X) 2 p(Y).

. Invariance par translation

inf{mlm-&—X +a € A} =inf{mlm+ X € A} —a.

Donc p(X + a) = p(X) — a.

. Sous-additivité

Par la définition 1.2.2, X + p(X) € Aet Y + p(Y) € A. Par les axiomes
1.23 et 1.24, X + p(X)+Y + p(Y) € A. Par la définition 1.2.3, on déduit
que p(X + p(X) +Y + p(Y)) < 0 et par I'invariance par translation, on

obtient que p(X +Y) < p(X) + p(Y).
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5. Homogénéité positive »
Prenons m > p(X). Par la définition 1.2.2 et 'axiome 1.2.4, X +m € A
et A(X +m) € A. Par la déﬁnition 1.2.3 et l'invariance par translation,
p(AMX +m)) <0 dou p(AX) < Am.

Prenons maintenant m < p(X). Dans ce cas, X +m ¢ Aet (X +m) ¢ A.
Ainsi, p(A(X +m)) > 0 d’ott p(AX) > Am.

On peut donc conclure que p(AX) = A\p(X).

O

Proposition 1.2.5. Si une mesure de risque p.est cohérente, alors l’ensemble

d’acceptation A, est fermé et satisfait les aviomes 1.2.1 a 1.2.4. De plus, p = pa,.

Démonstration. Soit p une mesure de risque cohérente.

1. Axiome 1.2.1
Par ’homogénéité positive, on a que p(0) = 0. Ainsi, par monotonicité,

pour tout X >0, p(X) < 0. A contient donc L.

2. Axiome 1.2.2
Soit X € L_ tel que p(X) < 0. Dans ce cas, X < 0 et ainsi par monotoni-

cité, p(0) < 0, ce qui est une contradiction.

Maintenant, soit p(X) = O et prenons une constante a > 0 telle que X +
a € L_. On a déduit plus haut que 0 < p(X + a) et par 'invariance par
translation, on obtient 0 < —a, ce qui est une contradiction.

Ainsi, p(X) > 0 et par la définition 1.2.3, X ¢ A, donc A n’a pas d’inter-

section avec L_.

3. Axiome 1.2.3
Soient X, Y € A. Par la définition 1.2.3, p(X) < 0 et p(Y) < 0. Par la
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sous-additivité et ’homogénéité positive, on a que pour 0 < A < 1,

pAX + (1= NY) < Ap(X) + (1= A)p(Y) < A0+ (1= A)0 < 0.

Donc, AX + (1 — A)Y € A. Ainsi, A est convexe.

4. Axiome 1.2.4
Soient X € A et A > 0. Par 'homogénéité positive et la définition 1.2.3,
p(AX) = Ap(X) < 0. Donc, AX € A. Ainsi, A est un céne positivement

homogéne.

1.3 Mesures de risque convexes

Jusqu’a présent, nous avons étudié les propriétés des mesures de risque cohérentes.
Certains auteurs ont critiqué ce type de mesure, le jugeant inapproprié pour cer-
tains cas. Dans cette section, nous étudierons une classe plus générale, les mesures

de risque convexes.

Avec les mesures cohérentes, nous sous-entendons que le risque augmente de fagon
linéaire avec la taille de la position. Par contre, ce n’est pas toujours le cas. Par
exemple, si un investisseur détient une grande quantité d’un méme actif, il peut
étre beaucoup plus difficile pour lui de les vendre en entier qu’un investisseur qui
en posséde moins. Il y a donc un risque de liquidité additionnel lié a la taille
“d'une position. C’est pourquoi Follmer et Schied (2002) ont introduit la notion de

mesure convexe.

Définition 1.3.1 (Mesure de risque convexe). Une mesure de risque monétaire

est dite convexe si elle respecte 'ariome suivant :
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Convezité : Soit 0 < A <1

p(AX + (1= A)Y) < Ap(X) + (1 = A)p(Y).

Ainsi, si deux positions sont acceptables, une combinaison convexe des deux l'est

également.

Notons qu’une mesure de risque cohérente est également convexe. En effet, une
mesure monétaire satisfaisant les axiomes de convexité et d’homogénéité positive

est nécessairement sous-additive.

Voyons un exemple de mesure convexe.

Exemple 1.3.1 (Entropic risk measure). Une des mesures de risque convexe les
plus connues et utilisées est la mesure de risque entropique.

Soit 5 > 0,

1

pent(X) - ,B

log E [exp(—6X)] .

Vérifions si cette mesure est convexe.

Soient X,Y € G et a € (0,1).

. 1. Monotonicité

Si X <Y, alors

exp(—pX) > exp(—8Y)

=>% log E[exp(—#X)] > ’;— log E[exp(—3X)]

=>pent(X) Z pent(y)-
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2. Invariance par translation

5 log Elexp(=B(X +a))]

= 5 logexp(—fa) Elexp(~6X)]

pent(X + a) =

~ 5 log Elexp(—pX)] — o

= Pent(X) —a

pour a € R.

3. Convexité ,
Le résultat s’obtient en utilisant 'inégalité de Holder avec 1/p = X\ et
1/g = 1— )X, 1/p+ 1/q = 1. Notons que la fonction exponentielle est
toujours positive.
1
pPAX +(1-ANY)= 3 log E [exp(—B(Az + (1 — A\)Y))]

= —log Elexp(—BX\) exp(—Fy(1 — )]
< = log(E[exp(—pz)]* Elexp(-8Y)} )

(Alog Efexp(=AX)] + (1 — A) log E[exp(—fy)])

W~ | =T

>

p(X) + (1 = N)p(Y).

Exemple 1.3.2 (Ensemble de scénarios généralisés). Il est possible de généraliser

I’exemple 1.2.4 afin de générer des mesures de risque convexes.

Soit Q, I’ensemble de toutes les mesures de probabilité sur €2 et (-) une fonction

“de pénalité v : @ — ( — 00,00 ]. Alors

p(X) = sup {Eq[-X] - 7(Q)}
QeQ
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est une mesure de risque convexe.

1. Monotonicité

Soient X, Y € Get X <Y. Alors,
sup {Eq[—X] — v(Q)} > sup {Eg[-Y] - +(Q)}
QeQ QeQ
=p(X) > p(Y).

2. Invariance par translation

p(X +a)= sup {Eq[-X —a] —v(Q)}
= sup {Eg[-X] —1(Q)} —a=p(X) —a
QeQ

pour a € R,

3. Convexité

Soit A € [0,1]

pAX +(1-N)Y) = sup {EQ[-AX = (1= NY] =M (Q) = (1 = M) (@)}
< Asup {Eg[—X] — (@)} + (1 — \) sup {Eq[-Y] — (@)}
QeQ QeQ
= Ap(X) + (1 = N)p(Y).

Remarque 3. 1l est également possible de démontrer I'implication inverse. Le lec-
teur est invité & se référer a Follmer et Schied (2002) (théoréme 5) pour la preuve

détaillée.
14 Inégalités

Jusqu’a maintenant, nous avons présenté plusieurs mesures de risque. Une entité

souhaitant évaluer son exposition au risque a donc I'’embarras du choix quant a
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la mesure qu’elle peut choisir, dépendamment de sa situation ou de sa tolérance
au risque. Il est donc intéressant de savoir si une mesure est plus conservatrice
qu'une autre. Dans cette section, nous comparerons quelques mesures présentées

plus haut.

Proposition 1.4.1. Soit o € (0,1).

VaRa(X) < TCEq(X) < WCE4(X) < ESq(X)
- Démonstration.

1. Premiére inégalité

TCEq(X) = — E[X|X < — VaRo(X)]
_ = E[XT{x<vara(x)]

~ P(X < - VaRa(X))
— E[— VaR, (X)L {x<vara(x)})

2 " PX < —VaR, (X))
= VaR,(X).

2. Deuxiéme inégalité
— Si P(X < — VaRa(X)) > o
Posons A = {X < — VaR,(X)}. Par définition, P(A) > «

TCEo(X) = — E[X|X < — VaRa(X)]
= — E[X|A]
< —inf {E[X|A]|P(4) > a}
= WCEq(X).

— Si P(X < — VaRg(X)) = a.
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Ve > 0 on a que P(X < —VaRy(X) +¢€) > . Posons A = {X <
— VaR,(X) + €}, alors P(A) > a.

TCE(X) = ll_r)r(l) — E[X]|X < —VaR,(X) + ¢
< - E[X|A]
< —inf {E[X|A]|P(A) > a}
= WCE,(X).
3. Troisiéme inégalité
Soit A € F tel que P(A) > «. En utilisant 1'équation 1.2.2; nous obtenons

ce qui suit.

ES.(X) + E[X|A] —éE{X]l(a) }J+(E[X|A])

{x<e(
- [X (él({a){sm)} _ ﬁl{xeﬂ)j‘
L %(A) E [X (al{xeA} - P(A)]l({a))(s.%)})]

__ 1 ()
= 2P(4) (Z(a) E [a]]'{XEA} - P(A)l{xsz.(a)}]

P
+E [(X — T(a)) (a]l{XEA} - P(A)l({a))fszm})])

TP E [(X — T(a)) (a]l{xeA} — P(A)ﬂ({“)’(sz(a)})}

1

v
o

car

(@) <0 si X< T(a)
Ot]l{XEA} - P(A)]].

S P
el o)

Ainsi, ES4(X) > WCEq(X).



26

Dans le cas ol Z(a) = VaRq(X), nous obtenons que P(X < z(y)) = a. Alors,

ES.(X) = —~-§ (E[X]I{ng(a)}] + :v(a)(oz -P(X < :L‘(a)))

E— _éE[X]I{XSw(a)}]

= —E[X|X < - VaRq(X)]
= TCE,(X)

Avec la proposition 1.4.1, nous pouvons conclure que TCE,(X) = WCE,(X) =
ESq(X).

Remarque 4. Une propriété voulue d’une mesure de risque est l'invariance en loi.
Mathématiquement, nous pouvons ’exprimer ainsi : si X = Y, alors p(X) = p(Y).
Les mesures que nous avons présentées dans ce chapitre sont toutes invariantes en

loi.

Remarque 5. Dans le cadre de ce mémoire, nous avons présenté les résultats lorsque
nous supposons que l’ensemble des états possibles €2 est fini. Les résultats peuvent
également s’étendre & des espaces plus généraux. Pour plus de détails, le lecteur

est invité a se référer a Delbaen (2002) et Follmer et Schied (2002).



CHAPITRE I

MESURES DE RISQUE DYNAMIQUES

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté des mesures de risque dans un
cadre statique, soit pour une seule période de temps (0,7). Dans la réalité, les
marchés sont dynamiques et de la nouvelle information est disponible avec le
temps. Par exemple, prenons le cas ol une institution considére un horizon d’un
an. Elle calcule le risque de sa position au début de la période et s’assure d’avoir
le capital nécessaire afin de faire face aux situations néfastes pour l’année au
complet. Aprés un mois, elle constate que le risque a évolué de facon favorable.
Le capital gard¢ est done peut-étre trop élevé par rapport a I’évolution du risque.
Cette situation n’est pas souhaitable puisque ce montant pourrait étre utilisé a
d’autres fins. Dans ce chapitre, nous verrons donc comment quantifier le risque a
différents points dans le temps. Nous adapterons les notions vues précédemment

au cadre dynamique. Nous utiliserons ’approche définie par Riedel (2004).

Dans ce chapitre, au lieu de considérer seulement une seule période (0,7"), nous
nous intéresserons plutét & 7 = {0,...,T}, une séquence de périodes de temps.
De plus, posons 7~ = {0,...,T — 1}. Nous nous concentrerons sur les mesures
dynamiques & temps discret. Comme dans le chapitre précédent, {2 représente
I’ensemble des gains possibles et nous considérerons encore une fois que cet en-

semble est fini. Soit D; : © — R, ¢t € T linformation connue au temps (¢
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et F; = o(Dy,...,Dy), t = 1,....T et Fo = {0,Q2} la ﬁltratidn associée. Soit
X = (Xo,...,Xr), un processus adapté a la filtration F; correspondant & un
flux de trésorerie. En d’autres termes, X; représente le gain associé a la position
au temps t.-Nous supposons que tous-les- montants-sont actualisés. Finalement,

notons G l’ensemble des positions.

2.1 Mesures monétaires, convexes et cohérentes

Tout d’abord, il serait important de définir certaines propriétés de base que devrait -
avoir une mesure dynamique. Revenons a la définition d’une mesure monétaire.
Evidemment, une mesure dynamique devrait également étre monotone et inva-
riante par translation. I1 faudrait donc adapter la définition 1.1.1 afin de tenir

compte du temps et de 'information connue.

Définition 2.1.1 (Mesure de risque dynamique). Une mesure de risque dyna-
mique p = (pg)ieT- est formée d’applications p; : G X Q — R ayant les propriétés

sutvantes :

1. Indépendance du passé : Soient X)Y € G ett € T tels que X(s,w) =
Y(sw) Vs >t et w € Q alors

pt(Xaw) = p,,(Y,w).

2.VteT™ et X €G, p(X,) est adapté a F,

3. Monotonicité : Soient XY € G tels que X <Y alors

pe(Xw) 2 pe(Yiw).

4. Invariance par translation : Soient t € T~ et X,Z € G tel que Z =
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T
0,...,0,Z,...,27) et Z Z, est Fy — mesurable alors

n=t

T
pr(X + Zw) = p(X,w) — Z Zn(w).

Les gains passés sont déja regus et absorbés. Ils ne devraient donc pas influencer
I’évaluation du risque futur. C’est pourquoi une mesure de risque dynamique doit
étre indépendante du passé. De plus, ’évaluation du risque doit se faire avec
I'information disponible au moment ot elle est faite. Une mesure dynamique est
donc adaptée a la filtration. Les propriétés de monotonicité et d'invariance par
translation sont similaires au cadre statique. Si une position est toujours plus -
risquée qu’'une autre dans le futur, ’évaluation de son risque sera plus élevée.
Finalement, si un flux de paiements futurs est connu d’avance, la mesure de risque

devrait étre réduite de la valeur totale actualisée de ces paiements.
Dans le chapitre précédent, nous avons vu les notions de mesures convexe et cohé-

rente. Voyons maintenant comment adapter ces définitions au cadre dynamique.

Définition 2.1.2 (Mesure de risque convexe). Une mesure dynamique p = (p;)seT-
est dite conveze siVX)Y € G;A > 0;t € T~ et w € Q, elle respecte l'axiome sui-

vant :

1. Convexité :
pr(AX 4+ (1 = AY)w) < Ape(X,w) + (1 = A)pe(Yow).

Définition 2.1.3 (Mesure de risque cohérente). Une mesu,re' dynamique convexe
p = (pt)ieT- est dite cohérente si VXY €G;A>0;teT etwe Q, elle

respecte l'axiome sutvant :
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1. Homogénéité positive :

pr(AX w) = Apy (X ,w).

Nous pouvons maintenant construire des mesures dynamiques.

Exemple 2.1.1 (Mesure de risque recalculée). Une premiére idée qui vient na-
turellement & 'esprit serait de recalculer une mesure de risque de fagon statique
a chaque début de période, tout en considérant 1’évolution du risque de la posi-
tion. C’est dans cette optique que Hardy et Wirch (2004) ont présenté la mesure

recalculée.

Une mesure de risque recalculée R;(X );e7- est un processus défini comme suit :

)

Ry(X)=p (ZXn

olt p(X) est une mesure de risque monétaire.
Vérifions qu’il s’agit bien d’une mesure dynamique.
Soient X, Y €Gette T .

1. Indépendance du passé

Si X =Y, pour tout s > t, alors

2. R,(X) est adapté a F;

3. Monotonicité
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Si X <Y, alors

n=t n=t
et T o
R(X)=p (an ft) > p (ZYn ft) = Ry(Y)
n=t n=t

car p est monotone.

4. Invariance par translation :

T
Soit Z € G tel que Z = (0,...,0,Z;,...,Zr) et Z Z, est F; mesurable.

n=t
ft)
T
ft) -y 2z,
n=t
T

T T

R(X+2Z)=p (ZXR+ZZn
n;—t n=t

n=t

car p est invariant par translation.

Si la mesure de risque p est convexe ou cohérente, les propriétés de convexité et

d’homogénéité positive, selon le cas, sont également conservées.

Voyons avec un exemple simple comment appliquer cette mesure. Supposons un
modéle d’arbre binomial & deux pas (T = 2) ou Q = {UU,UD,DU,DD}. Prenons
deux positions X et Y, définies sur Q mais prenant des valeurs différentes, telles
que représentées par la figure 2.1 et supposons que p = 0,85. De plus, supposons
que toutes les valeurs sont actualisées. Déterminons les valeurs de la mesure de

risque recalculée lorsque p(-) = ES,(-), que nous noterons RESY(-).

Pour a = 0,10, on obtient les valeurs présentées adns le tableau 2.1.
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0 (U) 0 (U)
Q/ I 50 (UD) b 15~ -25 (UD)
0 (0) 0-(0)
; v 0 (DU) ; P _--75 (DU)
#0/(D) om)
% -100 (DD) | % -75 (DD)
(a) Position X (b) Position Y

Figure 2.1: Arbres binomiaux représentant les valeurs actualisées (en unités mo-
nétaires) des positions X et Y (en gras) aux différents pas.

Noeud | RESZ(X) | RESZ(Y)
O(t=0)| 6L25 75
U=1)] 50 2%
D({=1)| 100 75

Tableau 2.1: Valeurs de |’ ezpected shortfall recalculée aux temps t = 0 et [ =1
pour les positions X et Y.

Lorsque nous observons les valeurs de la mesure recalculée, nous pouvons voir
qu’au temps ¢ = 0 ’évaluation du risque est plus élevée pouf la position Y que
pour la position X. Par contre, au temps ¢ = 1, la position Y est évaluée comme
moins risquée que X, peu importe 1’état des choses. Notre évaluation du risque

dans le temps est donc contradictoire.

2.2 Conséquence temporelle (time consistency)

- Dans le cadre dynamique, il est important d’éviter les contradictions lorsque nous
évaluons le risque d’une position & différents moments dans le temps. Il est donc
important de nous intéresser & la fagon dont les différentes évaluations tempo-

relles du risque sont inter-reliées. C’est pourquoi nous introduisons la notion de
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conséquence temporelle (traduction libre de time consistency). Dans le cadre des
mesures de risque, cette propriété peut également étre appelée dynamic consis-

tency.

L’idée est que si ’on sait qu’une position est préférable & une autre & un point
dans le futur, peu importe I’état des choses, alors elle doit également 1'étre au
temps présent. Sinon, cela peut entrainer des décisions incohérentes. Comume il a

été démontré plus haut, la mesure de risque recalculée ne respecte cette propriété.

Définition 2.2.1 (Time consistency). Une mesure de risque dynamique p =

(pt)ieT- est dite time consistent si, pour tout X, Y € G et w € Q,
Xe=Y, et p(Xw) < per(Yw)

impliquent que

pt(X’w) S pt(Y,w).

Voyons maintenant comment construire une mesure ayant cette propriété.

Exemple 2.2.1 (Iterated risk measure). Afin de construire une mesure time
consistent, il faut s’assurer que ’évaluation du risque est conséquente & chaque
temps. Pour ce faire, nous pouvons utiliser l'itération a reculons et calculer la
mesure de risque en se basant sur la valeur de celle-ci au temps suivant. Cette

mesure a été appelée iterated risk measure par Hardy et Wirch (2004).
Nous pourrions exprimer cette idée comme suit :

(X = (_pm < <_pT (ZX ;)) )) e

En utilisant I'invariance par translation, et I’équation 2.1, nous définissons la me-
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sure de risque itérée, [;(X);e7-, qui est un processus défini comme suit :
1(X) = p(~La (X)|F) = X

out=0,...,7—1, p(X) est une mesure de risque monétaire et I7(X) = —Xr.

Si p est une mesure de risque cohérente, -alors [;(X );e7 est une mesure de risque

dynamique cohérente. Vérifions cette affirmation en utilisant I'induction & recu-

lons.
Soient X, Y €Gette T.

Vérifions si les propriétés sont respectées lorsque t =T — 1.

1. Indépendancé du passé

Si Xr =Yy alors Ir—1(X) = p(X7) = p(Yr) = Ir_1(Y).
2. It_1(X) est adapté a Fp_;.

3. Monotonicité

Si X <Y alors

Ip_1(X) = p(Xp|Fro1) = Xvoy 2 p(Yr|Fr-1) — Yr—1 = pr_1(Y).

4. Invariance par translation

. T
Soit Z € G tel que Z = (0,...,0,Zr_1,...,2r) et Y Z, est Fp_i-
=T

n 1

mesurable.

[T_l(X + Z) = p(XT + (0, ... ,O,ZT)]]—'T_I) — X1 —Zp_
= p(Xg|Fro1) = Zr = Xp_1 — Zps

’
=Ir(X) = Y Zn

n=T-1
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5. Sous-additivité
It (X +Y) = p(Xr + Yr|Fro1) = Xro1 — Y

< p(Xr|Fro1) + p(Yr|Fro1) = Xroy — Yooy
= Ip_1(X) + I71(Y).

6. Homogénéité positive

Soit A >0

Ir_1(AX) = p(AXg|Fr—1) — AX7_,
= Ap(X7|Fr-1) = A X1
= Mp_1(X).

Supposons que I;;;(X) est une mesure dynamique cohérente. Montrons que cette

affirmation est vraie aussi pour L(X),te{0,.... T -2}

1. Indépendance du passé

Si X, =Y, pour tout s > t, alors

L(X) = p(- L (X)|F) — X,
= p(=L1 (V)| ) = V2
= L(Y).

2. I;(X) est adapté a F;

3. Monotonicité
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Si X <Y, alors

L(X) = P('[t+1(X)|-7'-¢) - X
2 p(— L (Y)|F) =Y, e —
= I(Y).

4. Invariance par translation :

.
Soit Z € G tel que Z = (0,...,0,Z;,...,27) et ZZ" est JF; mesurable.

n=t

[t(X + Z) = p(—[t+1(X =+ (0, P 107Zt+17 e ,ZT))l]Tt) - Xt - Zt

T
<p (—It+1(X) + Z Zn

n=t+1

ft) - Xi— 2,

T
= P(“It+1(X)|]:t) - Z Zn — X
n=t

= I,(X) - EI: Z,.

n=t

5. Sous-additivité

L(X +Y) = p(~Ia (X + Y)IF) - X, - ¥,
S p(—1e1(X) = L (V)| F) = X = V3
S p(~ L (X)|F) + p(—Lea (V)| F2) = X = V)
= I(X) + L(Y).

6. Homogénéité positive
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Soit A > 0.

L(AX) = p(=La(AX)|F) — AX,
= p(=AM1(X)|F2) — AX,
= Ap(— I (X)|F2) — AX,
= M,(X).

Vérifions maintenant que cette mesure est time consistent.

" Soient X,Y €G.Si X, =Y, et [,;1(X) < I,.1(Y), alors par monotonicité,

L(X) = p(=L111(X)|F) — X,
= p(— L1 (X)|F2) = Ve
Sp(—In(Y)F) =Y = ft(Y)-

Voyons comment appliquer cette mesure a ’aide d’un exemple simple. Reprenons
le contexte de la figure 2.1. Encore une fois, supposons que p = 0,85 et que les
valeurs sont actualisées. Déterminons les valeurs 4 chaque temps pour la mesure

itérée lorsque p(-) = ESq(+). Nous noterons cette mesure IESF().

Prenons « = 0,10. Lorsque ¢ = 1, nous obtenons que

. |50 we{UUUD}
IES; (X (w)) =

100 w € {DU,DD}

Nous utilisons maintenant ces valeurs afin de calculer la mesure au temps ¢ = 0.

Ainsi, nous obtenons que IESy(X) = 100.

Le tableau 2.2 présente les valeurs de 1’expected shortfall itérée aux différents

temps pour les positions X et Y.



Noeud [ IES2(X) | IES¥(Y)
O(t=0)] 100 75
U(=1)] 50 %
D@E=1)| 100 7

Tableau 2.2: Valeurs de 'expected shortfall itéréc aux tempst = 0et t =1 pour
les positions X et Y.

Nous observons que, contrairement & la mesure recalculée, la position Y est tou-

jours préférable a la position X.

Exemple 2.2.2 (Scénarios généralisés). Comme dans le cadre statique, il est
possible de générer des mesures de risques dynamiques cohérentes et ayant la

propriété de time consistency.
Avant d’énoncer cette représentation, quelques définitions sont nécessaires.

Soit &, = (z1,...,x;) une séquence des t réalisations de X, s = 1,...,t qu'on peut
désigner comme I'historique jusqu’a t. L’ensemble de tous les historiques au temps
,Xt). Q(gt) = {UJ € Q . (Xl,...,XL)(UJ) = §t}

représente tous les chemins possibles aprés un certain historique &, et A(&;) est

t est dénoté ‘H, = range(Xi,...

I’ensemble des mesures de probabilité sur Q(&;).

Définition 2.2.2 (Famille de mesures de probabilités conditionnelles). Si pour
toutt =0,...,T —1 et & € Hy, Q% C A(&) est un ensemble fermé et conveze
de mesures de probabilités, alors Q% est une famille de mesures de probabilités

conditionnelles.

1. Posons & € H,. Pour tout x4y tel que (&,21+1) € Hiy1, prenons une
mesure QE+1) ¢ QETit1) ot Ré& ¢ Q4. Pour un ensemble A C Q(&), la

mesure composée QX+ RE € A(&,) est définie comme suit :

QUKD RE(A) i= 30 QE (AN (Ko = 20D RS (Xeo = 7).

Te+1
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2. Une famille de mesures de probabilités conditionnelles Q% est « consistent »

si et seulement st

Qﬁt — Q(ft»xt+1) Qit

pour tout & € Hy et t =0,..,, T — 1.
3. Un ensemble de mesures de probabilité P C A est « consistent » si et seule-
ment st, pour tout t, la famille de mesures de probabilités conditionnelles

induite (P%) avec
Pé = {P(|(X1,..., X)) =&): P e P,P[(Xy,...,X;) = &] > 0}

est « consistent ».

De cette définition, on peut déduire le lemme suivant.

Lemme 2.2.3. Un ensemble de mesures de probabilité P C A est « consistent »
si et seulement si, pour tout t et pour toute variable aléatoire Z : 0 — R, la

relation suivante est vraie

. P — P . Q
min B"[Z|F] = min B |min B [Z|ft+l]|]:t:|-

Pour la preuve, le lecteur est invité & se référer & Riedel (2004), lemme 1.

Nous avons maintenant les définitions nécessaires afin de construire une mesure

dynamique. Soit P C A un ensemble de mesures de probabilités fermé, convexe,

d

est une mesure de risque dynamique cohérente et time consistent.

consistent et de plein support. Alors,

T
pu(X) = maxEp [— > X,

s=t
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1. Indépendance du passé

Si X, =Y, pour tout s > t, alors

' _ P
pu(X) = pu(X) = maxE” | = 3 "X,

s=t
T
_ _ P
= p(X) = 1gaxE” | -} Y,

= p(Y).

2. pi(X) est adapte & F;

3. Monotonicité

Prenons X,Y € G tel que X <Y. Alors,

,
EP Z X,

L s=t
r T

]:t:| <EP

7] ser[-$:0)]

4. Invariance par translation

T
Soit Z € G tel que Z = (0,...,0,Z,...,2Zr) et Z Z, est F; mesurable.

n=t
T T
puX +2) = maxEp —;Xs—;zs Fi
F T T
= maxEp —;Xs J-}}—;Zs

T
=p(X) =) Z.
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5. Sous-additivité
Soient X,Y € G

T

p(X +Y)=maxEp | — th+Ys

Fu

S=

PeP

T T
=maxEp | — XS—ZYS ]:t:I
L s=t

s=t

T

T

_Zys

s=t

Fi| +Ep

s=t

T
< —_
_rgggEP[ ZXS

s=t

)

+%2%EP{—ZYS

s=t

Fi Fi

= p(X) + pe(Y).

6. Homogénéité positive

Soit A >0

T
p(AX) = maxEp !— D OAX,

s=t

|
f

T
= Mgy [—ZXS

s=t

= Ap(X).

7. Time consistency A
Soient X,Y € G et posons (sans perte de généralité) ’hypothése X, =Y, =
0. Supposons que py41(X,w) = pp1(Yw) Yw € Q. Alors,

T , , T

T T
< mink X =mink Y | F
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Comme X; = Y; =0, alors

d

]

min Ep [mm Eo {Z X, fm}

d

Comme P est consistent, nous pouvons appliquer le lemme 2.2.3 et nous

T
— melng I:glem Eog [Z}Q

obtenons

Ft} = pigEr

T
pip e [Z X
:>pt(X7w) = pt(Y’w)

Remarque 1. 11 est possible de démontrer que, pour toute mesure de risque dyna-
mique cohérente et time consistent, il existe un tel ensemble P. Pour la preuve, le

lecteur peut se référer a Riedel (2004), théoréme 1.

Remarque 2. Comme dans le chapitre précédent, nous avons supposé que {2 est

fini. Il est possible de généraliser la théorie pour des ensembles plus généraux.



CHAPITRE III

ANALYSE COMPARATIVE DE PORTEFEUILLES

Dans les chapitres précédents, nous avons présenté différentes mesures de risque,
taht dans le cadre statique que dans le cadre dynamique. Dans I'accord de Bale
ITI, signé en 2010, la recommandation est d’utiliser 1’expected shortfall comme
mesure de risque (plutdt que la value at risk) afin d’évaluer le capital nécessaire
pour faire face a des situations défavorables. Dans ce chapitre, nous étudierons le
comportement de I’exepcted shortfall calculée de fagon dynamique pour différents
portefeuilles. Nous nous intéresserons & I'impact des parametres sur I’évaluation

du risque.

3.1 Stratégies de placement

Nous allons d’abord expliquer les stratégies de placement que nous comparerons
dans ce chapitre. Nous en avons sélectionné trois : buy-and-hold, constant-miz (ou

fized-weight) et mean-variance.

3.1.1 Notation

Considérons un marché comportant n + 1 actifs, soit n risqués et un sans risque.

Nous noterons (0,T") la période totale d’investissement. Nous nous intéresserons
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a une séquence de périodes 7 = {0,...,T'} et nous supposerons qu’un rebalance-

ment, selon le cas, sera fait 4 chaque début de période ¢, t =0,1,...,7 — 1.

Notons x; la richesse de I'investisseur au début de la période ¢, z, étant la richesse
initiale. Le vecteur e, = [sy, €1, .- . ,en,t]iT rebrésente les facteurs de rendement
pour la période ¢, e;; étant le facteur de rendement aléatoire de l'actif i pour la
période ¢ et s; le facteur de rendement de l'actif sans risque pour la période f.
Nous supposons que chaque vecteur ey est statistiquement indépendant et iden-
tiquement distribué. De plus, nous supposons que leurs espérances et covariances
sont connues. Ele;] est I'espérance de 'actif 7 et 0;; la covariance entre les actifs 4

et j,igj=1,...n.

Finalement, considérons uy = [uy,ugy,. .. ,un,t]T le vecteur d’allocation de la ri-
chesse au début de la période ¢, u;; étant le montant investi dans Pactif i & ce
moment. Le montant investi dans 'actif 0 ('actif sans risque) au début de la

période ¢ est tout simplement z, — Y i u;y.

La richesse a chaque fin de période t s’obtient comme suit
Tyl = Sty + PtTUt = 0,1, PN ,T -1 (31)
ol Pt = [Pl,t7 e ,Pn,t]T = [(eu — St), e ,(emt - Sg)]T.

3.1.2 Buy-and-hold

La méthode buy-and-hold, que nous pourrions traduire par « acheter et conserver »
est une approche passive qui consiste, comme l'indique son nom, & acheter des
actifs et a les conserver pour toute la période d’investissement, sans rebalancement.
L’idée est que, sur le long terme, la valeur des actifs sur le marché augmente

globalement. Selon les adeptes de cette stratégie, « time in the market is better
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than timing in the market ». Ainsi, il est généralement plus avantageux pour
un investisseur de conserver ses actifs longtemps (« time in the market ») que de
tenter d’acheter & bas prix et de vendre & prix élevé (« timing in the market »). Un
-des avantages de cette méthode est qu’elle est moins coliteuse en frais de gestion
comparativement & d’autres stratégies. Par contre, elle n’est pas nécessairement

appropriée si l'on considére seulement une courte période d’investissement.

Un investisseur utilisant cette méthode doit donc choisir la répartition initiale de
sa richesse. Posons By = [B1,. .- ,,Bn,O]T le vecteur des poids attribués a chaque
actif risqué au début de la période d’investissement. Le poids attribué a ’actif sans
risque sera donc 1 — Y | B;. Ainsi, 'allocation initiale de la richesse s’exprime de
la fagon suivante ug = x9B¢. Nous souhaitons déterminer ug afin d’atteindre e,
la cible de richesse finale. Ce probléme comporte plusieurs solutions. Nous avons

choisi d’utiliser le vecteur ug minimisant la variance de la richesse finale.

Nous pouvons exprimer la richesse finale d'un investisseur utilisant la stratégie

buy-and-hold comme suit

N n T n T
TT = To {Z Bio (H ei,t) + <1 = Zﬂw) H St] : (3.2)
: i=1 t=1 i=1 t=0
En calculant les deux premiers moments de xr, nous obtenons

E[z7] = 70 [zn: BioEles]” + (1 - Z ﬁi,o) ST} : (3.3)



46

et
Var(zr) = E[z}] — Elzr]?

[Zﬁzo'd], Elei)Elej] + 045) +Zﬂ10(1—2@0> )T

i,j=1

- (i Bio Eles])” + (1 - iﬁip) 5T>

(3-4)

En utilisant les équations 3.3 et 3.4, nous pouvons déterminer wug, ’allocation

initiale de la richesse pour laquelle la variance de la richesse finale sera minimale.

L’annexe A.1.2 présente le code utilisé dans ce mémoire afin de calculer la richesse
d’un investisseur utilisant la méthode buy-and-hold. Nous avons utilisé la fonction
fmincon dans Matléb afin de trouver une solution numérique pour l’allocation
initiale de la richesse (o). Nous avons ensuite calculé la richesse & chaque temps

avec I’équation 3.1.
3.1.3 Constant-mix

Le but de la méthode constant-mixz consiste & maintenir constante la proportion
investie dans chaque actif d’un portefeuille. Cette stratégie encourage un inves-
tisseur a acheter des actifs lorsque leur valeur baisse et 4 en vendre lorsqu’elle
augfnente. Il existe plusieurs fagons de déterminer & quel moment le rebalance-
ment doit étre fait, par exemple & date fixe ou lorsque la proportion d’un actif

s’éloigne trop de la cible établie.

Dans le cas présent, nous considérerons que le rebalancement sera fait a date fixe,

soit & chaque début de période. L’avantage de la méthode a date fixe est qu’elle
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est simple & appliquer. Par contre, elle ne tient pas compte de la volatilité des

actifs entre les rebalancements.

Nous désignerons le vecteur des poids attribués & chaque actif risqué par g =
[B1,-..,B:]", le poids accordé a I’actif sans risque étant simplement 1 — S Bi

. Ainsi, l'allocation de la richesse au début de la période ¢ est uy = z,0.

Dans le cas ol un investisseur souhaiterait utiliser la méthode de constant-miz
afin de faire fructifier sa richesse, il est nécessaire de déterminer un vecteur de
poids 3. Encore une fois, nous déterminerons le vecteur 8 permettant d’atteindre
la cible d’espérance de richesse finale € et pour lequel la variance de la richesse

finale est minimale.

Sous cette stratégie de placement, le facteur de rendement global du portefeuille

pour la période ¢, que nous noterons e,; s’exprime comme suit

ep,t = ﬁlel,t +... + ,Bnen,t + (1 - :81 T T :Bn)st

=8 + ; Bi(eix — st) (3.5)

n
=8+ Z BiPis
i=1

ou f3;, i =1,...,n représente le poids de I'actif .

Nous pouvons donc exprimer la richesse finale de la fagon suivante

T n A
IT = To H <5t + Zﬁth) . (3.6)
t=1 i=1
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En calculant les deux premiers moments de xy, nous obtenons

Elzr] = 2o (s + i'@i E[R]) (3.7)

i=1

et

Var(zr) = Ele?] — E[zr]?

N T

=S | Y BiBioii + [S +) BE[P]
i=1

i,j=1

(3.8)

n or
- (5 + Zﬂi E[R])

i=1

Nous pouvons maintenant utiliser les équations 3.7 et 3.8 afin de trouver le vecteur
B minimisant la variance de la richesse finale. Encore une fois, nous avons utilisé
la fonction fmincon dans Matlab afin d’obtenir une solution numérique pour le
vecteur des poids 3. Avec ce 3, nous avons ensuite calculé la richesse & chaque fin

de période ¢, notée ;.. L’annexe A.1.3 présente le code utilisé.
3.1.4 Mean-variance

L’idée de la stratégie mean-variance (ou « moyenne-variance ») a d’abord été in-
troduite par Markowitz dans les années 50. Elle consiste & déterminer, & chaque
rebalancement, la répartition optimale de la richesse 4 chaque rebalancement, sans
contrainte sur la fagon de répartir celle-ci. En d’autres termes, il s’agit d’établir
I’allocation permettant soit de maximiser 1’espérance de la richesse finale en main-
tenant la variance sous un certain seuil, soit de minimiser la variance de la richesse

finale en maintenant 1’espérance au-dessus d’une cible établie. Nous étudierons le
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deuxiéme cas. En d’autres termes, nous cherchons

min Var(z
7) (3.9)
tel que Elzg]| > €

ou xr est la valeur finale de la richesse.

Un investisseur utilisant la méthode mean-variance aura donc tendance a investir
de fagon plus risquée au début afin de pouvoir atteindre la cible fixée. En s’ap-
prochant de la cible, il sera amené a allouer une plus grande part du portefeuille

4 des actifs moins volatiles afin de réduire la variance.

Encore une fois, nous considérerons qu'un rebalancement est fait & chaque début
de période. Afin de déterminer 1’allocation optimale, nous utiliserons les résultats

montrés par Li et Ng (2000).

. Le probléme 3.9 présenté plus haut peut étre reformulé de la fagon suivante.

max Elzp| — w Var(zp
[z7] (zr) (3.10)
tel que 141 = sz + P, u, t=0,1,...T-1

ouw > 0.

Malgré cela, le probléme reste difficile & résoudre directement. Li et Ng (2000) ont
démontré que ’ensemble des solutions du probléme 3.10 est un sous-ensemble de

'ensemble des solutions du probléme auxiliaire suivant (théorémes 1 et 2) :

max E[—wz? + Az
[mwel + A (3.11)
tel que 441 = syx¢ + PtTut t=01,...T-1
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En utilisant la programmation dynamique, il est possible de dériver analytique-
ment la solution du probléme 3.11. En utilisant ce résultat, il est possible de
démontrer que ’allocation optimale de la richesse, ui & chaque début de période

t pour notre probléme initial 3.9 est obtenue de la fagon suivante -
u: = —S& E_I(PtP;r) E(Pt)xt

T-1 1 T-1 1 )
+ To H Sk + ( H —) E——l(PtP;‘r) E(Pt)
k=0 Z'LU* ( .

o= 8) | \icin %

t=0,1,...T~2

(3.12)
ui} 1= —87_1 E (PT_]_P:IF\ 1)E(PT—1)TT—1
T-1 1
+ o [] se + ) E" (Pr-1P_;) E(Pr-1)
o 2w (T (1 - By))
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Nous pouvons donc déterminer 1’allocation optimale de la richesse a chaque début
de période en uitlisant les équation 3.12 et 3.13. Par la suite, nous pouvons calculer
la richesse a la fin de la période ¢, dénotée x4, en utilisant I’équation 3.1. L’annexe

A.1.4 contient la fonction Matlab utilisé afin de calculer la richesse & chaque fin
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de période pour cette stratégie d’investissement.

Remarque 1. Dans les trois stratégies présentées, nous n’avons pas imposé de
contraintes sur la fagon d’allouer la richesse. Cela implique qu'un investisseur
pourrait, par exemple, emprunter le double de son investissement initial, ce qui
est assez peu réaliste. Il existe d’autres méthodes afin de déterminer une allocation
de la richesse respectant des contraintes supplémentaires. Elles sont généralement
plus complexes et nous avons choisi de ne pas les utiliser. Nous fixerons plutot

une cible de richesse raisonnable afin de pallier & ce probleme.

3.2 Modéle

Nous avons choisi un portefeuille contenant deux actifs risqués et un actif sans
risqué. Nous supposons que les facteurs de rendement des actifs risqués sont dis-
tribués selon un modéle d’arbre binomial. A chaque pas, la valeur d’un actif peut
soit augmenter ou diminuer. Nous supposons que chaque pas est indépendant.
Pour chacun, nous avons choisi une valeur correspondant & un rendement posi-
tif, 'autre a un rendement négatif ainsi qu'une probabilité que le rendement soit

positif.

Ce type de modéle est souvent utilisé dans la théorie car il est facile & comprendre
et & programmer. Il a également I’avantage que nous pouvons calculer les valeurs

des mesures de risque dynamiques de fagon analytique.

Nous considérerons une période d’investissement d’un an. Au cours de cette pé-
riode, un rebalancement (s'il y a lieu) sera fait a chaque trimestre, donc quatre fois

au cours de 'année. La mesure de risque sera calculée & chaque rebalancement.

Le tableau 3.1 présente les valeurs possibles des facteurs de rendement pour les

actifs de notre portefeuille fictif pour un trimestre. Notons que l'actif sans risque
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a un facteur de rendement de 1. Nous supposons ainsi que toutes les valeurs sont

actualisées.
Actif risqué 1 | Actif risqué 2 | Actif sans risque
Valeur « up » 1,025 1,07 - 1,00
Probabilité « up » 0,8 0,65 n/a
Valeur « down » 0,98 0,96 n/a -
Probabilité « down » 0,3 0,35 n/a

Tableau 3.1: Distributions marginales des facteurs de rendement du portefeuille
fictif pour un trimestre.

Afin d’analyser I'impact de chacun des paramétres, nous nous baserons sur un

modéle de référence. Le tableau 3.2 présente les paramétres de ce modéle.

Nous considérerons qu’un investisseur a une richesse initiale d’'une unité monétaire
et souhaite atteindre une richesse de 1,08 unités monétaires & la fin d’une année
(donc quatre trimestres). Nous avons choisi une cible atteignable afin de situer le
probléme dans un cadre plus réaliste. Nous supposerons également que les deux
actifs risqués sont non-corrélés. Nous utiliserons la stratégie passive buy-and-hold
dans le modéle de base puisqu’il s’agit de la méthode la plus simple. Nous calcu-
lerons I'ezpected shortfall au niveau a = 0,1 de fagon itérée puisque cette mesure

est {itme consistent.

Richesse initiale : . To =1
Cible pour I'espérance de la richesse

finale : e =1,08
Corrélation entre les facteurs de rendement

des actifs risqués : corr(eyt,eas) =0
-Stratégie de placement : Buy-and-hold
Mesure de risque utilisée : Expected shortfall itérée
Niveau pour la mesure de risque : a=20,1

Tableau 3.2: Paramétres du modéle de référence.
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3.3 Comparaison de portefeuilles

3.3.1 Scénarios étudiés

Le comportement d’une mesure de risque dynamique varie selon l'information
connue. Ainsi, afin de pouvoir ’observer, nous avons choisi de représenter trois
scénarios représentant des situations diverses. Nous avons sélectionné un scénario
« optimiste », o1, globalement, les valeurs des actifs risqués augmentent. Nous
étudierons également un cas « pessimiste » out les valeurs des actifs ont diminué
a4 la fin de la période d’investissement. Finalement, nous analyserons un scénario
ol les valeurs oscillent pour étre finalement légérement au-dessus de leur valeur
initiale. Rappelons que la valeur de 'actif sans risque reste stable puisque nous

avons assumé que tous les montants sont actualisés.

La figure 3.1 présente I’évolution du rendement par scénario pour chacun des actifs

risqués.

Dans I'annexe A.l.1, nous montrons le code Matlab utilisé afin de calculer la
richesse & chaque temps ainsi que les mesures de risque pour le modéle de base.
Les fonctions utilisées afin de calculer 1’expected shortfall itérée et reclaculée se

trouvent dans les annexes A.1.5 et A.1.6 respéctivement.

3.3.2 Choix de la stratégie de placement

L’exposition au risque peut varier selon la stratégie de placement choisie. A la
section 3.1, nous en ‘avons présenté trois, soit buy-and-hold, constant-miz, et mean-
variance. Dans cette section, nous nous intéressons a l'impact du choix d'une de

ces stratégies sur ’évaluation du risque.

La figure 3.2 présente les évaluations du risque & travers le temps. Pour chacun
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(c) 3e scénario étudié, les valeurs des actifs oscillent.

Figure 3.1: Evolution des valeurs pour les actifs risqués pour trois scénarios pos-
sibles.
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des scénarios présentés plus haut, le graphique de gauche montre I’évolution de
’expected shorfall itérée et le graphique de droite, I'évolution de la richesse. Nous

avons comparé les trois stratégies présentées précédemment.

Tout d’abord, nous observons que pbur les stratégies de buy-and-hold et constant-
miz, la richesse évolue de fagon assez similaire. Cela peut s’expliquer entre autres
par le fait que la répartition initiale obtenue pour la stratégie buy-and-hold et
P’allocation des poids pour constant-miz sont trés similaires. Comme la période
étudiée est assez courte, la différence entre ces deux stratégies est minime. C’est
pourquoi I’évaluation du risque est semblable pour les deux. Il serait possible de

voir plus de différence si' nous observions une trés longue période.

De plus, nous pouvons observer que 1’évaluation initiale du risque est plus élevée
lorsqu’on utilise la stratégie mean-variance. Ceci est logique puisqu’un investisseur
utilisant cette méthode aura tendance a prendre plus de risque au départ afin de
. y e . , . . .

s'assurer d’atteindre le seuil fixé. Notons que la stratégie mean-variance peut
entrainer de plus grandes variations dans 1’évaluation du risque car ’allocation de
la richesse peut différer grandement d’une période a I’autre en fonction de I’écart

qu'il reste & combler avec I’objectif final.

Pour les premier et troisiéme scénarios, la situation est favorable dés le début. Dans
ces deux cas, la stratégie mean-variance engendre donc une richesse supérieure
aux autres puisqu’elle utilise I'allocation « optimale » de la richesse a chaque
période. Un investisseur optant pour cette stratégie aura donc obtenu un trés bon
rendement dés le début et diminuera la proportion de la richesse investie dans les
actifs risqués afin de conserver les gains obtenus. Ainsi, bien qu’elle soit évaluée
plus risquée au temps 0, elle est considérée comme moins risquée que les autres
stratégies a partir du temps ¢t = 1. Notons que |’ezpected shortfall itérée est tout de

méme time consistent puisqu’au début de la premiére période, la position utilisant
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Figure 3.2: Impact de la stratégie de placement sur I’évolution de I’ ezpected short-
fall itérée
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la stratégie mean-variance n’est pas considérée comme plus risquée que les deux

autres pour tous les états possibles.

Par contre, dans un scénario « catastrophe » comme le second, l’investjsseur uti-
lisant cette stratégie aura tendance a s’exposer plus au risque afin d’augmenter
le potentiel de rendement et ainsi rattraper les pertes subies. L’évaluation du
risque demeure donc plus élevée pour la stratégie mean-variance que pour les

deux autres.

3.3.3 Choix du type de mesure

Dans le chapitre II, nous avons présenté deux types de mesures dynamiques : la
mesure de risque recalculée et itérée. Nous sommes intéressés i étudier I'impact

du choix du type de mesure dynamique sur ’évaluation du risque.

La figure 3.3 montre 1’évolution de 1’ezpected shortfall recalculée et itérée pour le
modéle de référence pour le troisiéme scénario ainsi que 1’évolution de la richesse.
Nous avons présenté seulement celui-ci afin d’éviter de la redondance car nous
avons obtenu des résultats similaires pour les deux autres. N;)tons que le choix du
type de mesure n’a pas d’impact sur I’évolution de la richesse puisque ce n’est pas

un paramétre qui entre en ligne de compte dans pour déterminer 1’allocation de

la richesse, et ce, pour toutes les mesures présentées dans ce chapitre.

Evidemment, au temps T — 1 les deux types de mesures sont égales puisque pour
les deux méthodes, nous calculons 1'ezpected shortfall de fagon statique sur une

seule période.

Nous pouvons remarquer que la mesure itérée est toujours plus élevée que la
mesure recalculée. Cela correspond & l'intuition que nous avions. En effet, pour

la mesure de type itérée, nous calculons la valeur de I’ expected shorfall sur toutes
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Figure 3.3: Evolution de la valeur de I ezpected shortfall recalculée et itérée pour
le troisiéme scénario.

les valeurs de 1’ezpected shortfall au temps suivant. Il s’agit donc d’une mesure
assez conservatrice (rappelons la proposition 1.4.1 du chapitre I) calculée sur des

valeurs qui correspondent aussi a des mesures conservatrices.

Nous avons démontré dans le chapitre précédent que la mesure itérée est time
consistent mais que ce n’est pas le cas pour la mesure recalculée et cela pourrait
engendrer des décisions inconséquentes. Par contre, il est plus compliqué de cal-
culer la mesure itérée. En effet, pour cette mesure, il faut spécifier les différentes
évaluations du risque conditionnelles & I'information connue pour chaque pas dans
le futur. De plus, la valeur ainsi obtenue n’est plus facilement interprétable com-
parativement & la mesure recalculée. En effet, celle-ci correspond simplement &
I’expected shortfall, dans le cas présent, calculée de fagon statique et représente
donc l'espérance de la perte globale pour les 100a% pires scénarios & partir du

temps ¢ jusqu’a la fin de la période d’investissement.

3.34 Choix de o

Lorsque nous calculons une mesure, nous devons choisir «, le niveau de risque. Ce
choix dépend entre autres de la tolérance au risque de 1’investisseur. Nous voulons

donc voir quel est I'impact de ce paramétre sur 1'évaluation de l'exposition au
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risque.

La figure 3.4 présente la variation de la valeur de I’ ezpected shortfall itérée dans

le modéle de base selon différentes valeurs de o pour le troisiéme scénario étudié.

Mesure itérée Evolution de la richesse
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Figure 3.4: Impact du choix de « sur la valeur de I’ezpected shortfall itérée pour
le troisiéme scénario.

Nous pouvons voir que « ne fait pas varier significativement la forme de la tra-
jectoire de la mesure. Selon la valeur, elle est simplement translatée vers le haut
ou vers le bas. Comme attendu, plus la valeur de « est élevée, plus la mesure est
faible. Rappelons que I'expected shortfall peut étre interprétée comme ’espérance
de la perte pour les 100a% pires scénarios. Donc, en augmentant la valeur de a,
nous considérons des scénarios ot la perte est plus faible. L’inverse est également

vrai.

Notons encore une fois que le choix de a n’a pas d’'impact sur I’évolution de la
richesse puisque ce paramétre n’influence pas le calcul de ’allocation de la richesse,

et ce, pour toutes les mesures présentées dans ce chapitre.

Les conclusions étaient similaires pour les premier et deuxiéme scénarios.
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3.3.5 Corrélation entre les actifs

Lorsque nous choisissons un portefeuille contenant plusieurs actifs, il est intéres-
sant d’évaluer la corrélation entre ceux-ci. En effet, des actifs corrélés positivement
auront tendance & évoluer. de facon similaire. Cela peut entrainer plus de risque

par rapport & des actifs non corrélés car l'effet de la diversification est diminué.

Lorsque la corrélation entre deux actifs est négative, si I'un a un rendement qui
diminue dramatiquement, ’autre a plus de chances de mieux performer. Ainsi, le
risque d’un scénario « catastrophe » est moins grand. Les chances d’un scénario
optimiste sont moins grandes également. Par contre, comme la mesure de risque
s'intéresse seulement aux « pires scénarios », nous devrions arriver & un risque

plus faible que pour un portefeuille ot les actifs sont indépendants.

La figure 3.5 montre I'impact de 'ajout de corrélation entre les facteurs de ren-

dement des actifs risqués pour le troisiéme scénario.
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Figure 3.5: Impact de la corrélation entre les actifs sur la valeur de I'expected
‘shortfall itérée pour le troisiéme scénario.

Tel qu’attendu, 1’évaluation du risque est plus élevée lorsque la corrélation entre
les actifs est positive et plus basse lorsque la corrélation est négative par rapport

a un portefeuille ot les actifs seraient non corrélés.

Encore une fois, nous avons représenté seulement le troisiéme scénario afin d’éviter
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de la redondance.

3.3.6 Choix de €

Le seuil d’espérance de rendement minimal est représenté par €. Plus ce seuil est

élevé, plus un investisseur devra prendre des risques afin d’augmenter le potentiel

de rendement et atteindre ainsi la cible choisie. Intuitivement, nous pouvons donc
¥

penser qu’augmenter la valeur de ¢ devrait faire augmenter la valeur de la mesure

de risque.

La figure 3.6 montre 'impact du choix du seuil minimal pour I’espérance de la ri-
chesse finale, € sur I’ ezpected shortfall itérée pour le troisiéme scénario, les résultats

étant similaires pour les deux autres.
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Figure 3.6: Impact du choix de € sur la valeur de 1’expected shortfall itérée pour
le troisiéme scénario.

Conformément & notre intuition, la valeur de la mesure de risque augmente avec
la valeur de e. Dans ce cas également, le choix du seuil € a peu d’'impact sur la

forme de la trajectoire de la mesure de risque.

Nous avons observé 'impact de divers paramétres sur I’évaluation du risque d’une
position. Certains, comme le niveau de risque «, la corrélation entre les actifs

ou la cible de richesse finale € ont peu d'impact sur la facon dont I'évaluation
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du risque évolue. Selon le cas, ils font augmenter ou diminuer 1’exposition au
risque. Par contre, le choix de la stratégie de placement a un effet marqué sur le
comportement de la mesure de risque dans le temps. En effet, selon la stratégie
choisie, ’exposition au risque peut varier a chaque rebalancement et ainsi modifier
la valeur de la mesure de risque. Le choix du type de mesure a également une
influence importante sur I’évaluation du risque. Bien que la mesure itérée soit
time consistent, elle engendre une évaluation du risque plus conservatrice que la
mesure recalculée. Cela pourrait inciter un investisseur a conserver plus de capital
que nécessaire afin de faire face au risque. Ainsi, lors du choix des paramétres
analysés dans ce chapitre, plusieurs facteurs sont a4 prendre en compte tels que la
tolérance au risque, les ressources disponibles et la législation en vigueur. L’impact

sur I’exposition au risque est également un facteur important a considérer.



CHAPITRE IV

ESTIMATION DES MESURES D'EXPECTED SHORTFALL DYNAMIQUES

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié le comportement de I’ expected short-
fall éalculée de fagon dynamique. Nous avons supposé que la valeur des actifs
risqués évoluait selon un modéle d’arbre binomial dont nous connaissions les pa-
rameétres et nous avons calculé les valeurs théoriques des mesures. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons plutot & I’estimation de l’e:z:pecied shortfall dynamique lors-
qu’on soupgonne ce type de modéle. Nous souhaitons évaluer & quel point cette

estimation est sensible & divers paramétres.

4.1 Données

Prenons le cas d’un portefeuille contenant deux actifs, un sans risque et un risqué.
Nous supposons que nous avons récolté des données sur la valeur de I’actif & chaque

trimestre, sur une période de 10 ans, soit 40 valeurs observées.

La valeur de l'actif risqué a été simulée selon un modéle d’arbre binomial en
utilisant la méthode d’inversion. A chaque période, la valeur de I'actif peut soit
augmenter avec une probabilité p ou diminuer avec une probabilité 1 — p. Les
péramétres indiqués dans le tableau 4.1 ont été utilisés afin de simuler les données.
Notons que nous avons choisi un facteur de rendement de 1,00 pour 'actif sans

risque, ce qui signifie que nous considérons que les valeurs sont toutes actualisées.
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Richesse initiale : To=1
Facteur de rendement de I’actif sans risque : 1,00
Valeur « up » pour 'actif risqué : 1,025
Probabilité « up » : p= 0,8

Valeur « down » pour ’actif risqué :

0,98

Tableau 4.1: Paramétres utilisés pour simuler les données.

Nous supposerons qu’un investisseur détenant ce portefeuille souhaite mesurer son
exposition au risque pour un investissement initial d'une unité monétaire. Afin de
déterminer ’allocation de sa richesse, nous avons supposé que 'investisseur utilise
la stratégie mean-variance avec un seuil € = 1,06. Nous avons choisi de présenter
cette stratégie car, aprés des analyses préliminaires, nous avons remarqué qu’elle
engendrait des écarts d’estimation plus marqués par rapport & buy-and-hold et

constant-miz. Le rebalancement est fait a chaque trimestre.

4.2 Estimation du paramétre p

Dans le cas présent, nous supposons que la valeur de I’actif risqué suit un modéle
d’arbre binomial, ellé a dohc deux états possibles : elle augmente ou elle diminue.
Nous posons également 1’hypothése que chaque pas est indépendant. La valeur de
I’actif risqué & un certain temps est une chaine de Markov & temps discret puis-
qu’elle dépend seulement de sa valeur au temps précédent. Notons que nous avons
posé I'hypothése que chaque pas est indépendant. Ainsi, nous pouvons estimer p,
la probabilité de transition de n’'importe quel état vers I'état « la valeur de 'actif
augmente » et 1 — p la probabilité de transition de n’importe quel état vers I’état
« la valeur de ’actif diminue ». Sachant la matrice des états observés, I’estimateur

du maximum de vraisemblance pour la probabilité de passer d’un état ¢ a un état
J» Pij est
'I'lij

Pii = =l —
Y D ko Mk
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ol n;; est le nombre de transitions de ’état ¢ vers I’état j observées.

Nous utiliserons la méthode du maximum de vraisemblance afin d’estimer p, la

probabilité que la valeur de I'actif risqué augmente.

4.3 Résultats

Nous avons ciblé certains paramétres qui peuvent influencer ’estimation de I’ expected
shortfall dynamique. Tout d’abord, nous étudierons 'influence de I’estimation du
parameétre p, la probabilité que la valeur de l'actif augmente. Ensuite, nous ob-
serverons comment le choix du niveau de risque « fait varier 'estimation de nos
mesures. Finalement, nous évaluerons la sensibilité de nos estimations au choix de

la période étudiée.

Le code Matlab est présenté dans I’annexe A.2. Afin de simuler la valeur du
portefeuille, nous avons utilisé la méthode d’inversion. Nous avons ensuite estimé
les mesures d’expected shortfall recalculée et itérée et nous les avons comparées

avec leurs valeurs théoriques.

4.3.1 Sensibilité a I’estimation de p

Nous souhaitons d’abord évaluer a quel point Pestimation de I’ezxpected shortfall
dynamique est sensible & l’estimation du parameétre p, la probabilité que l'actif
risqué augmente. Pour ce faire, nous avons utilisé les données des 10 années pré-
cédentes afin d’estimer p selon la méthode du maximum de vraisemblance. Nous
avons répété l’expérience sur 10 ans. Ainsi, nous avons obtenu 10 répétitions de

I’estimation de ce parameétre, tel que montré dans le tableau 4.2.

Pour chacune des valeurs de p, nous avons estimé les mesures d’ezpected shortfall

recalculée et itérée initiales pour une période d’investissement de quatre trimestres
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Année | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P |0.825 0.800 0.850 "0.825 0.825 0.825 0.825 0.775 0.775 0.775

Tableau 4.2: Estimations de p.

3>

0.775 0.800 0.825 | 0.850
Mesure

Recalculée 0.0118 0.0000 -0.0093 -0.0164
Itérée -0.0173 0.0000 0.0207  0.0448

Tableau 4.3: Erreurs d’estimation de 1'ezpected shortfall recalculée et itérée au
niveau o = 0,10 et au temps 0 pour les différentes valeurs de p.

au niveau o = 0,10. Le tableau 4.3 présente les erreurs d’estimation.

Rappelons qu’a chaque pas, la valeur de ’actif risqué a deux états possibles, soit
elle augmente ou elle diminue. Conséquemment, la valeur globale du portefeuille
a également ces deux états comme possibilités. La mesure itérée est calculée sur
un seul pas, la mesure au début d’une période étant calculée a partir des valeurs
possibles de la mesure au début de la période suivante. Ainsi, lorsque o < 1 — p,
le quantile inférieur correspond & la valeur minimale et ’espérance en-de¢a du
quantile est tout simplement la valeur de celui-ci. L’erreur sur ’estimation de la
mesure est donc due & la variation de la valeur de la richesse finale. En effet,
la répartition du portefeuille 4 chaque période dépend de notre estimation de
’espérance de la valeur de 'actif risqué pour la période suivante, qui elle dépend

de I'estimation de p. Dans le cas présent, pour toutes les valeurs de p, o <1l-p.

L’expected shortfall recalculée, quant a elle, correspond & la mesure calculée de
fagon statique & chaque début de période. Lorsque nous 1’évaluons au temps 0, il
faut considérer quatre périodes, soit 2* états finaux possibles. L’erreur d’estimation

est due a la variation de la valeur de la richesse finale et a ’estimation du quantile.
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4.3.2 Sensibilité au choix de «

Nous souhaitons déterminer quelles valeurs de « entrainent une erreur d’estima-
tion plus élevée. Toujours en utilisant les données des 10 années précédentes, nous
avons estimé p et évalué le risque du portefeuille au temps 0 pour une période

d’investissement de quatre trimestres, soit une année.

Le tableau 4.4 présente les erreurs d’estimation lorsque nous avons mesuré le risque

a 'aide de I’expected shortfall recalculée pour plusieurs niveaux a.

A 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

p
0.775 0.0225 0.0118 0.0082 0.0076 0.0070 0.0055
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.825 |-0.0172 -0.0093 -0.0070 -0.0068 -0.0052 -0.0041
0.850 |-0.0300 -0.0164 -0.0138 -0.0117 -0.0089 -0.0070

Tableau 4.4: Erreur d’estimation de I’expected shortfall recalculée pour différentes
valeurs de p et de a.

Nous remarquons que, pour toutes les valeurs de p, I'erreur d’estimation est plus
importante lorsque o = 0,05. Cela est dii en partie au fait que l'erreur dans

I’estimation du quantile est plus significative lorsque o = 0,05.

Nous avons répété ’exercice en mesurant le risque avec I’ expected shortfall itérée.
Le tableau 4.5 présente les erreurs d’estimation relatives pour plusieurs valeurs de

.
N

Dans ce cas, I’erreur d’estimation reste stable lorsque a@ < 1 — p. En effet, comme
nous l’avons expliqué précédemment, la valeur de la mesure & un pas correspond
au quantile d’ordre . Ainsi, I’erreur est principalement due a la différence dans la
répartition de la richesse. Au contraire, plus la valeur de « est élevée par rapport

a p, plus la valeur de 'expected shortfall pour un pas dépend de I'estimation de
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0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

0.775 |-0.0173 -0.0173 -0.0173 -0.0173 0.0746 0.0435
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.825 0.0207 0.0207 0.0207  -0.1225 -0.0611 -0.0351
0.850 0.0448 0.0448 0.0448 -0.2192 -0.1085 -0.0621

p

Tableau 4.5: Erreur d’estimation absolue de I'expected shortfall itérée pour diffé-
rentes valeurs de p et de a.

p. C’est pourquoi l'erreur d’estimation est plus importante dans ce cas.
4.3.3 Sensibilité & la période d’investissement étudiée

Nous nous sommes questionnés & savoir si la période d’investissement sur laquelle
nous estimons les mesures a un impact sur 'erreur. Nous avons fixé o = 0,10.
Nous avons estimé p a ’aide des données récoltées lors des 10 derniéres années et
avons obtenu p = 0,825. Nous avons fait varier la période d’investissement de un a
huit trimestres et avons calculé I’ expected shortfall recalculée et itérée au début de
chaque période d’investissement. Le tableau 4.6 présente les erreurs d’estimation

obtenues.

Nombre de périodes | Recalculée | Itérée
-0.0049 | -0.0049
-0.0114 | -0.0020
-0.0117 0.0054
-0.0070 0.0207
-0.0052 0.0498
-0.0038 0.1028
-0.0026 0.1969
-0.0015 0.3615

00 1 O U W WO DN =

Tableau 4.6: Erreurs d’estimation de I’ezpected shortfall recalculée et itérée pour
différentes périodes d’investissement avec a=0,10 et p = 0,825.

Lorsque nous considérons seulement une période d’investissement, les deux mé-



69

thodes sont équivalentes & mesurer l’e:cpected shortfall de fagon statique. C'est

pourquoi leur erreur d’estimation est la méme.

Pour la mesure recalculée, nous remarquons que ’erreur augmente graduellement
jusqu’a t = 3 et diminue progressivement par la suite. Cela s’explique par le
fait que lorsque nous considérons une trés courte fenétre, par exemple un seul
trimestre, il y a peu d’erreur dans I'évaluation du quantile. L’erreur augmente donc
avec la largeur de la fenétre studiée. A partir d’un certain point, lorsque le nombre
de périodes devient plus élevé, le gain final a de plus en plus de valeurs possibles

et l'erreur reliée & une mauvaise estimation du quantile diminue en importance.

Pour la mesure itérée, comme nous calculons toujours la mesure sur un seul pas,
plus la période d’investissement étudiée est grande, plus l'erreur d’estimation
gagne en importance. Cela peut s’expliquer par le fait que ’on reproduit une

erreur i chaque itération.

Au cours de ce chapitre, nous avons pu constater que pour le modéle étudié,
Lerreur d’estimation des mesures d’ezpected shortfall dynamiques est sensible a
P’estimation de P, au choix de « ainsi qu’a la période d’investissement. Comme le
gain final est une variable aléatoire discréte ayant peu de valeurs possibles, surtout
lorsque la période d’investissement est courte, l’erreur d’estimation de la mesure

est sensible 4 une mauvaise estimation du quantile de niveau «.






CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons abordé la théorie concernant les mesures de risque
dynamique et nous avons étudié le comportement de 1’expected shortfall évaluée

de fagon dynamique.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté la théorie relativement aux mesures
de risque monétaires statiques lorsque l'espace des variables aléatoires est fini.
Nous avons d’abord défini une mesure de risque cohérente a I’aide de 1’approche
axiomatique de Artzner et al. (1999). Nous avons ensuite élargi cette définition
pour des mesures convexes. Nous avons également présenté plusieurs exemples
de mesures monétaires, convexes et cohérentes. De plus, nous avons donné une
forme générale permettant de générer des mesures convexes et, dans un cas plus

particulier, cohérentes.

Au chapitre II, nous avons adapté ces notions au cadre dynamique. Nous avons
présenté une premiere mesure dynamique, la mesure recalculée. Nous avons re-
marqué que cette mesure n’était pas time consistent. Nous avons donc défini la
mesure itérée, qui respecte cette propriété. Finalement, nous avons donné une

forme générale permettant de générer des mesures dynamiques time consistent.

Par la suite, au chapitre III, nous avons comparé I’exposition au risque de différents
portefeuilles, ot les actifs risqués étaient modélisés par un arbre binomial, a I'aide
de I ezpected shortfall dynamique. Nous avons étudié I'impact de certains facteurs
sur I’évaluation du risque comme le type de stratégie de placement, la corrélation
entre les actifs composant le portefeuille ou le niveau de risque. Il s’agit d'un

aspect important & considérer lorsque vient le temps de construire un portefeuille.
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Finalement, au chapitre IV, nous avons étudié la sensibilité de 'estimation de
Pexpected shortfall dynamique pour un modéle d’arbre binomial. Nous avons re-
marqué que la mesure recalculée était  beaucoup plus sensible & I'estimation du

paramétre p que la mesure itérée.

Dans un projet futur, il serait intéressant de trouver un estimateur pour 1’exzpected
shortfall dynamque moins sensible & I’estimation de p. De plus, nous avons seule-
ment étudié le cas ou les variables aléatoires étaient modélisées selon un arbre

binomial. L’exercice pourrait étre refait pour d’autres types de variables aléa-

. S~
tolres.



ANNEXE A

CODE MATLAB

Al Codes pour 'analyse comparative de portefeuilles

Dans le chapitre III, nous avons calculé les mesures d’expected shortfall itérée et

recalculée. Nous présentons le code Matlab utilisé pour faire ces calculs.

Al Initialisation des parameétres pour le modele de référence

Nous présenterons les paramétres du modéle de référence. Les fonctions utilisées
afin de calculer la richesse et les mesures seront présentées dans les sections sui-

vantes.

% Informations a entrer

% 4 etats possibles : I=ulu2 ; 2=uld2 ; 3=dlu2 ; 4=d1d2 (
ut : valeur de

% l’actif 1 augmente; di : valeur de |’actif i dimunue)

cas=[1,4,3,2];%scenario pour lequel on veut calculer la
mesure

n_act=2; %nombre d’actifs risques
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T=4; % nombre de periodes etudiees

x0=1; % richesse initiale

epsilon=1.08; %seuil minimal pour la wvaleur de E(z_T)
s=1; %facteur d’interet

alpha=0.1; %niveau pour la mesure de risque

%ler actif

ul=1.025; %valeur "up”
d1=0.98;‘%valeur "down "

pl=0.8; %probabilite d’aller "up”

%2e actif
u2=1.07; %valeur "up"
d2=0.96; %valeur "down"

p2=0.65; %probabilite d’aller "up”

corr_12=0;% correlation entre les 2 actifs risques

(74
(%

% Calculs de parametres de base

% esperance et covariance des actifs
esp_el=ulxpl+dlx(1—pl);
var_el=plx(l—pl)x(ul—dl)"~2;

esp_e2=u2*p2+d2x(1—p2);
var _e2=p2%(1—p2)*(u2-d2) ~2;



esp_e=|esp_el esp_e2]|’; Jvecteur des esperances des
Zactifs risques

cov_12= corr_12xsqrt(var_elxvar_e2);%covariance entre
%les actifs risques

cov_e=[var_el cov_12; cov_12 var_e2]|; Zmatrice de

covariance

% Probabilite de chaque etat
pll=cov_12/((ul—dl)*(u2—d2))+plxp2; %etat I
plO=pl-pll; %etat 2 |
p0l=p2—pll; %etat 3

p00=1-p11-p10—p01; Z%etat 4

probs=[pll,pl0,p01,p00]; %matrice des probabilites de
passer

%a chaque etat

etats=[ul,ul,dl,dl;u2,d2,u2,d2|; %valeurs des facteurs

%de rendement pour chaque etat

p_mat=etats—s; %matrice P_t

chem=unique (nchoosek (repmat ({1,2,3,4], 1,T), T), ’rows’);
Jtous les chemins possibles (etats 1 a 4 pour T pas)

nb=length (chem); %nombre de chemins possibles

%probabilite pour chaque chemin
g = @(j) probs(chem(j,:)); ‘
prob=cell2mat (arrayfun(g, 1l:nb, ’UniformOutput’,false)’);
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%Calcul de |’expected shortfall itere et recalcule pour la

%methode buy—and—hold |

[x_bh,z_bh,y_bh]=bh(x0,T,esp_el,esp_e2,s,epsilon ,var_el,
var_e2, |

cov_12,etats ,chem,nb,cas(i,:);

RES_bh(j ,:)=recal _es(x_bh,z_bh,x0,T, prob,alpha,chem,cas);

IES_bh(j,:)=iter_es(x_bh,x0,T, prob,alpha,chem,nb,cas);

Al.2 Calcul de la richesse pour la méthode buy-and-hold

Ces fonctions permettent de calculer la richesse & chaque temps d’un investisseur
utilisant la stratégie buy-andfhold. Nous déterminons d’abord ’allocation initiale
de la richesse minimisant la variance en respectant la contrainte de '’espérance de
la richesse finale due au choix de la stratégie buy-and-hold. Avec cette allocation,

nous calculons ensuite la richesse de 'investisseur.

%Fonction de |’esperance de la richesse finale. Nous

voulons que

%E[x_TJ]—epsilon >=0

function [c,ceq] = constraint_bh(b0,x0,esp_el,esp_e2,s,
epsilon ,T)

ceq=|[];

c=—(x0% (b0 (1) *(esp_el " T—s"T)+b0(2) *(esp_e2"T—s"T)+s"T)—
epsilon);

end

% Calcul de la repartition initiale
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function [x,z,y]=bh(x0,T,esp_el,esp_e2,s,epsilon ,var_el,

var_e2,cov_12,etats ,chem,nb, cas)

70
%variance de la richesse finale

f =@(b0) b0(1)+*(esp_el " T—s"T)+b0(2)x(esp_e2"T—s"T)+s"T;

g =@(b0) x0"~2x(b0(1) ~2x(esp_el 2+var_el) "T+b0(2) ~2x(esp_e2
~2+var_e2) "T+(1-b0(1)-b0(2)) ~2%s~(2+T)+2xb0 (1) xb0 (2) *(
esp_elxesp_e2+cov_12) "T+2+b0 (1) #(1—b0(1)-b0(2))*(esp_elx
s) "T4+2xb0(2)*(1—-b0(1)—b0(2) ) *(esp_e2%s) "T—f(b0) ~2);

Y%parametres
A=[];b=][];Aeq=][];beq=][]; b =[];ub=[]; x0=x0;esp_el=esp_el;

esp_e2=esp_e2;s=s;epsilon=epsilon ;T=T;

%vecteur de la repartition de la richesse initiale
b0=(fmincon(g,[0.5,0.5] ,A,b,Aeq,beq,1b ,ub,@(b0)
constraint_bh(b0,x0,esp_el ,esp_e2,s,epsilon ,T))) ’;

% Calcul de la richesse a chaque temps
sprod=ones (1,T)*s;
f =@(j) x0*(sum(b0.xcumprod(etats (:,chem(j,:)),2),1)+(1-
sum(b0) ) xcumprod(sprod) ) ;
%vecteur des richesses pour tous les chemins possibles

x=cell2mat (arrayfun(f, 1:nb, ’'UniformOutput’,false)’);

%richesse pour le scemario etudie
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C = intersect (chem,cas, 'rows’);

ind= find (ismember (chem,C, ’rows’));

z=[x0,x(ind ,:) |;

y=[0,cell2mat (arrayfun (@(i) z(:,i+1)—=z(:,i),1:T,’
UniformQutput’, false))]; %gain a chaque temps

end

A13 Calcul de la richesse pour la méthode constant-miz

Nous répétons ’exercice pour un investisseur utilisant la stratégie constant-miz.

%Fonction de |’esperance de la richesse finale. Nous

voulons que

%E|[z_T|—epsilon >=0

function [c,ceq] = constraint_cm (beta,x0,esp_el ,esp_e2,s,
epsilon ,T)
ceq=[];

c=—(x0x%(beta (1) (esp_el—s)+beta(2)x(esp_e2—s)+s) " T-epsilon
)5

end

% Calcul de l’allocation des poids pour chaque actif.

function [x,z,y]=cm(x0,T,esp_el,esp_e2,s,epsilon ,var_el,
var_e2,cov_12 ,p_mat,chem,nb, cas)

(V4
(v

%variance de la richesse finale

f =@(beta) beta(l)x*(esp_el—s)+beta(2)*(esp_e2—s)+s;
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g =Q@(beta) x0"2x((beta(l) 2xvar_el+beta(2) "2*xvar_e2+2xbeta
(1)xbeta(2)xcov_12+f(beta) ~2)"T—-f (beta) ~(2«T) ) ;

%parametres ,
A=[];b=[];Aeq=[];beq=[];1b=[];ub=[];x0=x0;esp_el=esp_el;

esp_e2=esp_e2;s=s;epsilon=epsilon ;T=T;

%vecteur des poids a mettre dans chaque actif
beta=(fmincon(g,[0.5,0.5],A,b,Aeq,beq,1b ,ub,@(beta)

constraint_cm (beta,x0,esp_el,esp_e2,s,epsilon,T))) ’;

%
% Calcul de la richesse a chaque temps

f = @(j) xO+cumprod(s+beta’+*p_mat(:,chem(j,:)));
%vecteur des richesses pour tous les chemins possibles

x=ce112ma‘t(arre‘),yfun (f, l:nb, ’UniformOutput’, false)’);

%richesse pour le scenario etudie

C = intersect (chem,cas, 'rows’); _

ind= find (ismember (chem,C, 'rows’));

z=[x0,x(ind ,:) ];

y=[0,cell2mat (arrayfun (Q(i) z(:,i+1)—z(:,i),1:T,”’
UniformOutput’, false))|; %gain a chaque temps

end



80

Al4 Calcul de la richesse pour la méthode mean-variance

Cette fonction calcule la richesse d’un investisseur utilisant la stratégie mean--
variance.
function [x,z,y]=mv(x0,T,s,epsilon ,esp_e,cov_e,etats , chem,

nb, cas)

14
(7

% Calcul de l’allocation de la richesse a chaque temps

esp_P=esp e-s; %esperance de P_t

esp_PPt=cov_etesp_Pxesp_P’;%esperance de P_t+(P_t)’
B=esp P’xinv(esp_PPt)xesp P;

% valeur de w*

w=(1-(1-B)"T) /(2#(epsilon —(s"T*x0) ) *(1-B) "T) ;

%on exprime le montant investi dans chaque actif comme

Y%u_t=—K txz_t+v_t

K=s*inv(esp_PPt)xesp_P;

v=cell2mat (arrayfun (@(i) ((s"T*x0)+(2%w%(1—B)"T)"—=1)x(s)
"—(T—i).z*xinv(esp_PPt)*esp_ P, 1:T, ’UniformOutput’,
false));

(14

—

% Calcul de la richesse a chaque temps

%vecteur des richesses pour tous les chemins possibles
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x=[ones(nb,1)*x0, zeros(nb,T) |;
for j=1:nb
for i=1.T
P_t=etats (:,chem(j,i))—s;
u_t=Ksx(j,1)+v(:,1);
x(j,i4+1)=x(j,i)*s+P_t'*xu_t;
end
end
%richesse pour le scenario etudie
C = intersect (chem,cas, 'rows’);
ind= find (ismember (chem,C, 'rows’));
z:x(iﬁd i)
‘xzx(:,2:end);%vecteu7‘ des rTichesses a chaque temps pour
tous
%les scenarios, on | ’exprime comme pour b—h et c—m
y=[0,ce112mat(arrayvfun(@(i) z(:,i+1l)—z(:,i),1:T,”
UniformOutput’,false))|; %gain a chaque temps

end

Al5 Calcul de I’expected shortfall itérée

Cette fonction calcule la mesure d’ezpected shortfall itérée a chaque temps pour

une richesse et un scénario donnés.

function IES=iter es(x,x0,T,prob,alpha , chem,nb,cas)
IES=zeros (1,T);

(14

v

% Pour les temps t=1 a T—1



82

yy=[x(:,1)—x0, cell2mat (arrayfun (@(i) x(:,i+1)—x(:,i),1:T

—1,’UniformOutput’,false))]; Z%gains

IES_neg=[zeros(nb,T) ,yy(:,T)]; % 1*IES pour tous les
%scenarios possibles
for i=T-1:-1:1
for j=1:nb
C = intersect (chem(:,1:i),chem(j,1:i), ' rows’);
ind= find(ismember‘(chem(: ,1:1),C, ’rows ) ) ;
if j=min(ind); ,
y=unique (sortrows ([IES_neg(ind, i—F2) ,prob (ind ,i+1)
],1), rows’);
y(:,3)=cumsum(y (:,2));
%ligne ou se trouve le quantile alpha
a=find (y (: ,3)>=alpha 1) ;
quant=y(a,1);
IES neg(j,i+1)=1/alpha*(sum(y(1l:a,1).xy(1:a,2))+
quant*(alpha—y(a,3)))+yy(j,i);
else IES neg(j,i+1)=IES_neg(min(ind),i+1);
end
end

end

% Pour t=0

y=unique (sortrows ([IES_neg(:,2),prob(:,1)],1), ’rows’);

y(:,3)=cumsum(y (:,2));

a=find (y(:,3)>=alpha,l); %ligne ou se trouve le quantile
alpha
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quant=y(a,1);
IES neg(:,1)=1/alpha*(sum(y(1l:a,1).xy(1l:a,2))+quant*(alpha
-y(a,3)));

C = intersect (chem,cas , ’rows’);
ind= find (ismember (chem,C, ’rows’));
IES=IES_neg(ind ,1:T);

end

Al6 Calcul de V’expected shortfall recalculée

Cette fonction calcule la mesure d’ezpected shortfall recalculée & chaque temps

pour une richesse et un scénario donnés.

function RES=recal es(x,z,x0,T,prob,alpha,hchem, cas)

RES=zeros(1,T);
(14

U

% Pour t=0

y:round(sortrdws ([x(:,T)—x0,prod(prob,2)},1),10);

y(:,3)=cumsum(y (:,2));%gains pour chaque scenario

%et probabilite accociee

a=find (y (:,3)>=alpha,1); %ligne ou se trouve le quantile
'alpha

quant=y(a,l);

a=sum(y (: ,1)<=quant);

RES(1)=-1/alphax*(sum(y(l:a,1).*xy(l:a,2))+quant«(alpha—-y(a
,3))) 5

R
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% Pour les temps t=1 a T-1
for i=1:T-1
C = intersect (chem (:,1:i),cas(1l:i), ’rows’);

ind= find (ismember(chem (:,1:1),C, 'rows’));

y=round (sortrows ([x(ind ,T)—z (i) ,prod(prob(ind,i+1:T) ,2)
},1),10);

y (:,3)=cumsum(y (:,2));%gains pour chaque scenario

%et pro.babilite accociee

a=find (y(: ,3)>=alpha,1); %ligne ou se trouve le quantile
alpha

quant:y(a,l) ;

a=sum(y (:,1)<=quant);

RES(i—}—l):—l/alpha*(sum(y(lza,l) xy(l:a,2))+quant*(alpha—y(

2,3)));
end
end
A2 Codes pour l'estimation des mesures d’ezpected shortfall dynamiques

Au chapitre IV, nous avons estimé les mesures d’expected shortfall itérée et recal-

culée. Nous présentons le code Matlab utilisé pour obtenir nos résultats.

A21 Paramétres utilisés dans la simulation des données

Nous présenterons les paramétres du modéle de référence. Les prix ont été simulés
par la méthode d’inversion.

(174

(7 —




% Informations a entrer

rng (123456)

n1=10; %nombre d’annees passees observees

n2=10; %nombre d’annees futures ou on estime la mesure
n=nl4n?2;

T=4; % nombre de periodes etudices

x0=1; % richesse initiale

alpha=0.1; Z%niveau pour la mesure de risque

t=4; % nombre de periodes estimees

s=1.00; %facteur de rendement de |’ actif sans risque.

epsilon=1.06; %cible de richesse finale (pour 4 periodes)

%ler actif\

ul=1.025; %valeur "up"

d1=0.98; %valeur "down"

pl=0.8; %probabilite d’aller "up”

%Simuation des prix

%methode d’inversion
U=rand (1,n%T);
success=reshape (U<=pl,[n,T]);
e=ones(n,T)x*dl; '

e(success)=ul;

4%

%Calcul des mesures

85
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[phat ,RESth, REShat, IESth ,IEShat]|=calcul (x0,n1,n2,T,alpha,t

,ul ,dl,pl,s,epsilon ,success)

%Erreurs d’estimation
RESmat _abs=(REShat—RESth) ;
IESmat_abs=(IEShat—IESth) ;

A2.2 Calcul des mesures théoriques et estimées

Cette fonction calcule p ainsi que les valeurs théoriques et estimées des mesures

d’ezpected shortfall reclaculée et itérée.

%Fonction pour calculer les estimations de p ainsi que les
mesures
%d’expected shortfall recalculee et iteree theoriques et

estimees.

function [phat,RESth,REShat,IESth,IEShat]=calcul (x0,nl,n2,
T,alpha,t,ul,dl,pl,s,epsilon ,success)

eps=epsilon " (t/T);%cible de richesse finale

n=nl+n2; %nombre total d’observations

xini=x0;

% Tous les chemins possibles pour t periodes
chem=unique (nchoosek (repmat ([0,1], 1,t), t),i "rows’);
nb=length (chem) ;

ee=ones(nb,t)*dl;

ee (chem==1)=ul;



RESth=zeros(n2,1) ;

IESth=zeros (n2,1);
1
1

.

)

REShat=zeros(n2,
IEShat=zeros(n2,

)
)

phat=zeros(n2,1);

%probabilites theoriques pour chaque scenario
pth=chem=pl;
pth (chem==0)=1-p1;

R R T T TS
% Valeur theorique

%**************************************v**********

%
%Richesse methode de moyenne—variance
esp_e=ul*pl+dlx(l1—pl);
var_e=pl*(l—pl)*(ul—-dl) ~2;

esp_ P=esp_e—s;

esp_PPt=var_etesp_ Pxesp_P’;

B=esp_ P’xinv(esp_ PPt)xesp P;

% valeur de wx

w=(1—(1-B)"t) /(2*(epsilon —(s~t*xini) )x(1-B)"t);

%on ezxprime le montant invest: dans chaque actif comme
%u_t=—K txz_ t+v_t
K=s*inv (esp_PPt)xesp_P;
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v=cell2mat (arrayfun (@(i) ((s t*xini)+(2%wx(1-B)"t) ~—1)*(s)
“—(t—i).xinv(esp_PPt)xesp_P, 1:t, ’'UniformOutput’, false

)

xth=[xini*ones(nb,1) ,zeros(nb,t)];
for k=1:nb
~ for j=1:t
P_t=ee(k,j)—s;
u_t=Ksxth(k,j)+v(:,j);
xth(k,j+1)=xth(k,j)*s+P_t'xu_t;
end

end

o7
(7

%Ezpected shortfall recalculee

y=round (sortrows ({xth (:,t+1)-xini,prod(pth,2)],1),10);

y(:,3)=cumsum(y (:,2) ) ;

a=find (y (:,3)>=alpha,l); %ligne ou se trouve

%le quantile alpha

quant=y(a,l);

a=sum(y (:,1l)<=quant);

RESth:—l/alpha*(sum(y(lza.,l) %y (1l:a,2))+quant*(alpha—y(a
3))) 5

%RES theorique a t=0

(/4

—

%Ezpected shortfall iteree

yy=[xth (:,1)—xini,cell2mat (arrayfun (@(i) xth(:,i+1)-xth(:,
i),1:t,’UniformOutput’,false))]|; %gains

IES_neg=[zeros(nb,t),yy(:,t+1)];



for k=t—-1:-1:0
for j=1:nb
C = intersect (chem (:,1:k) ,chem(j,1:k), 'rows’);
ind= find (ismember (chem (:,1:k) ,C, ’rows’));
if j—min(ind); |
z=unique (sortrows ( [IES_neg(ind ,k+2),pth(ind ,k+1)
],1), rows’);
z(:,3)=cumsum(z(:,2));
a=find (z (:,3)>=alpha,l); %ligne ou se trouve
%le quantile alpha ‘ |
quant=z(a,1);
IES_neg(j,k+1)=1/alphax(sum(z(1l:a,1) .xz(1:a,2) )+
quant*(alpha—z(a,3)))+yy(j,k+1);
else IES neg(j,k+1)=IES_neg(min(ind) ,k+1);end
end

end

IESth=unique (IES_neg(:,1));%/ES theorique a t=0

Dok ke ke ke k kKKK KKK E KKK KKK KKK I RRKKK A KKK IR KA A KK RKA
% Valeur estimee

T I
for i=1:n2

(V4

(4

%ealeul du p chapeau

phat (i)=sum(sum(success (i:nl+i—1,:)))/(nl«T);
prob=chemxphat (i) ;

prob (chem==0)=1-phat (i) ;
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%
%Richesse methode de moyenne—wvariance
esp_e=ul*phat (i)+dlx(1—phat(i));

var _e=phat (i)*(1—phat(i))*(ul-dl) "~2;
esp_P=esp_e-s;

esp_ PPt=var_et+esp_Pxesp_P’;

B=esp_ P’xinv (esp_PPt)xesp_P;

% valeur de wx

w=(1—-(1-B)"t) /(2% (epsilon —(s"t*xini) )*(1-B) "t );

Jon e:cpm'me.le montant investi dans chaque actif comme

%u_t=—K_txz_t+v_t

K=s*inv (esp_PPt)xesp_P;

v=cell2mat (arrayfun (@(i) ((s~txxini)+(2%wx(1-B)"t)"—=1)*(s)
“—(t—i).xinv(esp_PPt)xesp_P, 1:t, ’'UniformOutput’, false

));

xest=[xinixones(nb,1) ,zeros(nb,t)|;
for k=1:nb
for j=1:t

P_t=ee(k,j)-s;

u_t=Kxxest (k,j)+v(:,j);

xest (k,j+1)=xest (k,j)*s+P_t’'*u_t;
end

end

R
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%Embected shortfall recalculee

y=round (sortrows ([ xest (: ,t+1)-xini ,prod(prob,2)],1),10);

y(:,3)=cumsum(y (:,2));

a=find (y (:,3)>=alpha,1); %ligne ou se trouve le quantile
alpha

quant=y(a,l);

a=sum(y (: ,1)<=quant);

REShat (i)=—1/alpha*(sum(y(l:a,1).xy(1l:a,2))+quant*(alpha—y
(2,3))); |

%RES estime a t=0

(74
©

%Ezpected shortfall iteree

yy=[xest (:,1)—xini,cell2mat (arrayfun(@(i) xest (:,i+1)-xest
(:,1),1:t, ’UniformOutput’, false))|; %gains

IES _neg=[zeros(nb,t),yy(:,t+1)];

for k=t—-1:-1:0
for j=1:nb

. C = intersect (chem(:,1:k),chem(j,1:k), ' rows’);
ind= find (ismember (chem (: ,1:k),C, 'rows’));
if j=min(ind);
z=unique (sortrows ([IES_neg(ind ,k+2),prob(ind , k+1)

],1), rows’);

2 (:,3)=cumsum(z (:,2) ) ; |
a=find (z (: ,3)>=alpha ,1); %ligne ou se trouve le
%quantile -alpha
quant=z(a,l);
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IES_neg(j,k+1)=1/alphax(sum(z(1l:a,1).xz(1:a,2) )+
quantx(alpha—z(a,3)))+yy(j,k+1);
else IES_neg(j,k+1)=IES_neg(min(ind) ,k+1);end
end | )
end
IEShat (i )=—unique (IES_neg(:,1));%IES estime a t=0

end
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