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RÉSUMÉ 

Le long du flot de Ricci, on étudie la polyhomogénéité des métriques pour des 
variétés riemanniennes non-compactes ayant «une structure de Lie fibrée à l'infini 
», c'est-à-dire une classe de structures Lie à l'infini qui induit dans un sens précis 
des structures de fibrés sur les bords d'une certaine compactification par une 
variété à coins. Lorsque cette compactification est une variété à bord, cette classe 
de métriques contient notamment les b-métriques de Melrose, les métriques à 
bord fibré de Mazzeo-Melrose et les métriques edge de Mazzeo. On montre alors 
que la polyhomogénéité à l'infini des métriques compatibles avec une structure 
de Lie fibrée à l'infini est préservée localement par le flot de Ricci-DeTurck. Si la 
métrique initiale est asymptotiquement Einstein, on obtient la polyhomogénéité 
des métriques tant que le flot existe. De plus, si la métrique initiale est « lisse 
jusqu'au bord », alors il en sera de même pour les solutions du flot de Ricci 
normalisé et du flot de Ricci-DeTurck. 

Mots clés : Géométrie Différentielle, Équations aux dérivées partielles, Polyhomo­
généité, Flot de Ricci, Variétés non-compactes, Structures Lie à l'infini. 





INTRODUCTION 

L'objet principal de cette thèse est l'étude du comportement à l'infini des solutions 

du flot de Ricci sur des variétés non-compactes. Le flot de Ricci est en quelque 

sorte une version non-linéaire de l'équation de la chaleur, qui, au lieu d'uniformiser 

la température, tend plutôt à uniformiser la courbure. Il a été introduit en 1982 

par Hamilton dans son article (Hamilton, 1982) et s'est révélé être un outil très 

utile dans la compréhension de la topologie des variétés. En particulier, il a joué un 

rôle central dans la preuve de Grigory Perelman de la conjecture de géométrisation 

de Thurston, dont la conjecture de Poincaré (Morgan et Tian, 2007) est un cas 

particulier. Pour des variétés compactes, Hamilton a prouvé l'existence locale et 

l'unicité du flot de Ricci. Par suite, DeThrck (DeTurck, 1983) a introduit une 

astuce élégante afin de donner une preuve simplifiée de l'existence locale. 

Cependant, le comportement du flot pour les variétés non-compactes est plus dé­

licat et dépend de la géométrie à l'infini. Plusieurs recherches ont porté sur des 

extensions naturelles du flot de Ricci sur des variétés complètes non-compactes. 

L'existence d'une solution au flot a été établie par Shi (Shi, 1989) pour des variétés 

riemanniennes complètes ayant une courbure bornée. De plus, la solution existe 

tant que la courbure reste bornée. Par conséquent, pour estimer le temps maximal 

d'existence du flot de Ricci, il suffit de contrôler la courbure. Plus tard, Chen et 

Zhu (Chen et Zhu, 2006) ont repris le travail de Shi et ont montré l'unicité de laso­

lution. Sous des hypothèses techniques suplémentaires, Albert Chau (Chau, 2004) 

a prouvé l'existence et la convergence d'une solution globale pour certaines varié­

tés kahlériennes non-compactes. Récemment, il y a eu une intense activité pour 
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comprendre dans quelle mesure le flot de Ricci préserve d'autres conditions géomé­

triques sur des variétés complètes non-compactes. Dans les résultats de beaucoup 

de recherches, les métriques considérées sont non seulement approximées par le mo­

dèle géométrique à l'infini, mais elles admettent aussi une expansion asymptotique 

lisse, ou plus généralement une expansion polyhomogène, à savoir une expansion 

constituée de termes de la forme po: (log p )k, où p est la distance par rapport à 

un point fixé, a est un nombre réel (pas nécessairement entier) et k E N0 . Une 

question naturelle est donc la suivante : 

Quel type de géométrie à l'infini sur des variétés complètes non-compactes sera 

préservé par le flot de Ricci? De plus, lorsque la métrique initiale a une expansion 

polyhomogène à l'infini, en est-il de même pour les métriques ultérieures le long 

du flot? 

Lott et Zhang (Lott et Zhang, 2011) ont étudié le flot de Kahler-Ricci pour des 

métriques kahlériennes à pointes fibrées (ou de type Poincaré) sur des variétés 

quasi-projectives et ont montré que de telles métriques, le long du flot de Ricci, 

préservent des comportements asymptotiques spatiaux standards. Ces résultats 

peuvent être compris comme étant le terme d'ordre 0 du développement asympto­

tique des métriques à l'infini. Ultérieurement, ces développements asymptotiques 

ont été développés dans l'article (Rochon et Zhang, 2012) de Rochon et Zhang en 

montrant que la solution admet une expansion asymptotique complète tant que le 

flot existe. Un autre résultat de Lott et Zhang (Lott et Zhang, 2016) considère trois 

types différents de comportements asymptotiques spatiaux (cylindrique, bombé 

et conique) préservés par le flot de Kahler-Ricci. Albin, Aldana et Rochon (Albin 

et al., 2013) ont travaillé sur des surfaces munies de métriques complètes approxi­

mées par des pointes ( cusps en anglais) ou des entonnoirs à 1 'infini et ont montré 

que le flot de Ricci converge vers une métrique avec une courbure constante et que 

le déterminant du laplacien augmente tant que le flot existe. Ils ont notamment 

eu besoin de montrer que l'expansion asymptotique à l'infini de ces métriques est 
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préservée le long du flot. Isenberg, Mazzeo et Sesum (Isenberg et al., 2013) ont 

étudié le comportement du flot sur des surfaces à bouts asymptotiquement eucli­

diens de caractéristique d'Euler négative. Pour les métriques asymptotiquement 

hyperboliques, la persistance le long du flot de Ricci d'un développement asymp­

totique lisse a été obtenue par Bahuaud (Bahuaud, 2011). Rochon (Rochon, 2015) 

a obtenu un résultat similaire pour les métriques complexes asymptotiquement 

hyperboliques. Dans la plupart de ces travaux, une compactification a été intro­

duite pour obtenir une variété à bord compacte, de sorte que le comportement 

du flot à l'infini puisse être décrit en termes du bord. Dans ce contexte, nous al­

lons étendre ce problème de régularité pour des types de géométrie plus généraux. 

Nous nous intéressons aux variétés non-compactes admettant une compactifica­

tion par une variété compacte non seulement à bord mais aussi plus généralement 

à coins. Nous supposerons que cette compactification induit une structure de Lie 

à l'infini compatible avec les métriques au sens de (Ammann et al., 2004). Pour 

pouvoir étudier le comportement asymptotique des métriques à l'infini, nous de­

vrons imposer certaines conditions sur les structures de Lie à l'infini considérées. 

Plus précisément, nous introduirons les structures de Lie « fibrées » à l'infini, 

une certaine classe de structures de Lie à l'infini induisant sur chaque face de la 

variété à coins un fibré naturel. Notre théorème peut s'énoncer comme suit (voir 

les Théorème 4.2.1 et Théorème 4.3.5) : 

Théorème 0.0.1. Soit (M, g0 ) une variété riemannienne complète de dimension 

n compatible avec une structure de Lie fibrée à l'infini (M, VsF) dont le rayon d'in­

jectivité est strictement positif. Si la métrique go admet une expansion polyhomo­

gène à l'infini compatible avec (M, VsF ), alors la solution du flot de Ricci-DeTurck 

préserve l'expansion polyhomogène à l'infini dans un court laps de temps. De plus, 

si la métrique g0 est asymptotiquement Einstein, alors la solution du flot de Ricci­

De Turck préserve l'expansion polyhomogène à l'infini tant que le flot existe. 
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Dans le premier chapitre, nous commençons par introduire la notion de variétés 

à coins au sens de Melrose (Melrose, 1996)). Ensuite, en se référant à l'article 

de (Ammann et al., 2004), nous présentons la notion d'algèbre de Lie structurale 

et la notion équivalente d'un algébroïde de Lie bordant, ce qui permet de définir 

une structure de Lie à 1 'infini. Elle détermine des métriques complètes dont les 

dérivées contravariantes du tenseur de courbure sont bornées. Nous introduisons 

alors la notion de structures de Lie fibrées à l'infini, la classe de structures de Lie à 

l'infini pour laquelle notre résultat s'applique. Bien que cette classe ne couvre pas 

toutes les structures de Lie à l'infini, par exemple celles associées à des métriques 

feuilletées au bord au sens de (Rochon, 2012), il n'en demeure pas moins qu'un très 

large éventail de métriques complètes sont compatibles avec une structure de Lie 

fibrée à l'infini. Voici quelques exemples à titre indicatif: les b-métriques (Melrose, 

1993), les métriques de diffusion (Melrose, 1995) (incluant les métriques asympto­

tiquement localement euclidiennes (Joyce, 2001a)), les métriques edges (Mazzeo, 

1991) (incluant les 0-métriques (Mazzeo et Melrose, 1987)), les. <!>-métriques de 

Mazzeo-Melrose (Mazzeo et Melrose, 1998) (incluant les métriques asymptotique­

ment localement plates (Gibbons et Pope, 1979)) ainsi que leur généralisation à 

des métriques quasi-asymptotiquement coniques (QAC) ou quasi-fibrées au bord 

(QFB) de (Conlon et al., 2016). 

Au deuxième chapitre, nous traitons de la polyhomogénéité globale des solutions 

d'équations paraboliques linéaires déterminées par une structure de Lie fibrée à 

l'infini. Plus précisément, nous montrons que la solution admet un développement 

asymptotique polyhomogène complet à l'infini pourvu que ce soit le cas initiale­

ment. 

Le troisième chapitre concerne les équations paraboliques quasi-linéaires détermi­

nées par une structure de Lie fibrée à l'infini. Nous établissons l'existence et l'uni­

cité des solutions de telles équations en s'inspirant de l'article de Bahuaud (Ba-
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huaud, 2011) d'une part. D'autre part, nous déterminons les critères qui nous 

permettent d'assurer que la polyhomogénéité sera préservée pour un court laps de 

temps. 

Au dernier chapitre, nous présentons notre résultat principal en se basant sur les 

deux chapitres précédents. En premier lieu, nous prouvons la polyhomogénéité 

locale des métriques compatibles avec une structure de Lie fibrée à l'infini le long 

du flot de Ricci-DeTurck. Remarquons ici que ce résultat s'applique aux métriques 

asymptotiquement coniques ou cylindriques pour lesquelles le terme d'ordre 0 de 

l'expansion a été déjà établi dans (Lott et Zhang, 2016) lorsque la métrique est 

Kahler. Ensuite, nous établissons la polyhomogénéité globale pour des métriques 

asymptotiquement Einstein le long du flot. Enfin, lorsqu'initialement la métrique 

admet un développement lisse, nous montrons qu'il en sera de même pour les 

métriques le long du flot. Dans ce cas particulier, nos résultats sont valides non 

seulement pour le flot de Ricci-DeTurck, mais aussi pour le flot de Ricci. 





CHAPITRE I 

VARIÉTÉ À COINS ET STRUCTURES DE LIE À L'INFINI 

Les variétés riemanniennes non-compactes avec une structure de Lie à l'infini ont 

été introduites par Ammann, Lauter et Nistor dans leur article (Ammann et al., 

2004). Toute structure de Lie à l'infini détermine une classe de métriques complètes 

qui sont de géométrie bornée lorsque le rayon d'injectivité est strictement posi­

tif. Cette structure englobe une large classe de variétés complètes non-compactes 

comme on le verra plus-bas. En particulier, nous allons définir une nouvelle no­

tion : celle de « structure de Lie fibrée à l'infini ». Cette dernière forme une classe 

de structures Lie à l'infini qui induisent dans un sens précis des structures de fibrés 

au bord. 

1.1 Variétés à coins 

L'analyse globale sur les variétés à coins a été dévelopée par Melrose dans plu­

sieurs ouvrages, notamment (Melrose, 1993) et (Melrose, 1996). Nous donnerons 

un aperçu général du concept de variétés à coins afin de développer les quelques 

notions de la géométrie des variétés avec une structure de Lie à l'infini qui nous 

seront nécessaires. Pour plus détails, on réfère aussi le lecteur à (Grieser, 2017). 

Pour k E { 0, ... , n}, on note par lR.k l'espace donné par 
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L'ensemble des ouverts de ~k est {0' n ~k 1 0' ouvert de ~n}. Soit 0 un ouvert 

de ~k. Une fonction f : 0 -+ C est dite lisse s'il existe un ouvert 0' de ~n avec 

0 = 0' n ~k et une fonction lisse F : 0' -+ C tel que Fln = f. Soient deux 

ouverts Oi de ~ki' où i E {1, 2}. On dit que f : Ot -+ 02 est un difféomorphisme 

si elle est un homéomorphisme qui admet un inverse g : n2 -+ nl tel que chaque 

composante de coordonnées de f ou g soit une application lisse. 

Maintenant, soit Mun espace topologique, séparé et paracompact. 

Définition 1.1.1. Une carte à coins de M est un couple ( U, <p) constitué d'un 

ouvert U de M et d'un homéomorphisme sur un ouvert de ~k, <p : U -+ ~k. Elle 

est dite centrée en m E U si <p( m) = O. Une coo structure à coins est déterminée 

par la donnée d'une famille 2l = { ( Ui, 'Pi), i E I} de cartes à coins de M ayant les 

propriétés suivantes : 

1. (Ui)iEI est un recouvrement ouvert de M. 

2. Si i =/:. j, alors Ui et Uj sont compatibles, c'est-à-dire que si Ui n Uj =/:. 0, 

alors <p j 0 <pi 1 est un difféomorphisme lisse de 'Pi ( ui n uj) sur <p j ( ui n uj). 

3. Si Œ :::) 2l est une famille de cartes à coins ayant les propriétés 1 et 2 alors 

Œ = 2l. L'ensemble 2l est l'atlas maximal de M. 

Si M a une C00 structure à coins, alors on note par 

C00 (M) = {f: M-+ ~ 1 f o <p- 1est lisse sur <p(U) pour chaque carte (U, <p) E 2l}. 

Définition 1.1.2. Une pré-variété à coins est un couple (M, J), où M est un 

espace topologique, séparé et paracompact et J = coo ( M) pour une certaine C 00 

structure à coins. 

Définitions 1.1.3. Soient M une pré-variété à coins et 

ÔtM = { m E M tel qu'il existe une carte <p : U -+ ~[ centrée en m}, 
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pour l E { 0, ... , k} appelée la codimension, ou la profondeur de m. L'espace al M 

consiste en l'ensemble des points de profondeur l qui se décompose en une réunion 

de composantes connexes appelées les faces ouvertes. La fermeture d'une face ou­

verte est une face fermée. On appelle une hypersurface bordante de M une face 

fermée de codimension 1. L'ensemble des hypersurfaces bordantes est noté par 

Remarque 1.1.4. L'ensemble 8tM est indépendant du choix des cartes à coins. 

Le bord de M, noté aM, peut s'écrire comme l'union U~=l 8tM. Ainsi l'intérieur 
0 

de M est défini par M := M \ 8M. 

Définition 1.1.5. On dit qu'un sous-ensemble S C M est une sous-variété, sz 

Vs E S, 3G E Gln(~) et ::lep: U--+ ~k une carle à coins centrée ens tels que 

'P
1
snu : Sn U --+ ( G ·~~;-n' x {o}n') n cp(U) 

est un homéomorphisme, où k' E {0, ... , k} et n' E {0, ... , n} avec k' ~ n- n'. 

Lorsque k = k' = 0 et G est l'identité, cela coïncide avec la définition d'une 

sous-variété d'une variété sans bord. 

Exemple 1.1.6. Le diagonal~= {(x,x) 1 xE (O,+oo)} est une sous-variété de 

IR~ car tl= C ~l) · {(x, 0) 1 xE [0, +oo)}. 

Définition 1.1. 7. Une variété à coins M est une pré-variété à coins telle que 

toutes les hypersurfaces bordantes sont des sous-variétés, ou de manière équiva­

lente, telle que chaque hypersurface bordante H admette une fonction de définition, 

à savoir une fonction lisse positive p E C00 (M) qui s'annule sur H et seulement 

sur H, et dont la différentielle soit non-nulle partout sur H. 

Remarque 1.1.8. Si F est une face fermée connexe de M de profondeur l, alors 

F est une composante connexe de l'intersection des hypersurfaces bordantes conte-
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nant F. Autrement dit, si p1 , p2 , ... ,pz sont des fonctions de définition des hyper­

surfaces bordantes contenant F, alors F est une composante connexe de 

{mE M 1 PI(m) = P2(m) ... = pz(m) = 0}. 

Exemple 1.1.9. Le carré [0, 1] x [0, 1] est une variété à coins. Par contre, la 

goutteT= {(x, y) E JR2 
1 x 2: 0, y2 ::; x2 - x4}, voir la figure ci-dessous, est une 

pré-variété à coins qui n'est pas une variété à coins car son hypersurface bordante 

s'intersecte avec elle-même. 

y 

x 

Définition 1.1.10. Un fibré est un quadruplet (E, S, Z, cj;), où E, S, Z sont des 

variétés à coins et cjJ : E ---+ S est une application lisse telle que pour tout s E S, 

il existe un voisinage ouvert U C S de s, appelé ouvert trivialisant, tel qu'on a un 

difféomorphisme \li : q;-1(U) ---+ U x Z induisant le diagramme commutatif 

w q;-1(U) --~ U x Z 

~jpr, 
u 
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où pr1 est la projection sur le premier facteur. On dira que (E, S, Z, cp) est d'espace 

total E, de base S, de fibre Z et de projection cjJ. L 'application \li est appelée 

trivialisation. Enfin Es := cp-1 
( s) est la fibre au-dessus de s. 

Définition 1.1.11. Si Z est un espace vectoriel réel (ou complexe) et si les iden­

tifications c/J- 1(U) ~ U x Z sont linéaires dans chaque fibre, alors (E, S, Z, cp) est 

un fibré vectoriel réel (ou complexe). 

Exemple 1.1.12. Soit M une variété à coins. Pour mE M, on considère l'idéal 

lm= {fE C 00 (M) 1 f(m) = 0}. Alors on pose T:n_M =lm/ 1'/'n, où 

k 

1! = {fE C00 (M) 1 3k EN, 9b hl, ... , 9k, hk E lm tels que f = L 9ihi}· 
i=l 

On peut vérifier que le fibré cotangent, donné parT* M = UmEM T:n_M, et son dual 

TM le fibré tangent sont deux variétés à coins constituant l'espace total de deux 

fibrés vectoriels au sens des variétés à coins. 

1.2 Algèbre de Lie structurale et Algébroïde de Lie 

Soit M une variété à coins de dimension n. 

Définition 1.2.1. Une algèbre de Lie structurale des champs de vecteurs lisses 

sur M est un sous-espace V c X(M) de l'espace vectoriel réel des champs de 

vecteurs sur M satisfaisant aux propriétés suivantes : 

1. V est fermé sous le crochet de Lie des champs de vecteurs ; 

2. chaque V E V est tangent à toutes les faces de M ; 

3. V est un C00 
( M) module localement libre, c'est-à-dire que 'Vm E M, il existe 

un voisinage ouvert Um C M de m, k E N et une famille de champs de 

vecteurs {X 1, ... , X k} C V de sorte que 'VY E V, il existe une famille de 

fonctions lisses {/!, ... , fk} c C00 (M), uniquement déterminée sur Um par 
k 

Y, telle que Y= L fiXi sur Um. 
i=l 
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Exemple 1.2.2. (Melrose, 1996) Soient M une variété à coins et 

Vb = {V E X(M) tel que V est tangent à toutes les faces de M} 

={V E X(M) 1 V pH= aHPH, aH E C00 (M), VH E M1(M)}, 

où PH est une fonction de définition de l'hypersurface bordante H. Un champ de 

vecteurs V E Vb est appelé un b-champ de vecteurs. Par un calcul standard, on 

a que v Vi, V2 E Vb, [Vi, V2]PH E PHC00 (M). Alors vb est fermé sous le crochet 

de Lie des champs de vecteurs. Soit m un élément d'une face fermée F de M de 

profondeur l. Sur (p1 , ... ,Pt, Yb ... , Yn-t) un système de coordonnées locales centré 

en m, chaque b-champ de vecteurs V E Vb est de la forme : 

où les coefficients ai et bi sont des fonctions lisses, y = (y1 , ... , Y n-t) E JR.n-t, 

et p = (p1, ... ,Pt) est une famille de fonctions de définition des hypersurfaces 

bordantes contenant F. Cela montre que l'algèbre de Lie des b-champs de vecteurs 

est engendrée par Pi 8~i et 8~i près de m E F, tandis que près de n'importe quel m E 
0 

M, elle est engendrée par le repère habituel { 8~ 1 , ••• , 8~n }. Par conséquent, Vb est 

une algèbre de Lie structurale des champs de vecteurs puisqu'elle est un coo module 

localement libre de rang n = dim M. D'autre part, on peut associer à Vb un fibré 

vectoriel vbT M = UmEM (Vb/ lm Vb), noté bT M. En effet, il reste à vérifier que 

bT M est C00
, autrement dit, que la matrice de transition entre les changement de 

cartes est C 00
• Soit <l> un changement de coordonnées. Si x= (Pb ... , Pt, Yt+b ... , Yn) 

est un système de coordonnées locales centré en m E F, alors <l>(x) est un nouveau 

système de coordonnées locales de m donné par 

p~ = <l>i(x) = Piai(x), ai(x) > 0, ViE {1, ... , l}. 

Il est clair que les coefficients de la matrice de transition sont coo car : 
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Si i E {1, ... , l}, on calcule que 

Si i E {l + 1, ... , n}, on a plutôt que 

_!____ = t _.!._ 8a; p~..;. + t M>; ~. 
âyi j=l aj ayi apj j=l+l ayi a<Pj 

D'où bTM est bien défini. De plus, on remarque qu'il existe un morphisme cano­

nique de fibrés vectoriels 12vb : bT M ---+ TM qui envoie la classe d'un champ de 

vecteurs V E Vb à un vecteur tangent V ( m) E T mM. Sur un système de coordon­

nées locales demE F, on voit que le champ de vecteurs Pia~i n'est pas nul dans 

bTmM car Pia~i fj: lm Vb. Par contre Pia~i est nul dans TmM = X(M)/ ImX(M). 
0 

On déduit que 12vb est un isomorphisme sur M et de rang n - l sur l'intérieur 

d'une face de codimension l, 

a a . l . l -a f---t-a ,J> ,z~ · 
YJ YJ 

Remarque 1.2.3. En utilisant la propriété 2 de la Définition 1.2.1, on peut voir 

que chaque algèbre de Lie structurale V est une sous-algèbre de Vb. 

Remarque 1.2.4. On remarque que la propriété 3 de la Définition 1.2.1 équi­

vaut à dire que V est un C 00 module projectif. Ainsi, à partir de théorème Serre­

Swan (Karoubi, 2008}, il existe un fibré vectoriel 

vTM := U (V/ImV)---+ M 
mEM 

tel que V~ r(vT M). Puisque V c X(M), il existe un morphisme canonique de fi­

brés vectoriels 12v : vr M ---+ TM, appelé l'ancre ou encore l'application d'ancrage. 

Exemple 1.2.5. (Mazzeo, 1991} Soient M une variété à bord aM, qui est l'espace 

totale d'un fibré de variétés lisses 1r : â M ---+ B, et 

Ve = {V E X(M) tel que V est tangent à toutes les fibres de 1r }. 
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Soient V1, V2 E Ve· Puisque [Vb V2]1F = [Vi
1
p, V21F] pour F une fibre de 1r, le com­

mutateur est bien tangent aux fibres de 1r. Soit (p, y, z) un système de coordonnées 

locales près du bord, où p est une fonction de définition du bord, y est une famille 

de variables sur la base B de 1r et z est une famille de variables sur les fibres 

de 1r. Alors dans ce système de coordonnées, Ve est engendré par p %P, p %Y et 1z. 
Il s'agit donc d'un C 00 module projectif. On déduit que Ve est une algèbre de Lie 

structurale et qu'on peut lui associer un fibré vectoriel noté er M. En particulier, 

lorsque B := âM et 1r =Id, on retrouve l'algèbre de Lie des O-champs de vecteurs 

de Mazzeo-Melrose {Mazzeo et Melrose, 1981) sur une variété à bord, 

Vo = {V E X(M) 1 VIaM = 0}. 

Dans ce cas, on dénote erM par 0TM. 

Nous présentons maintenant quelques définitions et résultats standards concernant 

les algébroïdes de Lie, dont il sera fait usage dans la suite. Des références sur cette 

notion sont (Mackenzie et al., 1987) et (Crainic et Fernandes, 2003). 

Soit M une variété à coins. 

Définition 1.2.6. Un algébroïde de Lie sur M est la donnée d'un fibré vectoriel 

A--+ M, d'un morphisme{!: A--+ TM, appelé ancre, et d'une structure d'algèbre 

de Lie sur son module de sections globales r(A) dont le crochet satisfait à la règle 

de Leibniz, 

[u, fv] = f[u, v]+ (er(u).f)v, Vu, v E f(A), fE C00 (M), 

où er r(A) --+ f(T M) est l'application des modules des sections induites par 

l'ancre [!. 

Remarque 1.2.7. Par l'antisymétrie du crochet, la règle de Leibniz à gauche est 

aussi satisfaite : [fu, v] = f[u, v]- (er(v).f)u, Vu, v E f(A), fE C00 (M). 
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Proposition 1.2.8. L'application Qr est un morphisme d'algèbres de Lie. Autre­

ment dit, Qr([u, v]) = [or(u), or( v)], Vu, v E r(A), où à gauche on a le crochet 

d'algébroïde de Lie et à droite le crochet de Lie des champs de vecteurs. 

Démonstration. Par le règle de Leibniz, on a que 

(or(u).f)v = [u, fv] - j[u, v] Vu, v E f(A), fE C 00 (M). 

Par suite, on obtient que \:lw E f(A), 

([or(u), Qr(v)].f)w = (or(u).(or(v).f))w- (or(v).(or(u).f))w 

= [u, (or(v).f)w]- (or(v).f)[u, w] 

-[v, (or(u).f)w] + (or(u).f)[v, w] 

= [u, [v, fw]] - [u, f[v, w]] - [v, f[u, w]] + f[v, [u, w]] 

- [v, [u, fw]] + [v, f[u, w]] + [u, f[v, w]] - f[u, [v, w]] 

= [u, [v, fw]]- [v, [u, fw]] + f([v, [u, w]]- [u, [v, w]]). 

En utilisant l'identité de Jacobi et l'antisymétrie du crochet, on déduit donc que 

d'où le résultat. 

([or(u), Qr(v)].f)w = -[fw, [u, v]]+!( -[w, [v, u]]) 

= [[u, v], fw]- f([[u, v], w]) 

= (or([u, v]).f)w, 

0 

Exemple 1.2.9. Tout fibré A ---+ M en algèbres de Lie est un algébroïde de Lie 

dont l'ancre est nulle. 

Définition 1.2.10. Un algébroïde de Lie sur M est dit bordant si tous les champs 

de vecteurs de Qr(f(A)) sont tangents à toutes les faces de M. 

Le concept d'une algèbre de Lie structurale sera alors équivalent au concept d'al­

gébroïde de Lie bordant, si Qr est injective et Qr(f(A)) c Vb. 
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Définition 1.2.11. Soit (A --+ M, {!A,[·, ·]A) et (B --+ M, {!B, [·, ·]B) deux algé­

broïdes de Lie au-dessus de la même base. Un morphisme d 'algébroïdes de Lie 

au-dessus de la même base est la donnée d'un morphisme <I> : A --+ B entre les 

fibrés vectoriels A --+ M et B --+ M qui commute aux ancres et aux crochets au 

sens où 

(gA)r = (gB)r 0 <I>, <I>([u, v]A) = [<I>(u), <I>(v)]B, Vu, v E r(A). 

Définition 1.2.12. Soit (A --+ M, {!A,[.,.]) un algébroïde de Lie. On dit qu'un 

sous-fibré vectoriel B --+ N de A
1

N, où N est une sous-variété de M, est un sous­

algébroïde de Lie de A si : 

Vp EN, u E Bp, on a que {!A(u) E TpN; (1.1) 

Vu, v E r(A) telles que UIN' VIN E r(B), on a que [u, v]IN E r(B). (1.2) 

Proposition 1.2.13. Le sous-algébroïde de Lie B --+ N est ancré par la restric­

tion de {!A à B et est équipé par le crochet de A restreint à f(B). Muni de cette 

ancre et de ce crochet, B --+ N est bien un algébroïde de Lie, noté aussi par B. 

Démonstration. D'abord, on vérifie que le crochet [., .]
1
N est bien défini. En effet, 

soient ui E f(B) et ui, i\ E f(A) deux prolongements pour ui, pour chaque 

i E {1, 2}. Autrement dit, îii
1
N = ui

1

N = ui. On a donc que ui -vi = fi'wi, où 

wi E f(A) et fi E C00 (M) est tel que fi
1

N =O. De plus, on voit que 

Or, 

Par la condition (1.1), on obtient que ((gA)r(u2).f1\N = O. Par suite, on a que 

[ill - i\' u2] IN = 0, puisque fliN = o. De même, on déduit que [vi, u2 - îi2] IN = o. 

et dOnC que [u1, U2]1N = [VI, V2]1N· 
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Il reste finalement à montrer que l'application d'ancrage QB := QAIB satisfait à 

la règle de Leibniz. Soient Ui E r(B), et üi E r(A) un prolongement de Ui, pour 

chaque i E { 1, 2}. Soit f E coo ( N) et j E coo ( M) un prolongement. On a alors 

que 

[fu~, u2] = [}ü~, ü2] IN 

= ~N[Ül, Ü2]1N- ((QA)r(Ü2).})üt)IN 

= f[u~,u2]- ((gB)r(u2).f)ul. 

0 

Exemple 1.2.14. Soient M une variété à coins et (A-tM, g, [., .]) un algébroïde 

de Lie bordant. Ainsi, pour chaque face fermée F de M, la restriction de A à 

F est un algébroïde de Lie bordant. En effet, AIF est un sous-fibré vectoriel et 

alors la propriété (1.2) est trivialement satisfaite. Puisque l'algébroïde de Lie A 

est bordant, la propriété (1.1) est aussi satisfaite. 

1.3 Structure de Lie à l'infini 

0 

Définition 1.3.1. Une structure de Lie à l'infini sur une variété M est un couple 
0 

( M, V), où M est une variété à coins compacte dont son intérieur est M et V est 

une algèbre de Lie structurale des champs de vecteurs sur M telle que son ancre 
0 0 

Qv est un isomorphisme sur M (donc vr M
1

u ~ TM). 

Nous allons mettre en évidence la définition ci-dessus par des exemples illustratifs. 

Exemple 1.3.2. Un exemple fondamental est l'algèbre structurale Vb, vue dans 

l'Exemple 1.2.2, qui est bien une structure de Lie à l'infini. 

Exemple 1.3.3. (M elrose, 1995) Soit M une variété à bord compacte et p une 

fonction de définition du bord. L'espace vectoriel des champs de vecteurs Vsc = pVb 
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est appelé l'algèbre de Lie de diffusion. Un champ de vecteurs de Vsc est appelé 

un champs de vecteurs de diffusion ou encore un sc-champ de vecteurs. Le couple 

(M, Vsc) est alors une structure de Lie à l'infini. En effet, on a que \lVi, \12 E Vsc, 

[V1 , V2] = [pV{, pV~] = p2 [V{, V~]+ p(V{p)V~- p(V~p)V{, où V{, V~ E Vb· Soit m 

un élément de aM. Dans un système de coordonnées locales (p, y) centré en m, 

chaque sc-champ de vecteurs V E Vsc est donnée localement par 

a n-1 a 
v= a(p, y)p2a + L ai(p, y)pa., 

p i=1 Yt 

où les coefficients a et ai sont des fonctions lisses et y = (Yb ... , Yn-1) E IRn-1
. 

L'algèbre de Lie Vsc est engendrée par p2 %P et p ~ près du bord. Comme V sc est 

un C00 module projectif, on peut lui associer un fibré vectoriel noté scr M. 

Exemple 1.3.4. {Mazzeo et Melrose, 1998} Soit M une variété à bord aM, qui 

est l'espace totale d'un fibré de variétés lisses ~ : aM -t S de fibre typique Z. 

Soit p E coo ( M) une fonction de définition du bord. On définit alors une algèbre 

de Lie de champs de vecteurs par 

V<P :={V E X(M) tel que V p E p2C00 (M) et ~*(\·'JaM) = 0}. 

Soit (p, y, z) un système de coordonnées locales près du bord, où y est une famille 

de variables sur la base S de ~ et z est une famille de variables sur les fibres de 

~. Alors dans ce système de coordonnées, V<P est engendré par p2 ;P, p ;Y et tz. Il 

s'agit donc d'un C00 module projectif. On déduit que V<P est une structure de Lie 

à l'infini et qu'on peut lui associer un fibré vectoriel noté <PT M. 

Exemple 1.3.5. Une généralisation de l'exemple précédent est la structure Lie à 

l'infini des champs de vecteurs à pointes feuilletées au sens de {Rochon, 2012}. En 

effet, soient M une variété compacte à bord aM qui est muni d'un feuilletage lisse 

F et p une fonction de définition du bord. On définit l'espace vectoriel des champs 

de vecteurs à pointes feuilletés (ou tout simplement F -champs de vecteurs) par 

VF :={V E X(M) tel que Vp E p2C00 (M) etVjaM E r(TF)}. 
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Alors, on peut voir comme auparavant que V.r est une structure de Lie à l'infini. 

Exemple 1.3.6. Soit M une variété à coins compacte ayant k hypersurfaces 

bordantes Ht, ... , Hk. Pour chaque i E {1, ... k}, on suppose que Hi admet une 

structure de fibré, 1ri : Hi -+ Si, où la base Si et les fibres sont des variétés à 

coins compactes. On dénote la famille de fibrés vectoriels ( 7ri)iE{l, ... k} par 1r. On 

dit que ( M, 1r) est une variété à coins fibrés s'il existe un ordre partiel sur les k 

hypersurfaces bordantes tel que : 

1. pour chaque I c {1, ... , k} avec niE/ Hi =1=- 0, la famille (Hi)iEI est totalement 

ordonnée; 

2. si Hi < Hj alors Hi n Hj =1=- 0, 1riiH·nH· : Hi n Hj -+ si est une submersion 
t J 

surjective, SJi := 1rJ(Hi nHJ) est une hypersurface bordante de SJ et il existe 

une submersion surjective 1rJi : SJi -+ Si satisfaisant 1rJio1rJ = 1ri sur HinHJ; 

3. les hypersurfaces bordantes de Si sont données par SiJ pour HJ < Hi. 

Pour plus de détails, on se réfère le lecteur aux (Albin et Melrose, 2011) et (Al­

bin et al., 2012). À partir de cette définition, il découle directement que chaque 

base Sj est naturellement une variété à coins fibrés avec la structure fibrée de ses 

hypersurfaces (SJi)iE{l, ... k} induite par les fibrés (1rji : SJi-+ Si) avec Hi< HJ. De 

même, chaque fibre de 1ri : Hi -+ Si est aussi une variété à coins fibrés. Mainte­

nant, pour Pi un choix de fonction définissant Hi compatible avec 1r, à savoir que 

pour chaque j tel que Hi < Hj la restriction Pi sur HJ est constante le long des 

fibres de 1rJ : HJ -+ SJ, on définit (voir (Conlon et al., 2016)) 

VQFB = {V E vb tel que Vi E {1, ... k }, \IIHi est tangent à toutes les fibres de 1ri 

etVvi E v;coo(M) oùvi = II PJ}· 
Hi<Hj 

Un champ de vecteurs V E VQFB est appelé un champ de vecteurs quasi fibré au 

bord ou simplement un QFB-champ de vecteurs. On peut voir aisément que VQFB 
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est fermé sous le crochet de Lie des champs de vecteurs. Soit m un élément d'une 

face fermée F de M de profondeur l. Après un nouvel étiquetage, si nécessaire, 

on peut supposer que F = H1 n ... n Hl de sorte que H1 < H2 < ... < Hl. On prend 

alors un petit voisinage ouvert de m tel que 1ri est trivial pour chaque i E {1, ... , l}. 

On considère le ki-tuplet des fonctions Yi = (yf, ... , Y7i) et z = (z1, ... , zq) tel que 

(PI, YI, ... , Pl, Yl, z) définit le système de coordonnées locales centré de m qui vérifie 

que sur chaque Hi, (Pb Yb ... , Pi-b Yi-1, Yi) induit des coordonnées sur la base Si 

avec 1ri correspondant à l'application 

où le symbole"' surmontant une lettre indique qu'il faut l'omettre. Et par suite, on 

peut vérifier que dans ce système de coordonnées locales, VQFB est engendrée par 

a a a a a 
VIPl---a ,VIa nl,V2P2---a -vl---a ,v2a n2' 

P1 Y1 P2 P1 Y2 
a a a a a 

... ,VlPl-a -vl-1-a--,vla n1'---a , ... ,-a 
Pl Pl-1 Yl Zl Zq 

pour ni E { 1' ... ' ki} et Vi = rr~=i Pp. Il s'agit donc d'un coo module projectif et on 

peut lui associer un fibré vectoriel noté QFBT M. On déduit que (M, VQFB) est une 

structure de Lie à l'infini. 

Exemple 1.3.7. L'algèbre de Lie (M, Vs) apparue dans (Debord et al., 2015} 

est une structure de Lie à l'infini car elle est en tout point similaire à celle de la 

structure (M, VQFB), sauf qu'on exige que V Pi E prC00 (M) pour chaque i au lieu 

de demander que Vvi E vlC00 (M). L'exemple d'algèbre de Lie des c/J-champs de 

vecteurs, introduite dans (Mazzeo et Melrose, 1998}, définit un cas particulier de 

(M, VQFB) en prenant M une variété à bord aM qui est l'espace totale d'un fibré 

1r := cjJ: aM---+ S. Elle correspond à l'Exemple 1.3.3 siS= aM et 1r =Id. 

Exemple 1.3.8. Soit (M, 1r) une variété à coins fibrés. Si Si =Hi et 1ri =Id pour 

chaque hypersurface bordante maximale Hi, alors un QFB-champ de vecteurs est 
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dit un QA C-champs de vecteurs ou encore un champs de vecteurs quasi asympto­

tiquement conique. L'ensemble des QAC-champs de vecteurs est dénoté par VQAC· 

D'où (M, VQAC) est une structure de Lie à l'infini. 

Exemple 1.3.9. Soient M une variété compacte avec bord âM et p une fonction 

de définition du bord. Soit une 1-forme lisse 8 E C00 (M; T* M) telle que t*8 ne 

s'annule nulle part sur M, où t: aM----+ M est l'inclusion canonique. Soit 

Ve :={V E vb 1 VIaM= 0 et 8(V) E p2C00 (M)}. 

Alors, Ve est une structure de Lie à l'infini, appelé 8-structure. Pour la descrip­

tion d'une base locale près du bord, et pour plus détails, on se référe à l'article (Ep­

stein et al., 1991). 

Définition 1.3.10. Une structure de Lie évanescente à l'infini est une structure 

de Lie à l'infini V telle que pour tout V E V, on a que VIaM = O. 

Exemple 1.3.11. On considère, par exemple M une variété à coins compacte de 

dimension n et 

Vo :={V E Vb tel que pour chaque HE M1(M), V(m)
1
H = 0 Vm EH} 

= PI···PkX(M), 

où Pi est une fonction de définition associée à l'hypersurface bordante Hi avec 

aM= U~=l Hi· Il est clair que chaque champ de vecteurs de Vo s'annule sur toutes 

les hypersurfaces bordantes de M. Ce sont les O-champs de vecteurs de Mazzeo­

Melrose (Mazzeo et Melrose, 1987). Pour prouver que (M, Vo) est effectivement 

une structure de Lie à l'infini, il faut vérifier que V0 est un coo module projectif 

fermé sous le crochet de Lie des champs de vecteurs. En effet, soit m un élément 

de F une face fermée de M de profondeur l. Sur (Pb ... , pz, YI, .... , Yn-z) un système 

de coordonnées locales en m, un champ de vecteurs V E Vo est de la forme : 

l a n-l a 
v= L aiPl···Pk-a 0 + L biPl···Pka., 

i=l Pt i=l Yt 
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où les coefficients ai et bi sont des fonctions lisses. Par un calcul simple, on a que 

[V, V'] E V0 , pour tout V, V' E V0 . De plus, sur un voisinage ouvert de m, l'algèbre 

de Lie V0 est engendrée par PI···Pka~i, i E {1, ... , l} et PI···Pka~i, i E {l, ... , n -l}. 

Ainsi, V0 est coo module projectif. 

Exemple 1.3.12. Il y a plusieurs exemples de variétés à bord avec une structure 

de Lie évanescente à l'infini. On prend par exemples, Vo ci-haut, Vsc (Exemple 1.3.3} 

et Vde apparue dans (Lauter et Moroianu, 2001}. Un autre exemple important 

est Voce (voir l'article (Epstein et al., 1991}), le cas où K = C est exactement 

l'Exemple 1.3.9. 

1.4 Structure de Lie fibrée à l'infini 

Dans cette section, nous allons restreindre notre attention à des structures de Lie 

qui induisent dans un sens précis des structures de fibrés au bord. Cette restriction 

sera très utile par la suite. De plus, elle a le mérite d'être très flexible, puisqu'elle 

inclut tous les exemples de structures de Lie décrits précédemment. 

Définition 1.4.1. Soient M et S deux variétés à coins compactes. Un fibré d'al­

gébroïdes de Lie associé à un fibré cjJ : M ----t S est un algébroïde de Lie A tel que 

son ancre (} : A ----t TM a son image dans le tangent vertical T ( M / S) C T ( M). 

Exemple 1.4.2. Soient S, Z deux variétés à coins compactes et pr : S x Z ----t Z la 

projection canonique. Soit 1r : A ----t Z un algébroïde de Lie sur Z avec (} : A ----t T Z 

l'ancre associée. Le fibré d'algébroïdes de Lie trivial sur S x Z induisant par A 

est l' algébroïde de Lie S x A donné par la projection 1r
1 = Id x 1r : S x A ----t S x Z 

avec l'ancre associée pr* (}: S x A----t T(S x Z) définie par 

Définition 1.4.3. Un fibré de structures de Lie à l'infini associé à un fibré 

cjJ : M ----t S est un fibré d' algébroïdes de Lie qui induit par restriction une structure 
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de Lie à l'infini sur chaque fibre telle que pour chaque s E S, il existe un voisinage 

ouvert U et une trivialisation \liu : c/J-I (U) ---7 U x Z qui induit un isomorphisme 

de fibrés d'algébroïdes de Lie, où U x Z est muni du fibré d'algébroïdes de Lie 

trivial induit par un certain algébroïde de Lie sur Z. 

Définition 1.4.4. Soit M une variété à coins compacte. Une structure de Lie 

fibrée à l'infini (M, VsF) est une structure de Lie à l'infini telle que pour toute 

face fermée F, la restriction VsF surF, notée VF, induit un fibré de structures de 

Lie à l'infini associé à un certain fibré cjJ F : F ---7 S F. 

Proposition 1.4.5. Si (M, VsF) est une structure de Lie fibrée à l'infini, alors : 

1. Si FI et F2 sont deux faces fermées de M avec FI C F2, alors il existe une 

~ubmersion surjective cPI2 de SF1 dans cPF2 (FI) telle que cPF21 p
1 

:= cPI2 o cPF1 ; 

2. Pour toute face fermée F de M, il existe un morphisme surjectif d' algébroïdes 

de Lie 7rF : VsFTFM --* VFT F. 

Démonstration. On a que, pour FI C F2, VF2 w
1 

= VsFw2 1F
1 

= VFu donc les 

éléments de VF1 doivent aussi être tangents au fibres de cPF2 w
1

, de sorte que chaque 

fibre de cPF1 doit être incluse dans une fibre de cPF2 w
1

• En effet, si tel n'était pas 

le cas, il existerait SI E sb p E c/J"Fli(si) et ç E Vp 1TpFI c Vp 2 TpF2 transverse à 

la fibre de cjJ F
2 

: F2 ---7 82 passant par p, contredisant la définition de cjJ F2 • Pour 

la propriété 1 de la Proposition 1.4.5, on peut donc définir cPI2(si) comme étant 

l'élément s2 E cPF2 w
1 

C S2 tel que c/J"F
1
I(si) C c/J"F

2
I(s2)· 

Pour la propriété 2 de la Proposition 1.4.5, on sait que VsF1F = VF et Qv8 FIF := QvF 

induisant le diagramme commutatif: 
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r(TF), 

. où ( 7rF )rest le morphisme de restriction de structures de Lie à l'infini qui préserve 

le C 00 module projectif. Par le théorème Serre-Swan (Karoubi, 2008), ce morphisme 

induit un morphisme surjectif d'algébroïdes de Lie 

D 

Remarque 1.4.6. Toute structure de Lie évanescente à l'infini est un cas par­

ticulier de structure de Lie fibrée à l'infini en prenant cjJ F : F -+ F l'application 

d'identité pour toute face F, puisque VsFIF =O. 

Définition 1.4. 7. Un fibré de structures de Lie fibrées à l'infini par rapport à 

cjJ : M -+ S est un fibré de structures de Lie à l'infini induisant par restriction une 

structure de Lie fibrée à l'infini sur chaque fibre de sorte que pour chaque face F 

de M telle que c/JIF : F -+ S est surjectif : 

1. on a un fibré cPF : F -+ SF et une submersion surjective aF : SF -+ S de 

sorte que aF o cPF = c/JIF; 

2. pour tout s E S, le fibré sur ( c/JIF) - 1 ( s) induit par la structure de Lie fibrée à 

l'infini sur cjJ - 1 ( s), est précisément la restriction de cjJ F à (cP IF) - 1 ( s). 

Proposition 1.4.8. Si ( M, VsF) est une structure de Lie fibrée à l'infini alors 

( F, V F) est un fibré de structures de Lie fibrées à l'infini. 

Démonstration. Il suffit de vérifier que chaque fibre de cPF : F -+ SF, munie 

de la restriction VF, est une structure de Lie fibrée à l'infini sur chaque fibre. 
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Prenants E SF, on note par VFs la structure de Lie à l'infini de fibre Fs := c/J"F1(s) 

induite par restriction. Soit n une face fermée de F et posons rls := n n F8 • 

Alors soit rls = F8 , soit rls est une face fermée de Fs de codimension strictement 

positive. Dans ce dernier cas, la propriété 1 de la Proposition 1.4.5 appliquée à 

F1 =net F2 = F nous donne une submersion surjective an : Sn -+ SF telle que 

4>F
1
n =an o cf>n comme dans 1 de la définition précédente de sorte que 4>n

1
ns est le 

fibré sur rls qui confère à Fs une structure de Lie fibrée à l'infini. D 

Exemple 1.4.9. L'Exemple 1.3.4 est une structure de Lie fibrée à l'infini, ce qui 

n'est pas le cas pour la structure VF de l'Exemple 1.3.5 lorsque Fest un feuilletage 

qui ne provient pas d'une structure de fibré. 

Exemple 1.4.10. La structure de Lie à l'infini Vb est une structure de Lie fibrée 

à l'infini telle que chaque fibré cf> F : F -+ { 0} est une projection canonique de la 

base F dans un point. De plus, on a une suite exacte 

(1.3) 

où b NF := Ker('rr) est le noyau de la projection canonique 1r : bTF(M) -» bT F 

par restriction. 

Exemple 1.4.11. Dans l'Exemple 1. 3. 6, on suppose que M est une variété com­

pacte à coins fibrés de profondeur l associée à une famille (Hi)iE{l, ... ,l} d'hyper­

surfaces bordantes. On peut voir que chaque fibre de 1ri : Hi -+ Si est une 

variété à coins fibrés. Précisément, si s E Si alors Hi,s := 7ri1(s) est une va­

riété compacte à coins fibrés, où les hypersurfaces bordantes sont Hi,s n Hj avec 

Hi < Hj et les fibrations associées sont obtenues par restriction des 1rj. Par consé­

quent, la restriction d'un QFB-champ de vecteurs de (VQFB, M) sur chaque fibre 

Hi,s := 1r;1(s) nous donne aussi un QFB-champ de vecteurs sur la fibre. Main­

tenant, soit F := H1 n ... n Hk une face fermée de profondeur k E {1, ... , l} de 

sorte que H 1 < H 2 < ... < Hk, après un ré-étiquetage, si nécessaire. Il suffit de 

-~ ~-----------------------
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prendre cPF := 7rkiF pour voir que la structure VQFB est une structure de Lie fibrée 

à l'infini, pourvu bien sûr que pour chaque fibré la condition de trivialisation locale 

de la Définition 1.4.3 soit satisfaite. 

Proposition 1.4.12. Le produit cartésien de deux structures de Lie fibrées à 

l'infini est une structure de Lie fibrée à l'infini. 

Démonstration. Étants données (M1 , V1 ) et (M2 , V2 ) deux structures de Lie fibrées 

à l'infini, leur produit cartésien est clairement une structure de Lie à l'infini 

où pri M1 x M2 ---+ Mi est la projection canonique. Pour chaque face fermée 

F := F1 x F2 de M, il suffit alors de prendre 

avec S Fi un point lorsque Fi = Mi. D 

1.5 Variété riemannienne avec une structure de Lie à l'infini 

Soient (M, V) une structure de Lie à l'infini et (}v : vT M---+ TM l'ancre associée. 

0 

Définition 1.5.1. Une métrique de M compatible avec une structure de Lie à 
0 

l'infini ( M, V) est une métrique riemannienne sur M définie par 

pour une certaine métrique euclidienne h E r(Sym2 (vT* M)). On dit alors que 
0 

( M, g) est une variété riemannienne avec une structure de Lie à l'infini. 

0 

Nous pouvons montrer alors que la variété (M, g) est nécessairement complète, 

voir la section 3.4 (Ammann et al., 2004) et, si 8M-=/:- 0, que le volume est infini, 

ce que nous allons démontrer dans la prochaine sous-section. 
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0 

Exemple 1.5.2. (Variété à bout asymptotiquement cylindrique). Soit M une va-

riété riemannienne complète non-compacte de dimension n munie d'une métrique 
0 

complète g telle qu'il existe un compact K C M et une variété compacte rie-
0 

mannienne ( 8M, gaM) de sorte que M \ K peut être paramétriser par un voisinage 
0 

tubulaire du bord âMx (0, +oo) ~ M\K. On suppose que le cylindre âMx (0, +oo) 

soit muni de la métrique produit gcyl = dx2 + gaM. Par un recollement à l'infini de 
0 0 

M\K par âM, on obtient une compactification M := MUâM qui est une variété 

à bord compacte. Et par suite, le changement de variable p =e-x donne une fonc­

tion de définition pour âM telle que %x = -p gP. Ceci suggère de considérer bT M. 
0 . 

On dit alors que ( M, g) est une variété à bout asymptotiquement cylindrique si, 

près d'un voisinage tubulaire du bord âM x [0, 1], il existe 'Y > 0 tel que 

0 

où Cb(M) = {! E C 00 (M) 1 Vk E No, {Vt, ... , Vk} c Vb, sup 0 IVl···Vkfl < 00 }. 
M 

dp2 
Lorsque g - ( -

2 
+ gaM) E p Cb ( M; Sym2 (bT* M)), c'est un exemple de métrique 

p 
compatible avec la structure de Lie à l'infini Vb. 

Exemple 1.5.3. (Variété à bout asymptotiquement conique). Soit gb une b-métrique 

qui est une métrique compatible avec une structure de Lie à l'infini (M, Vb), où 

M est une variété à bord compacte. On appelle par une métrique de diffusion une 
0 

métrique complète de M compatible avec une structure de Lie à l'infini ( M, V sc), 

donnée par g8 c := g~. On la dit une métrique de diffusion de type produits 'il existe 
p 

un voisinage tubulaire du bord c: âM x [0, c) --t M tel que 

* dp2 gaM 
c 9sc = -

4 
+ -

2 
, gaM E C 00 (8M; Sym2(TâM)), 

p p 

ou de manière équivalent, 

c*g8 c = dt2 + t2gaM, tE (-logE, +oo). 
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0 

On dit alors que ( M, 9) est une variété à bout asymptotiquement conique si 

9-9p E p C00 
( M; Sym2 (seT* M)), où 9p est une métrique diffusion de type produit. 

Dans ce cas, 9 est compatible avec Vsc· Un exemple simple est le cas euclidien : 

la compactification radiale de JR.n avec bord la sphère §n-l. Cette compactification 

est donnée par la projection stéographique S P définie par 

SP: JR.n-+ §~ :={x= (xo, ... , Xn) E JR.n+l llxl = 1 et Xo 2:: 0}, 

Puisque§~ est une variété à bord compacte, SP permet d'identifier JR.n à (§~)o := 

§~ \ 8§~. La métrique euclidienne est une métrique de diffusion de JR.n qui est 

donnée par 

2 2 2 2 dp2 ldwl2 
1 x ldxl =dr +r ldwl =-4 +-2-, lxl=r=-,w=-1 l' p p p x 

où ldwl2 est la métrique standard de la sphère §n-l = 8§~. 
0 

Proposition 1.5.4. Deux métriques 91 et 92 de M compatibles avec une struc-

ture de Lie à l'infini ( M, V) sont quasi-isométriques, c'est-à-dire qu'il existe une 

constante C > 0 telle que 

0 

C-192(X,X)::; 9I(X,X)::; C92(X,X) VX E TM. 

0 

En particulier, c-1 d2 ::; d1 ::; C d2 , où di est la distance sur M correspondante à 

Démonstration. Sur chaque fibre de vr M, on a une trivialisation locale. L'équi­

valence des normes de JR.n nous assure l'inégalité escomptée localement. Comme 
0 

M est compacte, on obtient le résultat voulu globalement sur M, et donc sur M 

par restriction. D 
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On dénote par voln la forme volume de la métrique riemannienne d'une variété 
0 

riemannienne M avec une structure de Lie à l'infini (M, V). 

Proposition 1.5.5. (Proposition 3.1 dans (Ammann et al., 2004)) Soit f ~ 0 

une fonction lisse sur M. Si Jo f voln < +oo alors f s'annule sur chaque hyper­
M 

surface bordante de M. En particulier, le volume de chaque variété riemannienne 

non-compacte avec une structure de Lie à l'infini est infini. 

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que M est une variété à bord 

compacte. Soit vol~ une forme volume sur M associée à une autre métrique sur M 

qui est lisse jusqu'au bord. On a alors que voln ~ C p-1 vol~ avec p une fonction 

de définition du bord et C une constante positive. D'où, si f est non nulle sur 

âM, alors 

D 

1.6 Connexion et courbure 

Définition 1.6.1. Soit E --+ M un fibré vectoriel. Une vr M -connexion surE, 

notée aussi V', est une application 

V' : r(vT M) x r(E) --+ r(E) 

qui satisfait aux propriétés suivantes : 

2. Y'x(att+a'tt') = aY'xtt+b'Y'xtt', 'v'a,a' E lR, 



30 

0 

Proposition 1.6.2. (Lemme 3.2 dans (Ammann et al., 2004)) Soit (M,g) 

une variété riemannienne avec une structure de Lie à l'infini ( M, V). Alors la 
0 

connexion de Levi- Civita sur TM, 

0 0 0 

V': X(M) x X(M) --+ X(M), 

s'étend en une connexion affine, notée aussi 

ayant les mêmes propriétés de la connexion usuelle de Levi-Civita (symétrique et 
0 

compatible). Autrement dit, la connexion de Levi- Civita sur TM s'étend en une 

vr M -connexion de Levi-Civita sur vr M. 

Démonstration. C'est une conséquence directe de la formule de Koszul : 

2(\7 x Y, Z) = ([X, Y], Z)- ([Y, Z], X)+ ([Z, X], Y) 

+X(Y,Z) + Y(Z,X)- Z(X, Y), 

D 

Remarque 1.6.3. Le même raisonnement implique que la connexion de Levi-
0 0 0 

Civita sur T* M (respectivement ( &} T* M) @ ( @l TM)) s'étend en une vr M-

connexion sur vT* M (respectivement ( @k vT* M) @ ( @z vr M)). 

0 

Corollaire 1.6.4. (Corollaire 3.3 dans (Ammann et al., 2004)) Soient (M,g) 

une variété riemannienne avec une structure de Lie à l'infini ( M, V) et V' la 

vr M -connexion de Levi-Civita. V X, Y E r(vT M), l'endomorphisme de courbure 

de Riemann R(X, Y) s'étend en un endomorphisme sur vTM. De plus, chaque 

dérivée contravariante, 

0 0 0 

V'k R E r ( ( ®k T* M) ® (A 2 T* M) ® End(T M)), 
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0 

est bornée sur M et s'étend en une section de 

Démonstration. Soit X, Y E r(vT M). Par définition, on sait que 

R(X, Y):= \7x\7y- \7y\7x- \7[x,Y]· 

On a que \7x, \7y et \7[x,Y] sont des opérateurs différentiels sur vTM, par la 

Proposition 1.6.2. Alors R(X, Y) est un opérateur différentiel sur vr M, qui est 
0 0 

un tenseur sur TM. Puisque M est dense dans M, on a bien que 

On applique la vr M -connexion de Levi-Civita sur ®k vT* M pour obtenir 

Le contrôle de \7k R résulte du fait que M est compacte. 0 

Avant de conclure, nous rappelons qu'un exemple de géométrie bornée est une 

variété riemannienne complète dont le rayon d'injectivité est strictement positif 

et les dérivées contravariantes du tenseur de courbure sont bornées. Ainsi, toute 

variété avec une structure de Lie à l'infini est un exemple de géométrie bornée dès 

que le rayon d'injectivité est strictement positif. Par un résultat de Amann, Lauter 

et Nistor (voir le Corollaire 3.20 dans (Ammann et al., 2004)), étant donné une 

structure de Lie à l'infini, soit le rayon d'injectivité est strictement positif pour 

toutes les métriques compatibles, soit il ne l'est pour aucune. De plus, Ammann, 

Lauter et Nistor donnent un critère suffisant pour que le rayon d'injectivité soit 

strictement positif. Comme, il n'y a aucun exemple connu de métrique compatible 

avec une structure de Lie à l'infini ayant un rayon d'injectivité nul, il est conjec­

turé que le rayon d'injectivité est toujours strictement positif pour une métrique 
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compatible avec une structure de Lie à l'infini, voir la Conjecture 3.11. (Ammann 

et al., 2004). Cette conjecture n'a pas encore été prouvée sauf pour des métriques 

particulières comme les métriques QAC et QFB (voir la Proposition 1.27 (Conlon 

et al., 2016)). 



CHAPITRE II 

ÉQUATION PARABOLIQUE ET POLYHOMOGÉNÉITÉ DES SOLUTIONS 

Dans le présent chapitre, nous généralisons les travaux de (Rochon, 2015) pour 

certaines équations Vsp-paraboliques linéaires, à savoir des équations paraboliques 

linéaires déterminées par une structure de Lie fibrée à l'infini. Plus précisément, 

nous montrons que les solutions de ces équations admettent un développement 

polyhomogène à l'infini pourvu que certaines conditions naturelles soient satis­

faites. 

2.1 Espaces de HOlder 

0 

Dans ce qui suit, soit (M, g) une variété riemannienne non-compacte complète 
0 

avec une structure de Lie à l'infini (M, V). La connexion de Levi-Civita V" sur TM 
0 0 0 

induit une connexion de Levi-Civita sur r(T(k,t) M) := r ( ( &l T* M) 0 ( 0z TM)), 

notée aussi V". Plus généralement, si E --+ M est un fibré vectoriel euclidien avec 
0 

une métrique induite sur r(T(k,l) M 0 E), notée aussi g, alors un choix de vr M-
0 

connexion pour E et la connexion de Levi-Civita sur r(T(k,l) M) induisent une 
0 

connexion sur r(T(k,l) M 0 E), notée aussi V". 

0 

Définition 2.1.1. On définit l'espace de Banach C~(M; E) par l'ensemble des 

sections de classe Ck de E telles que toutes ses dérivées contra variantes jusqu'à 
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l'ordre k sont uniformément bornées, c'est-à-dire que 

0 0 

C~(M; E) := {J-t E Ck(M; E) 1 sup IVJ ~-tl < +oo Vj E {0, ... , k} }. 
0 g 

mEM 

Il est muni de la norme définie par 

L 'espace de Fréchet associé est défini par 

c~(M; E) = n c~(M; E) 
kEN 

et a pour semi-normes Il· Il k pour k E N. 

0 

Remarque 2.1.2. On a que C00 (M; E) Ç Cv(M; E). Autrement dit, chaque 
0 

section de C~(M; E) n'exige que le contrôle de toutes ses dérivées contravariantes, 

mais pas qu'elle s'étend continûment au bord. Par exemple, si PH est une fonction 

de définition d'une hypersurface bordante H de M telle que PH(m) < 1, Vm E M, 

alors la fonction (logpH)- 17 , où 'f} EN, n'est pas une fonction lisse sur M, mais 
0 

est un élément de Cv ( M). 

0 

Définition 2.1.3. Étant donné a E (0, 1], on définit l'espace de HolderC~'a(M; E) 

comme étant l'espace de Banach 

0 

{J-t E C~(M; E) 1 IIMIIo,a < +oo} 

avec norme Il· llo,a donnée par 

1'1/J-r(J-t(r(O)))- M(r(1))1 o 

IIMIIo,a := IIMIIo+sup { l(r)a 
9 1rE coo([o, 1]; M) et r(O) # 1'(1)} 

où '1/J-r : Eh(o) -+ Eh(l) est le transport parallèle le long de r et l ('Y) est la longueur 

de 'Y associée à la métrique g. 

Pour kEN, l'espace de Holder C~'a(M; E) est l'espace de Banach défini par 

0 0 0 

{tL E C~(M; E) 1 VktL E C~'a(M; T(k,o) M 0 E)} 
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avec norme donnée par 

Remarque 2.1.4. Par la Proposition 1.5.4 et le Corollaire 1.6.4, la définition de 

ces espaces et leur topologie dépendent seulement de la structure de Lie à l'infini, 

pas du choix de métrique compatible. Les normes cependant dépendent clairement 

du choix de la métrique g. 

Maintenant, voici une version parabolique de ces espaces. Dénotons aussi par E 

le tiré en arrière de Epar la projection [0, T] x M--+ M. 

0 

Définition 2.1.5. L'espace de Banach Ct([o, T] x M; E) est défini par l'ensemble 

0 

{I-lE Ck([O, T] x M; E) 1 Vi, j E N0 avec 2i + j ~ k, 

(i)iV'jJ-L E C0 ([0,T]xM;T(j,O)M®E) et sup sup l(i)iV'jJ-t(t,m)l < +oo}, 
8t tE [0 T] o Ôt g 

' mEM 

avec norme donnée par 

L'espace de Fréchet associé est défini par 

0 0 

Cv:'([O, T] x M; E) = n Ct([O, T] x M; E). 
kENo 

0 

Étant donné a E (0, 1], l'espace de Holder parabolique C~'a([O, T] x M; E) est 

l'espace de Banach défini par 

0 

{J-t E C~([O, T] x M; E) 1111-LIIo,a < +oo} 
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avec norme ll·llo,a donnée par 

IIMIIo,a := ll11llo 

+ sup sup { I<P'Y(!-'('Y(o;i \~ !-'( /'(1))lg Il' E C00 ([0, 11; { t} x M) et ')'(0) # 1'(1)} 
tE[O,T] "f 

l11(t, m) - 11(t', m) 1
9 + sup sup a . 

0 top t' 1 t - t' 12 
mEM 

0 

Pour k E N, l'espace de Holder parabolique ct·a([O, T] x M; E) est l'espace de 

Banach défini par 

0 0 0 

{Il E C~([O, T] x M; E) 1 "Vk 1-L E C~'a([O, T] x M; T(k,o) M 0 E)} 

avec norme donnée par 

2.2 Expansion polyhomogène 

0 

Pour des sections dans ct· a ( M; E), il existe parfois un développement lisse près 

du bord 8M, à savoir un développement similaire au série de Taylor prés du bord 

de la forme L pnun où p est une fonction de définition du bord et Un est une 
nE No 

section lisse sur M. Sans avoir un développement lisse, on a toutefois souvent une 

expansion pol y homogène avec des termes de la forme pz (log p )k au lieu p-n, où le 

couple (z, k) appartient à un sous-ensemble de C x N0 , appelé ensemble indiciel 

défini comme suit : 

Définition 2.2.1. Un ensemble indiciel G est un sous-ensemble discret de C x N0 

tel que 

1. (zj,kJ) E G, l(zj,kJ)I-+ oo ==} Rezj-+ oo; 

2. (z, k) E G ==} (z + p, k) E G Vp EN; 
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3. (z, k) E G ===> (z,p) E G Vp E {0, ... , k }. 

L 'ensemble indiciel G est dit positif si N0 x { 0} C G et 

(z,k) E G ===> Imz = 0, Rez 2::0, 

(O,k) E G ===> k =O. 

Une famille indicielle Q de M est la donnée d'un ensemble indiciel Q ( H) pour 

chaque hypersurface bordante H de M. Elle est dite positive si chacun de ses 

ensembles indiciels est positif. Si Q est une famille indicielle, alors Q
1
H dénote la 

famille indicielle de H qui associe à l'hypersurface bordante HnH' de H l'ensemble 

indiciel Q ( H') E Q. 

Remarque 2.2.2. Si G1 et G2 sont deux ensembles indiciels d'une hypersurface 

bordante H de M, alors leur somme 

G1 + G2 := {(z1 + z2, k1 + k2) E C x No 1 (z~, k1) E G11 (z2, k2) E G2} 

est aussi un ensemble indiciel de H. De même, si Y1 et Y2 sont deux familles 

indicielles de M, alors 91 +92 est une famille indicielle qui associe à l'hypersurface 

bordante H l'ensemble indiciel 91 ( H) + Y2 ( H). On vérifie aussi que Y1 U Y2 est une 

famille indicielle de M qui associe à l'hypersurface bordante H l'ensemble indiciel 

Y1 ( H) U Y2 ( H). Si Y1 et Y2 sont positives alors Y1 U Y2 C Y1 + Y2. En particulier, 

si Q est une famille indicielle positive, on peut lui associer la famille indicielle 

oo oo n 

9oo= L9= UL9, 
j=l n=l j=l 

et par construction, on a que Yoo + Q = Yoo. 

Définition 2.2.3. On suppose que M est une variété compacte à bord, p une fonc­

tion de définition du bord 8 M et G un ensemble indiciel de M. L 'espace A~hg ( M) 
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0 

est l'espace des fonctions polyhomogènes f E C00 
( M) ayant un développement 

asymptotique près de â M de la forme 

f rv L a(z, k)pz(logp)k, a(z, k) E C00 (M), 
(z,k)EG 

où le symbole rv signifie que V N E N, on a 

f- L a(z, k)pz(log p)k E pN+lcf (M) avec Cf (M) := C~ (M), 
(z,k)EG 
Rez~N 

où (M, Vb) est la structure de Lie à l'infini de l'Exemple 1.3.2. 

Définition 2.2.4. Soit Ç = {Q(H) 1 H E M 1 (M)} une famille indicielle pour 

une variété à coins M. Soient pr1 : H x [0, c) ---7 H la projection canonique et 

TJH E C~ ( M) une fonction de coupure lisse à support compact dans un voisinage 

tubulaire de H, c: H x [O,c) +-+ c(H x [O,c)) CM, tel que TJH = 1 près de H. 

Une application d'extension =:.H : A~h~(H) ---7 A~:g(M) est définie par 

'3H(a) = TJH(c- 1 )* pr~ a vérifiant '3H(a)
1
H =a, 

avec gH la famille indicielle {ÇH (H') : H' E M 1 (M)} telle que 

{ 

Q(H'), H =/:- H' etH n H' =/:- 0, 

QH(H') = N0 x {0}, H = H', 

0, HnH' = 0. 

Définition 2.2.5. L'espace A~hg(M) est défini récursivement sur la profondeur 
0 

de la variété à coins par l'ensemble des fonctions f E C00 
( M) satisfaisant, pour 

chaque hypersurface bordante H de M, 

f rv L =:H(a(z,k))p~(logpH)k,a(z,k) E A~h~(H), 
(z,k)EÇ(H) 

où pH est une fonction de définition associée à H. Le symbole rv signifie que 

'VNEN,ona 

f-
(z,k)EQ(H) 
Rez~N 

Il 
H'::f.H 

H 1 EM1(M) 
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où (mH', bH') E Ç(H') est tel que si (m, b) E Ç(H') alors Re(m) ~ Re(mH') 

et Re(m) = Re(mH') implique b:::; bH'· La récursion se termine éventuellement 

et Aghg(M) est bien défini lorsque les coefficients a(z, k) est dans A;hg(Y) = 
C00 (Y), où Y est une variété fermée déterminée par une intersection maximale 

d'hypersurfaces bordantes de M. 

Remarque 2.2.6. Étants données Ç1 et Q2 deux familles indicielles de M, si 

!1 E A~hg(M) et !2 E A~~g(M), alors JI+ !2 E A~h~92 (M) et f1f2 E A~h;92 (M). 

Remarque 2.2. 7. L'espace Aghg(M) ne dépend pas du choix de fonction de défi­

nition du bord p contrairement aux coefficients a( z, k). Si chaque ensemble indiciel 

de g est N0 x {0}, alors Aghg(M) = C00 (M). Et si chaque ensemble indiciel de Q 

est 0, alors A~hg(M) = C00 (M) est l'espace des fonctions lisses sur M s'annulant 

sur 8M ainsi que toutes leurs dérivées. On remarque aussi que l'espace Aghg(M) 

est un C00 module. 

Définition 2.2.8. Soit E ~ M un fibré vectoriel. L'espace des sections polyho­

mogènes de E correspondant à une famille indicielle Ç est défini par 

Il est parfois nécessaire de considérer une classe de métriques un peu plus grande, 

car la notion de métrique riemannienne compatible avec une structure de Lie à 

l'infini (M, V) est un peu stricte. 

0 

Définition 2.2.9. Une V-métrique est une métrique riemannienne sur M quasi-

isométrique à une métrique compatible avec une structure de Lie à l'infini ( M, V) 
0 

sur M. 

0 

Définition 2.2.10. Une V-métrique polyhomogène est une V-métrique g sur M 

définie par 
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pour une certaine métrique euclidienne h E Aghg ( M; Sym2 (vT* M)) avec Ç une 

famille indicielle positive. 

Plusieurs des V-métriques ne sont pas typiquement lisses jusqu'au bord mais elles 

admettent souvent un développement asymptotique polyhomogène. Par exemple, 

les Vce-métriques de Cheng Yau (Cheng et Yau, 1980), les métriques Poincaré­

Einstein ( Chrusciel et al., 2005) et les métriques Cala bi-Y au asymtotiquement 

cylindriques ou coniques (Conlon et al., 2015). 

2.3 Ellipticité et polyhomogénéité des opérateurs différentielles 

Nous examinerons certains aspects de la théorie des opérateurs différentiels dé-
0 

terminés par une structure particulière de Lie à l'infini. Soit (M, g) une variété 

riemannienne avec une structure de Lie à l'infini (M, V), où g est une V-métrique. 

Grâce au chapitre précédent, nous savons déjà que la connexion de Levi-Civita sur 
0 

TM s'étend en une vr M-connexion \7 de Levi-Civita sur vr M. Cela implique 
0 0 0 

aussi que la connexion de Levi-Civita sur r(T(k,l) M) := r ( ( Q?} T* M) Q9 ( Q9l TM)) 

s'étend en une vr M-connexion sur r(vT M(k,l)), notée aussi \7. Plus généralement, 

siE---+ M est un fibré vectoriel, alors la vr M-connexion surE induit une vr M­

connexion sur r(vT M(k,l) Q9 E), notée aussi \7. 

Définition 2.3.1. L'espace Diff~(M) est la C 00 (M)-algèbre universelle envelop­

pante de l'algèbre de Lie V. Autrement dit, l'espace Difft ( M) des opérateurs dif­

ferentiels d'ordre k est l'espace des opérateurs différentiels engendrés par C00 
( M) 

et la composition d'au plus k éléments de V. 

Définition 2.3.2. Puisque Difft(M) est un C 00 module, on définit l'ensemble des 

opérateurs différentiels de Difft(M) agissant sur des sections d'un fibré vectoriel 

E---+ M par 



Donc chaque LE Diff~(M; E) s'écrit sous la forme 

k 

L~-t = L(j . Vi~-t, Vi~-t E r(vTM(j,o) ® E), (jE r(vrM<o,j) ® End(E)), 
j=O 

où « · » indique la contraction naturelle d'indices. 
0 
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On définit aussi Diff~(M; E) comme étant l'ensemble des opérateurs différentiels 

L de la forme 

k 
0 0 0 0 

L~-t = L(j · ViJ-t, ViJ-l E C~(M;T(j,O)M®E), (jE C~(M;T(O,j)M®End(E)). 
j=O 

Si on change la régularité au-dessus Cv par eva, l'ensemble des opérateurs dif-
o 

férentiels L sera noté par Diff~,f,a(M; E). 

Définition 2.3.3. Soit g une famille indicielle de M. L'espace 

est l'ensemble des opérateurs différentiels de Diff~(M; E) polyhomogènes par rap­

port à Q. 

Remarque 2.3.4. De manière analogue à la Remarque 2.2.6, étants données g 

et K deux familles indicielles de M, si u E Aghg ( M; E) et P E Diff~,K ( M; E), 

. AK+Q( ) alors PuE phg M; E . 

Remarque 2.3.5. Les trois définitions précédentes ont un sens même si V est 

une algèbre de Lie structurale qui n'est pas une structure de Lie à l'infini. 

0 0 

Remarque 2.3.6. On voit que Diff~(M; E) C Diff~(M; E) C Diff~,e,a(M; E). 

Définition 2.3.7. Le symbole principal d'un opérateur LE Diff~(M; E) (respec-
o 

tivement Diff~(M; E)) est l'application ak(L) : vT* M ---+ End(E) homogène de 

degré k sur les fibres définie par ak ( L) ( Ç) = ik (k · Çk, où (k est le coefficient du 

terme d'ordre k et Çk = Ç ® Ç ... ®·Ç E VT M(k,o). 
'-.,...-' 

k fois 
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Remarque 2.3.8. Le symbole principal induit une application o-k : Difft(M; E) -t 

coo (VT* M, w* End( E)), où 1r : VT* M -t M est la projection canonique, telle que 

ak1+k2 (L1L2) = ak1 (Ll)ak2 (L2), pour Li E Diff~(M; E) avec i E {1, 2}. 
0 

Définition 2.3.9. Un opérateur LE Diff~(M; E) est dit uniformément V-elliptique 
0 0 

si le symbole principal a 2 (L) vérifie que \;fm E M et VÇ E T:n_M \ {0} 

pour une certaine V -métrique g. Autrement dit, L est uniformément V -elliptique 

si son symbole principal est le même que celui d'un laplacien associé à une V­

métrique. De même, si {Lt : t E [0, T]} est une famille lisse d'opérateurs uni-
o 

formément V-elliptiques dans Diff~(M; E) (respectivement Diff~(M; E)), on dira 

que ft - Lt est un opérateur uniformément V -parabolique. 

Proposition 2.3.10. Soient (M, VsF) une structure de Lie fibrée à l'infini et Q 

une famille indicielle positive de M. On suppose que pour un fibré associé cp F d'une 

face fermée F de M, il existes E SF tel que la fibre Fs := c/J-;1(s) est de dimension 

non nulle. Si L E Diff~sF,g(M; E) est un opérateur uniformément Vsp-elliptique 

polyhomogène par rapport à Q, alors la restriction de L au coefficient d'ordre 0 sur 

la fibre F8 est un opérateur L~ E Diff~ g (F8 ; E) uniformément Vp -elliptique. 
F 8 , IFs s 

Démonstration. Grâce à la propriété 2 de la Proposition 1.4.5, on a une suite 

exacte courte : 

(2.1) 

où VFs est la structure de Lie fibrée à l'infini de F8 • La suite exacte courte duale 

est donc 

Par suite, la première application [; : vFsT*(Fs) Y VsFT;JM) induit un dia­

gramme commutatif 
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coo(VsFT* M, 1r* End(E)) 

1 ~· 

Donc CJ2(L~) = ~* o a2(L)IFs· Si L est Vsp-uniformément elliptique, on voit donc 

que a2(L~) sera Vp
8
-uniformément elliptique. D 

2.4 Polyhomogénéité des solutions des équations paraboliques 

Nous étudions maintenant la polyhomogénéité globale des solutions d'équations 

paraboliques linéaires déterminées par une structure de Lie fibrée à l'infini. Com­

mençons par un petit lemme. 

Lemme 2.4.1. Soient B(O, 2r) := {x E IRn : llx- xoll ~ 2r} une boule fer­

mée centrée en 0 de rayon 2r et {Lt : t E [0, T]} une famille d'opérateurs uni­

formément elliptiques de Diff~,a(B(O, 2r)). Soient f E Ck,a([O, T] x B(O, 2r)) et 

Uo E ck+2,a(B(O, 2r)). Si u E ck+2,a([O, T] x B(O, 2r)) est la solution unique de 

l'équation 

alors il existe une constante K > 0 dépendante des normes des coefficients de 

l'opérateur Lt, la régularité k, la dimension n, le rayon ret la constante d'ellipticité 

de la famille Lt telle que 

llullck+2,a([o,T]xB(O,r)) ~ K(lluoiiCk,a([o,T]xB(0,2r)) + llfiiCk,a([o,T]xB(0,2r))). (2.3) 

Démonstration. C'est un résultat standard. Voici une preuve s'appuyant sur le 

livre (Ladyzenskaja et al., 1967)). Soit une fonction lisse à support compact 
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cp E C~(B(O, 2r)) telle que cp= 1 sur B(O, r) et supB(o,2r) l'Pl = 1. On sait que Lt 

est un opérateur uniformé~ent elliptique de Diff%,a(B(O, 2r)) de la forme 

2 

Lt(J-t) = L (j . \lj j-l, (2.4) 
j=O 

où \1 est la connexion de Levi-Civita pour la métrique euclidienne sur ]Rn. Ainsi, 

après un calcul simple, on obtient que, 

8(c.pu) 2 8t- Lt(c.pu) = -((2 · \1 c.p)u- 2(2(\lc.p, \lu) 

- (1 · (\lc.p)u + c.pj, c.pulâB(0,2r)x[D,T] =O. 

Par l'équation 5.3 du Théorème 5.2 dans (Ladyzenskaja et al., 1967) à la page 320 
0 

(en prenant <I> = 0), on obtient une estimation de c.pu sur Ck+2
•
0 ([0, T] x B(O, 2r)). 

On déduit ainsi l'estimation escomptée (2.3). D 

Maintenant, voici des généralisations naturelles de deux énoncés apparus dans 

l'article de Rochon (Rochon, 2015) pour des CS-métriques (voir l'Exemple 1.3.9). 

Proposition 2.4.2. Soit (M, V) une structure de Lie à l'infini telle que le rayon 

d'injectivité des métriques compatibles est strictement positif. Soit { Lt : t E [0, T]} 
0 

une famille d'opérateurs uniformément V-elliptiques de Diff~,k,a(M; E). Si ua E 

ct+2
'
0 (M; E) et fE ct'0 ([0, T] x M; E), alors l'équation 

ou 
8t - Ltu = j, ult=o = uo, 

possède une solution u E ct+2
'
0 ([0, T] x M; E). De plus, il existe une constante 

"" > 0 dépendante de la famille Lt telle que 

(2.5) 

Démonstration. D'abord, on remplace u par u- u0 pour se ramener au cas où 
0 

u0 =O. Soit (Up)pEN un recouvrement de M qui est donné par une suite d'ouverts 
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relativement compacts avec bord lisse tels que Up c Up+b. \;fp E N. Soit une suite 

de fonctions lisses à supports compacts 'PP E C::O(Up+l) telle que 'PP = 1 sur Up 

et supup+l I'PPI = 1. Par un résultat standard, voir par exemple le Théorème 7.1 

apparu dans la section 7 du chapitre 7 de (Ladyzenskaja et al., 1967), pour chaque 

pEN, l'équation 

possède une unique solution Wp E ck+2,a([O, T] x Up+l; E). 

L'estimation (2.3) induit des estimations de Schauder locales indépendantes de p. 
0 

En effet, comme (M, g) est un exemple de géométrie bornée, il existe r > 0 et 

Ck > 0 avec k E N0 tel que, pour tout p E M, il existe une carte 

cp: Up--+ B(O, 2r) C }Rn avec n = dim M de sorte que 

où 9E est la métrique euclidienne sur !Rn et VE est la connexion de Levi-Civita 

associée. On applique par suite le Théorème d' Arzelà-Ascoli, pour extraire une 

sous-suite (wpq)qEN qui converge uniformément vers une solution u E c~+2 ([0, T] x 
0 

M; E). On vérifie alors que llullk+2,a < oo. En effet, on a pour 2i + j = k + 2, 

1 ( ft)iVJu(t', m) - (ft)iVJu(t, m) 1
9 

1 (ft )iVJu(t', m) - ( ft)i"Vjwpq (t', m) 1
9 

--------------~a~------~ ~ a 
lt'- t12 lt'- t12 

1 ( ft)iVjwPq (t'' m) - (ft )i"Vjwpq (t, m) 1 

+ a 9 

lt'- t12 
l(ft)i"Vjwpq(t,m)- (ft)iVJu(t,m)l

9 + a . 

lt'- t12 

Soit maintenant ê > 0 fixé. Comme Wpq converge uniformément vers u dans 
0 

ct+2 ([0, T] x M; E), on prend q suffisamment grand dépendant de t et t' tel 
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que 

1 (ft )i\7Ju(t'' m) - (ft )i\7J u( t, m) lg 
C< < 

lt'- tj2 -

l(ft)i\7Jwpq(t',m)- (ft)i\7Jwpq(t,m)l 
c + a 

9 + E :::; C + 2s, 
lt'- tj2 

où C est une constante telle que llwPIIk+2,a :::; C, '1/p. En prenant le supremum sur 

t -=/=- t', on obtient alors 

1 (ft )i\7Ju( t'' m) - (ft )i\7Ju(t, m) 1 
sup a 

9 
:::; C + 2s < oo. 

t=Pt' lt' - tj 2 

De même, 

I1P,((ft)i\7Ju(')'(O)))- (ft)i\7Ju(')'(1))1g I1P,((ft)i\7Ju('Y(O))) -1/J,((ft)i\7Jwpq(1'(0))) lg 
--------------------------~<------------------------------~ l('Y)Q - l('Y)Q 

I?/J, ( ( ft)i\7J Wpq ( 1'(0))) - (ft)i\7Jwpq ( 1'(1)) lg 
+ l('Y)Q 

+ l(ft)i\7Jwpq(1'(1))- (ft)i\7Ju(1'(1))1g 
l('Y)Q ' 

ce qui pour q suffisamment grand donne 

I1P,((ft)i\7Ju(')'(O)))- (ft)i\7Ju(1'(1))1g 
s~p l( 'Y)a :::; C + 2s. 

0 

Comme par hypothèse ( M, g) est un exemple de géométrie bornée, les estimations 

de Schauder paraboliques locales peuvent être considérées pour donner l'estima-

tion voulue pour llullk+2 ,a. D 

Corollaire 2.4.3. Soient (Hi)iE{l, ... ,L} la famille des hypersurfaces bordantes d'une 

variété à coins compacte Met {Lt: tE [0, T]} une famille d'opérateurs uniformé-
0 

ment V-elliptiques de Diff~(M; E). Soient Pi une fonction de définition de Hi, pour 

i E {1, ... , l}, f E p/3(logp) 77 C~·a([O, T] x M; E) et u0 E r}(logp) 77Ct+2,a(M; E), 

où p/3 = ft=l p~i, (log p) 77 = ft=l (log Pi)7Ji, (3 = ((31, ... , (3t) et 'fJ = ("lb ... , 'fJt) avec 

f3i > 0 et 'f/i E No (ou f3i = 'f/i = 0). Alors l'équation 

8u L 1. 8t - tU = ' Ult=O = Uo, 
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possède une unique solution u E pfi(logp)TJC~+2,o:([O, T] x M; E). 

Démonstration. D'abord, on considère l'opérateur 

- 0 

On a que Lt E Diff~(M; E) est une famille lisse d'opérateurs par la Remarque 2.1.2, 

et aussi clairement uniformément V-elliptiques car 

0 

cr2(it)(Ç) = cr2(Lt)(Ç) = -p-13 (1ogp)- 11r/(logp) 17giJçiÇJ, VÇ E r:nM \ {0}, 

pour une certaine V-métrique g. On peut se ramener alors à une équation équiva­

lente à l'équation décrite ci-dessus, à savoir 

et l'existence de la solution découle de la proposition précédente. L'unicité de la 

solution se démontre à l'aide du principe du maximum en vérifiant que si u1 et 

u2 sont deux solutions, alors u1 = u2. D'abord, en remplaçant u1, u2, Lt et f 
par po:ub pau2 , Lt = pa LtP-o: et paf, avec a = (ab ... , at), ai > 0, on peut se 

ramener au cas où lu1 lg(t) et !u2!g(t) décroissent vers zéro à l'infini. Maintenant, on 

considère u = u1 - u2 qui satisfait à l'équation 

Comme Lt s'écrit sous la forme 

2 

Lt(J-L) = L (j . 'lj J-L = ~g(t)J-l + (I ·V' J-l +(oP,, 
j=O 

(2.6) 
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on a successivement 

a 2 2 2 at lui =~lui - 21\?ul + 2(u, (1 ·Vu)+ 2(u, (0 · u) 

= ~ lul 2 
- 2l\7ul 2 + 2((; · u, \?u) + 2(u, (o · u) 

::; ~ lul 2 
- 2l\7ul 2 + 1(; · ul 2 + 1Vul2 + 2(u, (o · u) 

::; ~ lul 2 + C lul 2
, 

où C > 0 est une constante dépendante de (0 et (;. On conclut finalement que 

u = 0 par le principe du maximum. D 

Dans l'article (Rochon, 2015), le résultat de la polyhomogénéité des solutions 

utilise le principe du maximum. L'argument pourrait en principe s'étendre plus 

généralement aux structures de Lie évanescentes à l'infini. Notre prochain objectif 

sera d'établir plus généralement la polyhomogénéité globale de solutions d'équa­

tions paraboliques linéaires déterminées par une structure de Lie fibrée à l'infini. 

En fait, afin de déterminer un candidat pour le coefficient du terme d'un certain 

ordre dans le développement polyhomogène, nous serons obligé d'étudier plus gé­

néralement une famille paramétrée de telles équations sur une variété à coins M, 

via la restriction au bord. Cette famille sera déterminée par un fibré de structures 

de Lie fibrées à l'infini associé à un fibré cfJM· Pour cette raison, nous considérons 

d'emblée une famille d'équations paraboliques, plutôt qu'une seule équation para­

bolique. Cela nous permettra d'utiliser le principe d'induction sur la profondeur 

de la variété dans la preuve de la polyhomogénéité. Avant d'établir ce cas général, 

nous allons considérer un cas particulier facile à étudier, à savoir lorsque </J M = Id . 

Proposition 2.4.4. Soient M une variété à coins compacte et 9, 91 et 92 des 

familles indicielles positives de M. Alors pour lt E A~hg([O, T] x M; End(E)), 

u0 E A~~g(M; E) et f E A~~g([O, T] x M; E), l'équation différentielle ordinaire 
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linéaire d'ordre 1 de la forme 

(2.7) 

possède une unique solution u E ~hg([O, T] x M; E), où JC est la famille indicielle 

positive donnée par JC = Ql U (9oo + 92) + 9oo· 

Démonstration. L'équation (2.7) possède une solution unique définie par 

u(t) =exp( -P,)(u0 + l exp(Pr)f(r) dr), où. P, = -llr dr. (2.8) 

Puisque l'intégrale en t d'une fonction polyhomogène reste aussi une fonction 

polyhomogène, on a que Pt E A~hg([O, T] x M; E). Ensuite, comme 9oo = 9oo + Q 

par la Remarque 2.2.2, on a automatiquement 

_ "' ( -Pt)j 9oo . exp( -Pt)-~ .
1 

E Aphg([O, T] x M, E). 
jENo J. 

À partir de (2.8), on déduit queuE ~hg([O, T] x M; E). D 

Dans la suite, nous allons introduire la notion d'éclatement logarithmique (voir la 

section 5.14 dans le livre de Melrose (Melrose, 1996) et l'article (Rochon et Zhang, 

2012) autour de l'équation 1.14) afin d'obtenir la polyhomogénéité d'une famille 

de solutions d'une famille d'équations paraboliques. Un éclatement logarithmique 

[M, Hhog d'une hypersurface bordante H est la variété à coins compacte [M, H]Iog 

identifiée topologiquement avec M, mais avec coo structure à coins engendrée par 

C 00 (M) et la nouvelle fonction de définition 

-1 
YH=--, 

log pH 

où PH est une fonction de définition de H dans M. Sans perte de généralité, on 

suppose que PH < 1. Par le Lemme 5.14.1 (Melrose, 1996), l'éclatement logarith­

mique [M, H]Iog est indépendant du choix de fonction de définition PH et est tel 
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que l'identité Id : [M, H]tog ---+ M est C00
• Clairement, les différents éclatements 

logarithmiques entre les hypersurfaces bordantes commutent. Ceci nous permet 

de définir l'éclatement logarithmique total. Si Ht, ... ,Hl est une liste des hyper­

surfaces bordantes de M, alors on pose 

Mlog =Ml, avec Mo= Met Mj = [MJ-b H]tog, jE {1, .. , l}. 

On voit que, pour Q une famille indicielle positive de M, Aghg(M) c C 00 (Miog), 

via Id* : Aghg(M) ---+ C 00 (Miog)· De plus, on obtient que 

0 

C~c(Miog) = Cf:(M), (2.9) 

que 

De plus, étant donnée f E C~JMiog), sur (yH, x1, ... , Xn-1) un système de coor­

données locales centré en mE H, on a que 

Proposition 2.4.5. Soit (M, V) un fibré de structures de Lie fibrées à l'infini 

associé au fibré cp M : M ---+ S telle que le rayon d'injectivité des métriques compa­

tibles est strictement positif. Soient wu : cp-;) ( U) ---+ U x Z une trivialisation locale 

du fibré de structures de Lie fibrées à l'infini, pourU un ouvert de S, et (Z, Vz) 

la structure de Lie fibrée à l'infini de la fibre Z. Soient Ql et 92 deux familles 
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indicielles positives deS, Lt(s) une famille polyhomogène [0, T] x U d'opérateurs 

uniformément Vz-elliptiques dans Diff~z(Z; E) par rapport Ç1
1
u, 

pour une certaine fJ > 0, où x est le produit des fonctions de définitions des 
0 0 

hypersurfaces bordantes des, et Uo E ego (U, e~;2'0 (Z; E)). La famille d'équations 

Vz-paraboliques paramétrée pars E U, 

(2.10) 

possède alors une unique solution u E ego (U, e~;2'0 ([0, T] x Z; E)). 

Démonstration. Si dim Z = 0, alors (2.10) est une EDO et le résultat découle 

de la Proposition 2.4.4. On peut donc supposer que dim Z ~ 1. De plus, en 

remplaçant u paru- u0 , on peut se ramener au cas où u0 =O. Pour sE U fixé, 

par le Corollaire 2.4.3, chaque équation de (2.10) possède une unique solution 

u(s) E e~;2'0 ([0, T] x Z; E). 

0 

On commençe par le cas U c S. Pour k ~ 0 arbitraire, on considère la fonction 
0 0 

F: U x e~;2'0 ([0, T] x Z; E) -t e~~o:([O, T] x Z; E) définie par 

av 
F(s, v) := at - Lt(s)v- f(s, ·). 

Il est clair que F est de classe eoo sur U et que F( s, ·) est de classe eoo. En fait, 

dvF(s,v) = -9t - Lt( s) est linéaire et bijective grâce au Corollaire 2.4.3, puisque 
0 

on sait que 'Vf(s,·) E e~~o:([O,T] x Z;E) il existe une unique solution u(s,·) E 
0 

e~;2'0 ([0, T] x Z; E) de (2.10). En appliquant le théorème des fonctions impli-
o 

cites (Krantz et Parks, 2012), on aura que u E eoo (U, e~;2 '0 ([0, T] x Z; E)). 

Pour traiter le cas U c S tel que Un as =1- 0, l'idée est de se ramener au cas 

précédent en prolongeant l'équation au-delà de la variété à coins U. Pour y arriver, 
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il faut cependant utiliser l'éclatement logarithmique. Sans perte de généralité, on 

peut supposer que U est un voisinage ouvert de l'origine dans :!Ri, où n = dim S. 

Alors les coordonnées ( x1, ... , Xn) de :!Ri sont telles que x1, ... , Xz sont les fonctions 

de définitions des hypersurfaces bordantes de U : 

Hi = U n {Xi = 0}, i E { 1, ... , l}. 

Soit U1og l'éclatement logarithmique total de U obtenu en utilisant les nouvelles 

fonctions de définitions des hypersurfaces bordantes 

-1 
Yi := log Xi, i E {1, ... , l}. 

Alors U10g est aussi un ouvert de 1Ri contenant l'origine, mais en utilisant les 

coordonnées (yr, ... , yz, Xt+b ... , Xn) dans :!Ri. Soit f!Iog C :!Rn un ouvert tel que 

U1og = f!1og n :!Ri. On veut alors se ramener au cas précédent en prolongeant la fa­

mille d'équations (2.10) à f!1og· Maintenant près de Hi, la famille d'équations (2.10) 

a un développement asymptotique de la forme 

(2.11) 
- x 0 0 

où f E ( ~~)19Gb (U; C~ ([0, T] x Z; E)), ft, 112 ,k2 est le coefficient du terme d'ordre 

x{2 (log xi)k2 de f et Lt,111 ,k1 est une famille polyhomogène paramétrée par s E Hi 

d'opérateurs dans Diff~z (Z; E). Sur Ulog, on doit plutôt utiliser les coordonnées 

Yi, ce qui donne le développement asymptotique 

au 
at L ( exp (- ~i))"' Yik' '2 H, ( Lt,m.k, )u ~ 

(171,k1)EÇ1(Hi) 

""""' (exp(-~)) 172
Yik2 !t,112 ,k2 + (exp(-~)) 19 f. 

L Yi Yi 
(172,k2)EÇ2(Hi) 

Or, il est bien connu que, pour un certain couple (ry, k) dans un tel ensemble 
1 

indiciel positif, (exp(--)) 11 y;k, initialement définie par Yi > 0, se prolonge 
Yi 
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par zéro en une fonction lisse pour tout Yi E JR. En prenant i = l, on peut 

donc prolonger naturellement la famille d'équations sur U 1og à 0 1og n lRz_1. Cette 

construction peut être itérée successivement pour prolonger la famille d'équa­

tions à nlog n lRz-2, ... , nlog n JRï et finalement nlog n ]Rn = nlog· À nouveau, 

grâce au théorème des fonctions implicites (Krantz et Parks, 2012), on aura que 

u E coo (nlog; ct;2
'
0 ([0, T] x Z; E)) c c~c (Ulog; c~;2 '0 ([0, T] x Z; E)) et donc 

par (2.9), 
0 0 

u E C'b(U; ct;2
'
0 ([0, T] x Z; E)). 

0 

Remarque 2.4.6. Les constantes de Schauder K,s de (2.5) correspondantes à 

Lt ( s), pour tout s E S, peuvent être choisir d'une façon uniforme donnée par 

K, = SUPK,s = sup ( ll(dvF(s,v))-1
11 (IILt(s)ll + 1) + 1). 

sES sES 

En effet, dvF(s,v) = ft - Lt(s) est bijective, linéaire et lisse sur chaque ouvert U 

de S. La famille de solutions u peut s'écrire alors comme étant 

Comme l'opérateur Lt(s) : c~;2 '0 ([0, T] x Z; E) ---+ ct~0 ([0, T] x Z; E) est lisse et 

linéaire, on a que 

llLt(s)uo(s, ·)llk,a:::; llLt(s)lllluo(s, ·)llk+2,a 

et donc on déduit que 

Par compç,cité de la variétéS, on obtient le supremum voulu. 

Corollaire 2.4. 7. Sous les mêmes hypothèses de la Proposition 2.4. 5, on suppose 

que U x Z est une variété à coins de profondeur l associée à une famille d 'hy­

persurfaces bordantes (Hi)iE{1, ... ,l}· Soit Pi une fonction de définition de Hi, pour 
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i E {1, ... ,l}. Si 

fE r!(logp)" (A~~::' (U, C~;;'([O, T] x Z; E)) + xfuCb(i'r; c~z"([O, T] x Z; El)), 

où x est comme dans la Proposition 2.4.5, rJ3 = rt=l pfi' (log PY1 = TI~=l (log Pi)"'i' 

f3 = (/31 , ... , f3t) et rJ = (TJ1 , ... , TJt) avec f3i > 0 et TJi E No (ou f3i = TJi = 0), alors 

0 0 

u E rf3(1ogp)"~Cb(U; ct;2
'
0 ([0, T] x Z; E)). 

Démonstration. On considère la famille d'opérateurs paramétrée par s E U 

0 

On a que Lt(s) E Diff~2 (Z; E) est une famille lisse d'opérateurs par la Re-

marque 2.1.2, et aussi clairement uniformément Vz-elliptiques car 

0 

VÇ E r:nz \ {0}, a2(Lt(s))(Ç) = a2(Lt(s))(Ç) = -p-13 (logp)-"1rf3(1ogp)"~gijçiçj, 

où g est une certaine Vz-métrique. On peut se ramener alors à une famille d'équa­

tions équivalente à la famille d'équations décrite ci-dessus, à savoir 

au L- - f- - -at - tU = , Ult=O = Uo, avec 

et l'existence et l'unicité de la solution découle de la proposition précédente. D 

Théorème 2.4.8. Soit (M, V) un fibré de structures de Lie fibrées à l'infini asso­

cié au fibré cp M : M --+ S, telle que le rayon d'injectivité des métriques compatibles 

est strictement positif. Soient 9, 91 et 92 des familles indicielles positives de M 

et Lt(s) une famille polyhomogène [0, T] x S d'opérateurs de Diff~, g(M; E) uni­

formément VMs-elliptiques sur Ms:= c/J"A}(s), Vs ES. Alors pour u0 E Ag~g(M; E) 

et fE Ag~g([O, T] x M; E), la famille d'équations 

au at - LtU = f, Ult=O = Uo (2.12) 
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possède alors une unique solution u E ~hg([O, T] x M; E), où IC est la famille 

indicielle positive donnée par 

Démonstration. D'abord, en considérant u- u0 au lieu de u, on peut toujours se 

ramener au cas où u0 = O. On procède par récurrence sur la profondeur l de la 

variété M, le cas l = 0 découle trivialement de la Proposition 2.4.4. On suppose 

donc que le résultat est vrai pour toute variété de profondeur strictement plus 

petit que l. Et on montre qu'alors, le résultat est vrai au rang l. Il faut montrer 

queuE A~~~xz ([0, T] x U x Z; E) sur chaque ouvert de trivialisation locale U x Z 

du fibré de structures de Lie fibrées à l'infini. Le cas dim Z = 0 a été fait dans la 

Proposition 2.4.4. On suppose que U x Z avec dim Z ~ 1 est une variété à coins 

de profondeur l associée à une famille ( Hi)iE{l, ... ,l} des hypersurfaces bordantes. 

Puisque IC est une famille indicielle positive, on a que 

A~~~xz([O,T] x u x Z;E) ç cb(U;C~([O,T] x Z;E)). 

On sait déjà par le Corollaire 2.4. 7 que l'équation possède une solution unique 
0 0 

u E Cgo(U;CVz.([O,T] x Z;E)). On fixe i E {1, ... ,l}. Alors on définit {zihENo 

une suite strictement croissante de nombres réels positifs ou nuls avec 

(2.13) 

(z, k) E IC!Uxz(Hi) ====> z = Zj pour un certain j E No. (2.14) 

Pour i E { 1, ... , l} fixé, on va montrer par récurrence sur j que V j E N0 , ::lui E 

A~~~xz([O, T] x U x Z; E) tel que Uj(O, ·) = 0 et 

0 0 

u- Uj E pfCb(U;C~([O,T] x Z;E)) \:1'13 < Zj+l, (2.15) 

où Pi est une fonction bordante de Hi. 

On suppose maintenant que le résultat est vrai jusqu'à l'ordre j- 1 et alors on a 



56 

que 

:3uj_1 E A~~~xz ([0, T] x U x Z; E) tel que Uj-1(0, ·) = 0 et 

0 0 

u- Uj-1 E pfCb(U; CVz([O, T] x Z; E)) V'IJ < Zj· 

Pour le cas j = 0, il est sous entendu ici qu'on prend u_1 = 0, de sorte que 
0 0 

u- u_1 E c;:o(u; CVz([O, T] x Z; E)). On pose v= u- Uj-1 vérifiant 

av L - fj fj - f auj-1 at - tV- , - ----at+ Ltuj-1· (2.16) 

En utilisant la Remarque 2.2.2, le fait que ç; + K = K et que f est polyhomogène, 

on a que 

jJ E A~~~xz ([0, T] x U x Z; E). 
0 0 

Étant donné que v E pfCb(U;CVz([O,T] x Z;E)), V'IJ < ZJ, on obtient aussi 
0 0 

jJ E pfC;:o(U; CVz([O, T] x Z; E)), V'IJ < ZJ. Cela entraîne que 

0 0 

:3k E No, jJ E P? (log Pi)kCb (U; CVz ([0, T] x Z; E)). 

On suppose maintenant pour un instant que l'on sache déjà que 

K o o 
v E AP~~xz([O,T] x U x Z;E) np?(logpi)kCb(U;CVz([O,T] x Z;E)). 

Dans ce cas, on peut restreindre la famille d'équations (2.16) au coefficient d'ordre 

P? (log Pi)k sur Hi. On sait déjà par la Proposition 1.4.8, que (Hi, V Hi) est un fibré 

de structures de Lie fibrées à l'infini par rapport à un certain fibré (pas néces­

sairement trivial) de fibre typique dénotée Zi. En utilisant la Proposition 2.3.10, 

l'équation (2.16) restreinte au coefficient d'ordre P? (log Pi)k sur Hi sera une famille 

d'équations Vzi-paraboliques linéaires localement de la forme : 

ovJ(s) _ 'lft(s)vJ·(s) = !1. k(s), vJ(s)lt=o = O, at ]' (2.17) 

où vJ(s) et fij,k(s) E A~~=i ([0, T] x Zi; E) sont les coefficients du terme d'ordre 
0 

P? (log Pi)k de VJ et jJ respectivement restreint sur Zi et 'llt(s) E Diff~ K (Zi; E) zi, IZi 
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est une famille d'opérateurs différentiels Vzi-elliptiques car elle est la restriction à 

l'ordre de 0 de l'opérateur 

Vu que Hi est une variété de profondeur l - 1, par notre hypothèse de récur­

rence, la famille d'équations (2.17) possède une unique solution polyhomogène 

vi E ~~=i ([0, T] x Hi; E). Maintenant, même si on ne sait pas a priori si v est 

polyhomogène, on remarque que la famille d'équation (2.17) a malgré tout un 

sens et que sa solution vi donne le candidat naturel qui est la restriction à l'ordre 

P? (log Pi)k de v. Pour montrer que c'est bien le cas, on pose w = v - wi avec 

wi = P?(logpi)k3Hi(vi), où SHi est une application d'extension comme dans la 

Définition 2.2.4, de sorte que w satisfait à l'équation d'évolution 

Or, comme Ji et wi appartiennent à l'espace 

on a alors que hi est aussi un élément de cet espace. Grâce à la définition dewi, 
0 0 

on a aussi hi E P?(logpi)k~ 1Cb'(U; CVz([O, T] x Z; E)) car la restriction hi sur 
0 

Hi admet un coefficient nul d'ordre P? (log Pi) k. D'après le Corollaire 2.4. 7, on a 

alors que 

En répétant cet argument k fois, on obtient alors 

avec rk = vi de sorte que 

k 

v= v- L SHi (rp)p;1 (log Pi)P, 
p=O 
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a pour équation d'évolution 

av A. at - Ltv = / 1
, v(O, ·) = 0 avec 

jJ E P?Ct:(U; C~([O, T] x Z; E)) n A~~~xz ([0, T] x u x Z; E) 
A. A Q Q 

et p;zj f 1
o =O. Ainsi on a jJ E pfCgo(U; CVz([O, T] x Z; E)) \/{} < ZJ+l, et par 

IHi 
0 0 

le Corollaire 2.4.7, on déduit que v E pfCgo(U; CVz([O, T] x Z; E)) \/{} < ZJ+l· 

Il suffit donc de prendre 

k 

uJ = uJ-1 + L=:Hi(rp)P?(logpi)P, 
p=O 

ce qui termine la construction de la suite Uj de (2.15) et complète la démonstration. 

0 

Corollaire 2.4.9. Si dans l'équation (2.12), Lt(s) est une famille lisse [0, T] x S 

d'opérateurs uniformément VMs-elliptiques de Diff~Ms (Ms; E), Uo E C 00 (M; E) et 

fE C00 ([0, T] x M; E), alors la solution de cette équation est dans 

C00 ([0, T] x M; E). 

Démonstration. Il suffit de prendre 9 = 91 = 92 = {No x {0} pour H E M 1 (M)} 

dans le Théorème 2.4.8. 0 

Corollaire 2.4.10. Soit (M, V) une structure de Lie fibrée à l'infini telle que 

le rayon d'injectivité des métriques compatibles est strictement positif. Soient 9, 

91 et 92 des familles indicielles positives de M et { Lt : t E [0, T]} une famille 

d'opérateurs uniformément VsF-elliptiques de Difi~sF, g(M; E). Alors pour ua E 

A~~g(M; E) et fE A~~g([O, T] x M; E), la famille d'équations 

(2.18) 

possède une unique solution u E A~hg([O, T] x M; E), où K est la famille indicielle 

positive donnée parK = Yoo + (91 U Y2). 
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Démonstration. C'est une conséquence directe du Théorème 2.4.8 en prenant la 

baseS un point de fibré c/JM· D 

Corollaire 2.4.11. Si dans l'équation (2.18), la famille {Lt : t E [0, T]} d'opé­

rateurs uniformément Vsp-elliptiques est dans Diff~SF(M; E), Uo E C00 (M; E) et 

f E coo ( [0, T] x M; E), alors la solution de cette équation est dans 

C00 ([0, T] x M; E). 

Démonstration. Dans le Corollaire 2.4.10, on prend la même famille indicielle 9 

que dans la preuve du Corollaire 2.4.9. D 





CHAPITRE III 

POLYHOMOGÉNÉITÉ DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS 

PARABOLIQUES QUASI-LINÉAIRES 

Ce chapitre développe la théorie des équations paraboliques quasi-linéaires déter­

minées par une structure de Lie à l'infini. En s'inspirant beaucoup de l'article de 

Bahuaud (Bahuaud, 2011), nous étudions l'existence et l'unicité de leurs solutions 

et nous déterminons quelles contraintes nous assurent que la polyhomogénéité sera 

préservée localement jusqu'au bord. Ces résultats jouent un rôle important dans 

des problèmes d'évolution géométrique concrets tel que le flot de Ricci. 

3.1 L'existence et l'unicité des solutions des équations ordinaires non linéaires 

Pour se réchauffer, considérons d'abord le cas d'équations ordinaires non linéaires 

au lieu d'EDP paraboliques. Soient T > 0 un réel positif et f : [0, T] x ]Rn --+]Rn 

une application continue. Pour x0 E ]Rn, considérons l'EDO 

ô 
ât x= f(t, x), x(O) = xo. (3.1) 

Pour une telle équation, nous avons le résultat bien connu d'existence et d'unicité 

suivant (voir par exemple Théorème A (Simmons, 2016) à la page 626). 

Théorème 3.1.1. {Cauchy-Lipschitz) Si f(t, ·) est lipschitzienne {uniformément 

en t) sur la boule fermée centrée en x0 de rayon r, B(x0 , r) := {x E JRn : 
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iix-xoii :::; r}, et que c := sup{iif(t,x)ii : (t,x) E [O,T] x B(xo,r)} < oo, 

alors l'équation (3.1) possède une unique solution xE C1 ([0, a), B(x0 , r)), avec 

1 r 
a= min(-,-), 

K, c 
(3.2) 

où K, est la constante de Lipschitz de f sur; B(x0 , r). De plus, la suite définie par 

Yo = xo, Yi(t) = Xo + 1t f(s, Yi-I(s)) ds, i 2: 1, it- toi :::; a, 
to 

converge uniformément sur l'intervalle it- toi :::; a vers la solution x de (3.1). 

Une solution x : [0, a) -+:!Rn de l'équation (3.1) est dite maximale si elle n'est pas 

prolongeable, c'est-à-dire que si y : [0, T) -+:!Rn est une autre solution, alors T :::; a. 

Bien entendu, d'après l'unicité de la solution x = y sur [0, T). Par conséquent, 

toute équation de la forme (3.1) possède toujours une solution maximale. De plus 

si f est de classe Ck, alors la solution est de classe ck+1. 

Corollaire 3.1.2. Soient M une variété à coins compacte, Q une famille indicielle 

positive associée et E -+ M un fibré vectoriel. Pour uo E Aghg ( M; E) et f E 

Aghg(E), on considère la famille d'EDOs 

ou(x, t) 
Ot = f(u(x, t)), Ult=O = Uo. (3.3) 

Alors il existe T > 0 tel que la famille d'équations (3.3) possède une unique solution 
0 

maximale u E cb (M, E 0 ck+l([O, T))). 

Démonstration. Soit x E M fixé. En vertu du Théorème 3.1.1, pour chaque équa­

tion de (3.3), il existe une constante Tx > 0 telle qu'elle possède une unique 

solution u(x, ·) E Ex 0 ck+1([0, Tx)). Comme M est compact, il est alors facile 

de trouver, à partir de (3.2), un temps minimale T d'existence qui fonctionne 

pour la famille d'équations de (3.3). Il reste à montrer que la solution u est dans 
0 

cb (M' E 0 ck+l ( [0, T))). En considérant u - Uo au lieu de u, on peut toujours 
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0 

se ramener au cas où u0 = O. On prend un ouvert trivialisant quelconque U C M 

du fibré E---t M de sorte que ElU ~ U x V. Pour k ~ 0 arbitraire, on considère 

la fonction 

F: U x V® Ck+1([0, r)) ---tV® Ck+1([0, r)) 

définie par F(x, v) := : - f(x, v). Il est clair que F est de classe coo sur U 

et que F(x, ·) est de classe Ccx:>. Comme dvF(x,v) = ft - dvf(x, v) est linéaire 

et bijective, on peut appliquer le théorème des fonctions implicites (Krantz et 

Parks, 2012) pour obtenir queuE COC)(U; V®C~;1 ([0,T))). On prend finalement 

le cas U c M tel que Un aM =/:- O. Comme f E A.ghg(E), on peut alors se 

ramener au cas précédent. En utilisant l'éclatement logarithmique total et en 

prolongeant ainsi la famille d'équations à 0 1og comme dans la Proposition 2.4.5, 

on déduit queuE COC>(f!Iog;V®Ck+l([O,r))) c C~c(Ulog;V®Ck+l([O,r))) 
0 

cgo(u; v® ck+1([0,r))). o 

3.2 L'existence et l'unicité des solutions des équations quasi-linéaires parabo­
liques 

0 

Soit M une variété riemannienne avec une structure de Lie à l'infini (M, V) telle 

que le rayon d'injectivité des métriques compatibles est strictement positif. Soient 

E ---t M un fibré vectoriel et { Lt : t E [0, T]} une famille d'opérateurs uniformé-
0 

ment V-elliptiques de Diff~(M; E). Nous allons étudier des équations paraboliques 

quasi-linéaires de la forme 

a 
(at - Lt)u = Q(u)u + f, u 1t=o = 0, (3.4) 

0 

où fE C))([O, T] x M; E) est indépendante de u et 
0 0 0 

Q: ct+2,a([O, T] x M; E) x c~+2,a([O, T] x M; E) ---t C~'a([O, T] x M; E) 
0 

est une application telle que Vw, w', w" E C~+2,a([O, T] x M; E), 

Q(w)(aw' + bw") = aQ(w)w' + bQ(w)w", a, bE IR, (3.5) 
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IIQ(w)wlka ::Sc llwll~+2,a et (3.6) 

IIQ(w)w- Q(w')w'llk,a ::S Cmax{llwllk+2,a' llw'llk+2,a} llw- w'llk+2,a' (3.7) 

pour c et C deux constantes réelles. 

Proposition 3.2.1. Il existe T E (0, T] tel que l'équation (3.4) admet une unique 
0 

solution u E c~+2'0 ([0, T) x M; E). 

Démonstration. On suit l'approche de Bahuaud (Bahuaud, 2011). En utilisant la 

Proposition 2.4.2 et le Corollaire 2.4.3, il existe une application linéaire 

0 0 

w: C~'0 ([0, T] x M; E) -t C~+2'0 ([0, T] x M; E) 

a 
telle que (at - Lt)w(h) = h, w(h)lt=O = 0 et satisfait à l'estimation de Schauder 

(3.8) 

pour une certaine constante "" > O. Ainsi, l'équation (3.4) est alors équivalente à 

u = w(Q(u)u + f). 

0 

On définit l'application y par Vv E c~+2'0 ([0, T) x M; E), 

· Y(v) = w(Q(v)v + f). 

Pour certains K et T deux nombres réels strictement positifs à déterminer, on 

considère 

ZK,T := {v E c~+2'0 ([0, T) x M; E) lv(O) = 0, llvllk+2,a ::; K}. 

Si v E ZK,T alors u = Y(v) est la solution de 

ou ot - Ltu = Q(v)v + j, u(O, ·) =:O. 
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On suit le même raisonnement des Lemmes 4.5 et 4.6 de (Bahuaud, 2011) pour 

prouver que Y : ZK,r -t ZK,r est une application contractante. En effet, soit 

v E ZK,r et on définit 

U1 := \lf(Q(v)v), 

u2 := w(f). 

En particulier, u1 est la solution de l'équation parabolique 

À l'aide de l'estimation (3.6) de l'application Q et l'estimation de Schauder (3.8), 

on a que 

llulllk+2,a < ""IIQ(v)vllk,a 
< CK, llvll~+2,a 

< CK,K llvllk+2,a · 

On prend K suffisamment petit pour que c""K ~ ~, ainsi 

De même, u2 est la solution de l'équation parabolique 

En utilisant u2 (0) = 0 et l'estimation de Schauder (3.8), on a que 

llu2( t) llk+2,a < [Il au2( )Il d 
o âs s k+2,a s 

< Il au
2 

( )Il 
T âs s k+2,a 

< T llu211k+4,a 
< TK, 11JIIk+2,a · 

(3.9) 
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On prend T assez petit pour que TK, llfllk+2,a ::; ~K, de sorte que 

1 
llu211k+2,a ::; 2,K. (3.10) 

Par (3.9) et (3.10), on déduit que l'application Y : ZK,T ---+ ZK,T est bien définie. 

Aussi, pour K suffisamment petit tel que K ::; 2~0 , elle est contractante grâce à 

l'estimation (3. 7), 

IIY(vi) - Y(v2) llk+2,a < !lw( Q(v1)v1 - Q(v2)v2) llk+2,a 

< K, llQ(vi)vi - Q(v2)v21lk,a 

< K,Cmax{llvlllk+2,a; llv211k+2,a} 1lv1- v2llk+2,a 

< K,CK 1lv1- v2llk+2,a · 

Par le Théorème du point fixe de Banach, on voit donc que pour 

K 1 
r< ~K< , 

- 2K,(llfllk+2,a + 1) - 2K,(C + C) 

l'équation (3.4) possède une unique solution u E c~+2,a([O, r) x M; E). D 

Remarque 3.2.2. Puisque l'ellipticité est une condition ouverte, en prenant T 

assez petit, on peut aussi supposer que Lt + Q( u) est elliptique \:ft E [0, T). 

Proposition 3.2.3. Si la solution u de (3.4) peut se réécrire comme étant la 

solution d'une équation parabolique quasi-linéaire 

au 
Bt - a(u, V1u) · V12u + b(u, V1u) = j, (3.11) 

où a(u, V1u) E c~+l,a([O, r) x M; T(2,0) M ®E) et b(u, V1u) E c~+l,a([O, r) x M; E) 

dès queuE c~+2,a([O, r) x M; E), alors la solution u est en fait dans 
0 

Cv([O, r) x M; E). 

Démonstration. Comme a(u, V1u) et b(u, V1u) sont de classe C~+l,a dès que u E 
0 0 

c~+2,a([O, r) x M; E), on obtient que u E c~+3,a([O, r) x M; E) par le Corol-

laire 2.4.3. Ainsi, on déduit la régularité voulue par un argument de bootstrap. D 
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Soit (M, V) un fibré de structures de Lie fibrées à l'infini associé à un fibré 

c/JM : M ---+ S, telle que le rayon d'injectivité des métriques compatibles est stric­

tement positif. Soient Wu : c/J}](U) ---+ U x Z une trivialisation locale du fibré de 

structures de Lie fibrées à l'infini, pour U un ouvert de S, et (Z, Vz) la struc­

ture de Lie à l'infini de la fibre z. Soient fE A:~~ (U, c~:([o, T] x Z; E)) et Lt(s) 

une famille polyhomogène sur [0, T] x U d'opérateurs uniformément Vz-elliptiques 

dans Diff~z ( Z; E) par rapport à g
1
u, où F et g deux familles indicielles positives 

de S (avec ensemble indicielle N0 en t = 0 et t = T). On considère Q une famille 
0 

d'applications sur CV'([O, T] x Z; E) définie par 

Q(u)v =a(·, u, Vu)· V 2v + b(·, u, Vu)· V v+ c(·, u) ·v, (3.12) 

où la dépendance des familles a, b et c par rapport u et Vu est lisse de sorte 

qu'en appliquant la dérivation en chaîne, on a que, pour touts EU, a(s, u, Vu) E 

C~'a([O, T] x Z; T(2,o) Z ® E), b(s, u, Vu) E C~'a([O, T] x Z; T* Z ® E) et c(s, u) E 

C~'a([O, T] x Z; E) dès queuE c~+l,a([O, T] x Z; E). 

Hypothèse 3.2.4. On suppose que les familles a, b et c de (3.12) sont polyho­

mogènes ens EU par rapport à glU, et que a(·,0,0)
1
t=o = 0, b(·,0,0) 1t=o = 0 et 

c( ·, 0)
1
t=o = O. On suppose aussi que la famille Q satisfait (3.6) et (3. 7) uniformé­

ment ens EU. 

Proposition 3.2.5. Soit Q une famille d'applications donnée par (3.12) satisfai­

sant à l'Hypothèse 3.2.4. Il existe alors T E (0, T] tel que la famille d'équations 

Vz-paraboliques quasi-linéaires paramétrée par s E U, 

ô 
(at - Lt)u = Q(u)u + f, u 1t=o = o, (3.13) 

possède une unique solution u E cgo(u,C~~2'a([O,r) x Z;E)). 

DémOnstration. Pour chaque s E U fixé, on sait par la Proposition 3.2.1 qu'il 
0 

existe T8 > 0 tel que (3.2.3) possède une unique solution u(s) E CVz.([O, T8 ) x Z; E). 
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On suppose pour l'instant que T = inf ( T8 ) > O. On considère Y : U x ZK r --7 ZK r 
sEU ' ' 

1 'application définie par 

k 0 

Y(-, v)= w(Q(·, v)(v) + f) VvE Cv~a([O, T) x Z; E). 

On sait déjà, pour s E U fixé, que Y( s) est contractante. De plus, par la Propo-
0 

sition 2.4.5, Y(·, v) est lisse sur U car elle est équivalente à la solution d'une 

famille d'équations paraboliques linéaires paramétrée. Par conséquent, lorsque 
0 

U c S, on utilise le théorème de point fixe de Banach à un paramètre (Krantz 
0 

et Parks, 2012) pour montrer que u E C00 (U;Ctz([O,T) x Z;E)). Si U C S 

tel que Un EJS -=/=- 0, par la polyhomogénéité de Lt et Q, on peut se ramener 

au cas précédent en utilisant l'éclatement logarithmique total et en prolongeant 

ainsi la famille d'équations à 0 1og comme dans la Proposition 2.4.5. On déduit 
0 0 

queuE Cgo(U,c~;2,a([O,T) x Z;E)). On revient finalement à montrer que 

T = inf ( T 8 ) > O. En effet, comme Ü C M est compact, on sait par hypothèse que 
sEU 

la famille Q satisfait (3.6) et (3.7) uniformes en s E U. De même, les constantes 

des estimations de Schauder sont uniformément ens E U, par le Remarque 2.4.6, 

ce qui nous permet de prendre T non nul. D 

3.3 Polyhomogénéité des solutions des équations quasi-linéaires paraboliques 

Dans cette section, nous allons prouver le théorème principal de ce chapitre. 

Théorème 3.3.1. Soit (M, V) un fibré de structures de Lie fibrées à l'infini associé 

à un fibré cp M : M --7 S, telle que le rayon d'injectivité des métriques compatibles 

est strictement positif. Soient F et Q deux familles indicielles positives de M et 

Lt(s) une famille polyhomogène [0, T] x S d'opérateurs de Diff~, 9 (M; E) uniformé­

ment V Ms -elliptiques sur Ms := cpA}(s), Vs ES. Alors pour fE A:hg([O, T] x M; E) 

et Q la famille d'applications donnée par (3.12) satisfaisant à l'Hypothèse 3.2.4 

avec les familles a, b et c polyhomogènes en s E S par rapport à Q18 , il existe 
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E E (0, T] tel que la famille d'équations 

a 
(at- Lt)u = Q(u)u + j, u

1
t=o = o, (3.14) 

possède une unique solution u E ~hg([O, E) x M; E), où/( est la famille indicielle 

positive donnée par 

Démonstration. Comme dans la preuve du Théorème 2.4.8, on procède par in­

duction sur la profondeur l de M. Pour une variété sans bord, c'est-à-dire une 

variété de profondeur 0, le résultat découle directement de la Proposition 3.2.5. 

On suppose donc que le résultat est vrai jusqu'à la profondeur l - 1 et on doit 

montrer qu'il est aussi valide pour l. Il faut donc montrer qu'il existe E E (0, T] 

tel que u E A~~~xz ([0, E) x U x Z; E) sur chaque ouvert de trivialisation locale 

U x Z du fibré de structure de Lie. Sur un tel ouvert, on sait déjà par la Proposi­

tion 3.2.5 que la famille d'équations (3.14) possède une famille unique de solutions 
0 0 

u E cgo(U,CVz.([O,T) x Z;E)), pour un certain T >O. En prenant Tassez petit, 

on peut aussi supposer que Lt + Q(u) est elliptique Vt E [0, T). Soient Hi une 

hypersurface bordante de U x Z et { Zj} jE No une suite strictement croissante de 

nombres réels positifs ou nuls avec 

(3.15) 

(z, k) E ICIUxz(Hi) ~ z = Zj pour un certain j E No. (3.16) 

On va montrer par récurrence sur j qu'il existe Eu E (0, T] de sorte que Vj E 

N0 , :3uj E A~~~xz ([0, Eu) x U x Z; E) tel que uj(O, ·) = 0 et 

0 0 

u- Uj E pfCgo(U;CVz.([O,Eu) x Z;E)) v~< Zj+l· (3.17) 

On traite d'abord l'ordre O. On a besoin de trouver u0 tel que 

0 0 

U-Uo E pfCb(U;CVz.([O,Ei) x Z;E)) v~< ZI, (3.18) 
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pour un certain Ei > O. 

On suppose pour l'instant qu'il existe Eu > 0 tel que 

U E A~~~xz ([0, Eu) X U X Z; E). 

On sait déjà par la Proposition 1.4.8 que (Hi, VHi) est un fibré de structures de 

Lie fibrées à l'infini par rapport à un certain fibré de fibre typique dénotée Zi. On 

peut donc restreindre la famille d'équations (3.14) au coefficient d'ordre 0 sur Hi. 

En particulier, si dim Zi = 0, alors la restriction de (3.4) au coefficient d'ordre 0 

sur Hi devient une équation différentielle ordinaire non-linéaire d'ordre 1 sur Hi 

de la forme 

(3.19) 

où lt E A~~~i ([0, Eu) x Hi; E), Qi,O et fi,o sont les coefficients d'ordre 0 de Q et 

f respectivement. Sinon, en utilisant la Proposition 2.3.10, notre restriction nous 

donne une famille d'équations Vzi-paraboliques quasi-linéaires 

âû~s) - Lt,;,o(s)ûo(s) = Q;,o(s, ûo(s))ûo(s) + Ao(s), ûo(s)(O, ·)=O. (3.20) 

Sans compromettre la preuve, on peut considérer l'équation (3.19) comme un 

« cas particulier » de (3.20). Vu que Hi est une variété de profondeur l - 1, 

on applique notre hypothèse de récurrence sur la profondeur de la variété pour 

voir que la famille d'équations (3.20) possède une unique solution polyhomogène 

u0 E A~~=i([O,Ei) x Hi;E), pour un certain Ei E (O,T]. On pose uo := 3Hi(uo), 

où SHi est une application d'extension comme dans la Définition 2.2.4. D'après la 

formule de Taylor en u- u0 = 0, on voit qu'il existe un opérateur Bt dépendant 

de u0 et u - u0 tel que 

Q(u)- Q(uo) = (u- uo) · Bt(uo, u- uo). (3.21) 

En posant w = u- u0 , on aura que 



L_ 

Q(u)u- Q(uo)uo Q ( u )( u - uo) + ( Q ( u) - Q ( uo)) uo 

Q(u)(u- uo) + (u- uo) · Bt(uo, u- uo)uo 

Q(u)w + w · Bt(uo, w)uo. 

On note par At la famille d'opérateurs elliptiques linéaires donnée par 

At(uo, v)= Lt(v) + Q(u)v +v· Bt(uo, w)uo 

de sorte que w satisfait à l'équation d'évolution 

aw auo at- At(uo,w) = h, w(O, ·) := 0, h = f- at + (Lt + Q(uo))uo. 
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Comme u0 est polyhomogène, hE A~~~xz ([0, Ei) x U x Z; E). Comme la restriction 

de u0 est ü0 , on déduit de (3.20) que 

0 0 

hE pfCb (U; CVz ([0, éi) x Z; E)), VrJ < Z1, 

0 

car la restriction de h sur Hi est nulle. Par le Corollaire 2.4. 7, on a alors que 

0 0 

w E pfCb (U; CVz ([0, éi) x Z; E))' VrJ < Z1· 

On suppose maintenant que le résultat (3.17) est vrai jusqu'à l'ordre j - 1. On 

pose v = u - uJ_1 vérifiant 

av A ( ) - jJ jJ - j 8uJ -1 L ( ) Q ( ) at- t Uj-1,V - , - - -m + t Uj-1 + Uj-1 Uj-1· (3.22) 

Grâce à la formule de Taylor en v = 0, il existe un opérateur Bt dépendant de 

Uj-1 et v tel que 

où l'opérateur lisse Bt(UJ-b 0) est le terme d'ordre 0 dans le développement de 

Taylor de Bt indépendant de v. Ainsi, la famille d'équations (3.22) peut se ramener 

sous la forme d'une famille d'équations paraboliques 
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On note v· (Bt(uj_ 1 ,v)uj_1) ·v+ fJ par 'lj;J. Par la définition de jJ, on déduit que 

Afin de trouver un candidat pour le coefficient du terme d'ordre P? (log Pi)k dans 

le développement polyhomogène de v, on peut prétendre un instant que v E 

A~~~xz ([0, Ei) x U x Z; E). En utilisant (3.21), la famille d'équations (3.23) peut 

se réécrire 

Comme 

et grâce à la Proposition 2.3.10 et (3.18), on voit que la restriction de l'équa-
o 

tion (3.25) au coefficient d'ordre P? (log Pi)k sur Hi, où k E No est le plus grand 

entier tel que (zj, k) E JC(Hi), nous donne une famille d'équations Vzi-paraboliques 

linéaires localement de la forme 

(3.26) 

où vj(s) et 'l/J;
1
,k(s) E A~~~i([O,Ei) x Zi; E) sont les coefficients du terme d'ordre 

0 

P? (log Pi)k de v et 'ljJJ respectivement restreints sur Hi et la famille d'opérateurs 

Pt( s) E Diff~z., JC
1

z. (Zi; E) est la restriction à l'ordre 0 sur Hi de l'opérateur 
t t 

En vertu du Théorème 2.4.8, la famille d'équations (3.26) possède une unique 

solution polyhomogène Vj E A~~=i ([0, Ei) x Hi; E). On pose ensuite w = v - Wj 

avec Wj = P? (log Pi)k3Hi ( Vj), de sorte que w satisfait à l'équation d'évolution 
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Par définition de la suite {zj}, on remarque que ZJ ~ z1 ~ ZJ+l - Zj, \:lj E N. 

Grâce à (3.24) et notre choix de Wj, on aura que 

0 0 

et que r.pJ E P? (log Pi)k-1Cgo (U; CVz ([0, ci) x Z; E)). Donc, par le Corollaire 2.4.7, 

En répétant cet argument k fois, on obtient alors 

de sorte que 
k 

v= v- L=:Hi(rp)p?(logpi)P, 
p=O 

a pour équation d'évolution sous la forme 

A 0 0 

hJ E p?Cb'(U;CVz([O,Ei) x Z;E))n 

( ~~~xz([O,ci) x U x Z;E) + pfCb(iJ;CV,([O,ci) x Z;E))), W < z;+l, 

A 0 0 

et p~zjh~~~i =O. On a donc hJ E pfCgo(U;CVz([O,éi) x Z;E)), \:/{} < ZJ+l· 

Par (3.21) et le Corollaire 2.4.7, on en déduit que 

0 0 

v E pfCb'(U;CVz([O,éi) x Z;E)), \:/{} < Zj+l· 

k 

Le pas d'induction est donc complété en prenant Uj = Uj-1 + 2::: =:Hi (rp)P? (log Pi)P. 
p=O 

Finalement, on prend Eu= min Ei· CommeS est compact, on peut extraire un 
iE{l, ... ,l} 

recouvrement fini d'ouverts de trivialisation {Uj, j E J} deS de sorte qu'on peut 

prendre é = min Eu .. 
jEJ J 

0 
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Corollaire 3.3.2. Soit (M, VsF) une structure de Lie fibrée à l'infini telle que le 

rayon d'injectivité des métriques compatibles est strictement positif. Soit Q une 

famille indicielle positive de M. Si dans l'équation (3.13), {Lt : t E [0, T]} est 

une famille d'opérateurs uniformément Vsp-elliptiques de Diff~sF, 9 (M; E) et f E 

A:hg([O, T] x M; E), alors il existe é E (0, T] tel que la solution de cette équation 

est dans A~hg([O, c) x M; E) avec K = Yoo + F 00 • 

Démonstration. C'est une conséquence directe du Théorème 3.3.1 en prenant la 

baseS un point de fibré c/JM· D 



CHAPITRE IV 

POLYHOMOGÉNÉITÉ DES SOLUTIONS DU FLOT DE RICCI-DETURCK 

Nous établissons que la pol y homogénéité des métriques compatibles avec une 

structure de Lie fibrée à l'infini est préservée le long du flot de Ricci-DeTurck 

au moins pour un court laps de temps. En particulier, lorsque la métrique initiale 

est asymptotiquement Einstein, la polyhomogénéité sera préservée par le flot de 

Ricci-DeTurck tant que le flot existe. 

4.1 Flot de Ricci-DeTurck 

Nous introduisons brièvement certaines définitions et résultats fondamentaux liées 

au concept du flot de Ricci qui serviront par la suite. Pour plus de détails, nous 

renvoyons le lecteur à (Lee, 1997), (Lee, 2013) et (Chow et Knopf, 2004). 

Définition 4.1.1. Soient ( M, g) une variété riemannienne et \7 la connexion de 

Levi-Civita de la métrique. L'application R : X(M) x X(M) x X(M) -+ X(M) 

définie par 

(4.1) 

est appelée l'endomorphisme de Riemann ou le tenseur de courbure. 

En termes de coordonnées locales, on réécrit 
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(4.2) 

et r~j est le symbole de Christoffel. L'endomorphisme de Riemann R est vu 

comme étant un homomorphisme du fibré vectoriel ® 2T M vers le fibré vecto­

riel End(T M) ~ TM® T* M, et ainsi est un champs de tenseurs de type (3, 1) 

défini localement par 

Pour m E M donné, il est souvent utile de considérer une carte normale centrée 

en m. Dans cette carte normale, on sait que le symbole de Christoffel s'annule en 

m, r~jlm .= 0 donc \li8j
1
m =O. Par suite, 

et 

Ces faits simplifient considérablement les calculs des tenseurs en coordonnées nor­

males. 

Proposition 4.1.2. (Lemme 3.2 (Chow et Knopj, 2004}) Pour une famille lisse 

g(t) des métriques riemanniennes, la dérivée de symbole de Christoffel de la connexion 

de Levi-Civita par rapport de temps est donnée par 

(4.3) 

où h est la dérivée de g par rapport au temps. 

Proposition 4.1.3. (Lemme 3.3 (Chow .et Knopf, 2004}) Pour une famille lisse 

g(t) des métriques riemanniennes, la dérivée de l'endomorphisme de Riemann par 

rapport au temps est donnée par 

où h est la dérivée de g par rapport au temps. 
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Définition 4.1.4. Le tenseur de Riemann ou tenseur de courbure Rm est le 

champ de tenseurs de type ( 4, 0) défini par 

Rm(X, Y, Z, W) = g(R(X, Y)W, Z) \:IX, Y, Z, W E l:(M). 

Définition 4.1.5. La courbure de Ricci Rie est le champ de tenseurs de type 

(2, 0) défini par Rie= tr Rm. En termes de coordonnées locales, on a Rieii = R~ii 

(où on somme sur l'indice répété) et grâce à la symétrie du tenseur Rm, Rie est 

symétrique. 

Proposition 4.1.6. (Lemme 3.5 (Chow et Knopf, 2004)) La dérivée de la cour­

bure de Ricci par rapport au temps est donnée localement par 

Démonstration. Il suffit de prendre i = l dans la Proposition 4.1.3. On a alors 

Le résultat ( 4.4) provient alors du fait que 

D 

Soit g(t) une famille à un paramètre de métriques riemanniennes sur une variété 
0 

M. 

Définition 4.1. 7. Le flot de Ricci est l'équation non-linéaire d'évolution définie 

par ftg(t) = -2Ric(g(t)), g(O) =go. 
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Supposons maintenant que g0 est une métrique compatible avec une structure de 

Lie fibrée à l'infini (M, V) telle que le rayon d'injectivité soit strictement positif, 
0 

où M est une variété à coins compacte telle que M soit identifié avec l'intérieur de 

M. Nous avons vu dans le premier chapitre que g0 est une métrique complète et 

que le tenseur de courbure et les dérivées contravariantes sont bornées. De ce fait, 

nous pouvons appliquer le Théorème de Shi (Shi, 1989) pour démontrer l'existence 
0 0 

local du flot de Ricci sur [0, T), où T < oo, notée g E Cv([O, T) x M; T(2
,o) M), 

telle que les métriques g(t) sont des V-métriques, c'est-à-dire que les g(t) sont 

quasi-isométriques, le long du flot, à g0 , ou plus précisément que pour T assez 

petit, 

Pour l'unicité de la solution, nous nous référons aux travaux de Bing-Long Chen 

et Xi-Ping Zhu (Chen et Zhu, 2006). 

Nous allons maintenant définir le flot de Ricci-DeTurck ( Chow et Knopf, 2004). 

Un opérateur différentiel non-linéaire P est dit elliptique si sa linéarisation DP 

est elliptique, c'est-à-dire que son symbole principal Œ2 (DP)(Ç) sous la direction 
0 

de Ç E T* M est un isomorphisme si Ç =1- O. En revenant au résultat (4.4) et en 

regardant Ric(g) comme un opérateur différentiel agissant sur g, nous voyons que 

sa linéarisation est 

Comme Œ2 (DRic(g))(Ç)iJ n'est pas elliptique, voir page 72 dans (Chow et Knopf, 

2004), cela implique que le flot de Ricci n'est pas parabolique. Mais par un truc 

remontant à DeThrck, voir Théorème 3.13 (Chow et Knopf, 2004), nous pouvons 

nous ramener à une équation parabolique quasi-linéaire en modifiant la solution 

par une famille de difféomorphismes. En effet, nous pouvons réécrire la linéarisa-
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L _________ --

tian du flot de Ricci sous la forme (voir (3.28) (Chow et Knopf, 2004)) 

DRic(g)(h)ij = -~(~hij- \7iVj- \?1\li + Sij), 

où Vj := g8 k(\7khsj- ~\7jhsk) et 

sij: = g8k(~(\7i,jhks- \7j,ihks) + (\7i,khjs- \7k,jhjs) + (\7j,khis- \7k,jhis)) 

= gsk ( ~(R~jkhrs + R~jshrk) + (R~kshrj + R~kjhrs) + (Rjkihrs + R}kshri)) 

= g8k(2R~ijhrs- Ricishjk- Ricjshik), 

puisque \7i,jhab = \7j,ihab + Rr1ahrb + Rr1bhra· 
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Soit g une métrique de référence et f~k son symbole de Christoffel et considérons 

le champs de vecteurs 

où r~k est le symbole de Christoffel de la métrique g, on pose 

A(g)ij = \7iW1 + \71Wi = \7i(~9]i98k(r~k- f~k))- \71(~9i]98k(r~k- f~k)). 

En utilisant (4.3), nous pouvons voir que 

où 7i1 est un terme linéaire d'ordre 1 en h. Ainsi, 

D(- Rie +A)(g)(h)i1 = -D Ric(g)(h)ij + DA(g)(h)ij 

1 
= 2 (~hij + si1) + rij 

= ~(~hij + 2gks R~ijhrs- gks Ricishjk - gks Ricjshik) + Tij 

1 
= 2,C9 + Ti1, 

où C9 := fl.hij + 2gks Rkijhrs- gks Ricishjk-gks Ricjshik est le laplacien de Lichnero­

wicz correspondant à g qui est un opérateur elliptique. Par conséquent, -Rie +A 

est un opérateur elliptique. 
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Définition 4.1.8. L'équation parabolique donnée localement par 

!g(t),1 = -2Ric(g(t)),1 + 'V;W1(t) + \71W,(t), g(O) =go, (4.5) 

où Wi(t) := 9iJWJ(t) avec WJ(t) := WJ(g(t),g(O)), est appelée le flot de Ricci­

DeTurck, 

Proposition 4.1.9. (Lemme 2.1 (Shi, 1989)) Le flot de Ricci-DeTurck est donné 

localement par 

8 ab - - ab - - - gab gPQ - -
ot9iJ = 9 \7 a \7b9iJ- 9 gPq(9ipRmjaqb + 9JpRmiaqb) + -

2
-(\7i9pa \7J9qb 

+ 2fj a9jp fj q9ib - 2fj a9jp fj b9iq - 2fj j9pa fj b9iq - 2fj i9pa fj b9jq)' 

g(O) = g0 = g. On utilise "' pour présenter les connexions de Levi-Civita et les 

tenseurs de courbure associés à la métrique initiale g0 . 

Dans ce qui suit, posons u = g - g. 

Proposition 4.1.10. L'équation du flot de Ricci-DeTurck dans la Proposition 4.1.9 

peut être réécrite sous la forme 

~~- Cgu = Q(u)u- 2Ric(iï), u1,=o = 0, (4.6) 

avec 

Q(u)v = a(u) · \72v + b(u, \7u) · \7v + c(u) ·v, 

où .C9 est le laplacien de Lichnerowicz correspondant à g et a, b et c sont lisses 

dans leur dépendance en u et \7u, tels que a(0)
1
t=o = 0, b(O, 0)

1
t=o = 0, c(0)

1
t=o = O. 

De plus, Q satisfait (3.6) et (3. 7). 

Démonstration. Comme la métrique g + u est inversible, elle satisfait à l'identité 
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L'équation de la Proposition 4.1.9 est équivalente à 

! u = ((g + u)ab- gab)'\Ja VbUij + (Pu)ij 

+ ((g + u)-1 * (g + u)-1 *Vu* Vu)iJ' u
1
t=o = 0, 

où * dénote les contractions linéaires dont les formules précises ne joueront aucun 

rôle dans la suite et 

(p ) _ -abi=-7 i=-7 (- )ab(- ) -pqR-U ij - g v a v b Uij + g + U g + U ipg mjaqb 

(- )ab(- ) -pqR-+ g + u g + u jpg miaqb. 

À l'aide de (4.7), on a que 

(Pu)ij = gabVa VbUij - gPq Ric(g)jqUip- gpq Ric(g)iqUjp + 2gal R:juml 

+ (g-1 * g-1 * u * u * R)iJ - 2 Ric(g)ij 

= .C9 + (g-1 * g-1 * u * u * R)iJ - 2 Ric(g)iJ, 

- 0 

où RE r(TC1•3) M). Le résultat est alors obtenu en prenant 

(a(u) · \72v)ij = ((g + utb- §ab) Va Vbvij 

= (gab- galgbmuml + (g + u)blgamgpqUlpUmq- gab) Va VbVij 

= (g-1 * g-1 * u * V2v + (g + u)-1 * g-1 * g-1 * u * u * V2v) iJ 

(b(u, \7u) · \7v)iJ = ((g + u)-1 * (g + u)-1 *Vu* Vv)iJ 

( c ( u) · v) ij = (§ - 1 * 9-1 * u * v * il) ij. 

0 

4.2 Polyhomogénéité locale des métriques le long du flot de Ricci-DeTurck 

Pour des métriques associées à une structure de Lie fibrée à l'infini sur une variété 

non-compacte, on montre que la polyhomogénéité le long du flot de Ricci-DeTurck 

est preservée, à tout le moins pour un cours laps de temps. 
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0 

Théorème 4.2.1. Soit (M, g0 ) une variété riemannienne de dimension n avec 

une structure de Lie fibrée à l'infini (M, VsF) telle que le rayon d'injectivité est 

strictement positif. Si g0 est polyhomogène par rapport une famille indicielle Ç 

positive de M et g(t) pour t E [0, T) est la solution du flot de Ricci-DeTurck, 

alors il existe é E (0, T) tel que 

g E A9oo ([0 c) x M· VsFT M(2,0)) 
phg ' ' . 

Démonstration. Par la Proposition 4.1.10, on sait que le flot de Ricci-DeTurck (4.5) 

est équivalent à l'équation (4.6), qui a la même forme que l'équation (3.14) pour 

un certain é E (0, T). Le résultat est donc une conséquence directe de Corol-

laire 3.3.2. D 

Remarquons que par la discussion dans le fin du premier chapitre, plus précisément 

le Corollaire 3.20 (Ammann et al., 2004), le rayon d'injectivité des solutions du 

flot de Ricci g(t) est strictement positif puisqu'elles sont quasi-isométries à la 

métrique initiale go. 

4.3 Polyhomogénéité globale des métriques asymptotiquement Einstein le long 
du flot de Ricci-DeTurck 

Nous montrons ici que la polyhomogénéité à l'infini des métriques compatibles 

avec une structure de Lie fibrée à l'infini est préservée globalement par le flot de 

Ricci-DeTurck si la métrique initiale est asymptotiquement Einstein. 

Définition 4.3.1. La métrique g0 est dite asymptotiquement Einstein s'il existe 

À > 0 et c5 > 0 tels que 

0 0 

Ric(go) + Àgo E p8Cv(M; T(2,o) M), p = Il PH· 
HEM1(M) 
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Cela suggère de normaliser le flot de Ricci. 

Définition 4.3.2. Le flot de Ricci normalisé est donné par 

:tg(t) = -2 Rie (g(t)) - 2>..g(t), g(O) = g0 . (4.8) 

Définition 4.3.3. Le flot de Ricci-DeTurck normalisé est défini localement par 

!g(t)ii = -2Ric (g(t))ii- 2>..g(t)ii + \7iWi(t) + \7iWi(t), g(O) =go. (4.9) 

0 

Proposition 4.3.4. Soit (M, g0 ) une variété riemannienne avec une structure de 

Lie à l'infini ( M, V) telle que le rayon d'injectivité de go est strictement positif. 

Si la métrique g0 est asymptotiquement Einstein et g est la solution du flot Ricci­

De Turck normalisé, alors 

0 0 

g- go E p15Cv([O, T) x M; r<2
•
0

) M), (4.10) 

où 8 est la constante d'Einstein de g0 apparue dans la Définition 4. 3.1. 

Démonstration. D'abord, on considère u = g - g0 au lieu de g. À partir de la 

Proposition 4.1.9 et par un calcul standard, l'équation d'évolution de u peut se 

ramener à une équation linéaire parabolique suivante 

!u = L,(u) + /, u1,=o = 0, f = -2fuc(.ij)- 2>.§, (4.11) 

0 0 

où Lt E Diff~ ( M; End(T<2•0) M)) est un opérateur uniformément V-elliptique 

donné localement par 

0 0 0 0 

avec Q1 E CVC([O,T) x M;T<2
•3 )M) et Q2 E CVC([O,T) x M;T<2

•
2)M). D'autre 

part, on a que 

puisque que g0 est une métrique asymptotiquement Einstein. Le résultat découle 

alors du Corollaire 2.4.3. D 
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0 

Théorème 4.3.5. Soit (M, g0 ) une variété riemannienne de dimension n avec 

une structure de Lie fibrée à l'infini ( M, VsF) telle que le rayon d'injectivité est 

strictement positif. Si la métrique g0 est asymptotiquement Einstein polyhomogène 

par rapport à une famille indicielle positive Ç de M et si g(t) pour t E [0, T) est 

la solution du flot de Ricci-DeTurck, alors 

g E A9oo ([0 T) X M· VsFTM(2,0 )) 
phg ' ' . 

Démonstration. D'abord, on considère u = g - g0 au lieu de g pour se mettre dans 

le cadre du Théorème 3.3.1. En vertu de ce dernier, on remarque que l'existence 

de laps de temps c où la métrique est polyhomogène dépend uniquement du temps 

d'existence des équations au bord à l'ordre O. Puisque g0 est asymptotiquement 

Einstein, ces équations ont des solutions triviales tant que le flot existe. En effet, 

on sait par le premier pas de la preuve par induction du Théorème 3.3.1 que u0 

est le terme d'ordre 0 de la polyhomogénéité de la solution u pour un certain 

c > O. Puisque la métrique est asymptotiquement Einstein, la Proposition 4.3.4 

nous permet de prendre u0 = 0, ainsi par (4.10), z1 sera le plus petit réel positif 

tel que 
0 0 

u E pi! coo ( [0 T) x M · T(2,o) M) \;fi) < z1 
t VsF ' ' ' . 

On peut donc prendre c = T dans le Théorème 3.3.1. 0 

Les deux Théorème 4.2.1 et Théorème 4.3.5 concernent la polyhomogénéité de 

solution au flot de Ricci-DeThrck lorsque la métrique initiale g0 a été supposée 

polyhomogène. En particulier, lorsqu'elle est dans C 00 (M; VsFT M(2,0)), on peut fa­

cilement déduire dans le corollaire suivant qu'il en sera de même pour les solutions 

du flot de Ricci normalisé et du flot de Ricci-DeTurck. 

0 

Corollaire 4.3.6. Soit (M, g0 ) une variété riemannienne de dimension n avec 

une structure de Lie fibrée à l'infini (M, VsF ), telle que le rayon d'injectivité est 
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positif. Si g0 E C(X)(M; VsFT M(2,0)) et si g(t) pour t E [0, T) est la solution du flot 

de Ricci alors :le E (0, T) tel que 

g E C(X)([O, c) x M; VsFT M(2,0)). 

En particulier, si g0 est asymptotiquement Einstein, alors la solution du flot de 

Ricci normalisé (4.8) g est dans C00 ([0, T) x M; VsFTM( 2,0 )). 

Démonstration. D'abord, on remplace Q00 (H) par N0 x {0} pour H E M 1(M) 

dans le Théorème 4.2.1 et le Théorème 4.3.5. On sait alors que la solution au flot 

de Ricci-DeTurck est dans C00 (M; VsFT M(2•0)) pour Vt < é et un certain é > O. 

Par conséquent, W(t) = WJ(t) â~J est un V-champ de vecteurs lisses jusqu'au 

bord, donc W(t) E V c Vb. Ainsi la famille de difféomorphismes t --+ at avec 

a(O) = 1 d engendrée par West en fait des difféomorphismes de la variété à coins 

M. Et par suite, on peut voir que la solution g = a*g(t) est une solution du flot 

de Ricci normalisé, voir Théorème 3.13 (Chow et Knopf, 2004). Par conséquent, 

on obtient que g E C 00 ([0, c) x M; VsFT M(2•0)), pour un certain é E (0, T). Si 9o 

est asymptotiquement Einstein, alors on peut prendre é = T. 0 
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