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RESUME

Le long du flot de Ricci, on étudie la polyhomogénéité des métriques pour des
variétés riemanniennes non-compactes ayant « une structure de Lie fibrée & 'infini
», c’est-a-dire une classe de structures Lie a I'infini qui induit dans un sens précis
des structures de fibrés sur les bords d’une certaine compactification par une
variété a coins. Lorsque cette compactification est une variété a bord, cette classe
de métriques contient notamment les b-métriques de Melrose, les métriques a
bord fibré de Mazzeo-Melrose et les métriques edge de Mazzeo. On montre alors
que la polyhomogénéité a 'infini des métriques compatibles avec une structure
de Lie fibrée a 'infini est préservée localement par le flot de Ricci-DeTurck. Si la
métrique initiale est asymptotiquement Einstein, on obtient la polyhomogénéité
des métriques tant que le flot existe. De plus, si la métrique initiale est « lisse
jusqu’au bord », alors il en sera de méme pour les solutions du flot de Ricci
normalisé et du flot de Ricci-DeTurck.

Mots clés : Géométrie Différentielle, Equations aux dérivées partielles, Polyhomo-
généité, Flot de Ricci, Variétés non-compactes, Structures Lie & I'infini.






INTRODUCTION

L’objet principal de cette thése est I’étude du comportement a ’infini des solutions
du flot de Ricci sur des variétés non-compactes. Le flot de Ricci est en quelque
sorte une version non-linéaire de I’équation de la chaleur, qui, au lieu d’uniformiser
la température, tend plutot & uniformiser la courbure. Il a été introduit en 1982
par Hamilton dans son article (Hamilton, 1982) et s’est révélé étre un outil trés
utile dans la compréhension de la topologie des variétés. En particulier, il a joué un
role central dans la preuve de Grigory Perelman de la conjecture de géométrisation
de Thurston, dont la conjecture de Poincaré (Morgan et Tian, 2007) est un cas
particulier. Pour des variétés compactes, Hamilton a prouvé ’existence locale et
l'unicité du flot de Ricci. Par suite, DeTurck (DeTurck, 1983) a introduit une

astuce élégante afin de donner une preuve simplifiée de I’existence locale.

Cependant, le comportement du flot pour les variétés non-compactes est plus dé-
licat et dépend de la géométrie & l'infini. Plusieurs recherches ont porté sur des
extensions naturelles du flot de Ricci sur des variétés complétes non-compactes.
L’existence d’une solution au flot a été établie par Shi (Shi, 1989) pour des variétés
riemanniennes complétes ayant une courbure bornée. De plus, la solution existe
tant que la courbure reste bornée. Par conséquent, pour estimer le temps maximal
d’existence du flot de Ricci, il suffit de contréler la courbure. Plus tard, Chen et
Zhu (Chen et Zhu, 2006) ont repris le travail de Shi et ont montré I'unicité de la so-
lution. Sous des hypothéses techniques suplémentaires, Albert Chau (Chau, 2004)
a prouvé l'existence et la convergence d’une solution globale pour certaines varié-

tés kihlériennes non-compactes. Récemment, il y a eu une intense activité pour



comprendre dans quelle mesure le flot de Ricci préserve d’autres conditions géomé-
triques sur des variétés complétes non-compactes. Dans les résultats de beaucoup
de recherches, les métriques considérées sont non seulement approximées par le mo-
dele géométrique & I'infini, mais elles admettent aussi une expansion asymptotique
lisse, ou plus généralemenf une expansion polyhomogéne, & savoir une expansion
constituée de termes de la forme p®(log p)¥, ou p est la distance par rapport a
un point fixé, o est un nombre réel (pas nécessairement entier) et k € Ny. Une
question naturelle est donc la suivante :

Quel type de géométrie a l'infini sur des variétés complétes non-compactes sera
préservé par le flot de Ricci? De plus, lorsque la métrique initiale a une expansion
polyhomogéne a 'infini, en est-il de méme pour les métriques ultérieures le long
du flot 7

Lott et Zhang (Lott et Zhang, 2011) ont étudié le flot de Kahler-Ricci pour des
métriques kihlériennes & pointes fibrées (ou de type Poincaré) sur des variétés
quasi-projectives et ont montré que de telles métriques, le long du flot de Ricci,
préservent des comportements asymptotiques spatiaux standards. Ces résultats
peuvent étre compris comme étant le terme d’ordre 0 du développement asympto-
tique des métriques a l'infini. Ultérieurement, ces développements asymptotiques
ont été développés dans l’article (Rochon et Zhang, 2012) de Rochon et Zhang en
montrant que la solution admet une expansion asymptotique compléte tant que le
flot existe. Un autre résultat de Lott et Zhang (Lott et Zhang, 2016) considére trois
types différents de comportements asymptotiques spatiaux (cylindrique, bombé
et conique) préservés par le flot de Kahler-Ricci. Albin, Aldana et Rochon (Albin
et al., 2013) ont travaillé sur des surfaces munies de métriques complétes approxi-
mées par des pointes (cusps en anglais) ou des entonnoirs & 'infini et ont montré
que le flot de Ricci converge vers une métrique avec une courbure constante et que
le déterminant du laplacien augmente tant que le flot existe. Ils ont notamment

eu besoin de montrer que ’expansion asymptotique & I'infini de ces métriques est



préservée le long du flot. Isenberg, Mazzeo et Sesum (Isenberg et al., 2013) ont
étudié le comportement du flot sur des surfaces & bouts asymptotiquement eucli-
diens de caractéristique d’Euler négative. Pour les métriques asymptotiquement
hyperboliques, la persistance le long du flot de Ricci d’un développement asymp-
totique lisse a été obtenue par Bahuaud (Bahuaud, 2011). Rochon (Rochon, 2015)
a obtenu un résultat similaire pour les métriques complexes asymptotiquement
hyperboliques. Dans la plupart dp ces travaux, une compactification a été intro-
duite pour obtenir une variété & bord compacte, de sorte que le comportement
du flot & l'infini puisse étre décrit en termes du bord. Dans ce contexte, nous al-
lons étendre ce probléme de régularité pour des types de géométrie plus généraux.
Nous nous intéressons aux variétés non-compactes admettant une compactifica-
tion par une variété compacte non seulement & bord mais aussi plus généralement
a coins. Nous supposerons que cette compactification induit une structure de Lie
a I'infini compatible avec les métriques au sens de (Ammann et al., 2004). Pour
pouvoir étudier le comportement asymptotique des métriques & 1’infini, nous de-
vrons imposer certaines conditions sur les structures de Lie & 'infini considérées.
Plus précisément, nous introduirons les structures de Lie « fibrées » & l'infini,
une certaine classe de structures de Lie & I'infini induisant sur chaque face de la
variété a coins un fibré naturel. Notre théoréme peut s’énoncer comme suit (voir

les Théoréme 4.2.1 et Théoréme 4.3.5) :

Théoréme 0.0.1. Soit (M, go) une variété riemannienne compléte de dimension
n compatible avec une structure de Lie fibrée a l'infini (M, Vsp) dont le rayon d’in-
jectivité est strictement positif. Si la métrique go admet une expansion polyhomo-
géne a linfini compatible avec (M, Vsr), alors la solution du flot de Ricci-DeTurck
préserve l’ezpansion polyhomogeéne d U'infini dans un court laps de temps. De plus,
si la métrique go est asymptotiquement Einstein, alors la solution du flot de Ricci-

DeTurck préserve l’ezpansion polyhomogéne a 'infini tant que le flot existe.



Dans le premier chapitre, nous commengons par introduire la notion de variétés
a coins au sens de Melrose (Melrose, 1996)). Ensuite, en se référant a l’article
de (Ammann et al., 2004), nous présentons la notion d’algebre de Lie structurale
et la notion équivalente d’un algébroide de Lie bordant, ce qui permet de définir
une structure de Lie & l'infini. Elle détermine des métriques complétes dont les
dérivées contravariantes du tenseur de courbure sont bornées. Nous introduisons
alors la notion de structures de Lie fibrées 4 ’infini, la classe de structures de Lie &
I’infini pour laquelle notre résultat s’applique. Bien que cette classe ne couvre pas
toutes les structures de Lie & I'infini, par exemple celles associées & des métriques
feuilletées au bofd au sens de (Rochon, 2012), il n’en demeure pas moins qu’un trés
large éventail de métriques complétes sont compatibles avec une structure de Lie
fibrée a I'infini. Voici qtielques exemples a titre indicatif : les b-métriques (Melrose,
1993), les métriques de diffusion (Melrose, 1995) (incluant les métriques asympto-
tiquement localement euclidiennes (Joyce, 2001a)), les métriques edges (Mazzeo,
1991) (incluant les O-métriques (Mazzeo et Melrose, 1987)), les. ®-métriques de
Mazzeo-Melrose (Mazzeo et Melrose, 1998) (incluant les métriques asymptotique-
ment localement plates (Gibbons et Pope, 1979)) ainsi que leur généralisation a
des métriques quasi-asymptotiquement coniques (QAC) ou quasi-fibrées au bord

(QFB) de (Conlon et al., 2016).

Au deuxiéme chapitre, nous traitons de la polyhomogénéité globale des solutions
d’équations paraboliques linéaires déterminées par une structure de Lie fibrée a
'infini. Plus précisément, nous montrons que la solution admet un développement
asymptotique polyhomogéne complet & I'infini pourvu que ce soit le cas initiale-

ment.

Le troisiéme chapitre concerne les équations paraboliques quasi-linéaires détermi-
nées par une structure de Lie fibrée & I'infini. Nous établissons ’existence et 1’uni-

cité des solutions de telles équations en s’inspirant de ’article de Bahuaud (Ba-




huaud, 2011) d’une part. D’autre part, nous déterminons les critéres qui nous
permettent d’assurer que la polyhomogénéité sera préservée pour un court laps de

temps.

Au dernier chapitre, nous présentons notre résultat principal en se basant sur les
deux chapitres précédents. En premier lieu, nous prouvons la polyhomogénéité
locale des métriques compatibles avec une structure de Lie fibrée & I'infini le long
du flot de Ricci-DeTurck. Remarquons ici que ce résultat s’applique aux métriques
asymptotiquement coniques ou cylindriques pour lesquelles le terme d’ordre 0 de
I'expansion a été déja établi dans (Lott et Zhang, 2016) lorsque la métrique est
Kéhler. Ensuite, nous établissons la polyhomogénéité globale pour des métriques
asymptotiquement Einstein le long du flot. Enfin, lorsqu’initialement la métrique
admet un développement lisse, nous montrons qu’il en sera de méme pour les
métriques le long du flot. Dans ce cas particulier, nos résultats sont valides non

seulement pour le flot de Ricci-DeTurck, mais aussi pour le flot de Ricci.






CHAPITRE I

VARIETE A COINS ET STRUCTURES DE LIE A L’INFINI

Les variétés riemanniennes non-compactes avec une structure de Lie a l'infini ont
été introduites par Ammann, Lauter et Nistor dans leur article (Ammann et al.,
2004). Toute structure de Lie & Vinfini détermine une classe de métriques complétes
qui sont de géométrie bornée lorsque le rayon d’injectivité est strictement posi-
tif. Cette structure englobe une large classe de variétés complétes non-compactes
comme on le verra plus-bas. En particulier, nous allons définir une nouvelle no-
tion : celle de « structure de Lie fibrée a I'infini ». Cette derniére forme une classe
de structures Lie & 'infini qui induisent dans un sens précis des structures de fibrés

au bord.
1.1 Variétés & coins

L’analyse globale sur les variétés a coins a été dévelopée par Melrose dans plu-
sieurs ouvrages, notamment (Melrose, 1993) et (Melrose, 1996). Nous donnerons
un apercu général du concept de variétés a coins afin de développer les quelques
notions de la géométrie des variétés avec une structure de Lie & I'infini qui nous
seront nécessaires. Pour plus détails, on référe aussi le lecteur & (Grieser, 2017).

Pour k € {0,...,n}, on note par R} '’espace donné par

R? = ([0, +00[)* x R**.




L’ensemble des ouverts de R} est {2’ N R} | ' ouvert de R™}. Soit {2 un ouvert
de R?. Une fonction f : Q — C est dite lisse s’il existe un ouvert Q' de R" avec
Q= O N R} et une fonction lisse F : ' — C tel que Flo = f. Soient deux
ouverts ; de Ry, ou ¢ € {1,2}. On dit que f: Q1 — 23 est un difféomorphisme
si elle est un homéomorphisme qui admet un inverse g : {2, — €; tel que chaque

composante de coordonnées de f ou g soit une application lisse.

Maintenant, soit M un espace topologique, séparé et paracompact.

Définition 1.1.1. Une carte & coins de M est un couple (U,yp) constitué d’un
ouvert U de M et d’un homéomorphisme sur un ouwvert de R}, ¢ : U — R}. Elle
est dite centrée en m € U si p(m) = 0. Une C* structure & coins est déterminée
par la donnée d’'une famille A = {(U;, ;),1 € I} de cartes a coins de M ayant les
propriétés suivantes :

1. (U)ier est un recouvrement ouvert de M.

2. Sii # j, alors U; et U; sont compatibles, c’est-a-dire que si U; N U; # 0,

alors p; 0 ;! est un difféomorphisme lisse de ;(U; N U;) sur ¢;(U; N Uj;).
8. 5B D A est une famille de cartes a coins ayant les propriétés 1 et 2 alors

B =9A. L’ensemble AU est l’atlas mazimal de M.
Si M a une C* structure & coins, alors on note par

C®(M) ={f: M — R| foplestlissesur p(U) pour chaque carte (U, p) € 2A}.

Définition 1.1.2. Une pré-variété a coins est un couple (M,F), ou M est un
espace topologique, séparé et paracompact et § = C°(M) pour une certaine C*

structure a coins.

Définitions 1.1.3. Soient M une pré-variété & coins et

oM = {m € M tel qu’il existe une carte ¢ : U — R} centrée enm},




pour | € {0,...,k} appelée la codimension, ou la profondeur de m. L’espace oM
consiste en l’ensemble des points de profondeur | qui se décompose en une réunion
de composantes connexes appelées les faces ouvertes. La fermeture d’une face ou-
verte est une face fermée. On appelle une hypersurface bordante de M une face

fermée de codimension 1. L’ensemble des hypersurfaces bordantes est noté par

M (M).

Remarque 1.1.4. L’ensemble O,M est indépendant du choix des cartes a coins.
Le bord de M, noté OM, peut s’écrire comme ['union Uf=1 O/M . Ainsi lintérieur

de M est défini par Mi=M \ oM.

Définition 1.1.5. On dit qu’un sous-ensemble S C M est une sous-variété, si

Vs € S, 3G € Gl(R) et Ip : U — R} une carte & coins centrée en s tels que
Prsno : SNU = (G -RE™ x {0}™) N p(U)

est un homéomorphisme, ot k' € {0,...,k} etn' € {0,...,n} avec k' <n —n'.
Lorsque k = k' = 0 et G est lidentité, cela coincide avec la définition d’une

sous-variété d’une variété sans bord.

Exemple 1.1.6. Le diagonal A = {(z,z) | € [0,+00)} est une sous-variété de

1 -1
R2 car A = {(z,0) | z € [0, +00)}.
1 1

Définition 1.1.7. Une variété a coins M est une pré-variété a coins telle que
toutes les hypersurfaces bordantes sont des sous-variétés, ou de maniére équiva-
lente, telle que chaque hypersurface bordante H admette une fonction de définition,
a savoir une fonction lisse positive p € C®°(M) qui s’annule sur H et seulement

sur H, et dont la différentielle soit non-nulle partout sur H.

Remarque 1.1.8. Si F est une face fermée conneze de M de profondeur [, alors

F est une composante conneze de l'intersection des hypersurfaces bordantes conte-
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nant F. Autrement dit, si p1, pa, ..., p; sont des fonctions de définition des hyper-

surfaces bordantes contenant F', alors F est une composante connezxe de
{m € M | py(m) = pa(m)... = p(m) = 0}.

Exemple 1.1.9. Le carré [0,1] x [0,1] est une variété a coins. Par contre, la
goutte T = {(z,y) € R? | z > 0, y? < 2? — z*}, voir la figure ci-dessous, est une
pré-variété G coins qui n'est pas une variété 4 coins car son hypersurface bordante

s’intersecte avec elle-méme.

Définition 1.1.10. Un fibré est un quadruplet (E,S,Z,¢), ou E, S, Z sont des
variétés a coins et ¢ : E — S est une application lisse telle que pour tout s € S,
il eziste un voisinage ouvert U C S de s, appelé ouvert trivialisant, tel qu’on a un

difféomorphisme ¥ : ¢~ (U) — U x Z induisant le diagramme commutatif

o~Y(U) UxZ
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ou pr; est la projection sur le premier facteur. On dira que (E, S, Z, ¢) est d’espace
total E, de base S, de fibre Z et de projection ¢. L’application U est appelée

trivialisation. Enfin E, := ¢~ 1(s) est la fibre au-dessus de s.

Définition 1.1.11. Si Z est un espace vectoriel réel (ou compleze) et si les iden-
tifications ¢~ (U) ~ U x Z sont linéaires dans chaque fibre, alors (E, S, Z, ¢) est

un fibré vectoriel réel (ou compleze).

Exemple 1.1.12. Soit M une variété a coins. Pour m € M, on considére l’idéal

L, ={f € C®(M) | f(m) = 0}. Alors on pose ToM = I,,/I2, ou

k
1131, ={feC®M)|3k €N, gi,hi,..., gk, hx € I, tels que f = Zgihi}~
i=1

On peut vérifier que le fibré cotangent, donné par T*M = |J,,cps TriM, €t son dual
TM le fibré tangent sont deuzr variétés a coins constituant l’espace total de deux

fibrés vectoriels au sens des variétés a coins.

1.2 Algébre de Lie structurale et Algébroide de Lie

Soit M une variété a coins de dimension n.

Définition 1.2.1. Une algébre de Lie structurale des champs de vecteurs lisses
sur M est un sous-espace ¥ C X(M) de l’espace vectoriel réel des champs de
vecteurs sur M satisfaisant auzr propriétés suivantes :
1. 'V est fermé sous le crochet de Lie des champs de vecteurs;
2. chaque V €V est tangent a toutes les faces de M ;
3. V est un C*°(M) module localement libre, c’est-a-dire que Ym € M, il existe
un voisinage ouwvert U, C M de m, k € N et une famille de champs de
vecteurs {Xi,...,Xx} C V de sorte que VY € V, il existe une famille de

fonctions lisses {f1, ..., fu} C C®°(M), uniquement déterminée sur Un, par
k

Y, telle que Y = Z fiX; sur Up,.

i=1
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" Exemple 1.2.2. (Melrose, 1996) Soient M une variété a coins et

V, = {V € X(M) tel que V est tangent a toutes les faces de M}
= {V € %(M) | Vou =anpy, ag € COO(M), VH € Ml(M)},

ou py est une fonction de définition de I’hypersurface bordante H. Un champ de
vecteurs V € V, est appelé un b-champ de vecteurs. Par un calcul standard, on
a que YV, Vo € Vy, [V1, Valpu € puC®(M). Alors Vy est fermé sous le crochet
de Lie des champs de vecteurs. Soit m un élément d’une face fermée F' de M de
profondeur 1. Sur (p1, ..., P, Y1, - Yn—t) Un systéme de coordonnées locales centré

en m, chaque b-champ de vecteurs V € V, est de la forme :

n—!

0 0
V= Zai([),y)pia—p + Zbi(P, y)@

i=1 toi=l
ou les coefficients a; et b; sont des fonctions lisses, y = (y1,.--,Ynt) € R*7,
et p = (p1,...,01) est une famille de fonctions de définition des hypersurfaces
bordantes contenant F. Cela montre que l’algébre de Lie des b-champs de vecteurs
est engendrée par p,-a%i et a% prés dem € F, tandis que prés de n’importe quelm €
M , elle est engendrée par le repére habituel {%}-, ey %}. Par conséquent, V, est
une algébre de Lie structurale des champs de vecteurs puisqu’elle est un C*®module
localement libre de rang n = dim M. D’autre part, on peut associer & V, un fibré
vectoriel "TM = ,,cps(Vo/ImVs), noté "TM. En effet, il reste & vérifier que
STM est C®, autrement dit, que la matrice de transition entre les changement de
cartes est C™®. Soit ® un changement de coordonnées. St x = (p1, ..., Pi, Yi+1, s Yn)

est un systéme de coordonnées locales centré en m € F, alors ®(z) est un nouveau

systéme de coordonnées locales de m donné par
p; = @i(z) = pici(z), () > 0, Vi € {1,...,1}.

Il est clair que les coefficients de la matrice de transition sont C® car :
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Sii€e{1,..,1}, on calcule que

Piny — Pin—
0p, " < a; 9p:"7 9]
1£j

0 piaai) ’ 0 pi%/ 0 i B(I)Ji

pim—=(1+— .
laﬁ’i ( a; Op; j=l+1pz Op; 09;

Siie{l+1,..,n}, on a plutét que

8 < 10a;,0 " 9d; 8
- = ____p_._+_ _—
Oy ]}; a; Oy: "’ Op); jgl;l Oy; 0%;

D’ot *T M est bien défini. De plus, on remarque qu’il existe un morphisme cano-
nique de fibrés vectoriels gy, : °TM — TM qui envoie la classe d’'un champ de
vecteurs V € V, a un vecteur tangent V(m) € T,, M. Sur un systéme de coordon-
nées locales de m € F, on voit que le champ de vecteurs p,-g%; n’est pas nul dans
*TnM car piaipi ¢ I,V,. Par contre piaip,» est nul dans T,,M = X(M)/L,X(M).
On déduit que gy, est un isomorphisme sur ](./I et de rang n — | sur Uintérieur

d’une face de codimension [,

15) 0 0
i— 0 — =, 7> i<
P o dy;  Oy;

Remarque 1.2.3. En utilisant la propriété 2 de la Définition 1.2.1, on peut voir

que chaque algébre de Lie structurale V est une sous-dlgébre de V.

Remarque 1.2.4. On remarque que la propriété 8 de la Définition 1.2.1 équi-
vaut & dire que V est un C®module projectif. Ainsi, & partir de théoréme Serre-
Swan (Karoubi, 2008), il existe un fibré vectoriel

YTM = | J (V/I.V) » M
meM

tel que V ~T'(YTM). Puisque V C X(M), il eziste un morphisme canonique de fi-

brés vectoriels oy : YT M — TM, appelé ’ancre ou encore l'application d’ancrage.

Exemple 1.2.5. (Mazzeo, 1991) Soient M une variété a bord OM , qui est l’espace

totale d’un fibré de variétés lisses 7 : OM — B, et

"V, ={V € £(M) tel que V est tangent a toutes les fibres de m}.
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Soient V1, Vo € V.. Puisque [V4, Va)ir = Vi, Voir| pour F une fibre de w, le com-
mutateur est bien tangent aux fibres de w. Soit (p,y, z) un systéme de coordonnées
locales prés du bord, ou p est une fonction de définition du bord, y est une famille
de variables sur la base B de w et z est une famille de variables sur les fibres
de 7. Alors dans ce systéme de coordonnées, V. est engendré par pa%, pa% et 5‘9;.
Il s’agit donc d’un C*®module projectif. On déduit que V. est une algébre de Lie
structurale et qu’on peut lui associer un fibré vectoriel noté °T M. En particulier,
lorsque B := OM et m = 1d, on retrouve l’algébre de Lie des 0-champs de vecteurs

de Mazzeo-Melrose (Mazzeo et Melrose, 1987) sur une variété a bord,
Vo={VeX(M)| Vou=0}.

Dans ce cas, on dénote °TM par °TM.

Nous présentons maintenant quelques définitions et résultats standards concernant
les algébroides de Lie, dont il sera fait usage dans la suite. Des références sur cette
notion sont (Mackenzie et al., 1987) et (Crainic et Fernandes, 2003).

Soit M une variété a coins.

Définition 1.2.6. Un algébroide de Lie sur M est la donnée d’un fibré vectoriel
A — M, d’un morphisme o : A — TM, appelé ancre, et d’une structure d’algébre
de Lie sur son module de sections globales T'(A) dont le crochet satisfait a la régle

de Leibniz,
[u, fv] = flu,v] + (or(w).f)v, Yu,v € T(A), f € C*(M),

ot or : I'(A) — T(TM) est application des modules des sections induites par

l’ancre p.

Remarque 1.2.7. Par Uantisymétrie du crochet, la régle de Leibniz 4 gauche est

ausst satisfaite : [fu,v] = flu,v] — (or(v).f)u, Yu,v € T(A4), f € C°(M).
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Proposition 1.2.8. L’application or est un morphisme d’algébres de Lie. Autre-
ment dit, or([u,v]) = [or(u), or(v)], Yu,v € F(A), ot @& gauche on a le crochet

d’algébroide de Lie et & droite le crochet de Lie des champs de vecteurs.

Démonstration. Par le régle de Leibniz, on a que
(er(w).flv = [u, fv] = flu,v] Vu,v € T(4), f € C=(M).

Par suite, on obtient que Yw € I'(A),

([er(w), er (v)].f)w = (er(w)-(er(v).f))w — (or(v)-(er(w).f))w
= [, (er(v)-Hw] = (er(v)-f)lu, w]
— [v, (er(w)-flw] + (er(u). f)[v, w]
= [w, [v, fwl] = [w, f[v, ] = [v, flu, w]] + v, [u, w]]
- [, [, fwll + [v, flw, w]] + [u, flv,w]] = fu, [v, w]

= [, ful] = [o, [, Fool) + £ ([0, i, 0] = [, [, w]).
En utilisant I'identité de Jacobi et 'antisymétrie du crochet, on déduit donc que
([er(w), o (0))-Pw = ~[fw, [u,0]] + F(~[w, [o,u]]
= ([, ], fw] — £([[w, ], w])
= (er((n,v]) S)w,
d’ou le résultat. a

Exemple 1.2.9. Tout fibré A — M en algébres de Lie est un algébroide de Lie

dont Uancre est nulle.

Définition 1.2.10. Un algébroide de Lie sur M est dit bordant si tous les champs
de vecteurs de pr(I'(A)) sont tangents a toutes les faces de M.

Le concept d’une algébre de Lie structurale sera alors équivalent au concept d’al-

gébroide de Lie bordant, si gr est injective et or(I'(A)) C V.
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Définition 1.2.11. Soit (A — M, 04,[-,"]a) et (B = M, s, [, ]8) deuz algé-
broides de Lie au-dessus de la méme base. Un morphisme d’algébroides de Lie
au-dessus de la méme base est la donnée d’un morphisme ® : A — B entre les
fibrés vectoriels A — M et B — M qui commute auz ancres et auz crochets au

(QA)F = (0B)r 0 @, ®([u,v]a) = [®(u), ®(v)|B, Yu,v € T'(A).

Définition 1.2.12. Soit (A — M, g4,[.,.]) un algébroide de Lie. On dit qu’un
sous-fibré vectoriel B — N de Ay, ot N est une sous-variété de M, est un sous-

algébroide de Lie de A st :
Vp € N,u € By, on a que ga(u) € T,N; (1.1)
Vu,v € I'(A) telles que uy, vy € I'(B), on a que [u,v]y € T'(B). (1.2)

Proposition 1.2.13. Le sous-algébroide de Lie B — N est ancré par la restric-
tion de p4 a B et est équipé par le crochet de A restreint a I'(B). Muni de cette

ancre et de ce crochet, B — N est bien un algébroide de Lie, noté aussi par B.

Démonstration. D’abord, on vérifie que le crochet ., ]y est bien défini. En effet,
soient u; € T'(B) et 4;,7; € I'(A) deux prolongements pour u;, pour chaque
i € {1,2}. Autrement dit, Uiy = Uiy = U On a donc que 4; — 9; = f;w;, ol

w; € T(A) et f; € C°(M) est tel que f;, = 0. De plus, on voit que
[Uy, Gg) — [U1, Ug] = [G1 — D1, Ua) + [U1, T — Ta).

Or,
[t — Oy, G2] = fiw, de] — ((0a)p(T2)-f1)w1.

Par la condition (1.1), on obtient que ((a).(@i2).f1) , = 0. Par suite, on a que

|IN
[ty — @y, @g]w = 0, puisque f1,, = 0. De méme, on déduit que [01, T2 — Do)y = 0.

et donc que [u1, U2,y = [U1, Vo)~
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Il reste finalement & montrer que l'application d’ancrage gp := 04, satisfait &
la régle de Leibniz. Soient u; € I'(B), et 4; € I'(A) un prolongement de u;, pour
chaque i € {1,2}. Soit f € C®(N) et f € C®°(M) un prolongement. On a alors

que

[fur, uo] = [fiia, o)
= ﬂN[’al,ﬂth - ((QA)F(EQ).f)’ELl)IN

= f[ul,u2] - ((QB)F(U2)-f)ul-
d

Exemple 1.2.14. Soient M une variété a coins et (A — M, o, [.,.]) un algébroide
de Lie bordant. Ainsi, pour chaque face fermée F de M, la restriction de A &
F est un algébroide de Lie bordant. En effet, Ar est un sous-fibré vectoriel et
alors la propriété (1.2) est trivialement satisfaite. Puisque [’algébroide de Lie A

est bordant, la propriété (1.1) est aussi satisfaite.

1.3 Structure de Lie a 'infini

Définition 1.3.1. Une structure de Lie a l'infini sur une variété M est un couple
(M,V), ou M est une variété a coins compacte dont son intérieur est M etV est
une algébre de Lie structurale des champs de vecteurs sur M telle que son ancre

oy est un isomorphisme sur M (donc YT M“& ~TM).

Nous allons mettre en évidence la définition ci-dessus par des exemples illustratifs.

Exemple 1.3.2. Un ezemple fondamental est l’algébre structurale Vs, vue dans

I’Exemple 1.2.2, qui est bien une structure de Lie & l'infini.

Exemple 1.3.3. (Melrose, 1995) Soit M une variété a bord compacte et p une

fonction de définition du bord. L’espace vectoriel des champs de vecteurs Ve = pVs
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est appelé Ualgebre de Lie de diffusion. Un champ de vecteurs de V. est appelé
un champs de vecteurs de diffusion ou encore un sc-champ de vecteurs. Le couple
(M, Vs) est alors une structure de Lie a Uinfini. En effet, on a que VV1,V, € V.,
Vi, Val = [oVi, V) = P2V, V) + p(Vip)VE — p(V3p)VA, 0t Vi,V € V. Soit m
un élément de OM. Dans un systéme de coordonnées locales (p,y) centré en m,

chaque sc-champ de vecteurs V € V,. est donnée localement par
8 K ]
V=a ) 2 — + a;(p, AR
()", ; (0:¥)rg,:

ow les coefficients a et a; sont des fonctions lisses et y = (yy, ..., Yyn—1) € R*71.
L’algébre de Lie Vs, est engendrée par pza% et pa% prés du bord. Comme V. est

un C®module projectif, on peut lui associer un fibré vectoriel noté **T M.

Exemple 1.3.4. (Mazzeo et Melrose, 1998) Soit M une variété a bord OM, qui
est l'espace totale d’un fibré de variétés lisses ® : OM — S de fibre typique Z.
. Soit p € C™(M) une fonction de définition du bord. On définit alors une algébre

de Lie de champs de vecteurs par
Vo 1= {V € (M) tel que Vp € p?C®(M) et ®,(Vsy,) = 0}.

Soit (p,y, 2) un systéme de coordonnées locales prés du bord, ou y est une famille
de variables sur la base S de ® et z est une famille de variables sur les fibres de
®. Alors dans ce systéme de coordonnées, Vo est engendré par ,023%, p% et (—%. 1l
s’agit donc d’un C*®module projectif. On déduit que Vg est une structure de Lie

a linfini et qu’on peut lui associer un fibré vectoriel noté *T M.

Exemple 1.3.5. Une généralisation de ’exemple précédent est la structure Lie d
Uinfini des champs de vecteurs a pointes feuilletées au sens de (Rochon, 2012). En '
effet, soient M une variété compacte a bord OM qui est muni d’un feuilletage lisse
F et p une fonction de définition du bord. On définit [’espace vectoriel des champs

de vecteurs & pointes feuilletés (ou tout simplement F-champs de vecteurs) par

Vr = {V € X(M) tel que Vp € p’C®(M) et Vi, € T(TF)}.
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Alors, on peut voir comme auparavant que Vr est une structure de Lie & l'infini.

Exemple 1.3.6. Soit M une variété a coins compacte ayant k hypersurfaces
bordantes Hy, ..., H,. Pour chaque i € {1,..k}, on suppose que H; admet une
structure de fibré, m; : H; — S;, ot la base S; et les fibres sont des variétés a
coins compactes. On dénote la famille de fibrés vectoriels (m;)ieq1,..ky par . On
dit que (M, ) est une variété a coins fibrés s’il existe un ordre partiel sur les k

hypersurfaces bordantes tel que :

1. pour chaque I C {1,...,k} avec ;c; H; # 0, la famille (H;); est totalement

ordonnée ;

2. si H; < Hj alors HiOH; # 0, my, ., HiOH; — S; est une submersion
surjective, Sj; == m;(H;NH;) est une hypersurface bordante de S; et il existe

une submersion surjective m;; : S;; — S; satisfaisant wom; = w; sur HyNHj;
3. les hypersurfaces bordantes de S; sont données par S;; pour H; < H;.

Pour plus de détails, on se référe le lecteur aux (Albin et Melrose, 2011) et (Al-
bin et al., 2012). A partir de cette définition, il découle directement que chaque
base S; est naturellement une variété a coins fibrés avec la structure fibrée de ses
hypersurfaces (Sji)icq1,..x} induite par les fibrés (mj; = Sy — S;) avec H; < H;. De
méme, chaque fibre de m; : H; — S; est aussi une variété a coins fibrés. Mainte-
nant, pour p; un choiz de fonction définissant H; compatible avec w, a savoir que
pour chaque j tel que H; < Hj la restriction p; sur H; est constante le long des

fibres de 7; : H; — S;, on définit (voir (Conlon et al., 2016))

Vors = {V € Vs tel que Vi € {1,...k}, Vi, est tangent a toutes les fibres de m;

etVu; € v2C®(M) otiv; = H pi}-
H;<H;

Un champ de vecteurs V € Vgrp est appelé un champ de vecteurs quasi fibré au

bord ou simplement un QFB-champ de vecteurs. On peut voir aisément que Vorp
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est fermé sous le crochet de Lie des champs de vecteurs. Soit m un élément d’une
face fermée F de M de profondeur l. Aprés un nouvel étiquetage, st nécessaire,
on peut supposer que F' = H,N...NH; de sorte que H; < Hy < ... < H;. On prend
alors un petit voisinage ouvert de m tel que m; est trivial pour chaque i € {1, ...,1}.
On considére le k;-tuplet des fonctions y; = (v}, ..‘,yf") et z = (21,..., 29) tel que
(1, Y1, -y P, Y1, 2) définit le systéme de coordonnées locales centré de m qui vérifie
que sur chaque H;, (p1,y1, ..., Pie1, Yi-1, ¥;) induit des coordonnées sur la base S;

avec m; correspondant o l'application

(pl: Y, "'7@7?]1'7 -5 PL YL, Z) = (pla Y1, "'7pi—layi—layi)a

ot le symbole”™ surmontant une lettre indique qu’il faut 'omettre. Et par suite, on

peut vérifier que dans ce systéme de coordonnées locales, Vorp est engendrée par

0 0 0 0 0

Ulpl'é";,vlwav2p2a_p2 - “la_m’”ﬁgz’
0 0 g 9 0

U — — Vi Vig [
Pom " opy oy Bz Bz

pourn; € {1,...,k;} et v; = Hi,:i pp- 1l s’agit donc d’un C*°module projectif et on
peut lui associer un fibré vectoriel noté F*BT M. On déduit que (M,Vgrg) est une

structure de Lie a l’infini.

Exemple 1.3.7. L’algébre de Lie (M,Vs) apparue dans (Debord et al., 2015)
est une structure de Lie a linfini car elle est en tout point similaire & celle de la
structure (M, Vgorg), sauf qu’on exige que Vp; € p?C>®(M) pour chaque i au lieu
de demander que Vv; € v2C®(M). L’exzemple d’algebre de Lie des ¢-champs de
vecteurs, introduite dans (Mazzeo et Melrose, 1998), définit un cas particulier de
(M,Vgorg) en prenant M une variété a bord OM qui est l’espace totale d’un fibré
m:=¢:0M — S. Elle correspond a ’Exemple 1.3.8 si S = OM et m = 1d.

Exemple 1.3.8. Soit (M, 7) une variété a coins fibrés. Si S; = H; et m; = Id pour

chaque hypersurface bordante mazimale H;, alors un QFB-champ de vecteurs est
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dit un QAC-champs de vecteurs ou encore un champs de vecteurs quasi asympto-
tiguement conique. L’ensemble des QAC-champs de vecteurs est dénoté par Voac-

D’ou (M,Vgac) est une structure de Lie a 'infini.

Exemple 1.3.9. Soient M une variété compacte avec bord OM et p une fonction
de définition du bord. Soit une 1-forme lisse © € C®°(M;T*M) telle que 1*O ne

s’annule nulle part sur M, ot ¢ : OM — M est linclusion canonique. Soit

Alors, Vg est une structure de Lie a l'infini, appelé ©-structure. Pour la descrip-
tion d’une base locale prés du bord, et pour plus détails, on se référe a l’article (Ep-

stein et al., 1991).

Définition 1.3.10. Une structure de Lie évanescente a l’infini est une structure

de Lie & linfini V telle que pour tout V €V, on a que Vs = 0.

Exemple 1.3.11. On considére, par exemple M une variété a coins compacte de

dimension n et
Vo := {V €V, tel que pour chaque H € M;(M), V(m)y =0Vm € H}
= p1-..peX(M),

ot p; est une fonction de définition associée a Uhypersurface bordante H; avec
oM = Uf=1 H;. Il est clair que chaque champ de vecteurs de Vy s’annule sur toutes
les hypersurfaces bordantes de M. Ce sont les 0-champs de vecteurs de Mazzeo-
Melrose (Mazzeo et Melrose, 1987). Pour prouver que (M,Vy) est effectivement
une structure de Lie a linfini, il faut vérifier que Vo est un C*®°module projectif
fermé sous le crochet de Lie des champs de vecteurs. En effet, soit m un élément
de F une face fermée de M de profondeur . Sur (p1, ..., P1, Y1, .-y Yn—t) UN Systéme

de coordonnées locales en m, un champ de vecteurs V € Vy est de la forme :

n—l

!
0 0
V=S aprpea+ > bip1ora—s
; prepig ; prePi
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ou les coefficients a; et b; sont des fonctions lisses. Par un calcul simple, on a que
[V, V'] € Vs, pour tout V,V' € V. De plus, sur un voisinage ouvert de m, l’algébre
de Lie Vy est engendrée par pl...pkaim, i€ {l,..,1l} et pl...pka—‘z;, ie{l,...n—1}.
Ainst, Vo est C®module projectif. ‘

Exemple 1.3.12. Il y a plusieurs exemples de variétés a bord avec une structure
de Lie évanescente a l'infini. On prend par exemples, Vo ci-haut, Vs, (Exemple 1.3.8)
et Vgo apparue dans (Lauter et Moroianu, 2001). Un autre exemple impqrtant
est Vgg (voir larticle (Epstein et al., 1991)), le cas ot K = C est exactement
I’Exzemple 1.3.9.

14 Structure de Lie fibrée A l'infini

Dans cette section, nous allons restreindre notre attention & des structures de Lie
qui induisent dans un sens précis des structures de fibrés au bord. Cette restriction
sera trés utile par la suite. De plus, elle a le mérite d’étre trés flexible, puisqu’elle

inclut tous les exemples de structures de Lie décrits précédemment.

Définition 1.4.1. Soient M et S deux variétés a coins compactes. Un fibré d’al-
gébroides de Lie associé & un fibré ¢ : M — S est un algébroide de Lie A tel que

son ancre g : A = TM a son image dans le tangent vertical T(M/S) C T(M).

Exemple 1.4.2. Soient S, Z deuz variétés a coins compactes etpr : SXZ — Z la
projection canonique. Soit 1 A — Z un algébroide de Lie sur Z avec p: A - TZ
l’ancre associée. Le fibré d’algébroides de Lie trivial sur S X Z induisant par A
est l’algébroide de Lie S x A donné par la projection 7/ =Id xm: Sx A — Sx Z

avec ’ancre associée pr*g: S x A — T(S x Z) définie par
pI‘* Q(S, a) = g(a) (S T.,r(a)Z C T,r/(s,a)(S X Z) = TSS X T,r(a)Z.

Définition 1.4.3. Un fibré de structures de Lie & l'infini associé a un fibré

¢: M — S est un fibré d’algébroides de Lie qui induit par restriction une structure
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de Lie a linfini sur chaque fibre telle que pour chaque s € S, il existe un voisinage
ouvert U et une trivialisation ¥y : ¢~1H(U) = U x Z qui induit un isomorphisme
de fibrés d’algébroides de Lie, ot U x Z est muni du fibré d’algébroides de Lie

trivial induit par un certain algébroide de Lie sur Z.

Définition 1.4.4. Soit M une variété a coins compacte. Une structure de Lie
fibrée a Uinfini (M, Vsr) est une structure de Lie a linfini telle que pour toute
face fermée F, la restriction Vsg sur F, notée Vp, induit un fibré de structures de

Lie & linfini associ€ a un certain fibré ¢p : I — Sp.

Proposition 1.4.5. Si (M, Vsr) est une structure de Lie fibrée a l'infini, alors :

1. 8i F, et Fy sont deuz faces fermées de M avec Fy C‘ F,, alors il existe une

submersion surjective ¢1o de Sr, dans ¢g,(F1) telle que By p, = $12° ORy;

2. Pour toute face fermée F de M, il existe un morphisme surjectif d’algébroides

de Lie np : VSFTgM — YFTF.

Démonstration. On a que, pour [} C Fj, Vpﬂpl = Vsp‘inFl = Vg, donc les
éléments de Vg, doivent aussi étre tangents au fibres de ¢r,, . de sorte que chaque
fibre de ¢p, doit étre incluse dans une fibre de ¢, . . En eflet, si tel n’était pas
le cas, il existerait s; € S, p € qi)}ll(sl) et £ € VP1T,Fy C Vr2T,F, transverse a
la fibre de ¢r, : F» — S, passant par p, contredisant la définition de ¢r,. Pour
la propriété 1 de la Proposition 1.4.5, on peut donc définir ¢15(s;) comme étant

'élément s, € ¢r,,. C So tel que ¢z (s1) C Pp (s2)-
2|Fy : F P

Pour la propriété 2 de la Proposition 1.4.5, on sait que Vsr» = VF €t Qvsp p = Qv

induisant le diagramme commutatif :
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L(Ys*T M) (e T(Y*TF)
(QVSF)F (QVF)F
I(TF),

ou (mF)p est le morphisme de restriction de structures de Lie & 'infini qui préserve
le C*®module projectif. Par le théoréme Serre-Swan (Karoubi, 2008), ce morphisme
induit un morphisme surjectif d’algébroides de Lie

WFIVSFTFM—-»VFTF. O

Remarque 1.4.6. Toute structure de Lie évanescente & linfini est un cas par-
ticulier de structure de Lie fibrée a linfini en prenant ¢p : F — F Uapplication

d’identité pour toute face F, puisque Vsp, = 0.

Définition 1.4.7. Un fibré de structures de Lie fibrées a l'infini par rapport a
¢: M — S est un fibré de structures de Lie a linfint induisant par restriction une
structure de Lie fibrée a l'infini sur chaque fibre de sorte que pour chaque face F

de M telle que ¢\ : F' — S est surjectif :

1. on a un fibré ¢r : F — Sk et une submersion surjective ap : Sp — S de

sorte que ap 0 o = P\p;

2. pour tout s € S, le fibré sur (¢,r)1(s) induit par la structure de Lie fibrée a

Vinfini sur ¢~1(s), est précisément la restriction de ¢r a (¢r) 72 (s).

Proposition 1.4.8. Si (M, Vsr) est une structure de Lie fibrée & linfini alors

(F,Vr) est un fibré de structures de Lie fibrées a l'infini.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que chaque fibre de ¢r : F — Sp, munie

de la restriction Vr, est une structure de Lie fibrée & l'infini sur chaque fibre.
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Prenant s € S, on note par Vp, la structure de Lie 4 'infini de fibre F; := ¢7(s)
induite par restriction. Soit Q) une face fermée de F' et posons 2, := QN F;.
Alors soit ), = F,, soit ), est une face fermée de F,; de codimension strictement
positive. Dans ce dernier cas, la propriété 1 de la Proposition 1.4.5 appliquée a
F; = Q et Fy = F nous donne une submersion surjective agq : Sq — Sr telle que
®F o = g o ¢q comme dans 1 de la définition précédente de sorte que ¢q q, est le

fibré sur 2, qui confére & F, une structure de Lie fibrée a l'infini. O

Exemple 1.4.9. L’Exemple 1.8.4 est une structure de Lie fibrée a l’infini, ce qui
n’est pas le cas pour la structure Vr de I’Exemple 1.8.5 lorsque F est un feuilletage

qui ne provient pas d’une structure de fibré.

Exemple 1.4.10. La structure de Lie & linfini V, est une structure de Lie fibrée
a Vinfini telle que chaque fibré ¢r : F — {0} est une projection canonique de la

base F' dans un point. De plus, on a une suite ezacte
0= °NF < *Tp(M) - °TF - 0, (1.3)

ot °NF := Ker(n) est le noyau de la projection canonique 7 : *Tp(M) —» °TF

par restriction.

Exemple 1.4.11. Dans I’Exemple 1.3.6, on suppose que M est une variété com-
pacte a coins fibrés de profondeur | associée a une famille (H;)icqa,..;y d’hyper-
surfaces bordantes. On peut voir que chaque fibre de m; : H; — S; est une
variété & coins fibrés. Précisément, si s € S; alors H;, = 7 '(s) est une va-
Tiété compacte & coins fibrés, ou les hypersurfaces bordantes sont H; s N H; avec
H; < Hj et les fibrations associées sont obtenues par restriction des m;. Par consé-
quent, la restriction d’un QFB-champ de vecteurs de (Vorp, M) sur chaque fibre
H;, := m;'(s) nous donne aussi un QFB-champ de vecteurs sur la fibre. Main-
tenant, soit F := H; N ...N Hy une face fermée de profondeur k € {1,...,1} de

sorte que Hy < Hy < ... < Hy, aprés un ré-étiquetage, si nécessaire. Il suffit de
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prendre ¢p := Tk pour voir que la structure Vorp est une structure de Lie fibrée
a Uinfini, pourvu bien sir que pour chaque fibré la condition de trivialisation locale

de la Définition 1.4.3 soit satisfaite.

Proposition 1.4.12. Le produit cartésien de deux structures de Lie fibrées a

linfini est une structure de Lie fibrée & l'infini.
Démonstration. Etants données (M), V;) et (M, V) deux structures de Lie fibrées
a linfini, leur produit cartésien est clairement une structure de Lie & I'infini

(M == Ml X M2, V= F(pl‘; VITMl) ®C°°(M) F(pr§ VQTM2)),

ou pr; : M; x M, — M; est la projection canonique. Pour chaque face fermée
1

F := F, x F, de M, il suffit alors de prendre
(bp = ¢p1 X ¢F2 F— SF = SF1 X sz

avec Sg, un point lorsque F; = M;. O

1.5 Variété riemannienne avec une structure de Lie 4 I'infini

Soient (M, V) une structure de Lie & l'infini et g, : YT'M — TM D’ancre associée.

Définition 1.5.1. Une métrigue de M compatible avec une structure de Lie a

Uinfini (M, V) est une métrique riemannienne sur M définie par
g= (Q;l)*(h“{’,,),

pour une certaine métrique euclidienne h € T(Sym*(YT*M)). On dit alors que

o
(M, g) est une variété riemannienne avec une structure de Lie a l'infini.

o
Nous pouvons montrer alors que la variété (M, g) est nécessairement compléte,
voir la section 3.4 (Ammann et al., 2004) et, si OM # @, que le volume est infini,

ce que nous allons démontrer dans la prochaine sous-section.
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Exemple 1.5.2. (Variété a bout asymptotiquement cylindrique). Soit M une va-
riété riemannienne compléte non-compacte de dimension n munie d’une métrique
compléte g telle qu’il existe un compact K C J\o/[ et une variété compacte rie-
mannienne (OM, ganr) de sorte que M \ K peut étre paramétriser par un voisinage
tubulaire du bord OM x (0, +00) ~ A.;[ \ K. On suppose que le cylindre 9M x (0, +00)
soit muni de la métrique produit gey = dz?+ gopnr. Par un recollement & linfini de
JCI \ K par OM, on obtient une compactification M := J\O/I UOM qui est une variété
a bord compacte. Et par suite, le changement de variable p = e™* donne une fonc-
tion de définition pour OM telle que 5‘% = —pg—p. Ceci suggére de considérer T M.
On dit alors que (]\3[ ,g) est une variété a bout asymptotiquement cylindrique si,
prés d’un voisinage tubulaire du bord OM x [0,1], il existe v > 0 tel que

d 2
9- (—p[;‘ +gom) € pYCP(M; Sym?(*T* M)) = p"C*(M) ®ceo(ar) (Sym*("T™ M),

o

ou CP(M) = {f € C°(M) |Vk € Ny, {V1,..., i} TV, sup IV1...Vif| < oo}.

d 2
Lorsque g — (?pz_ + gan) € pC(M;Sym?(*T* M)), c’est un exemple de métrique

compatible avec la structure de Lie a l'infini V.

Exemple 1.5.3. (Variété a bout asymptotiquement conique). Soit g, une b-métrique

qui est une métrique compatible avec une structure de Lie a l'infini (M,V;), ot
M est une variété a bord compacte. On appelle par une métrique de diffusion une
métrigue compléte de ]\o/[ compatible avec une structure de Lie a U'infini (M, V),
donnée par gs. := % On la dit une métrique de diffusion de type produit s’il existe

un voisinage tubulaire du bord ¢ : OM x [0,e) — M tel que
do?
g = T+ D50 gow € C(0M; Sym?(TOM),

ou de maniére équivalent,

¢* gse = dt® +t2gap, t € (—loge, +00).
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On dit alors que (I\O/I ,g) est une variété a bout asymptotiquement conique si

g—gp € pC=(M; Sym2(**T*M)), ou g, est une métrique diffusion de type produit.
Dans ce cas, g est compatible avec V. Un exemple simple est le cas euclidien :
la compactification radiale de R™ avec bord la sphére S*~1. Cette compactification

est donnée par la projection stéographique SP définie par

SP:R™ - S :={z = (%0, ..., 7n) € R™! | |z| =1 et 7o > 0},

1 T )
1+ 122" @+ a2

Puisque ST est une variété a bord compacte, SP permet d’identifier R™ a (S} )o :=

P(z) = (

S% \ 0S%. La métrique euclidienne est une métrique de diffusion de R™ qui est

donnée par

x

m»

|dw|*

p

d2
|da:|2=dr2+r2|dw|2:—p—+ Jr|=r=>w=
o

1
p?
ot |dw|® est la métrique standard de la sphére S*! = OST.

Proposition 1.5.4. Deux métriques g1 et go de M compatibles avec une struc-
ture de Lie a l'infini (M,V) sont quasi-isométriques, c’est-a-dire qu’il existe une

constante C > 0 telle que
C7lgx(X, X) < 1(X, X) < Cga(X, X) VX € TM.

En particulier, C™'dy < dy < Cdy, ot d; est la distance sur M correspondante a

gi-

Démonstration. Sur chaque fibre de YT M, on a une trivialisation locale. L’équi-
valence des normes de R™ nous assure l'inégalité escomptée localement. Comme
M est compacte, on obtient le résultat voulu globalement sur M, et donc sur M

par restriction. O
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On dénote par vol, la forme volume de la métrique riemannienne d’une variété
o

riemannienne M avec une structure de Lie a U'infini (M, V).

Proposition 1.5.5. (Proposition 3.1 dans (Ammann et al., 2004)) Soit f > 0
une fonction lisse sur M. Si fﬁ! fvol, < 400 alors f s’annule sur chaque hyper-
surface bordante de M. En particulier, le volume de chaque variété riemannienne

non-compacte avec une structure de Lie & l'infini est infini.

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que M est une variété a bord
compacte. Soit vol;, une forme volume sur M associée a une autre métrique sur M
qui est lisse jusqu’au bord. On a alors que vol, > Cp~!vol,, avec p une fonction
de définition du bord et C' une constante positive. D’oil, si f est non nulle sur

OM, alors
/o fvol, > /O Cp ! fvol, > +oo.
M M

1.6 Connexion et courbure

Définition 1.6.1. Soit E — M un fibré vectoriel. Une YT M -connezion sur E,

notée aussi V, est une application
V:T(¥TM) xT(E) - T'(E)

(X, p1) = Vxu,
qui satisfait auzx propriétés suivantes :
1 Vixigy = fVxu+gVyn, Vf,geC®M), VX, Y eT("TM),
2. Vx(ap+aw)=aVxu+¥Vxy, Va,d eR,

3. Vx(fu) = ov(X)(lu+ fVxu, VfeC®(M).
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Proposition 1.6.2. (Lemme 3.2 dans (Ammann et al., 2004)) Soit (M,g)
une variété riemannienne avec une structure de Lie & Uinfini (M,V). Alors la

connezion de Levi-Civita sur T]\o/f ,
v X(M) x (M) = E(M),
s’étend en une connezion affine, notée auss
V:T(YTM) xT(¥*TM) - T(¥*TM),

ayant les mémes propriétés de la connezion usuelle de Levi-Civita (symétrique et
compatible). Autrement dit, la connezion de Levi-Civita sur TM s’étend en une

VT M -connezion de Levi-Civita sur YT M.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la formule de Koszul :
2VxY,Z) = ([X,Y], 2) - ([Y, 2], X) +([Z, X]Y)

+X(Y,Z)+Y(Z,X) - Z(X,Y),

VXY € T(*TM). m

Remarque 1.6.3. Le méme raisonnement implique que la connezion de Levi-
Civita sur T*M (respectivement (@F T*M) ® (®' TM)) s’étend en une YT M-
connezion sur VT*M (respectivement (®F YT*M) ® (®' YT M)).

Corollaire 1.6.4. (Corollaire 3.8 dans (Ammann et al., 2004)) Soient (J\O/I,g)
une variété riemannienne avec une structure de Lie & linfini (M,V) et V la
VT M-connezion de Levi-Civita. VX,Y € T(YTM), l'endomorphisme de courbure
de Riemann R(X,Y) s’étend en un endomorphisme sur YT M. De plus, chaque
dérivée contravariante,

o o

V*R € T((®" T* M) ® (A2 T* M) @ End(TM)),




[+]

est bornée sur M et s’étend en une section de
|
\
|

(FYT*M) ® (A2 VT*M) ® End(¥*TM).

Démonstration. Soit X,Y € T'(YTM). Par définition, on sait que
R(X, Y) = VxVy - VYVX - V[x,y].

- On a que Vx, Vy et V[xy) sont des opérateurs différentiels sur YT M, par la
Proposition 1.6.2. Alors R(X,Y) est un opérateur différentiel sur YT'M, qui est

un tenseur sur T]f/! . Puisque Ao/! est dense dans M, on a bien que
ReT((A*YT*M) ® End(YTM)).
On applique la YT M-connexion de Levi-Civita sur ®* YT*M pour obtenir
VR e T((®* VT*M) ® (A* YT*M) ® End(YTM)).

Le controle de V¥R résulte du fait que M est compacte. O

Avant de conclure, nous rappelons qu'un exemple de géométrie bornée est une
variété riemannienne compléte dont le rayon d’injectivité est strictement positif
et les dérivées contravariantes du tenseur de courbure sont bornées. Ainsi, toute
variété avec une structure de Lie a 'infini est un exemple de géométrie bornée dés
que le rayon d’injectivité est strictement positif. Par un résultat de Amann, Lauter
et Nistor (voir le Corollaire 3.20 dans (Ammann et al., 2004)), étant donné une
structure de Lie & 'infini, soit le rayon d’injectivité est strictement positif pour
toutes les métriques compatibles, soit il ne I’est pour aucune. De plus, Ammann, |
Lauter et Nistor donnent un critére suffisant pour que le rayon d’injectivité soit
strictement positif. Comme, il n’y a aucun exemple connu de métrique compatible
avec une structure de Lie & I'infini ayant un rayon d’injectivité nul, il est conjec- |

turé que le rayon d’injectivité est toujours strictement positif pour une métrique
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compatible avec une structure de Lie & U'infini, voir la Conjecture 3.11. (Ammann
et al., 2004). Cette conjecture n’a pas encore été prouvée sauf pour des métriques
particuliéres comme les métriques QAC et QFB (voir la Proposition 1.27 (Conlon

et al., 2016)).




CHAPITRE II

EQUATION PARABOLIQUE ET POLYHOMOGENEITE DES SOLUTIONS

Dans le présent chapitre, nous généralisons les travaux de (Rochon, 2015) pour
certaines équations Vsp-paraboliques linéaires, a savoir des équations paraboliques
linéaires déterminées par une structure de Lie fibrée & I'infini. Plus précisément,
nous montrons que les solutions de ces équations admettent un développement
polyhomogéne & l'infini pourvu que certaines conditions naturelles soient satis-

faites.

2.1 Espaces de Hélder

Dans ce qui suit, soit (]t} ,g) une variété riemannienne non-compacte compléte
avec une structure de Lie & I'infini (M, V). La connexion de Levi-Civita V sur T™
induit une connexion de Levi-Civita sur I‘(T(k”)]\ol) =T((®* T*J\O/I) ® (& T]f/[)),
notée aussi V. Plus généralement, si £ — M est un fibré vectoriel euclidien avec
une métrique induite sur I'(T (kD) pp ® E), notée aussi g, alors un choix de YT M-
connexion pour E et la connexion de Levi-Civita sur I‘(T(’“”)J{.J ) induisent une

connexion sur I'(T"Y M ® E), notée aussi V.

Définition 2.1.1. On définit I’espace de Banach CX(M; E) par U'ensemble des

sections de classe C* de E telles que toutes ses dérivées contravariantes jusqu’a
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lordre k sont uniformément bornées, c’est-a-dire que

Cl’i(]\o/f; E)={pe C'“(I\O/I; E) | sup |V’ﬁ|g < +ooVj € {0, ...k} }.

meM

Il est muni de la norme définie par
k
lully =D sup [V,
J=0 meM
L’espace de Fréchet associé est défini par
C(M; E) = (| C5(M; B)
keN

et a pour semi-normes ||-||, pour k € N.

Remarque 2.1.2. On a que C®(M; E) C C"°,°(]\°/I;E). Autrement dit, chaque
section de C{i(]\o/l ; E) n’exige que le controle de toutes ses dérivées contravariantes,
mais pas qu’elle s’étend contindment au bord. Par exemple, si py est une fonction
de définition d’une hypersurface bordante H de M telle que pg(m) < 1, Vm € M,
alors la fonction (logpg)™", ou n € N, n’est pas une fonction lisse sur M, mazis

est un élément de CP(M).
Définition 2.1.3. Etant donné o € (0, 1], on définit espace de Holder Cg’o‘(]\ol; E)
comme étant ’espace de Banach

{ne CY(M;E) | |l pllg, < +o0}

avec norme |||, , donnée par

L (1(7(0))) — u(y(1 .
il = el sup {2 IO 1 ¢ oo, it e 2(0) # 401}

oU Yy : Ely) = Eiyqy est le transport paralléle le long de vy et I(y) est la longueur
de v associée 4 la métrique g.

Pour k € N, Uespace de Holder Cﬁ'o‘(]fl ; E) est lespace de Banach défini par

{u € CY(M; E) | V¥u € C° (M; T*O M @ E)}



35

avec norme donnée par

elleo = ey + [Vl -

Remarque 2.1.4. Par la Proposition 1.5.4 et le Corollaire 1.6.4, la définition de
ces espaces et leur topologie dépendent seulement de la structure de Lie a U'infini,
pas du choiz de métrique compatible. Les normes cependant dépendent clairement

du choiz de la métrique g.

Maintenant, voici une version parabolique de ces espaces. Dénotons aussi par E

le tiré en arriére de F par la projection [0,T] x M — M.

Définition 2.1.5. L’espace de Banach C&([0,T) x ]f/.f; E) est défini par l’ensemble

{1 € CE([0,T] x M;E) | Vi, j € Ny avec 2+ j < k,

(%)ivfﬂ € CO([O,T]x]f/I;T(j’O)]\‘;I@E) et sup sup (%)ivju(t,m)

tel0,T] me I

< +o0},
g

avec norme donnée par

-
el == > sup sup (57) ¥ ult,m)

2itj<k €OT] e iy

9

L’espace de Fréchet associé est défini par

C(0,T) x M; B) = () C5([0,T) x M;E).

keNg

Etant donné o € (0,1], Uespace de Hélder parabolique Cg’a([O,T] X M;E) est
l’espace de Banach défini par

{1 € CY([0,T] x M; E) | |lullgq < +o0}
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avec norme ||-||,, donnée par

| lloa == llelo
0))) — 1 o
l/-l'(ta m) - ,U(t’, m)lg
+ sup sup a .
meir A [t —¢|2

Pour k € N, Uespace de Hélder parabolique C"f.’o‘([O,T] x M ; E) est Uespace de
Banach défini par ’

{u € C(10,T] x M; E) | V5u € C3°((0,T] x M; T*OM ® E)}
avec norme donnée par

il = lilleey + >

2i+j=k

o .. .
— 77
(at)Vu

0,
2.2 Expansion polyhomogéne

Pour des sections dans CS’O‘(M ; E), il existe parfois un développement lisse prés
du bord M, & savoir un développement similaire au série de Taylor prés du bord

de la forme Z p"uy, ou p est une fonction de définition du bord et u, est une

n€Np
section lisse sur M. Sans avoir un développement lisse, on a toutefois souvent une

expansion polyhomogéne avec des termes de la forme p?(log p)* au lieu p™", ou le
couple (z,k) appartient a& un sous-ensemble de C x Ny, appelé ensemble indiciel

défini comme suit :
Définition 2.2.1. Un ensemble indiciel G est un sous-ensemble discret de C x Ny
tel que

1. (Zj,kj) (S G, ‘(Zj,kj)l — 00 — Rer — OQ;

2. (2,k) e G= (2+p,k) G VpeN,;,
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3. (2,k) € G= (z,p) € G Vpe{0,..k}

L’ensemble indiciel G est dit positif si Ng x {0} C G et
(2,k) € G=1Imz=0, Rez >0,

(0,k) eG=k=0.

Une famille indicielle G de M est la donnée d’un ensemble indiciel G(H) pour
chaque hypersurface bordante H de M. Elle est dite positive si chacun de ses
ensembles indiciels est positif. Si G est une famille indicielle, alors Gy dénote la
famille indicielle de H qui associe a ’hypersurface bordante HNH' de H l’ensemble

indiciel G(H') € G.

Remarque 2.2.2. §i G; et G, sont deur ensembles indiciels d’une hypersurface

bordante H de M, alors leur somme
G1 + G2 = {(21 + Zz,k)l + kz) cC x No | (Zl,k'l) S G], (22, kg) e G2}

est ausst un ensemble indiciel de H. De méme, si G, et Gy sont deux familles
indicielles de M, alors G1+G, est une famille indicielle qui associe a U’hypersurface
bordante H ’ensemble indiciel G(H)+Gy(H). On vérifie aussi que G, UG, est une
famille indicielle de M qui associe & Uhypersurface bordante H l’ensemble indiciel
Gi(H)UGy(H). Si Gy et G, sont positives alors G UGy C Gy + Ga. En particulier,
st G est une famille indicielle positive, on peut lui associer la famille indicielle

G=Y.6=JD_0G
j=1

n=1 j=1

et par construction, on a que Goo + G = G

Définition 2.2.3. On suppose que M est une variété compacte a bord, p une fonc-

tion de définition du bord OM et G un ensemble indiciel de M. L’espace Affhg(M )
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est l'espace des fonctions polyhomogénes f € C®(M) ayant un développement
asymptotique prés de OM de la forme
f~ " alzk)p*(logp)*, alz,k) € C=(M),

(z,k)€G

ot le symbole ~ signifie que VN € N, on a

f- Z a(z,k)p*(log p)* € pN“C’,fV(]\C;I) avec C,fv(]\c;l) = C{X(]\o/l),

(z,k)eG
Rez<N

ot (M, V) est la structure de Lie & l’infini de ’Ezemple 1.3.2.

Définition 2.2.4. Soit G = {G(H) | H € M(M)} une famille indicielle pour
une variété a coins M. Soient pry : H x [0,e) — H la projection canonique et
ng € CX(M) une fonction de coupure lisse & support compact dans un voisinage
tubulaire de H, ¢ : H x [0,¢) < c(H x [0,€)) C M, tel que ny = 1 prés de H.

Une application d’extension =y : AgL’;(H ) = Agll(M ) est définie par

Zn(a) = nu(c™) prla vérifiant Zg(a)y = a,

avec GH la famille indicielle {GH(H') : H' € M;(M)} telle que

G(H"), H#H eteHNH #0,

GH(H'Y =< Nyx {0}, H=H,

0, HNH =0.
Définition 2.2.5. L’espace Aghg(M ) est défini récursivement sur la profondeur
de la variété a coins par l’ensemble des fonctions f € C’°°(]\c;1 ) satisfaisant, pour
chaque hypersurface bordante H de M,

e S En(alz, k) pllog p)¥, alz, k) € Apit(H),
(2,k)eG(H)

ot py est une fonction de définition associée & H. Le symbole ~ signifie que
YN eN, ona

f= S Eu(alzk)pulogom)t € o ( T[ Pt (log o)) Cx (M),

(z,k)eG(H) H'#£H
Rez<N H'eM (M)
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ot (my,by) € G(H') est tel que si (m,b) € G(H') alors Re(m) > Re(mpy)
et Re(m) = Re(mpy) impliqgue b < by, La récursion se termine éventuellement
et .Aghg(M) est bien défini lorsque les coefficients a(z, k) est dans Ay, (Y) =
C>®(Y), ou Y est une variété fermée déterminée par une intersection mazimale

d’hypersurfaces bordantes de M.

Remarque 2.2.6. Etants données G, et Gy deuz familles indicielles de M, si

fi € A8 (M) et fr € AZ (M), alors fi + fo € AT (M) et fifa € AT (M).

g phg phg

Remarque 2.2.7. L’espace Aghg(M ) ne dépend pas du choiz de fonction de défi-
nition du bord p contrairement auz coefficients a(z, k). Si chaque ensemble indiciel
de G est Ng x {0}, alors Aghg(M) = C*(M). Et si chaque ensemble indiciel de G
est 0, alors Aghg(M ) = C®(M) est l’espace des fonctions lisses sur M s’annulant
sur OM ainsi que toutes leurs dérivées. On remarque aussi que [’espace Aghg(M )
est un C*module.

Définition 2.2.8. Soit E — M un fibré vectoriel. L’espace des sections polyho-

mogénes de E correspondant & une famille indicielle G est défini par

Il est parfois nécessaire de considérer une classe de métriques un peu plus grande,
car la notion de métrique riemannienne compatible avec une structure de Lie &

linfini (M, V) est un peu stricte.

o]
Définition 2.2.9. Une V-métrigque est une métrique riemannienne sur M gquasi-
isométrique a une métrique compatible avec une structure de Lie a Uinfini (M, V)

o
sur M.

Définition 2.2.10. Une V-métrique polyhomogéne est une V-métrique g sur M
définie par
9="(0y")"(h),
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pour une certaine métrique euclidienne h € Aghg(M ; Sym*(YT*M)) avec G une

famille indicielle positive.

Plusieurs des V-métriques ne sont pas typiquement lisses jusqu’au bord mais elles
admettent souvent un développement asymptotique polyhomogeéne. Par exemple,
les Veo-métriques de Cheng Yau (Cheng et Yau, 1980), les métriques Poincaré-
Einstein (Chrusciel et al., 2005) et les métriques Calabi-Yau asymtotiquement

cylindriques ou coniques (Conlon et al., 2015).

2.3 Ellipticité et polyhomogénéité des opérateurs différentielles

Nous examinerons certains aspects de la théorie des opérateurs différentiels dé-
terminés par une structure particuliére de Lie a 'infini. Soit (]\O/[ ,g) une variété
riemannienne avec une structure de Lie a 'infini (M, V), ou g est une V-métrique.
Grace au chapitre précédent, nous savons déja que la connexion de Levi-Civita sur
TJ\OJ s’é¢tend en une YT M-connexion V de Levi-Civita sur YT'M. Cela implique
aussi que la connexion de Levi-Civita sur I’(T(’“’l)]\o/.f ) =T ((&* T*M )R (T M )
s’étend en une YT M-connexion sur I'(YT M*!), notée aussi V. Plus généralement,
si E — M est un fibré vectoriel, alors la YT M-connexion sur E induit une YT M-

connexion sur I'(YTM®*Y @ E), notée aussi V.

Définition 2.3.1. L’espace Diff},(M) est la C*°(M)-algébre universelle envelop-
pante de Ualgebre de Lie V. Autrement dit, ’espace Diff,(M) des opérateurs dif-
ferentiels d’ordre k est ’espace des opérateurs différentiels engendrés par C®(M)

et la composition d’au plus k éléments de V.

Définition 2.3.2. Puisque DiffS,(M) est un C®module, on définit ’ensemble des
opérateurs différentiels de Diff’f,(M ) agissant sur des sections d’un fibré vectoriel
E — M par

Dift§,(M; E) = Diff},(M) ®@c=n I'(End(E)).
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Donc chagque L € Diff{“,(M; E) s’écrit sous la forme

k |
Lp=Y ¢ Vu, VueT(’TMIO @ E), ¢; e T(*TM®) @ End(E)),
§=0

ou « - » indique la contraction naturelle d’indices.

On définit aussi Diff5,(M; E) comme étant 'ensemble des opérateurs différentiels

L de la forme
k o o [e] [e]
Lp=>Y (- Vi, VipeCP(M;TVIMRE), (; € CF(M; T MQEnd(E)).
j=0

Si on change la régularité au-dessus Cy° par Cf;’o‘, l’ensemble des opérateurs dif-

férentiels L sera noté par Diff{“,,l,a(ﬂc;f  E).
Définition 2.3.3. Soit G une famille indicielle de M. L’espace
Diff}, ;(M; E) = A% (M; E) ®coo(ar) Diff(M; E)

est Uensemble des opérateurs différentiels de Diffs,(M; E) polyhomogénes par rap-

port & G.

Remarque 2.3.4. De maniére analogue & la Remarque 2.2.6, étants données G
et K deuz familles indicielles de M, si u € Aghg(M; E) et P e Difff,’,C(M;E),

alors Pu € Aﬁgg (M; E).

Remarque 2.3.5. Les trois définitions précédentes ont un sens méme st V est

une algébre de Lie structurale qui n’est pas une structure de Lie a l'infini.
Remarque 2.3.6. On voit que Diff5,(M; E) C Diff§,(M; E) C Diﬂ”t)m(M; E).

Définition 2.3.7. Le symbole principal d’un opérateur L € Diffs,(M; E) (respec-
tivement Diff{‘,(]\oJ;E)) est l’application or(L) : VT*M — End(E) homogéne de
degré k sur les fibres définie par ar(L)(€) = i*Cx - €F, ou (i est le coefficient du
terme d’ordre k et £ =€ @ €. @€ € YTM*O),

k fois
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Remarque 2.3.8. Le symbole principal induit une application oy : Diff'f,(M E) —
Cc> (VT*M, ™ End(E)), ot m:YT*M — M est la projection canonique, telle que
Ok (L1 L) = 0k, (L1)ok,(Ls), pour L; € Diffs(M; E) avec i € {1,2}.

Définition 2.3.9. Un opérateur L € 'Difff,(./\o/[; E) est dit uniformément V-elliptique
si le symbole principal o2(L) vérifie que Ym € M et V€ € T M \ {0}

oo L)(§) = —g¥&¢;,

pour une certaine V-métrique g. Autrement dit, L est uniformément V-elliptique
st son symbole principal est le méme que celui d’un laplacien associé a une V-
métrique. De méme, si {L; : t € [0,T]} est une famille lisse d’opérateurs uni-
formément V-elliptiques dans Diff3(M; E) (respectivement Difff,(]\c;l ; E)), on dira

que % — Ly est un opérateur uniformément V-parabolique.

Proposition 2.3.10. Soient (M, Vsr) une structure de Lie fibrée a linfini et G
une famille indicielle positive de M. On suppose que pour un fibré associé ¢r d’une
face fermée F de M, il existe s € Sg tel que la fibre F, := ¢3'(s) est de dimension
non nulle. Si L € Difff,SF,g(M ; E) est un opérateur uniformément Vgp-elliptique
polyhomogéne par rapport 4 G, alors la restriction de L au coefficient d’ordre 0 sur

la fibre F, est un opérateur L € Diff? F,; E) uniformément Vr,-elliptique.
s VFg:9|Fy s

Démonstration. Grace a la propriété 2 de la Proposition 1.4.5, on a une suite

exacte courte :
0 — Ker(7g, ) = VSFTg (M) — YT (F,) — 0, (2.1)

ot Vp, est la structure de Lie fibrée a l'infini de F;. La suite exacte courte duale

est donc

0 — YAT*(F,) < YsFTE (M) — (Ker(ﬂ'FIFS))* — 0, (2.2)

Par suite, la premiére application ¢ : YFT*(F,) — YsFT% (M) induit un dia-

gramme commutatif




C>(VsrT*M, 7 End(E))

Diff}, g . (Fs; E) C= (VsrT*F,,n* End(E)).

02

Donc 09(L%) = ¢* 0 02(L)r,- Si L est Vgp-uniformément elliptique, on voit donc

que g2(L?%) sera Vp,-uniformément elliptique. O

2.4  Polyhomogénéité des solutions des équations paraboliques

Nous étudions maintenant la polyhomogénéité globale des solutions d’équations
paraboliques linéaires déterminées par une structure de Lie fibrée & I'infini. Com-

mengons par un petit lemme.

Lemme 2.4.1. Soient B(0,2r) := {z € R™ : ||z —zo|| < 2r} une boule fer-
mée centrée en 0 de rayon 2r et {L; : t € [0,T|} une famille d’opérateurs uni-
formément elliptiques de Diﬁi’a(B(O, 2r)). Soient f € C**([0,T] x B(0,2r)) et
up € CH22(B(0,2r)). Siu € C*2x([0,T] x B(0,2r)) est la solution unique de
l’équation

Ou

Az _Ltu = f’ u|t=0 = Uo,

ot
alors il existe une constante k > 0 dépendante des normes des coefficients de
Uopérateur Ly, la régularité k, la dimension n, le rayon T et la constante d’ellipticité

de la famille L, telle que

lellgrsaoryenonn < S0l e gmomy + M loreqormbony) 29

Démonstration. C’est un résultat standard. Voici une preuve s’appuyant sur le

livre (Ladyzenskaja et al., 1967)). Soit une fonction lisse & support compact
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¢ € C2(B(0,2r)) telle que ¢ = 1 sur B(0,7) et supgg o || = 1. On sait que L,

est un opérateur uniformément elliptique de Diff; ,(B(0,2r)) de la forme

Ly(p) = _Z G-V, (2.4)

ol V est la connexion de Levi-Civita pour la métrique euclidienne sur R™. Ainsi,
aprés un calcul simple, on obtient que,

O(pu)

P Lipu) = ~(G- Vi)u — 2G(Vp, V1)

-G (VSD)U + ¢f, PUaB(0,2r)x[0,T) — 0.

Par I’équation 5.3 du Théoréme 5.2 dans (Ladyzenskaja et al., 1967) a la page 320
(en prenant ® = 0), on obtient une estimation de pu sur C**22({0, T] x B(0, 2r)).

On déduit ainsi 'estimation escomptée (2.3). O

Maintenant, voici des généralisations naturelles de deux énoncés apparus dans

Iarticle de Rochon (Rochon, 2015) pour des CO-métriques (voir I’Exemple 1.3.9).

Proposition 2.4.2. Soit (M, V) une structure de Lie a l'infini telle que le rayon
d’injectivité des métriques compatibles est strictement positif. Soit {L; : t € [0,T)}
une famille d’opérateurs uniformément V-elliptiques de Difff,’k’a(]\i[ i E). Siuy €
CE¥2e(0 E) et f € C5*([0,T) x M; E), alors Uéquation

Ou
i Liu = f, o = uo,

possede une solution u € CEY>*([0,T] x M; E). De plus, il existe une constante

k > 0 dépendante de la famille Ly telle que

lullis2a < Blllollkpo,e + I1Fllkq)- (2.5)

Démonstration. D’abord, on remplace u par u — uy pour se ramener au cas oil

]
ug = 0. Soit (Up)pen un recouvrement de M qui est donné par une suite d’ouverts
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relativement compacts avec bord lisse tels que U, C Upt1, Vp € N. Soit une suite
de fonctions lisses & supports compacts @, € C°(Upy1) telle que ¢, = 1 sur U,
et supy, ,, [¢p| = 1. Par un résultat standard, voir par exemple le Théoréme 7.1
apparu dans la section 7 du chapitre 7 de (Ladyzenskaja et al., 1967), pour chaque
p € N, I’équation

Owp

ot

— Lywp = ﬂopf’ wp(O, ) =0, Wplaup, 1 xl0. 1] = 0

posséde une unique solution w, € C**22((0,T] x Upy1; E).
L’estimation (2.3) induit des estimations de Schauder locales indépendantes de p.
En effet, comme (J\c;.f ,g) est un exemple de géométrie bornée, il existe r > 0 et
Cy > 0 avec k € Ny tel que, pour tout p € M, il existe une carte
¢ : U, = B(0,2r) C R™ avec n = dim M de sorte que

ge

Z— < pu(9) < Cogr €t sup

S Ck)
Co B(0,2r)

(VE) u(9)

9

ol gg est la métrique euclidienne sur R™ et VZ est la connexion de Levi-Civita
associée. On applique par suite le Théoréme d’Arzela-Ascoli, pour extraire une
sous-suite (wp, )qen qui converge uniformément vers une solution u € CEF2([0,T] x

M; E). On vérifie alors que ||u||,,5, < 0o. En effet, on a pour 2i + j = k + 2,

[(3) Vult',m) — (§)'Viult,m)], - |(3) Vult!, m) — (5)'Viwp, (t', m)|

+ | Ge) Ve, (¢ m) — (5)'Viwy, (t,m)lg
|t —t|2
4 l(%)ivjwpq(t,m) - (%)ivju(t, m)‘g
' —t|? '

Soit maintenant ¢ > 0 fixé. Comme w,, converge uniformément vers w dans

CEY2([0,T) x M :E), on prend ¢ suffisamment grand dépendant de t et t' tel
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que
() Viult,m) - (&) Vu(t,m)],
o —1]?

(£) V9w, (t',m) — (£) Viwy, (t,m)
= & § |t t|it - |g+€SC+2€,
—_— 2

ou C est une constante telle que [|wp||, 5, < C, Vp. En prenant le supremum sur

t # t/, on obtient alors

|2 Voult, m) — (2)'Vou(t,m)|

sup 5 9 < C+ 2 < 0.
tAt |t —t|z
De méme,
[ (BT ula0) = (B VO], _ o () Vur(0) = ¥ (B) Vo (1(0)),
I(y)e - U(y)™
|95 ((£) V9wp, (7(0))) = (§)'VIwp, (¥(1))],
+
L(y)"
(&) Viwp, (V(1)) = (§) V7u(r(1)],
+ 3
()"

ce qui pour ¢ suffissamment grand donne
sup |95 (&) V7 u(v(0))) — (£) V7 uly(1))]

4 < C+ 2.
¥ 1(7)0 o

(o]
Comme par hypothése (M, g) est un exemple de géométrie bornée, les estimations
de Schauder paraboliques locales peuvent étre considérées pour donner l'estima-

tion voulue pour [|ull,, ., - O

Corollaire 2.4.3. Soient (H;)icq1,..;y la famille des hypersurfaces bordantes d’une
variété a coins compacte M et {L, : t € [0,T]} une famille d’opérateurs uniformé-
ment V-elliptiques de Dif'f%(]\o/f; E). Soient p; une fonction de définition de H;, pour
i € {1,..,1}, f € pP(logp)"CE([0,T) x M; E) et uo € pP(log p)"CE">*(M; E),
ow p# =[I;_, o, (logp)" = T1i_,(log pi)™, B = (B1, ... B) et n = (m,...,m) avec
Bi >0 etn; € Ng (ou B; =n; =0). Alors ’équation

Ou

= — Leu = f, w0 = uo,

ot




posséde une unique solution u € pP(log p)"Ch>*([0,T) x ]\3[; E).

Démonstration. D’abord, on considére 'opérateur

Ly == p~P(log p)™ o Ly o pP(log p)".
OnaqueL, € Difff,(]\o/[ ; E') est une famille lisse d’opérateurs par la Remarque 2.1.2,

et aussi clairement uniformément V-elliptiques car

oo(E)(€) = 02(Le) (€) = —p*(log p) P (log p)"g"&:t;, VE € T, M \ {0},

pour une certaine V-métrique g. On peut se ramener alors & une équation équiva-

lente & 1’équation décrite ci-dessus, & savoir

i = p~*(log p)"u, ilo = p~*(log p) "o, f = p?(logp)”"f,

et Pexistence de la solution découle de la proposition précédente. L’unicité de la
solution se démontre & l'aide du principe du maximum en vérifiant que si u; et
ug sont deux solutions, alors u; = uy. D’abord, en remplacant w;, ug, L; et f
par p*u;, p*us, Ly = p*L,p~* et p®f, avec a = (ay, ..., 1), ; > 0, on peut se
ramener au cas ol |uiy,) et |uz|y ) décroissent vers zéro & I'infini. Maintenant, on
considére u = u; — ug qui satisfait & ’équation

du
ot

= L, U, =0.

Comme L, s’écrit sous la forme

2
L(p) =Y G- Vin=Dgpu+ G- Vi +Gon, (2.6)

=0
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on a successivement

)

5ﬂm%:AwP—2wm2+ﬂwa-vw+2w¢¢u>
= Alul? = 2|Vul* +2(¢ - u, Vi) + 2(u, (o - u)
< Aluf = 2|Vul + (¢ - ul? + [Vul® + 2(u, & - u)

< Al +Cluf,

ou C > 0 est une constante dépendante de (o et . On conclut finalement que

u = 0 par le principe du maximum. O

Dans l’article (Rochon, 2015), le résultat de la polyhomogénéité des solutions
utilise le principe du maximum. L’argument pourrait en principe s’étendre plus
généralement aux structures de Lie évanescentes a I'infini. Notre prochain objectif
sera d’établir plus généralement la polyhomogénéité globale de solutions d’équa-
tions paraboliques linéaires déterminées par une structure de Lie fibrée a 'infini.
En fait, afin de déterminer un candidat pour le coefficient du terme d’un certain
ordre dans le développement polyhomogeéne, nous serons obligé d’étudier plus gé-
néralement une famille paramétrée de telles équations sur une variété a coins M,
via la restriction au bord. Cette famille sera déterminée par un fibré de structures
de Lie fibrées a 'infini associé & un fibré ¢,,. Pour cette raison, nous considérons
d’emblée une famille d’équations paraboliques, plutét qu’une seule équation para-
bolique. Cela nous permettra d’utiliser le principe d’induction sur la profondeur
de la variété dans la preuve de la polyhomogénéité. Avant d’établir ce cas général,

nous allons considérer un cas particulier facile & étudier, & savoir lorsque ¢ = Id .

Proposition 2.4.4. Soient M une variété a coins compacte et G, G, et G, des

familles indicielles positives de M. Alors pour I, € Aghg([O,T] x M;End(F)),

up € Ag}‘lg(M ;E) et f € Agﬁg([O,T] x M; E), Uéquation différentielle ordinaire
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linéaire d’ordre 1 de la forme

2u —lLu = f, U0 = uo, (2.7)

ot

posséde une unique solution u € AN ([0,T] x M; E), ou K est la famille indicielle
positive donnée par K = G1 U (Goo + G2) + Goo-

Démonstration. L’équation (2.7) posséde une solution unique définie par

w(t) = exp(—P) (o + /0 exp(P,) f(r)dr), oft P, = — /0 Ldr.  (28)

Puisque 'intégrale en ¢ d’une fonction polyhomogeéne reste aussi une fonction

polyhomogeéne, on a que P; € Aghg([o, T) x M; E). Ensuite, comme Go, = G + G

par la Remarque 2.2.2, on a automatiquement

_py
exp(—P) =Y ( .,t) € A% ([0,T] x M; E).
J€Ng
A partir de (2.8), on déduit que u € A% ([0, T] x M; E). d

Dans la suite, nous allons introduire la notion d’éclatement logarithmique (voir la
section 5.14 dans le livre de Melrose (Melrose, 1996) et 1'article (Rochon et Zhang,
2012) autour de I’équation 1.14) afin d’obtenir la polyhomogénéité d'une famille
de solutions d’une famille d’équations paraboliques. Un éclatement logarithmique
[M, H]jog d’une hypersurface bordante H est la variété a coins compacte [M, H]og
identifiée topologiquement avec M, mais avec C* structure & coins engendrée par
C*>(M) et la nouvelle fonction de définition

1
log prr’

Y

ol py est une fonction de définition de H dans M. Sans perte de généralité, on
suppose que py < 1. Par le Lemme 5.14.1 (Melrose, 1996), I’éclatement logarith-

mique [M, H],g est indépendant du choix de fonction de définition py et est tel
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que l'identité Id : [M, H]iog =& M est C*. Clairement, les différents éclatements
logarithmiques entre les hypersurfaces bordantes commutent. Ceci nous permet
de définir I’éclatement logarithmique total. Si Hj, ..., H; est une liste des hyper-

surfaces bordantes de M, alors on pose
Mg = My, avec My = M et M; = [M;_1, H)iog, j € {1,..,1}.

On voit que, pour G une famille indicielle positive de M, Aghg(M ) C C®(Miog),

via Id* : ghg(M) — C°°(Mog). De plus, on obtient que
C\O)ZC(Mlog) = CL?O(M), (29)

ott Ve :={V € X(Miog) | Vyn € y5C°(Miog) VH € M;(Mog)}. En effet, on a

que
o Byn O
P oon " Bpn dyn
B 119
PH\og? (i) Pri OUn
_ 2 9

De plus, étant donnée f € Cﬁ:c(]\/flog), sur (yg,21,...,Tr—1) un systéme de coor-
données locales centré en m € H, on a que
0 0 0
pH'a—p;(f(yH,fl, oy Eno1)) = pH@TH(yH)(@—Hf)(yH,wl,---,wn—l)
0
= (y?{ay_Hf)(warla vy Tn1)-

Proposition 2.4.5. Soit (M,V) un fibré de structures de Lie fibrées a l'infini
associé au fibré ¢pr : M — S telle que le rayon d’injectivité des métriques compa-
tibles est strictement positif. Soient Uy : ¢;,,1(U ) = U x Z une trivialisation locale
du fibré de structures de Lie fibrées a l'infini, pour U un ouvert de S, et (Z,Vz)
la structure de Lie fibrée a l'infini de la fibre Z. Soient G et G, deux familles
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indicielles positives de S, Li(s) une famille polyhomogéne [0,T) x U d’opérateurs
uniformément Vz-elliptiques dans Diff%z(Z i E) par rapport Gy,

o

g2 o pd [o'e) ° Ne 2
fe A (U,Cy(0,T) x Z; E)) + 25,C° (U; Cy([0,T) x Z; E)),

phg

pour une certaine 9 > 0, ot x est le produit des fonctions de définitions des
hypersurfaces bordantes de S, etug € C°(U, Cﬁf’a(Z ; E)). La famille d’équations

Vz-paraboliques paramétrée par s € U,

ou
a - Ltu = f, U= = U0, (210)

posseéde alors une unique solution u € C'{,”((;’, C,';'Z"Z’a([O, T] x %; E)).

Démonstration. Si dimZ = 0, alors (2.10) est une EDO et le résultat découle
de la Proposition 2.4.4. On peut donc supposer que dimZ > 1. De plus, en
remplagant u par u — ug, on peut se ramener au cas ou uy = 0. Pour s € U fixé,
par le Corollaire 2.4.3, chaque équation de (2.10) posséde une unique solution

u(s) € C{i;?"’([o, T) x %,E)
On commenge par le cas U C 3’ . Pour k£ > 0 arbitraire, on considére la fonction
F U x C52([0,T) x Z; E) = C52((0,T) x Z; E) définie par

F(s,v) = %% — Li(s)v— f(s,").

Il est clair que F est de classe C® sur U et que F(s,-) est de classe C*. En fait,
dyFlow) = % — L4(s) est linéaire et bijective grace au Corollaire 2.4.3, puisque
on sait que Vf(s,-) € CS;’([O,T] X %; E) il existe une unique solution u(s,-) €
C’{f,:z’a([O, T) x Z ; E) de (2.10). En appliquant le théoréme des fonctions impli-

cites (Krantz et Parks, 2012), on aura que u € C°°(U, Cﬁf’a([O, T x Z; E))

Pour traiter le cas U C S tel que U N 3S # 0, I'idée est de se ramener au cas

précédent en prolongeant ’équation au-dela de la variété & coins U. Pour y arriver,
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il faut cependant utiliser I’éclatement logarithmique. Sans perte de généralité, on
peut supposer que U est un voisinage ouvert de l'origine dans R}, oit n = dim S.
Alors les coordonnées (1, ..., z,) de R} sont telles que z;, ..., z; sont les fonctions

de définitions des hypersurfaces bordantes de U :
Hi=Un{z; =0}, i€{1,...,1}.

Soit Uyg 'éclatement logarithmique total de U obtenu en utilisant les nouvelles
fonctions de définitions des hypersurfaces bordantes

-1
N log x;

Y. s 1€ {1,,l}

Alors Ujg est aussi un ouvert de R} contenant l'origine, mais en utilisant les

coordonnées (yi, ..., Y1, Ti41, ---, Tn) dans RP. Soit o, C R™ un ouvert tel que

Ulog = Sliog NR}'. On veut alors se ramener au cas précédent en prolongeant la fa-

mille d’équations (2.10) & Qyo,. Maintenant prés de Hj, la famille d’équations (2.10)

a un développement asymptotique de la forme

Qu_ Z o] (log 2:)" Ep, (Lyyy )10 ~ Z 2P (108 2:)* fon ko +35 f
(m,k1)€G1(Hy) (n2,k2)€G2(H3)

(2.11)
ou f e (%)0C§°((}; Cy ([0, T] x %; E)), finak, est le coefficient du terme d’ordre
z?(log :ci);c2 de f et L¢p, k, est une famille polyhomogéne paramétrée par s € H;
d’opérateurs dans Difff,Z(Z ; E). Sur Uleg, on doit plutot utiliser les coordonnées

¥, ce qui donne le développement asymptotique

o 1 =
—’lf - Z (exp(__,_))myi_kl‘:‘Hi(Ltﬂh,kl)u ~

(m,k1)€G1(Hy) :

S (eD(=2) " o + (exp(—2))" .

(n2,k2)€G2(H;) : ‘
Or, il est bien connu que, pour un certain couple (7, k) dans un tel ensemble

1
indiciel positif, (exp(——y—))"yi‘ k initialement définie par y; > 0, se prolonge
i



93

par zéro en une fonction lisse pour tout y; € R. En prenant ¢ = [, on peut
donc prolonger naturellement la famille d’équations sur Ujeg & Q10 N R} ;. Cette
construction peut étre itérée successivement pour prolonger la famille d’équa-
tions & g N RY,, ..., Qog N RY et finalement i, N R™ = Q. A nouveau,
grace au théoréme des fonctions implicites (Krantz et Parks, 2012), on aura que
u € C(Qogs CE2((0,T] x Z5 E)) € CF. (Uiogs C51*((0,T) x Z; E)) et donc
par (2.9),
w e C(U; C522(0,T) x Z; B)).
O

Remarque 2.4.6. Les constantes de Schauder k, de (2.5) correspondantes a

Ly(s), pour tout s € S, peuvent étre choisir d’une fagon uniforme donnée par

K = Sup Kk, = Sup ( ||(dvF(3,v))"1|| (ILe(s)|| + 1) + 1).
s€S 3€S

En effet, d,Fis0) = % — L4(s) est bijective, linéaire et lisse sur chaque ouvert U

de S. La famille de solutions u peut s’écrire alors comme étant

U(S) = (dvF(s,v))_l(f(Sa ) + Lt(s)u0(37 )) + Uo(S, )
Comme lopérateur Lq(s) : C’S;“Q’."([O,T] X 2; E)— CS;([O,T] x Z; E) est lisse et
linéaire, on a que

[Le(s)ua(s, Mo < ILe(s)] Ho(s, ks2a

et donc on déduit que

Nu(s)lkroa < sup ([|(doFa,) ™M || UILe() + 1) + 1) (N F (55 Mg + Nrto (S, liyaa):
8
Par compacité de la variété S, on obtient le supremum voulu.

Corollaire 2.4.7. Sous les mémes hypothéses de la Proposition 2.4.5, on suppose
que U x Z est une variété a coins de profondeur | associée a une famille d’hy-

persurfaces bordantes (H;)ieqa,..13- Soit p; une fonction de définition de H;, pour
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ie{l,..1l}. Si

F e PPllog p)ﬂ(Ag“”(U, CEe(0,T) x 2; B)) + 2,05 (U CL2((0,T) x Z; E))),

phg

ou z est comme dans la Proposition 2.4.5, o = Hl PP (log p)" = Hizl(log i)™,

i=1

:8 = (ﬁla ) 61) et n= (7717 "'anl) avec Bi >0 et m: € I\IO (OU ;Bi =1 = O): alors

u€ pﬂ(logp)”C,;"’((oJ; Cyr((0,T) x %; E)).

Démonstration. On considére la famille d’opérateurs paramétrée par s € U

Ly(s) := p~P(log p) ™" o Ly(s) o p*(log p)".

On a que Ly(s) € Difff,z(% ; E) est une famille lisse d’opérateurs par la Re-

marque 2.1.2, et aussi clairement uniformément Vz-elliptiques car

Ve € TLZ\ {0}, 02(Ea(s))(€) = 02(La(s)) () = —p~*(log ) "0 (log p)"gE:t;,

ou g est une certaine Vz-métrique. On peut se ramener alors & une famille d’équa-

tions équivalente & la famille d’équations décrite ci-dessus, & savoir

ou - .z . -
— — L= f, U, = Uy, avec

ot
i = p~?(log p) ™", il = p~*(log p) "o, f = p~P(log p)~"f,

et l'existence et 'unicité de la solution découle de la proposition précédente. [

Théoréme 2.4.8. Soit (M, V) un fibré de structures de Lie fibrées a linfini asso-
cié au fibré ¢pr - M — S, telle que le rayon d’injectivité des métriques compatibles
est strictement positif. Soient G, G1 et Gy des familles indicielles positives de M
et Ly(s) une famille polyhomogéne [0, T} x S d’opérateurs de Diff3, ;(M; E) uni-
formément Vi, -elliptiques sur M == @37 (s), Vs € S. Alors pour ug € Ag}lg(M; E)
et f e A% ([0,T] x M;E), la famille d’équations

phg
ou
a — Lt'U. = f, Up=0 = UQ (212)
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posséde alors une unique solution u € AX ([0,T] x M;E), ou K est la famille

indicielle positive donnée par

K=Gx+(Gi1UG).

Démonstration. D’abord, en considérant u — ug au lieu de u, on peut toujours se
ramener au cas ol ug = 0. On procéde par récurrence sur la profondeur [ de la
variété M, le cas | = 0 découle trivialement de la Proposition 2.4.4. On suppose
donc que le résultat est vrai pour toute variété de profondeur strictement plus

petit que I. Et on montre qu’alors, le résultat est vrai au rang /. Il faut montrer

|U><Z

ong ([0, T) xU x Z; E) sur chaque ouvert de trivialisation locale U x Z

queu € A
du fibré de structures de Lie fibrées & 'infini. Le cas dim Z = 0 a été fait dans la
Proposition 2.4.4. On suppose que U X Z avec dim Z > 1 est une variété & coins
de profondeur [ associée & une famille (H;)icq1,..13 des hypersurfaces bordantes.

Puisque K est une famille indicielle positive, on a que

AR ([0,T] x U x 2;E) G C° (U3 O35, (10, T) x Z; E)).

On sait déja par le Corollaire 2.4.7 que 1’équation posséde une solution unique
u € CR(U;CR([0,T] x Z; E)). On fixe i € {1,...,1}. Alors on définit {2;}en,
une suite strictement croissante de nombres réels positifs ou nuls avec
20 = 0et (ZJ,O) S K]sz(Hi) V] € N, (213)
(2,k) € Kyyz(H;) => z = 2z; pour un certain j € No. (2.14)
Pour 7 € {1,...,1} fixé, on va montrer par récurrence sur j que Vj € No, Ju; €
I’f,'}g’xz([o T] x U x Z; E) tel que u;(0,-) =0 et

u— ;€ pICE(U; CX.(10,T] x Z; E)) 99 < 23141, (2.15)

ou p; est une fonction bordante de H;.

On suppose maintenant que le résultat est vrai jusqu’a l'ordre j — 1 et alors on a
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que

Juj_; € Af}igxz([o, T] x U x Z; E) tel que u;_1(0,-) = 0 et

u—uj_y € pICR(U;CR([0,T) x Z; E)) VI < z;.
Pour le cas 7 = 0, il est sous entendu ici qu’on prend u_; = 0, de sorte que
u—u_y € C{® (IOJ Cy ([0,T7] x Z: ;E)). On pose v = u — u;_; vérifiant
ov Bu] 1

s —Lw=F, f=f-

+ Louj_;. (2.16)

En utilisant la Remarque 2.2.2, le fait que G + K = K et que f est polyhomogéne,

on a que

F e AJU2([0,T) x U x Z; E).

Etant donné que v € pf Cb (U Cy.([0,T] x Z E)), V¥ < z;, on obtient aussi
fieplce (U Cyo ([0,7] x Z E)), V¥ < z;. Cela entraine que

3k € No, 7 € pf?(log pi)*C° (U; C3 ([0, T) x Z; E)).
On suppbse maintenant pour un instant que ’on sache déja que

v e AS2*([0,T] x U x 2 B) N p}? (log po)C5° (U; O35, (10, T x Z; E)).

Dans ce cas, on peut restreindre la famille d’équations (2.16) au coefficient d’ordre
p;’ (log p;)¥ sur H;. On sait déja par la Proposition 1.4.8, que (H;, Vg,) est un fibré
de structures de Lie fibrées a l'infini par rapport & un certain fibré (pas néces-
sairement trivial) de fibre typique dénotée Z;. En utilisant la Proposition 2.3.10,
I’équation (2.16) restreinte au coefficient d’ordre p;’ (log p;)* sur H; sera une famille
d’équations Vz,-paraboliques linéaires localement de la forme :

9v;(s)

ke Wy(s)v;(s) = 2 1(s), v(s),_, =0, (2.17)

3

ol vj(s) et fgj (s) € AN %([0,T) x Z; E) sont les coefficients du terme d’ordre

p;’ (log p;)* de v; et f7 respectivement restreint sur Zi et U,(s) € Diff}, Xz, (Zi; E)

phg
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est une famille d’opérateurs différentiels Vz,-elliptiques car elle est la restriction &

I’ordre de O de 'opérateur

L = p; 7 (log p;)~* Ly p7 (log p;)* satisfaisant o9(L;) = 0a(Ly).

Vu que H; est une variété de profondeur [ — 1, par notre hypothése de récur-
rence, la famille d’équations (2.17) posséde une unique solution polyhomogéne
vj € ’C'H ¢ ([0,T] x H;; E). Maintenant, méme si on ne sait pas a priori si v est
polyhomogene, on remarque que la famille d’équation (2.17) a malgré tout un
sens et que sa solution v; donne le candidat naturel qui est la restriction & I'ordre
p:’ (log p;)*¥ de v. Pour montrer que c’est bien le cas, on pose w = v — w; avec
w; = p;’ (log p;)¥Zx,(v;), oit g, est une application d’extension comme dans la

Définition 2.2.4, de sorte que w satisfait & ’équation d’évolution

ow

8t —Ltw—h 'w|t 0——0 h‘] f" ‘l"Lt'LUJ

Or, comme f7 et w; appartiennent & 'espace

i (108 p)*C52 (U3 O35, (10, T] x Z3 B)) N ALY ([0,T) x U x Z; B),

on a alors que h7 est aussi un élément de cet espace. Gréce a la définition de wj,
on a aussi b/ € pfj(logpi)kTIC?(lof; C3 ([0, T) x .%; E)) car la restriction h7 sur
1} ; admet un coefficient nul d’ordre p;’ (log p;)*. D’apreés le Corollaire 2.4.7, on a
alors que

w € py (log pi)* 7' C° (U; C ([0, T % Z; E)).
En répétant cet argument k fois, on obtient alors

TkyTk—1,---,70 € .Ap}llgl([o, T] X Hz,E)

avec 1, = v; de sorte que
j

k
b=v—Y Eu(r)p{ (logpi), 75(0,-) =0

p=0
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a pour équation d’évolution

% — L = f7, %(0,-) = 0 avec

/2 € 6 C3 (U3 O, (10,T) x Z; ) N AG (0, T) x U x Z; E)

et pi_ijAI% = 0. Ainsion a f/ € pr;,”([oJ;C’ﬁ‘;([O, T] x 2; E)) VY < zj41, et par
le Corollaire 2.4.7, on déduit que 9 € p!C° ([OJ, C([0,T] x Z; E)) V9 < zjy1.
Il suffit donc de prendre '

k

uj =uj 1+ Y En,(rp)pf (log pi)?,
p=0

ce qui termine la construction de la suite u; de (2.15) et compléte la démonstration.

a

Corollaire 2.4.9. Si dans Uéquation (2.12), L(s) est une famille lisse [0,T] x S
d’opérateurs uniformément V), -elliptiques de Diff?,Ms (Mg, E), up € C®°(M;E) et
f€C®([0,T] x M; E), alors la solution de cette équation est dans

c>([0,T] x M; E).

Démonstration. 11 suffit de prendre G = G, = G, = {Ng x {0} pour H € M,(M)}
dans le Théoréme 2.4.8. _ O

Corollaire 2.4.10. Soit (M,V) une structure de Lie fibrée & U'infini telle que
le rayon d’injectivité des métriques compatibles est strictement positif. Soient G,
Gi et Gy des familles indicielles positives de M et {L; : t € [0,T]} une famille
d’opérateurs uniformément Vsp-elliptiques de Diff%smg(M ; E). Alors pour ug €

A% (M;E) et f € Agﬁg([O,T] X M; E), la famille d’équations

phg

TR Liu = f, weo = uo, (2.18)

posséde une unique solution u € A§hg([o, T)x M; E), ou K est la famille indicielle

positive donnée par K = G, + (G1 U Go).
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Démonstration. C’est une conséquence directe du Théoréme 2.4.8 en prenant la

base S un point de fibré ¢,. O

Corollaire 2.4.11. Si dans l’équation (2.18), la famille {L, : t € [0,T]} d’opé-
rateurs uniformément Vsp-elliptiques est dans Diff%SF(M; E), ug € C*(M;E) et

f € C>®([0,T] x M; E), alors la solution de cette équation est dans
C>([0,T] x M; E).

Démonstration. Dans le Corollaire 2.4.10, on prend la méme famille indicielle G

que dans la preuve du Corollaire 2.4.9. =}






CHAPITRE III

POLYHOMOGENEITE DES SOLUTIONS DES EQUATIONS
PARABOLIQUES QUASI-LINEAIRES

Ce chapitre développe la théorie des équations paraboliques quasi-linéaires déter-
minées par une structure de Lie & l'infini. En s’inspirant beaucoup de l’article.de
Bahuaud (Bahuaud, 2011), nous étudions 'existence et 1'unicité de leurs solutions
et nous déterminons quelles contraintes nous assurent que la polyhomogénéité sera
préservée localement jusqu’au bord. Ces résultats jouent un réle important dans

des problémes d’évolution géométrique concrets tel que le flot de Ricci.

3.1 L’existence et 'unicité des solutions des équations ordinaires non linéaires

Pour se réchauffer, considérons d’abord le cas d’équations ordinaires non linéaires
au lieu d’EDP paraboliques. Soient 7' > 0 un réel positif et f : [0,7] x R* — R

une application continue. Pour z4 € R", considérons 'EDO

%x = f(t,z), z(0) = zo. (3.1)

Pour une telle équation, nous avons le résultat bien connu d’existence et d’unicité

suivant (voir par exemple Théoréme A (Simmons, 2016) & la page 626).

Théoréme 3.1.1. (Cauchy-Lipschitz) Si f(t,-) est lipschitzienne (uniformément

en t) sur la boule fermée centrée en zo de rayon r, B(zo,7) = {z € R" :
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lz — 20| < 7}, et que ¢ := sup{||f(t,z)| : (t,z) € [0,T] x B(zo,7)} < 00,

alors l’équation (3.1) posséde une unique solution x € Cl([O, a), B(xg,r)), avec
1 r
= min(—, - 3.2
o= min(-, ) (32
ot Kk est la constante de Lipschitz de f sur B(xo,r). De plus, la suite définie par
t
Yo = To, Yi(t) = wo+/ f(s,yimi(s)) ds, i>1, |t—to| <a,

to

converge uniformément sur lintervalle |t — to| < a vers la solution z de (3.1).

Une solution z : [0, @) — R™ de I’équation (3.1) est dite maximale si elle n’est pas
prolongeable, c’est-a-dire que siy : [0, 7) — R™ est une autre solution, alors 7 < a.
Bien entendu, d’aprés l'unicité de la solution z = y sur [0,7). Par conséquent,
toute équation de la forme (3.1) posséde toujours une solution maximale. De plus

si f est de classe C*¥, alors la solution est de classe C**1.

Corollaire 3.1.2. Soient M une variété a coins compacte, G une famille indicielle
positive associée et E — M un fibré vectoriel. Pour ug € Aghg(M E) et f €
Aghg(E), on considere la famille ’EDOs

Ju(z,t)
ot

= f(u(x, t)), Ujg=o = Uo- (33)

Alors il existe T > 0 tel que la famille d’équations (3.3) posséde une unique solution

mazimale u € Cg° (J\C;I, E ® C¥1([0,7))).

Démonstration. Soit z € M fixé. En vertu du Théoréme 3.1.1, pour chaque équa-
tion de (3.3), il existe une constante 7, > 0 telle qu’elle posséde une unique
solution u(x,-) € E, ® C**1([0,7;)). Comme M est compact, il est alors facile
de trouver, a partir de (3.2), un temps minimale 7 d’existence qui fonctionne
pour la famille d’équations de (3.3). Il reste & montrer que la solution u est dans

Ce(M,E® C*+1([0,7))). En considérant u — uo au lieu de u, on peut toujours
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se ramener au cas ol ug = 0. On prend un ouvert trivialisant quelconque U C M
du fibré E — M de sorte que Ey, ~ U x V. Pour k > 0 arbitraire, on considére

la fonction

F:UxV®CHY[0,7)) » V& C*([0,7))

définie par F(z,v) := % — f(z,v). Il est clair que F est de classe C* sur U
et que F(z,-) est de classe C*. Comme d,F(;,) = g—t — dyf(z,v) est linéaire
et bijective, on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites (Krantz et
Parks, 2012) pour obtenir que u € C*(U;V ® C'{i‘z“([O, 7))). On prend finalement
lecas U C M tel que UNAM # 0. Comme f € Aghg(E), on peut alors se
ramener au cas précédent. En utilisant 1’éclatement logarithmique total et en
prolongeant ainsi la famille d’équations & ),y comme dans la Proposition 2.4.5,
on déduit que u € C®(Qog; V @ C¥([0,7))) C CF, (Uiog; V ® C¥1([0,7))) =
O (U; V ® CH1((0,7)).

3.2 L’existence et 'unicité des solutions des équations quasi-linéaires parabo-
liques

Soit M une variété riemannienne avec une structure de Lie & I'infini (M, V) telle
que le rayon d’injectivité des métriques compatibles est strictement positif. Soient
E — M un fibré vectoriel et {L, : t € [0,T]} une famille d’opérateurs uniformé-
ment V-elliptiques de Difff,(]\c;[ ; E). Nous allons étudier des équations paraboliques
quasi-linéaires de la forme

0
(a — Lt)u = Q(u)u + f, Ujp—o = 0, : (34)
ou f € C([0,T] x ]\o/.f; E) est indépendante de u et

Q : CE22((0,T) x M; E) x C5™%([0,T] x M; E) = Cy*([0,T] x M; E)

est une application telle que Yw, w', w" € CS”""([O, T] x M;E),

Q(w)(aw' + bw") = aQ(w)w' + bQ(w)w", a,b € R, (3.5)
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1Qw)wll, o < cllwllfyzq et (3.6)

1Q(w)w — Q(w)w'lly o < Cmax{|lwlliyae: I liranl lw—wlliion, (3.7)

pour ¢ et C deux constantes réelles.
Proposition 3.2.1. Il existe 7 € (0,T)] tel que l’équation (3.4) admet une unique

solution u € CE*>*([0,7) x M; E).

Démonstration. On suit 'approche de Bahuaud (Bahuaud, 2011). En utilisant la

Proposition 2.4.2 et le Corollaire 2.4.3, il existe une application linéaire
W CH([0,T) x M; E) — C5*>*([0,T] x M; E)

telle que ((% — L)V(h) = h, U(h),—, = 0 et satisfait & I’estimation de Schauder

I lesz0 < 11PNk (3.8)

pour une certaine constante k > 0. Ainsi, ’équation (3.4) est alors équivalente &
u=Y(Qu)u+ f).
On définit I’application ) par Vv € CE*2%([0,7) x M ; E),
V) = VQW + f).

Pour certains K et 7 deux nombres réels strictement positifs & déterminer, on

considére
Zir = {v € CEY*(10,7) x M; E) | (0) = 0, [Vlljp00 < K.

Si v € 2k, alors u = Y(v) est la solution de

T L= QW+ J, u0,) =0,
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On suit le méme raisonnement des Lemmes 4.5 et 4.6 de (Bahuaud, 2011) pour

prouver que Y : Zk, — Zg, est une application contractante. En effet, soit

v € 2k, et on définit

En particulier, u; est la solution de I’équation parabolique
q

E - Ltul = Q(V)Vvul(oa ) =0.

A T’aide de I’estimation (3.6) de I’application Q et I’estimation de Schauder (3.8),

on a que

lurllre < KIQW)VIq
2
< cklvliize

< ckK ”V“k+2,a .

On prend K suffisamment petit pour que ck K < %, ainsi

1
”ul”k+2ya S §K (39)

De méme, us est la solution de ’équation parabolique

0
% - Lt’U,2 = f,’U,g(O) =0.

En utilisant u5(0) = 0 et 'estimation de Schauder (3.8), on a que

t
lux(®)llyne < /

T

a'UQ
5'5"(3)

aUQ
£

ds

k+2,a

IA

k+2,a

IA

7 l[uzlliisa

T8 || fllk+2,a-

INA
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On prend 7 assez petit pour que 7« || f|l ;104 < 3K, de sorte que

1

lu2llpsze < S K- (3.10)

Par (3.9) et (3.10), on déduit que l'application ) : Zx,, — Zk, est bien définie.
Aussi, pour K suffisamment petit tel que K < 2—'35, elle est contractante grace a

l’estimation (3.7),

||y(V1) - y(Uz)”Hg,a ]|\I/(Q(1/1)1/1 - Q(V2)V2)||k+2,a
k1Q()v — Q(ra)rally 4

KC max{[|t1]lgrg0; 1V2llkron) 11 — v2lliio

KCK |[h — Valii90 -

IN A )

INA

Par le Théoréme du point fixe de Banach, on voit donc que pour

K
(I fllesze +1

< K
=5 y

< -
~ 2k(c+C)’
I’équation (3.4) posséde une unique solution u € C"§+2’a([0, T) X M; E). ]

Remarque 3.2.2. Puisque l’ellipticité est une condition ouverte, en prenant T

assez petit, on peut aussi supposer que L; + Q(u) est elliptique ¥t € [0, 7).

Proposition 3.2.3. Si la solution u de (3.4) peut se réécrire comme étant la

solution d’une équation parabolique quasi-linéaire

% — a(u, Vu) - V2u + b(u, Vu) = f, (3.11)

otk a(u, Vu) € C5%(0,7) x M; T@OM @ E) et b(u, Vu) € CEHY([0,7) x M; E)
dés que u € C§+2’a([0,7') X ]\i[; E), alors la solution u est en fait dans

C([0,7) x M; E).

Démonstration. Comme a(u, Vu) et b(u, Vu) sont de classe C’SH’“ dés que u €
Ck*22([0,7) x M;E), on obtient que u € Cyt>*([0,7) x ]\c;[; E) par le Corol-

laire 2.4.3. Ainsi, on déduit la régularité voulue par un argument de bootstrap. O




Soit (M, V) un fibré de structures de Lie fibrées a I'infini associé & un fibré

o : M — S, telle que le rayon d’injectivité des métriques compatibles est stric-
tement positif. Soient ¥y : ¢y (U) — U X Z une trivialisation locale du fibré de
structures de Lie fibrées a l'infini, pour U un ouvert de S, et (Z,Vz) la struc-
ture de Lie & I'infini de la fibre Z. Soient f € A;'fg' (U, C’ﬁf([o, T] x %; E)) et Ly(s)
une famille polyhomogeéne sur [0, T} x U d’opérateurs uniformément Vz-elliptiques
dans Difff,z(Z ; E) par rapport & G, ou F et G deux familles indicielles positives
de S (avec ensemble indicielle Ng en t = 0 et ¢t = T'). On considére @ une famille

d’applications sur C5°([0, 7] x Z ; F) définie par
Q(u)v = a(-,u, Vu) - Vv + b(-,u, Vu) - Vo + ¢(-,u) - v, (3.12)

ou la dépendance des familles a, b et ¢ par rapport u et Vu est lisse de sorte
qu’en appliquant la dérivation en chaine, on a que, pour tout s € U, a(s,u, Vu) €
Che([0,T) x Z; TCOZ @ E), b(s,u, Vi) € C5*([0,T] x Z;T*Z ® E) et c(s,u) €
([0, T) x %; E) dés que u € CEY1*([0, T x %; E).

Hypothése 3.2.4. On suppose que les familles a, b et ¢ de (3.12) sont polyho-
mogénes en s € U par rapport a Gy, et que a(+,0,0),0 = 0, b(-,0,0),-o = 0 et
c(+,0) =0 = 0. On suppose aussi que la famille Q satisfait (3.6) et (3.7) uniformé-

ment en s € U.

Proposition 3.2.5. Soit Q une famille d’applications donnée par (3.12) satisfai-
sant o I’Hypotheése 3.2.4. Il existe alors T € (0,T) tel que la famille d’équations
Vz-paraboliques quasi-linéaires paramétrée par s € U,

(% — L)u=Q(uu+ f, wo =0, (3.13)

o

posséde une unique solution u € C° (U, CS;’z’a([O, T) X Z; E)).

Démonstration. Pour chaque s € U fixé, on sait par la Proposition 3.2.1 qu'il

existe 7, > 0 tel que (3.2.3) posséde une unique solution u(s) € C32 ([0, 75) X Z; E).
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On suppose pour 'instant que 7 = 1215 (15) > 0. On considére Y : U x 2k, = Zk,r
S

I’application définie par
V(- v) = U(Q(,v)(v) + f) Vv € Cy2((0,7) x Z; E).

On sait déja, pour s € U fixé, que Y(s) est contractante. De plus, par la Propo-
sition 2.4.5, Y(-,v) est lisse sur (0] car elle est équivalente & la solution d’une
famille d’équations paraboliques linéaires paramétrée. Par conséquent, lorsque
U C ,%’ , on utilise le théoréme de point fixe de Banach & un paramétre (Krantz
et Parks, 2012) pour montrer que u € C*(U;C§,([0,7) x %; E).SiUcCS
tel que U N S # 0, par la polyhomogénéité de L; et (), on peut se ramener
au cas précédent en utilisant I’éclatement logarithmique total et en prolongeant
ainsi la famille d’équations & ),y comme dans la Proposition 2.4.5. On déduit
que u € Cg° ((},0622“’([0,7') X 5’; E)). On revient finalement & montrer que
T = ;glf/ (5) > 0. En effet, comme U C M est compact, on sait par hypothése que
la famille @ satisfait (3.6) et (3.7) uniformes en s € U. De méme, les constantes
des estimations de Schauder sont uniformément en s € U, par le Remarque 2.4.6,

ce qui nous permet de prendre 7 non nul. O

3.3 Polyhomogénéité des solutions des équations quasi-linéaires paraboliques

Dans cette section, nous allons prouver le théoréme principal de ce chapitre.

Théoréme 3.3.1. Soit (M, V) un fibré de structures de Lie fibrées a l'infini associé
a un fibré ¢pr : M — S, telle que le rayon d’injectivité des métriques compatibles
est strictement positif. Soient F et G deux familles indicielles positives de M et
L,(s) une famille polyhomogéne [0, T| xS d’opérateurs de Diﬁ%y ¢(M; E) uniformé-
ment Vy, -elliptiques sur M, == ¢3; (s),Vs € S. Alors pour f € Af:hg([O,T] xM; E)
et Q la famille d’applications donnée par (3.12) satisfaisant a I’Hypothése 3.2.4

avec les familles a, b et ¢ polyhomogénes en s € S par rapport a Gs, il existe




€€ (O;T] tel que la famille d’équations

(57 = Lou=QEu)u+ f, g =, (3.14)

posséde une unique solution u € Aghg([o,s) X M; E), ou K est la famille indicielle

positive donnée par

K = Go + Feo.

Démonstration. Comme dans la preuve du Théoréme 2.4.8, on procéde par in-
duction sur la profondeur [ de M. Pour une variété sans bord, c’est-a-dire une
variété de profondeur 0, le résultat découle directement de la Proposition 3.2.5.
On suppose donc que le résultat est vrai jusqu’a la profondeur ! — 1 et on doit

montrer qu'il est aussi valide pour (. Il faut donc montrer qu'il existe € € (0, T

K:lUxZ
phg

U x Z du fibré de structure de Lie. Sur un tel ouvert, on sait déja par la Proposi-

tel que u € A ([0,€) x U x Z; E) sur chaque ouvert de trivialisation locale

tion 3.2.5 que la famille d’équations (3.14) posséde une famille unique de solutions
u € Cy° (lj', Cy ([0,7) x 2’; E)), pour un certain 7 > 0. En prenant 7 assez petit,
on peut aussi supposer que L; + Q(u) est elliptique V¢ € [0,7). Soient H; une
hypersurface bordante de U x Z et {z;};en, une suite strictement croissante de

nombres réels positifs ou nuls avec
zo=0et (Zj,O) € ’C,sz(Hi) Vj €N, (315)

(2,k) € Kiyxz(H;) = z = z; pour un certain j € No. (3.16)
On va montrer par récurrence sur j qu'il existe ey € (0,7] de sorte que Vj €
No, Ju; € ASY*%([0,e0) x U x Z; E) tel que u;(0,-) = 0 et

u—u; € pYC(U; C3([0,ev) X Z; E)) V9 < zjy1. (3.17)

On traite d’abord 'ordre 0. On a besoin de trouver ug tel que

U —ug € PP (U; G (10,65) x Z; E)) W9 < (3.18)
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pour un certain ¢; > 0.

On suppose pour l'instant qu'il existe ey > 0 tel que

u € ALY*%((0,e4) x U x Z; E).

On sait déja par la Proposition 1.4.8 que (H;, Vy,) est un fibré de structures de
Lie fibrées & l'infini par rapport a un certain fibré de fibre typique dénotée Z;. On
peut donc restreindre la famille d’équations (3.14) au coeflicient d’ordre O sur H;.
En particulier, si dim Z; = 0, alors la restriction de (3.4) au coefficient d’ordre 0

sur H; devient une équation différentielle ordinaire non-linéaire d’ordre 1 sur H;

de la forme

Oty . - .

B litio = Qio(tho) + fi, U0(0,-) =0, (3.19)
ou l; € AgLZi([O,EU) x H;; E), Qio et fio sont les coeflicients d’ordre 0 de @ et

f respectivement. Sinon, en utilisant la Proposition 2.3.10, notre restriction nous

donne une famille d’équations Vz,-paraboliques quasi-linéaires

8110(8)
ot

— Lt,i,o(S)’&()(S) = Qiyo(s, ﬁo(S))’ELo(S) + fi,o(S), ﬂo(s)(O, ) =0. (320)

Sans compromettre la preuve, on peut considérer ’équation (3.19) comme un
« cas particulier » de (3.20). Vu que H; est une variété de profondeur [ — 1,
on applique notre hypothése de récurrence sur la profondeur de la variété pour
voir que la famille d’équations (3.20) posséde une unique solution polyhomogéne
Ug € Afhg"([o,ei) x H;; E), pour un certain ¢; € (0,7]. On pose ug := Zg, (o),
oll =g, est une application d’extension comme dans la Définition 2.2.4. D’aprés la
formule de Taylor en u — up = 0, on voit qu’il existe un opérateur B; dépendant

de ug et u — up tel que
Q(u) — Q(uo) = (u — uo) - Bi(uo, u — uo). (3.21)

En posant w = u — ug, on aura que



Qu)u — Quo)ug = Q(u)(u —uo) + (Q(u) — Q(uo))uo
= Q(u)(u —uo) + (u — o) - B(uo, u — uo)ug
= Qu)w + w - By(ug, w)up.

On note par A; la famille d’opérateurs elliptiques linéaires donnée par
Ai(ug, v) = Li(v) + Q(u)v + v - By(uo, w)uo

de sorte que w satisfait & 1’équation d’évolution

P 0
8—1;) — At(UO)w) = h, ’LU(O, ) =0, h= f - % + (Lt + Q(Uo))uo

Kiuxz

Comme u est polyhomogene, h € A ;.

([0,e;) xU x Z; E). Comme la restriction

de ug est i@y, on déduit de (3.20) que
h e p?C,‘,”(i/'; Cy ([0, &) x %; E)), V¥ < z,

car la restriction de h sur I-OI ; est nulle. Par le Corollaire 2.4.7, on a alors que
w e plCR(U; O ([0,e5) x Z; E)), W9 < 2.

On suppose maintenant que le résultat (3.17) est vrai jusqu’a 'ordre j — 1. On
pose v = u — u;—; vérifiant

Ov
ot

an_l

_At(uj—lvv) :fja szf 8t

+ Lt(uj—l) + Q(Uj_l)’u]'_l. (322)

Grace a la formule de Taylor en v = 0, il existe un opérateur B; dépendant de

u;_1 et v tel que
Bi(uj_1,v)u5-1 = By(tj-1, 01 + (Bi(uj-1,v)u;-1) - v,

ou l'opérateur lisse B;(u;_1,0) est le terme d’ordre 0 dans le développement de
Taylor de B; indépendant de v. Ainsi, la famille d’équations (3.22) peut se ramener

sous la forme d’une famille d’équations paraboliques

% - (Lt + Q(u))v — V- Bt(’u]'_l, O)Uj_l =7v- (Bt(uj_l, ’U)'U,j_l) v+ fj. (323)
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On note v - (By(u;_1,v)u;_1) - v+ f7 par ¢’. Par la définition de f7, on déduit que

O

Wi € ASEZ((0,6)) x U x Z; B) + p2 C3° (U3 C2.((0,€5) x Z; E)), V9 < 2;. (3.24)

phg

Afin de trouver un candidat pour le coefficient du terme d’ordre p;” (log p;)* dans
le développement polyhomogéne de v, on peut prétendre un instant que v €

IC|qu([O €;) x U x Z; E). En utilisant (3.21), la famille d’équations (3.23) peut

se réécrire

0 .
3: (Le+ Q(uo))v — v - By(uj—1,0)uj_1 — (u—uo) - B(uo, u — uo)v = 9. (3.25)
Comme

v e A ([0,6) x U x 2, E) N plC° (U3 G5, (10,€5) x Z; B)), V0 < 2

et grace & la Proposition 2.3.10 et (3.18), on voit que la restriction de 1’équa-
tion (3.25) au coefficient d’ordre p;’ (log p;)* sur H;, ou k € Ny est le plus grand
entier tel que (z;, k) € K(H;), nous donne une famille d’équations Vz;-paraboliques

linéaires localement de la forme

dv;(s)
ot

ou v;(s) et wij)k(s) phg ([0,€;) x Z; E) sont les coefficients du terme d’ordre

— P(s)vj(s) = 1/)11,‘,6(3), vj(8),,, =0, (3.26)

07 (log p;)¥ de v et v/ respectivement restreints sur H; et la famille d’opérateurs

P(s) € Diﬂ%zi,lcgzi (Z;; E) est la restriction a 'ordre 0 sur H; de l'opérateur
V= (Lt + Q(Uo))U —-v- Bt('ll,j_l, O)Uj_l.

En vertu du Théoréme 2.4.8, la famille d’équations (3.26) posséde une unique
solution polyhomogéne v; € Aphg ([0,&;) x Hy; E). On pose ensuite w = v — w;

avec w; = p;’ (log p;)*En,(v;), de sorte que w satisfait & 'équation d’évolution

ow
ot

¢ = 1/)’——-I-(Lt+Q(uO))Wj+(u—uo)'Bt(uO,u—uo)wﬁwj'Bt(uj—l’O)Uj—l-

— (Le+Q(uo)) w—w-By(uj—1, 0)uj_1 = (u—uo)-By(uo, u—uo)w+¢’, w(0,-) = 0,
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Par définition de la suite {z;}, on remarque que z; > 2, > 2,41 — 25, Vj € N.
Grace a (3.24) et notre choix de wj, on aura que

o

o€ Afl‘l’;”([o,ai)xez; EY+p’C (U C ([0,6:) X Z; E)), V9 < zj41, (3.27)

et que ¢’ € p7 (log p;)¥1Ce°(U; C2 ([0, &3) x %; E)). Donc, par le Corollaire 2.4.7,
w € p% (log p)E~1C° (U; O ([0, &5) x Z; E)).
En répétant cet argument k fois, on obtient alors

K\,
ThkyTk—1y -, T0 € Aplllg'([O,si) x H;; E) avec ry = v,

de sorte que

k
ZEH, Tp pz logpl) ) ’l"p(O,')

U= =0,
a pour équation d’évolutlon sous la forme
o0v ; _
Fn (Lt+Q(u0)) Bi(uj-1,0)uj—1 = (u—up) By (uo, u— uo)v+h 9(0,-) = 0, avec

W e p? 0 (U; 2 (10,6:) x Z; E))N

phg

( K:|U><Z([O 81) X U X Z E) +p:9cb (U CVZ([O 61,) X Z E))), V'l9 < zj-{-l)

et pi—z’fzfﬁ = 0. On a donc h; € prf((;;C{’,‘;([O,si) X %; E)), V¥ < z1.
Par (3.21) et le Corollaire 2.4.7, on en déduit que

b e plC (U C2 ([0, &) x Z; E)), V9 < zj41.

k
Le pas d’induction est donc complété en prenant u; = uj_1+2 Zn,(rp)p? (log p;)P.
p=0

Finalement, on prend ey = r{nin }61. Comme S est compact, on peut extraire un
i€{1,l

recouvrement fini d’ouverts de trivialisation {U;,j € J} de S de sorte qu’on peut

prendre € = miney, . O
jeJ 7
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Corollaire 3.3.2. Soit (M, Vsr) une structure de Lie fibrée a linfini telle que le
rayon d’injectivité des métriques compatibles est strictement positif. Soit G une
famille indicielle positive de M. Si dans l’équation (3.13), {L; : t € [0,T]} est
une famille d’opérateurs uniformément Vsp-elliptiques de Diff%sp’g(M; E)etfec
AZ ([0, T) x M; E), alors il existe € € (0,T] tel que la solution de cette équation

phg
est dans AS_([0,€) x M; E) avec K = G + Feo-

phg

Démonstration. C’est une conséquence directe du Théoréme 3.3.1 en prenant la

base S un point de fibré ¢u,. g




CHAPITRE IV

POLYHOMOGENEITE DES SOLUTIONS DU FLOT DE RICCI-DETURCK

Nous établissons que la polyhomogénéité des métriques compatibles avec une
structure de Lie fibrée & l'infini est préservée le long du flot de Ricci-DeTurck
au moins pour un court laps de temps. En particulier, lorsque la métrique initiale
est asymptotiquement Einstein, la polyhomogénéité sera préservée par le flot de

Ricci-DeTurck tant que le flot existe.

4.1 Flot de Ricci-DeTurck

Nous introduisons briévement certaines définitions et résultats fondamentaux liées
au concept du flot de Ricci qui serviront par la suite. Pour plus de détails, nous

renvoyons le lecteur & (Lee, 1997), (Lee, 2013) et (Chow et Knopf, 2004).

Définition 4.1.1. Soient (M, g) une variété riemannienne et V la connexion de
Levi-Civita de la métrique. L’application R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M)
définie par

R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ —Vy,y-vyxZ (4.1)

est appelée ’endomorphisme de Riemann ou le tenseur de courbure.

En termes de coordonnées locales, on réécrit

R((’?i, 6j)8k = Réjkal ou




76

Rl =0T — 04 + T TL, — T5T)

ik i is (4.2)
et I‘ﬁj est le symbole de Christoffel. L’endomorphisme de Riemann R est vu
comme étant un homomorphisme du fibré vectoriel ®2T'M vers le fibré vecto-
riel End(TM) ~ TM ® T*M, et ainsi est un champs de tenseurs de type (3,1)

défini localement par

R= Rﬁjkdwi ®dz; ® dviy ® 6.

Pour m € M donné, il est souvent utile de considérer une carte normale centrée
en m. Dans cette carte normale, on sait que le symbole de Christoffel s’annule en

m, T%,.. = 0 donc V;0;,, = 0. Par suite,

ijlm

(VsF) 11...9] — (asF) 11...9]

J1--Jk|m J1--Jkim

et
v2 = (V@ng - vVaiaj)lm = Vilem-

4,7 |m
Ces faits simplifient considérablement les calculs des tenseurs en coordonnées nor-

males.

Proposition 4.1.2. (Lemme 3.2 (Chow et Knopf, 2004)) Pour une famille lisse
g(t) des métriques riemanniennes, la dérivée de symbole de Christoffel de la connezion

de Levi-Civita par rapport de temps est donnée par

0 1
o0 = 59" (Vik)u+ (V3h)a = (Vik)g), (43)

ot h est la dérivée de g par rapport au temps.

Proposition 4.1.3. (Lemme 3.3 (Chow et Knopf, 2004)) Pour une famille lisse
g(t) des métriques riemanniennes, la dérivée de l’endomorphisme de Riemann par

rapport au temps est donnée par

9 1,
aRéjk = §gl ((VZ;h)ks+ (Vigh)js — (Vi) ik — (V3 h)ks — (V2 kh)is + (V3 h)ik)

ot h est la dérivée de g par rapport au temps.
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Définition 4.1.4. Le tenseur de Riemann ou tenseur de courbure Rm est le

champ de tenseurs de type (4,0) défini par
Rm(X,Y, Z,W) = g(R(X,Y)W, Z) VX,Y,Z,W € X(M).

Définition 4.1.5. La courbure de Ricci Ric est le champ de tenseurs de type
(2,0) défini par Ric = tr Rm. En termes de coordonnées locales, on a Ric;; = Rf,;
(ot on somme sur lindice répété) et grice a la symétrie du tenseur Rm, Ric est

symétrique.

Proposition 4.1.6. (Lemme 3.5 (Chow et Knopf, 2004)) La dérivée de la cour-

bure de Ricci par rapport au temps est donnée localement par

o . 1.,
5 Ricis = §9k (Viih)js + (Vi h)is — (Vi h)is — (Vo,h)ks).  (4.4)

Démonstration. 11 suffit de prendre i = [ dans la Proposition 4.1.3. On a alors

2 RiCjk = a

. 1 .
a1 : gzs((v?,jh)ks + (Vzkh)js - (v?,sh)jk

gtk = 3

1.
~(V3kh)is) + 5923((V?,sh)tk — (V3h)ks).

Le résultat (4.4) provient alors du fait que

gis(vish)ik - gis(vgz',ih’)ks = gis(vﬁ,sh)ik - QSi(v?,sh)ik =0.

Soit g(t) une famille & un paramétre de métriques riemanniennes sur une variété

o

M.

Définition 4.1.7. Le flot de Ricci est l’équation non-linéaire d’évolution définie

par £4(t) = —2Ric(g(t)), 9(0) = go-
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Supposons maintenant que gy est une métrique compatible avec une structure de
Lie fibrée a l'infini (M, V) telle que le rayon d’injectivité soit strictement positif,
ou M est une variété a coins compacte telle que ]\c;l soit identifié avec 'intérieur de
M. Nous avons vu dans le premier chapitre que go est une métrique compléte et
que le tenseur de courbure et les dérivées contravariantes sont bornées. De ce fait,
nous pouvons appliquer le Théoréme de Shi (Shi, 1989) pour démontrer ’existence
local du flot de Ricci sur [0,7), oa T < oo, notée g € C°([0,T") x ]\c;[; T(Q’O)]\c;[),
telle que les métriques g(t) sont des V-métriques, c’est-a-dire que les g(¢) sont
quasi-isométriques, le long du flot, & go, ou plus précisément que pour T' assez

petit,

3C >0, Vt € [0,T), e Cgo < g(t) < ego.

Pour I'unicité de la solution, nous nous référons aux travaux de Bing-Long Chen

et Xi-Ping Zhu (Chen et Zhu, 2006).

Nous allons maintenant définir le flot de Ricci-DeTurck (Chow et Knopf, 2004).
Un opérateur différentiel non-linéaire P est dit elliptique si sa linéarisation DP
est elliptique, c’est-a-dire que son symbole principal oo(DP)(§) sous la direction
deéeT “M est un isomorphisme si £ # 0. En revenant au résultat (4.4) et en
regardant Ric(g) comme un opérateur différentiel agissant sur g, nous voyons que
sa linéarisation est

. 1
D Ric(g)(h)i; = 593k((vi,¢h)js + (Vi h)is — (Vish)i — (V2 R)ks).

Comme o4 (D Ric(g)) (&):; n'est pas elliptique, voir page 72 dans (Chow et Knopf,
2004), cela implique que le flot de Ricci n’est pas parabolique. Mais par un truc
remontant & DeTurck, voir Théoréme 3.13 (Chow et Knopf, 2004), nous pouvons
nous ramener 4 une équation parabolique quasi-linéaire en modifiant la solution

par une famille de difféomorphismes. En effet, nous pouvons réécrire la linéarisa-
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tion du flot de Ricci sous la forme (voir (3.28) (Chow et Knopf, 2004))

1
DRic(g)(h);j = —5(Dhy; = ViV; = V;Vi + Sy),

ou V7 = g"k(thsj - %vjhsk) et
1
Sij 1= gsk(g(vz‘,jhks — Vjihes) + (Vikhjs = Viihis) + (Vikhis — Vi shis))
1 T T T T T
= QSk (5( :jkhrs + Rijshrk) + ( ikahrj + Rikjhm) + ( jkihra + Rjkshﬂ'))
= QSk(2R;ijhrs — Ricishjk — Risth,'k),

puisque V; ; hap = Vj,ihab + R{ja rb T R;'"jbhra-
Soit § une métrique de référence et f‘ik son symbole de Christoffel et considérons
le champs de vecteurs
Wi = Wj(g) g) = QSk(Fﬂk - fik)a
oul’ ik est le symbole de Christoffel de la métrique g, on pose
1 L 1 L
A(g)ij = ViWj + V;W; = Vz‘(§9ﬁ'93k(1—‘§k —-T%)) — Vj(agijQSk(F.Jsk ~ %)
En utilisant (4.3), nous pouvons voir que
1
DA(g)(h)i; = E(Vivj +V;Vi) + Ty,
ot Tj; est un terme linéaire d’ordre 1 en h. Ainsi,

D(—Ric+A4)(g)(h)i; = —DRic(g)(h)i; + DA(g)(h);;
= %(Ahij +Sy) + Ty

1 . .
= -(Ah;; + 2gk3R22~ Rpg — gkstc,-shjk - gkstcjsh,-k) + T,
5 j
1
= 5['9 + T%ja
ot L, := Ah;;+2g* Ry ihes— g** Ricishj, — g* Ricjshy est le laplacien de Lichnero-

wicz correspondant & g qui est un opérateur elliptique. Par conséquent, — Ric +A

est un opérateur elliptique.
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Définition 4.1.8. L’éguation paraboliqgue donnée localement par

0 .
En (t)i; = —2Ric(g(¢))y + ViW;(t) + VjWi(t), 9(0) = go, (4.5)
ot Wi(t) = gi;WI(t) avec Wi(t) := Wi(g(t),g(0)), est appelée le flot de Ricci-
DeTurck,

Proposition 4.1.9. (Lemme 2.1 (Shi, 1989)) Le flot de Ricci-DeTurck est donné
localement par

ab pq _ .
(vigpangqb

o - B - -
agij = gabVangij — g%g" U(gipRMjags + gjpRMiags) +

+ 2V,00ipV o0 — 2V a95pVoia — 2V 19paVsGig — 2ViGpaVTia),

g(0) = go = §. On utilise ~ pour présenter les connezions de Levi-Civita et les

tenseurs de courbure associés a la métrique initiale go.

Dans ce qui suit, posons u = g — g.

Proposition 4.1.10. L’équation du flot de Ricci-DeTurck dans la Proposition 4.1.9
peut étre réécrite sous la forme
ou s
=~ Lyu = Qu)u — 2Ric(d), two = O, (46)

avec

Q(u)v = a(u) - Vv + b(u, Vu) - Vv + c(u) - v,

ou L; est le laplacien de Lichnerowicz correspondant a g et a, b et c sont lisses
dans leur dépendance en u et Vu, tels que a(0),-, = 0, (0,0),,—o = 0, ¢(0),,—o = 0.
De plus, Q satisfait (3.6) et (3.7).

Démonstration. Comme la métrique § + u est inversible, elle satisfait a 1’identité

(g + u)ab - gab _ galgbmuml + (_(] 4 u)blgamgpqulpumq_ (4.7)



L’équation de la Proposition 4.1.9 est équivalente &

0 ~ a ~ab\ v
(T)t—u = ((g + u) b g ")Vavbuij + (Pu)ij
+ ((g + u)‘l * (g + u)‘1 * \7u * @u)ij, Ujpp = 0,

ol * dénote les contractions linéaires dont les formules précises ne joueront aucun

role dans la suite et

(Pu)ij = 3V Viui; + (§ + u)2(§ + 1) ipd®I RMjags
+(§ + (3 + ) 1p3" Ritviagy
A Paide de (4.7), on a que
(Pu)i; = §VoViyui; — §° Ric(§) jquip — 579 Ric(§)iqujp + 25 Rt
+(§7 %G xuxux R)y; — 2Ric(§)i;
= L5+ (G % g, uxux R)y; — 2Ric(§)y,

ou R € T(TMW3M). Le résultat est alors obtenu en prenant

(a(w) - V*0),,

+u)® — §%) VoV,

~ab bl ~am

g g Uy + (g+u) g gpqulpumq ab)ﬁaﬁbvi_j

ij

(b(u, Vu) - Vv)
(C(w) - v),

= (7

= (9

= (g7 xg” *u*V2v+(g+u)1*g e g xuxux V),
(( *x (g +u)” *Vu*Vv)ij

= (9~

* Gt xuxvx R)y;

4.2 Polyhomogénéité locale des métriques le long du flot de Ricci-DeTurck

Pour des métriques associées & une structure de Lie fibrée & I'infini sur une variété
non-compacte, on montre que la polyhomogénéité le long du flot de Ricci-DeTurck

est preservée, & tout le moins pour un cours laps de temps.
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Théoréme 4.2.1. Soit (]\o/[ ,go) une variété riemannienne de dimension n avec
une structure de Lie fibrée a linfini (M, Vsr) telle que le rayon d’injectivité est
strictement positif. Si go est polyhomogéne par rapport une famille indicielle G
positive de M et g(t) pourt € [0,T) est la solution du flot de Ricci-DeTurck,

alors il existe ¢ € (0,T) tel que

g € A% ([0,) x M;VsrTM®3O),
Démonstration. Parla Proposition 4.1.10, on sait que le flot de Ricci-DeTurck (4.5)
est équivalent & I’équation (4.6), qui a la méme forme que ’équation (3.14) pour
un certain € € (0,7). Le résultat est donc une conséquence directe de Corol-

laire 3.3.2. O

Remarquons que par la discussion dans le fin du premier chapitre, plus précisément
le Corollaire 3.20 (Ammann et al., 2004), le rayon d’injectivité des solutions du
flot de Ricci g(t) est strictement positif puisqu’elles sont quasi-isométries & la

métrique initiale gq.

4.3 Polyhomogénéité globale des métriques asymptotiquement Einstein le long
du flot de Ricci—-DeTurck

Nous montrons ici que la polyhomogénéité a l'infini des métriques compatibles
avec une structure de Lie fibrée a l'infini est préservée globalement par le flot de

Ricci-DeTurck si la métrique initiale est asymptotiquement Einstein.

Définition 4.3.1. La métrique go est dite asymptotiquement Einstein s’il existe

A>0etd >0 tels que

Ric(go) + Ago € p’CP(M; T®OM), p= H PH-
HeM(M)




Cela suggére de normaliser le flot de Ricci.

Définition 4.3.2. Le flot de Ricci normalisé est donné par

2 g(t) = ~2Ric (g(t)) ~ 229(6), 9(0) = go. (48)

Définition 4.3.3. Le flot de Ricci-DeTurck normalisé est défini localement par

%g(t)ij = —2Ric (g(t)),; — 22g(t)y; + ViW;(t) + V;Wi(t), 9(0) =go.  (4.9)

Proposition 4.3.4. Soit (M, go) une variété riemannienne avec une structure de
Lie a Uinfini (M, V) telle que le rayon d’injectivité de go est strictement positif.
Si la métrique go est asymptotiquement Einstein et g est la solution du flot Ricci-

DeTurck normalisé, alors
g g0 € PCP([0,T) x M; TCON), (4.10)

ot d est la constante d’Einstein de gy apparue dans la Définition 4.3.1.

Démonstration. D’abord, on considére u = g — go au lieu de g. A partir de la
Proposition 4.1.9 et par un calcul standard, I’équation d’évolution de u peut se

ramener 4 une équation linéaire parabolique suivante

Sk = Lw) + f, o =0, f = ~2Ric() — 243, (4.11)

ou L; € Diff}, (M; End(T®>%M)) est un opérateur uniformément V-elliptique

donné localement par

(Lt(v))ij = gabﬁaﬁbvij + (Ql(goa u, 6'u‘) : 6v)ij + (Q2(90a u, 6’!1.) ' U)ij’
avec @ € C([0,T) x AC;I;T(2’3)]\.>I) et Q2 € C([0,T) % ]\04; T(2’2)]€/I). D’autre
part, on a que

f € FPCR(M; TV M),
puisque que go est une métrique asymptotiquement Einstein. Le résultat découle

alors du Corollaire 2.4.3. O
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Théoréme 4.3.5. Soit (]\c;[ ,go) une variété riemannienne de dimension n avec
une structure de Lie fibrée a Uinfini (M, VsF) telle que le rayon d’injectivité est
strictement positif. Si la métrique gy est asymptotiqguement Finstein polyhomogéne
par rapport & une famille indicielle positive G de M et si g(t) pour t € [0,T) est

la solution du flot de Ricci—DeTurck, alors

g € A ([0,T) x M;YsrTM®@O).
Démonstration. D’abord, on considére u = g — gy au lieu de g pour se mettre dans
le cadre du Théoréme 3.3.1. En vertu de ce dernier, on remarque que l’existence
de laps de temps ¢ ot la métrique est polyhomogéne dépend uniquement du temps
d’existence des équations au bord a ’ordre 0. Puisque gy est asymptotiquement
Einstein, ces équations ont des solutions triviales tant que le flot existe. En effet,
on sait par le premier pas de la preuve par induction du Théoréme 3.3.1 que ug
est le terme d’ordre 0 de la polyhomogénéité de la solution u pour un certain
€ > 0. Puisque la métrique est asymptotiquement Einstein, la Proposition 4.3.4
nous permet de prendre ug = 0, ainsi par (4.10), 2; sera le plus petit réel positif
tel que
ue plC ([0,T) x ]\.>[;T(2’0)]\0/[),V19 < 21

On peut donc prendre € = T dans le Théoréme 3.3.1. O

Les deux Théoréme 4.2.1 et Théoréme 4.3.5 concernent la polyhomogénéité de
solution au flot de Ricci-DeTurck lorsque la métrique initiale go a été supposée
polyhomogéne. En particulier, lorsqu’elle est dans C®°(M; YsFT M (29), on peut fa-
cilement déduire dans le corollaire suivant qu’il en sera de méme pour les solutions

du flot de Ricci normalisé et du flot de Ricci-DeTurck.

]
Corollaire 4.3.6. Soit (M, go) une variété riemannienne de dimension n avec

une structure de Lie fibrée a Uinfint (M, Vsr), telle que le rayon d’injectivité est
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positif. Si go € C®(M;VsFTM®29) et si g(t) pourt € [0,T) est la solution du flot
de Ricct alors 3e € (0,T) tel que

g€ C=([0,e) x M;VsrT M@0,

En particulier, si gy est asymptotiquement Einstein, alors la solution du flot de

Ricci normalisé (4.8) g est dans C°([0,T) x M;YsrT M29),

Démonstration. D’abord, on remplace G(H) par Ng x {0} pour H € M;(M)
dans le Théoréme 4.2.1 et le Théoréme 4.3.5. On sait alors que la solution au flot
de Ricci-DeTurck est dans C®(M; YsFTM®29) pour V¢ < ¢ et un certain £ > 0.
Par conséquent, W(t) = W9(t)z2; est un V-champ de vecteurs lisses jusqu’au
bord, donc W(t) € V C V,. Ainsi la famille de difféomorphismes ¢ — «; avec
a(0) = Id engendrée par W est en fait des difféomorphismes de la variété a coins
M. Et par suite, on peut voir que la solution g = a*g(t) est une solution du flot
de Ricci normalisé, voir Théoréme 3.13 (Chow et Knopf, 2004). Par conséquent,
on obtient que g € C®([0,¢e) x M;YsFTM®?9) pour un certain € € (0,T). Si go

est asymptotiquement Einstein, alors on peut prendre e = T'. O
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