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RESUME

En théorie des graphes, la question des arbres pleinement feuillus, c’est-a-dire
ayant le plus grand nombre de feuilles possible pour un nombre de sommets fixé,
a récemment été étudiée dans des pavages réguliers du plan et de 1’espace par
Blondin Massé et al., et on peut se demander ce qu’il en est dans d’autres pavages.
On s’intéresse ici plus particuliérement & 1’étude de cette question dans les pavages
de Penrose, qui ont la particularité d’étre apériodiques.

La question que I’on se pose ici est donc la suivante : dans les pavages de Penrose,
parmi les sous-arbres induits par le graphe sous-jacent, combien les arbres plei-
nement feuillus ont-ils de feuilles en fonction de leur taille n? La question étant
déja complexe dans certaines grilles réguliéres, nous présentons pour l'instant des
résultats expérimentaux et théoriques partiels ainsi que des pistes de recherche.

En subdivisant le probléme, on obtient d’abord une majoration de la fonction
feuille, puis 1’étude de chenilles suivant les worms nous donne une minoration.

Mots clés : graphe, arbre, pavage, pavage de Penrose, sous-arbre induit pleine-
ment feuillu, chenille, suite musicale, mot de Fibonacci.







INTRODUCTION

Dans un article de 1974, Roger Penrose dévoile pour la premiére fois des pavages
étonnants : ils sont apériodiques et présentent une symétrie pentagonale. Au-dela
de leur beauté, ces pavages fascinent par leurs propriétés, ainsi que leurs liens
avec la suite de Fibonacci et le nombre d’or. Des mathématiciens comme John
H. Conway, Robert Ammann et Raphael M. Robinson les étudient (Griinbaum et
Shephard, 1987, 2016), et les travaux algébriques de Nicolaas de Bruijn sur ces
pavages (de Bruijn, 1981) ouvrent la voie & la découverte des quasi-cristaur, c’est-
a-~dire des cristaux dont la structure n’est pas périodique (Steinhardt et Ostlund,

1987).

Tout comme les mathématiciens ont longtemps cru que les pavages non pério-
diques n’existaient pas, les cristallographes considéraient qu’un cristal avait né-
cessairement une structure périodique, ce qui excluait une symétrie d’ordre 5. La
définition d'un cristal a par la suite été modifiée pour inclure les quasi-cristaux,
et il a tout de méme fallu attendre 2009 pour découvrir un quasi-cristal naturel,

non synthétisé en laboratoire (Bindi et al., 2009).

Il n’est pas rare qu'une découverte mathématique a priori a visée esthétique ou
récréative (juste pour le plaisir des mathématiciens) trouve des applications si-
gnificatives dans d’autres domaines. Ce pourrait étre le cas de ’étude des arbres
pleinement feuillus, car 'article de Blondin Massé et al. (2018b) a mis en évidence

des structures s’apparentant & des molécules dans le cas des polycubes.

En théorie des graphes, il est fréquent de s’intéresser aux arbres, et parfois aux

sous-arbres d’un graphe donné. Un sous-arbre est alors dit pleinement feuillu s’il




maximise le nombre de feuilles parmi les sous-arbres ayant le méme nombre de
sommets. Diverses variantes existent, notamment celles se restreignant aux arbres
de recouvrement ou aux sous-arbres induits, avec des applications en biologie,

forage de données et réseaux de communications.

Blondin Massé et al. (2018a) se concentrent sur le cas des sous-arbres induits
et nomment le probléme FLIS (Fully Leafed Induced Subtree), qui se présente
comme suit : étant donnés un graphe simple G de n sommets, quel est le nombre
maximal Lg(z) de feuilles qui peut étre réalisé par un sous-arbre induit de G
comptant ¢ sommets? La fonction objectif Ly est alors appelée fonction feuille.
Outre une approche générale du probléme, présentant notamment un algorithme,

l'article donne les fonctions feuilles pour quelques familles de graphes finis.

Un autre article (Blondin Massé et al., 2018b) examine la question pour les po-
lyominos et les polycubes, c’est-a-dire quand le graphe G considéré est respecti-
vement la grille carrée et la grille cubique, et donne des fonctions récursives qui
répondent au probléme. Ces résultats, avec leurs démonstrations, sont repris dans
Blondin Massé et al. (2018), qui ajoutent les cas des grilles triangulaires et hexa-
gonales. En résumé, la question a été résolue pour les trois grilles réguliéres du

plan ainsi que dans la grille cubique de ’espace en trois dimensions.

Ce qu’on voudrait faire ici c’est répondre & la méme question mais dans le quasi-
treillis (treillis de quasi-cristal) constitué par les pavages de Penrose. La difficulté
vient naturellement du caractére apériodique de ces pavages, d’autant que le sujet
n’a pas encore été étudié dans des pavages périodiques non réguliers. Néanmoins,
comme les démonstrations dans les grilles réguliéres reposent principalement sur
des comportements locaux et que les pavages de Penrose reposent essentiellement
sur des regles d’assemblage locales, il est raisonnable d’espérer trouver une solution

au probléme.




Il convient donc de bien étudier d’une part les propriétés des pavages de Penrose,
d’autre part les spécificités des sous-arbres induits pleinement feuillus, avant de
combiner ces deux domaines. En outre, comme un programme de recherche de la
fonction feuille pour un graphe fini quelconque existe, il est utile d’implémenter
les pavages de Penrose, ainsi que leurs graphes sous-jacents. Cette implémentation
permet également de réaliser des illustrations, comme toutes les figures de ce

mémoire pour lesquelles aucune source n’est indiquée.
q

C’est le logiciel SageMath qui a été utilisé, pour plusieurs raisons. D’abord, le
programme IMT de recherche de la fonction feuille est écrit en Python, qui est
compatible avec Sage ; ensuite, Sage contient une classe de graphes déja implémen-
tée et un tutoriel était disponible pour une premiére implémentation des pavages

de Penrose; enfin, il permet de réaliser assez facilement de beaux graphiques.

Malgré les possibilités computationnelles et 1’étude attentive des propriétés, il
s’avére que la complexité, liée notamment au fait que les pavages contiennent deux
tuiles différentes au lieu d’une, nécessite de se concentrer sur des sous-problémes,

pour tenter ensuite de les combiner, avec la stratégie “diviser pour régner”.

On étudie donc d’abord les voisinages de sommets et leurs “empires”’, puis les
contraintes particuliéres sur les degrés des sommets dans un arbre, qui nous per-
mettent de majorer la fonction feuille. Aussi, les comportements autour des worms
qui sillonnent les pavages nous aménent & revenir aux suites musicales, nous per-

mettant de trouver une borne inférieure pour la fonction feuille.

Ce mémoire se divise comme suit. Dans un premier temps, nous rappelons les
notions de base de la théorie des graphes dont nous avons besoin, présentons
quelques familles de graphes et bien siir insistons un peu plus sur les arbres et
sous-arbres, qui sont au cceur de notre recherche. Le deuxiéme chapitre est consa-~

cré aux pavages, partant des notions générales pour aller progressivement vers les




pavages apériodiques, en passant par les symeétries. Il est un préalable nécessaire
au chapitre 3 dans lequel nous mettons I’accent sur les pavages de Penrose. Nous
présentons d’abord ces pavages dans leur diversité et présentons une implémenta-
tion d’'une méthode de génération de pavages de Penrose, avant de se concentrer

sur ceux de type kites and darts dont nous détaillons les propriétés.

Nous revenons au chapitre 4 vers les graphes, pour faire un état de ’art sur les sous-
arbres induits pleinement feuillus, incluant la présentation du probléme général et
les résultats pour certaines familles de graphes finis et infinis, dont des graphes cor-
respondant a des pavages. Enfin, le dernier chapitre présente les apports originaux
sur notre sujet de départ, c’est-a-dire la question des sous-arbres induits pleine-
ment feuillus dans les pavages de Penrose. Nous commencons par quelques expéri-
mentations, puis posons des observations concernant les contraintes particuliéres
imposées par les pavages de Penrose, et enfin nous penchons sur le sous-probléme
des chenilles pleinement feuillues dans des régions particuliéres des pavages. On
conclut par une minoration de la fonction feuille, qui vient compléter la majoration

trouvée plus tot.



CHAPITRE I

THEORIE DES GRAPHES

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions de base de la théorie des graphes et
abordons les notions nécessaires a la bonne compréhension des problémes étudiés
dans ce mémoire. La principale référence utilisée ici est I'ouvrage de Bollobéas

(1998), complétée par la version en frangais de 'ouvrage de Rosen (2002).

1.1 Notions de base

Un graphe (simple) G est un couple (V, E) d’ensembles tels que E est un sous-
ensemble de V@ on V? est 'ensemble des paires non ordonnées® de V, clest-
a-dire 'ensemble des parties de V' de cardinalité 2. Les éléments de V = V(G)
sont appelés sommets (vertices - au singulier : verter) et ceux de E = E(G)
arétes (edges). En l’absence d’une mention contraire, on considére des graphes
finis, c’est-a-dire tels que V et E sont des ensembles finis ? ; le nombre de sommets
du graphe G est alors appelé ordre de G, noté |G| — on a donc |G| = |V(G)],

c’est-a-dire la cardinalité de l'ensemble V' — et le nombre d’arétes |E(G)| est la

1. Les parenthéses dans V(? servent a le distinguer de V2 = V x V, I’ensemble des paires
ordonnées d’éléments de V.

2. Méme si nous travaillons sur des graphes infinis, chaque probléme abordé dans ce mémoire
peut étre vu comme ’étude de graphes finis.



&

Figure 1.1: Graphe (V, E) ou V = {a,b,c,d, e} et E = {ab, ad, ae, bc, bd, ce}

taille de G, notée e(G). On utilise les notations G™ pour un graphe arbitraire
d’ordre n et G(n, m) pour un graphe d’ordre n et de taille m. Précisons aussi que

par abus de notation, on écrit souvent £ € G en parlant d’'un sommet = de G.

On dit qu’une aréte {z,y}, également notée zy ou indifféremment yz, joint les
sommets z et y, qui sont les extrémités (endvertices) de cette aréte. Si zy € E
alors on dit que les sommets z et y sont adjacents (ou woisins), et que chacun
d’eux est incident a 'aréte zy. La relation d’incidence est symétrique si on la
définit sur (V U E)? plutét que sur V x E ou E x V, puisqu’on dit aussi qu’une
aréte est incidente a chacune de ses extrémités. Enfin, deux arétes sont dites
adjacentes si elles ont exactement un sommet en commun. Par exemple, dans le
graphe représenté a la figure 1.1 les sommets a et b sont adjacents mais pas a et
¢, e est incident & ce et ab est adjacente & ae. Notons que quand on dessine un
graphe, les positions des sommets n’ont pas d’importance car ce sont les relations

d’adjacence (donc les arétes) qui nous intéressent.

Par définition, un graphe ne peut pas contenir plus d’une aréte entre deux som-
mets, ni de boucle, c’est-a-dire d’aréte joignant un sommet 4 lui-méme. On précise
parfois que l'on parle de graphe simple, par opposition & un multigraphe dans le-
quel les boucles ainsi que les arétes paralléles ou multiples (plusieurs arétes entre

deux mémes sommets) sont autorisées. Un multigraphe peut étre pratique dans



I’étude de certains problémes mais comme ce n’est pas notre cas, nous ne nous

étendons pas sur le sujet.

Une autre variante de graphe mérite d’étre mentionnée : méme si ce n’est pas le
cas pour nous, il arrive que des arétes puissent étre traversées dans un sens mais
pas dans 'autre afin de bien modéliser une situation. Les arétes sont dans ce cas
orientées et on les appelle arcs ; le graphe correspondant est alors dit orienté. Un
arc est donc un couple (z,y), noté aussi zy, dans lequel ’ordre compte : ’arc part
de z et arrive en y. Il arrive que F contienne & la fois zy et yx, mais pas plus
d’une fois chacun. De fagon analogue a ci-dessus, on parle de multigraphe orienté
si l'on permet les arcs paralléles (plusieurs dans le méme sens) et/ou les boucles.
La plupart des notions définies pour les graphes simples sont facilement adaptées

aux graphes orientés.

Revenons maintenant aux graphes simples, pour aborder 1'une des notions cen-
trales de notre travail de recherche : on dit que G' = (V’, E') est un sous-graphe
de G=(V,E)siV'C Vet E' CE,etonnote G'C G. Si G’ contient toutes les
arétes de G joignant deux sommets de V’, on dit que G’ est le sous-graphe induit
par V' (induced) et on note G' = G[V']. Autrement dit, si P»(V"’) est 'ensemble de
parties de V' de cardinalité 2, alors G[V'] = (V', ENPy(V’). La figure 1.2 montre
deux sous-graphes de celui de la figure 1.1 : celui du milieu est induit mais pas
celui de gauche car il lui manque les arétes ae et bd. Une fagon simple de s’assurer
que 'on a bien le sous-graphe induit voulu est de considérer le complémentaire
V' de I’ensemble V' de sommets qui nous intéressent et de ne retirer de G que les
sommets de V7 et les arétes incidentes & ces sommets. Un autre cas particulier de
sous-graphe survient quand V' =V, on dit alors que le sous-graphe est couvrant

(& droite dans la figure 1.2).

On est souvent amené a construire de nouveaux graphes a partir de graphes déja




°
(= € €

Figure 1.2: Un sous-graphe, un sous-graphe induit et un sous-graphe couvrant du
graphe de la figure 1.1, avec V' = {a, b,d, e} pour les deux premiers.

existants, notamment dans des algorithmes ou simplement pour mettre a jour les
données représentées par ces graphes. Certaines notations peuvent alors étre utiles
pour alléger I’écriture : si W C V(G) alors G — W = G[V \ W] est le sous-graphe
induit par V N\ W, si E' C E(G) alors G — E' = (V(G), E(G) \ E'), si W = {w}
et E' = {zy} alors on simplifie respectivement en G — w et G — zy. De facon
analogue, si z et y sont des sommets non adjacents de G alors G + zy est obtenu

en ajoutant & G 'aréte xy.

Comme mentionné plus haut, seules les relations d’adjacence entre sommets nous
intéressent vraiment dans un graphe. C’est pourquoi en l’absence d’étiquettes
ou de distinctions sur ’ensemble des sommets, on considére les graphes a iso-
morphisme prés : deux graphes sont isomorphes s’il existe une correspondance
entre leurs sommets qui préserve les relations d’adjacence. Plus formellement,
G' = (V', E') est isomorphe & G = (V, E) s'il existe une bijection ¢ : V — V'
telle que zy € FE si et seulement si ¢(z)@(y) € E’. On note alors G = G, ou plus

simplement G = G'.

Considérant un sommet z € G, I’ensemble des sommets qui lui sont adjacents est
noté I'(z) et le degré de z est d(z) = |['(z)|, soit le nombre de sommets adjacents
a z. Assez naturellement, on dit d’'un sommet de degré 0 qu’il est isolé et d’un

sommet de degré 1 qu'’il est pendant, ou encore qu’il s’agit d’une extrémité du




graphe (endpoint). Pour lever toute ambiguité, notamment quand on s’intéresse
des sous-graphes de G, on peut mettre en indice le nom du graphe dans lequel on
se place : siz € H = G[W], alors I'y(z) = {y € H | zy € E(H)} = Tg(z) N W.
On note respectivement §(G) et A(G) le degré minimal et le degré mazimal (le
plus petit et le plus grand degrés) d’un graphe G. Si §(G) = A(G) = k, alors tous
les sommets de G sont de degré k et on dit que G est k-régulier ou régulier de

degré k. Un graphe est dit régulier s’il existe un k pour lequel il est k-régulier.

Il peut étre pratique de considérer les sommets en fonction de leur degré. Si
V(G) = {z1, 22, ..., z,} alors (d(z;))7, est la suite des degrés de G. Comme 'ordre
des sommets n’a généralement pas d’importance en soi, on peut au besoin les
renommer de fagon & ce que la suite des degrés soit monotone (éroissante ou
décroissante, au sens large), pour avoir §(G) = d(z,) < ... < d(z,,) = A(G) par
exemple. Comme chaque aréte a deux extrémités, la somme des degrés est égale

au double du nombre d’arétes :
D d(z:) = 2¢(G) (1.1.1)
i=1

On en déduit le lemme des poignées de mains : la somme des degrés des sommets
d’un graphe est paire. Le nom de ce lemme référe au fait que dans une assemblée
le nombre total de mains serrées est pair. De fagon équivalente, cela revient a dire
que le nombre de sommets de degré impair est pair. Il découle aussi de I’équa-
tion 1.1.1 que 6(G) < [2¢(G)/n| et A(G) > [2¢(G)/n], ou |-| et [-] désignent

respectivement les fonctions plancher et plafond?®.

Un chemin ou une chaine est un graphe (ou sous-graphe) P = (V, E) de la forme

V(P) = {zo,z1,...,ze}, E(P) = {zox1,Z1Zs,...,Ze—12Z¢}. On le note générale-

3. C’est-a-dire que pour tout réel z, |z| =max{y € Z |y <z} et [z] =min{y € Z | y > z}.
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ment ToT; - -- Ty, €t on dit que c’est un chemin de ¢ G x,, noté chemin Ty — x,.
Les sommets z, et =, sont les extrémités de P et £ = e(P) est sa longueur. Dans
certains cas, notamment dans le cadre d’un algorithme ou d’'une démonstration,
on peut souligner le fait que le sommet de départ est z et celui d’arrivée z, en les
appelant respectivement sommets initial et final. Deux chemins sont dits indépen-
dants s’ils n’ont aucun sommet en commun en dehors de leurs extrémités; ainsi,
les chemins Py, P,, ..., P, de z i y sont indépendants si chaque fois que ¢ # 7 on

aV(R)NV(F) = {z,y}.

La distance d(z,y) entre deux sommets z et y d'un graphe est la longueur minimale
d’un chemin joignant z & y. S’il n’y a aucun chemin de z & y alors d(z,y) = oo;
cette convention est particuliérement utile dans certains algorithmes, notamment
pour chercher un plus court chemin. Dans certains cas, on s’intéresse aussi 4 deux
grandeurs définies & partir de la distance, le diamétre et le rayon d’un graphe :
le diamétre d’un graphe G = (V, E) est défini par diam G = o d(z,y) et son

rayon par rad G = min max d(z,y).
eV yeV

Diverses notions importantes sont définies & partir des chemins. Un graphe est
conneze si pour toute paire {z,y} de sommets distincts il existe un chemin de x a y.
On appelle composante conneze d’un graphe G tout sous-graphe connexe maximal,
c’est-a-dire tout sous-graphe induit connexe qui perdrait sa connexité si on lui
ajoutait n’importe quel autre sommet de G ainsi que les arétes nécessaires pour
qu'il s’agisse toujours d’un sous-graphe induit. On appelle point d’articulation un
sommet dont la suppression augmenterait le nombre de composantes connexes,
et isthme ou pont (bridge) une aréte ayant le méme effet. Ainsi, retirer un point

d’articulation ou un pont d’un graphe connexe rend le graphe non connexe.

Parmi les chemins, on s’intéresse particuliérement aux cycles : un cycle est un

chemin qui commence et se termine au méme sommet, c¢’est-a-dire tel que zo = x,
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v 9

Figure 1.3: Une forét

dans la terminologie ci-dessus. Un chemin ou cycle est simple s’il ne passe pas par
la méme aréte plus d’une fois. En réalité, c’est 1’absence de cycle qui caractérise
les sous-graphes que nous allons étudier dans les chapitres 4 et 5. On appelle forét
ou graphe acyclique un graphe qui ne contient aucun cycle, et arbre une forét
connexe. En d’autres termes, une forét est une union disjointe d’arbres, ou encore
un graphe dont chaque composante est un arbre. Un exemple est donné dans la

figure 1.3, et la section 1.3 approfondit ces sujets.

Les foréts appartiennent 4 une importante catégorie de graphes : les bipartis.
G = (V,E) est un graphe biparti si V est I'union disjointe de deux ensembles
Vi et V5 non vides, appelés classes, tels que toute aréte de E' a pour extrémités
un sommet de V; et un sommet de V, (c’est-a-dire qu’aucune aréte ne joint deux
sommets de V; ou deux sommets de V3). Par exemple, les cycles pairs sont bipar-
tis mais pas les cycles impairs. Cette notion est étendue & un nombre quelconque
r d’ensembles disjoints : G = (V, E) est un graphe r-parti si V est 'union dis-
jointe de r ensembles Vi, V5, ..., V; non vides tels qu’aucune aréte ne joint deux
sommets d’une méme classe. L’étude des graphes r-partis est liée aux problémes

de coloration de graphes*, le nombre de couleurs nécessaires étant précisément

4. Ce sujet n’est pas étudié ici mais le lecteur intéressé et/ou simplement curieux peut se
référer 4 une abondante littérature.
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r (une couleur par classe), ce qui donne & ces questions un certain attrait. Le
graphe r-parti complet K(n,,...,n,) est tel que V; contient n; sommets (pour
tout ¢ € {1,...,7}) et E contient toutes les arétes joignant deux sommets de
classes distinctes. Pour alléger 1’écriture, on note souvent K, , au lieu de K(m,n)

(par analogie avec le graphe complet) et K,(n) au lieu de K(n,n,...,n).

Certaines opérations sont assez courantes dans les algorithmes de graphe ou pour
la résolution de certains problémes en géométrie computationnelle. Ainsi, on défi-
nit simplement 1’union de deux graphes G et H par GUH = (V(G)UV (H), E(G)U
E(H)) et on note kG 'union de k copies disjointes de G, c’est-a-dire 'union de
k graphes isomorphes & G, dont les ensembles de sommets sont disjoints deux a
deux. Cette derniére construction permet par exemple de trouver de facon op-
timale un plus court chemin ou K*™ plus court chemin entre deux points dans
un domaine polygonal (Hershberger et Suri, 1999; Hershberger et al., 2014). A
partir de 'union GU H, on obtient la jointure G+ H en ajoutant toutes les arétes
possibles entre G et H. Ainsi par exemple Ky3 = E, + E3 (voir figure 1.7) et
K.(n) = E,+...+ E,, ou E; est le graphe vide d’ordre k défini ci-dessous pour

tout entier positif k.

1.2 Familles de graphes

Certains graphes (toujours & isomorphisme prés) se définissent par une caractéris-
tique donnée, qui peut leur conférer des propriétés particuliéres. On définit ainsi
des familles de graphes, une famille regroupant les graphes définis d’une méme

maniére pour chaque n € N* (ou & partir d’une valeur minimale de n).

L’exemple le plus simple est probablement celui des graphes vides : pour chaque
n € N*, le n-graphe vide ou discret E, est le graphe d’ordre n ne contenant aucune

aréte, c’est-a-dire le 0-graphe régulier d’ordre n. Bien que ces graphes ne soient pas
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Cs Cy

Cs Cs
Figure 1.4: Cycles C, pour n € {3,4,5,6}
W4 W5 Wﬁ
‘E @ %
[

Figure 1.5: Roues W,, pour n € {3,4,5,6}

W

intéressants & étudier, ils ne sont pas inutiles puisqu’on les rencontre réguliérement
dans les algorithmes de graphes, notamment au moment de l'initialisation d’un
graphe que l’on va construire ou parfois comme étape finale aprés avoir éliminé

toutes les arétes.

Les chemins simples P, constituent aussi une famille, pour toute longueur £ € N*
(¢ désignant le nombre d’arétes, le nombre de sommets est égal a ¢ + 1). Par
ailleurs, pour tout entier n > 3, on note C), le cycle d’ordre n. Ces cycles forment
une famille dont les premiers éléments sont représentés a la figure 1.4. On note que
C3 est un triangle, Cy un quadrilatére, Cs un pentagone, etc. En outre, a partir
d'un cycle C,, on définit la roue (wheel) W, en y ajoutant un sommet relié &
chacun des sommets de C,,, tel que présenté a la figure 1.5 pour les petites valeurs

de n.

Un autre exemple simple & définir est le n-graphe complet K, : le graphe d’ordre n
dans lequel tous les sommets sont joints deux & deux. Quelques graphes complets

sont représentés a la figure 1.6. Pour tout n € N*, le graphe complet a donc (Z)
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K K, K3 K4 Ks

Figure 1.6: Graphes complets pour n € {1, 2, 3,4, 5}

arétes, soit le nombre de combinaisons de 2 parmi n, qui est le plus grand nombre
d’arétes qu'un graphe simple d’ordre n peut compter. Le degré de chaque sommet
d’un n-graphe complet est n — 1, ce qui en fait un graphe (n — 1)-régulier. On

peut noter que pour n = 1 on a K; = E;, que I'on appelle graphe trivial.

Les graphes bipartis complets K, ,, avec m,n € N, forment une autre famille de
graphes connue. Les réles de m et n étant symétriques, on peut se contenter de
considérer les cas ot m < n. Quelques graphes bipartis complets sont représentés
a la figure 1.7. On note par exemple que K;; = Ky = P;, K;3 = P,, K1, est un
arbre pour tout n € N*, et Ky, = C; (rappelons que la disposition des sommets

dans les figures ne compte pas, seuls les liens comptent).

Ki K, K3 K
K, Ky3 Koy Ks 3

3

X A AN XK

Figure 1.7: Quelques graphes bipartis complets
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Figure 1.8: Hypercubes @, pour n € {1,2, 3,4}
— L’image de Q4 a été créée par Tilman Piesk et est extraite de Wikipedia.

Certains graphes, malgré la simplicité de leur définition, sont assez complexes &
étudier. C’est le cas des hypercubes, ou cubes de dimension n : dans un hypercube
Qn, chaque sommet porte comme étiquette un mot de longueur n sur I’alphabet
A = {0,1}, et deux sommets sont adjacents si et seulement si leurs étiquettes
différent d’exactement un caractére. Les premiers hypercubes sont représentés a

la figure 1.8.

Avec certaines régles définissant l'appartenance 4 une famille, on peut obtenir
de beaux graphes — I'aspect visuel n’est pas négligeable! — dans lesquels il est
intéressant (car non trivial) de chercher des propriétés combinatoires. Le graphe
de Petersen appartient & au moins deux familles généralisant certaines de ses
propriétés : les snarks et les graphes de Kneser. La figure 1.9 montre le graphe
de Petersen et un autre snark : un snark est un graphe simple connexe, cubique,
sans pont et d’'indice chromatique 4, c’est-id-dire un graphe simple connexe dans
lequel tout sommet est de degré 3 (cubique), qui reste connexe quand on lui retire
n’importe quel sommet (sans pont) et dont les arétes ne peuvent étre colorées avec
trois couleurs sans que deux arétes adjacentes aient la méme couleur (d’indice

chromatique 4).
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(a) Graphe de Petersen (b) Snark de Szekeres

Figure 1.9: Graphe de Petersen et Snark de Szekeres.
— (a) Image extraite d’une page de Clément Charpentier.
— (b) Image extraite de Wikipedia.

1.3 Arbres et sous-arbres

Considérant qu’un arbre est par définition une composante (connexe) d’une forét °,
observons de quelles fagons peut s’exprimer le fait d’étre une composante d’un
graphe. Soit z un sommet d’un graphe G et soit W I’ensemble des sommets de la
composante contenant z. Alors un sommet y de G appartient & W si et seulement
s’il existe un chemin entre z et y, ce qui est équivalent & dire que d(z,y) < co. On
peut également exprimer W 4 l'aide d’une relation : soit R la relation définie sur
V(G) par uRv < uv € E(G), et soit R la plus petite relation d’équivalence sur V
contenant R, alors W est la classe d’équivalence de z. Par suite, les composantes
d’un graphe forment une partition de ce dernier. De ’acyclicité des arbres (et plus
généralement des foréts), on peut aussi déduire certaines propriétés. Par exemple,

on peut affirmer que tout arbre est un graphe biparti grace au théoréme suivant :

5. Pour alléger le texte, nous omettons parfois le mot “connexe”, dans la mesure ou il n’y a
pas d’ambiguité.
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THEOREME 1.3.1 — Un graphe est biparti si et seulement s’il ne contient pas de

cycle impair.

Démonstration : soit G un graphe biparti avec comme classes de sommets V;
et Vs, et soit x1z5---xz, un cycle de G. Si V] est la classe contenant x;, alors
nécessairement on a € V, puis z3 € Vi, 4 € V5, etc. En d’autres termes, z; € V;
ssi i est impair. Or z, € V, (car adjacent & z;) donc £ est pair. Réciproquement,
soit G un graphe ne contenant pas de cycle impair. En observant qu'un graphe est
biparti si et seulement si chacune de ses composantes 1’est, on peut se contenter
d’étudier le cas ol G est connexe. Soit alors un sommet z de G ; posons V; = {y €
G | d(z,y) est paire} et V2 = V \ V;. Supposons qu'’il existe {u,v} € E telle que
u et v sont tous les deux dans V; (ou dans V3). Il existe donc un chemin P, de z &
u et un chemin P, de z & v dont les longueurs sont de méme parité, de sorte qu’il
existe un cycle (composé de P,, {u,v}, P,) de longueur impaire, ce qui contredit

I’hypothése. Donc G est biparti. O
Cette caractérisation des graphes bipartis permet de prouver le théoréme suivant :

THEOREME 1.3.2 — Un graphe G est une forét si et seulement s’il contient au

plus un chemin de z a y pour toute paire {z,y} de sommets distincts.

Démonstration : En effet, si G n’est pas une forét alors par définition il contient
au moins un cycle z,zy - - - x,, et dans ce cas 1z, - - - T, et z1x, sont deux chemins
distincts de z; & x; dans G. Autrement dit, s’il y a au plus un chemin de =z & y
pour toute paire {z,y} alors G est une forét. Réciproquement, si G contient deux
chemins distincts P, = zoZ1Zo--- T, €t Py = Zoy1Yo - - - YxZe entre deux sommets
To et xg, soit 7 + 1 le plus petit indice tel que ;47 # ¥iy1 (on a donc z; = y;
et i < £) et j le plus petit indice tel que 7 > % et y;41 est un sommet de P, en

posant au besoin yi4; = ;. Posons z, = y;41, alors z;ziy1 - - - Tpy;yj—1- - - Yi+1 €st
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un cycle dans G. Donc si G est une forét, il ne peut contenir plus d'un chemin

entre deux sommets. Od

Aprés les graphes bipartis puis les foréts, penchons-nous enfin un peu plus sur
les arbres. Considérant qu’il est souvent utile d’avoir différentes caractérisations
d’une méme notion, permettant de travailler dans différents contextes, en voici

quelques-unes :

THEOREME 1.3.3 — Soit G un graphe, les assertions suivantes sont équivalentes :

i. G est un arbre.

ii. G est un graphe connexe minimal, c’est-a-dire que G est connexe et pour
toute aréte ry € E(G), G — zy n’est pas conneze (i.e. toute aréte est un

isthme).

ili. G est un graphe acycliqgue mazimal, c’est-a-dire que G est acyclique et pour

tous sommets x,y non adjacents de G, G + xy contient un cycle.

Démonstration : Si G est un arbre, soit zy € F(G), alors zy est I'unique chemin
de r 4 y dans G, donc G —zy ne contient pas de chemin de z & y et par conséquent
il n’est pas connexe. On en conclut que G est un graphe connexe minimal. Par
ailleurs, si z et y sont deux sommets non adjacents de G, comme G est connexe
il existe un chemin (autre que zy) de = a y. Par conséquent, G + Ty contient
deux chemins distincts de z & y, et donc un cycle. G est donc un graphe acyclique
maximal.

Si maintenant G est un graphe connexe minimal, supposons que G contienne un
cycle £z125 -+ 2,y (k > 1), alors G — zy est encore connexe puisque tout chemin
passant par zy dans G peut étre prolongé en un chemin contenant zzyz; - - - zxy a

la place, ce qui contredit la minimalité de G. Par conséquent, G est acyclique et
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comme il est connexe c’est un arbre.

Enfin, si G est un graphe acyclique maximal, supposons G non connexe et soient
alors deux sommets = et y appartenant & deux composantes différentes. Alors
I’ajout de I'aréte zy & G ne crée pas de cycle, ce qui contredit la maximalité de

G. Par conséquent G est connexe en plus d’étre acyclique ; c’est donc un arbre. [

A la section 1.1, nous avons défini la notion de sous-graphe couvrant d’un graphe
G. Quand un tel sous-graphe est un arbre on 'appelle arbre de recouvrement
(spanning tree) : il s’agit donc d’un arbre, sous-graphe de G, dont ’ensemble
des sommets est V(G). Maintenant, pour tout graphe connexe G, en partant du
théoréme précédent et considérant un sous-graphe couvrant connexe minimal, on

obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.3.4 — Tout graphe connexe G contient un arbre de recouvrement,

c’est-a-dire un arbre contenant tous les sommets de G.

Il existe plusieurs procédures permettant de mettre en évidence un arbre de recou-
vrement dans un graphe G. L’'une des plus connues consiste a partir d’'un sommet
z € G et de construire une suite d’arbres 171, T5, . .., T} tels que T7 contient seule-
ment x et Ty C Ty, C ... C T C G ou T; est d’ordre ¢ pour tout . On sait que
T) est un arbre, maintenant si on a pu construire cette suite jusqu’a un certain
k < n = |G| alors comme G est connexe il existe deux sommets y € V(G) \ V(T)
et z € T tels que y et z sont adjacents. Alors Ty,1 = Ty + yz est un sous-graphe
connexe de G, et comme z n’est lié¢ 4 aucun sommet de Ty, autre que y on peut
affirmer que ’aréte yz n’a pas formé de cycle dans Ty,;; par conséquent, Tk 1
est un arbre. Par récurrence, on voit que la suite d’arbres T; peut étre continuée
jusqu’a T, et ce dernier arbre contient les n sommets de G donc c’est un arbre

de recouvrement.

La procédure ci-dessus est un cas particulier de ’algorithme de Prim, algorithme
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glouton permettant de trouver un arbre de recouvrement minimal dans un graphe
(simple) connexe wvalué, c’est-a-dire dans lequel un poids est attribué a chaque
aréte. L’arbre de recouvrement est dit minimal si son poids total (somme des
poids des arétes qui le constituent) est minimal sur I’ensemble des arbres de re-
couvrement du graphe G considéré. Quand le graphe n’est pas valué, il suffit de
fixer tous les poids & 1. L’algorithme de Kruskal donne une fagon alternative de

résoudre le méme probléme, utilisant aussi une stratégie gloutonne.

Notons que dans la procédure décrite, pour tout k on a e(Ty) = k — 1, puisque
e(T1) = 0 et Txy1 a une aréte de plus que T;. Par conséquent, tout arbre de
recouvrement ainsi obtenu est d’ordre n et de taille n — 1. Comme un arbre de
recouvrement est_ obtenu en prenant un sous-graphe connexe minimal couvrant,
tout arbre est son unique arbre de recouvrement. On en déduit une observation

de Listing (1862) :

COROLLAIRE 1.3.5 — Un arbre d’ordre n est de taille n — 1. Une forét d’ordre n

divisée en k composantes est de taille n — k.

Une autre caractérisation des arbres vient de ce corollaire : un graphe d’ordre n

est un arbre si et seulement s’il est connexe et de taille n — 1.

Les arbres de recouvrement sont un exemple de sous-graphes correspondant a
une définition plus large : un sous-arbre d’un graphe G est simplement un sous-
graphe de G qui est un arbre. Il en découle naturellement la notion de sous-
arbre induit : un sous-graphe induit qui est un arbre. Contrairement & un arbre
de recouvrement qui inclut tous les sommets, un sous-arbre induit les contient
rafement tous puisque toutes les arétes entre les sommets sélectionnés doivent étre
gardées : en effet, dés lors que des sommets forment un cycle déns G on ne peut
tous les garder dans un sous-graphe induit de G sans qu’il y ait un cycle. Comme

par ailleurs un sous-graphe contenant tous les sommets ne peut étre connexe si le
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graphe de départ ne l'est pas, il s’ensuit qu'un graphe G posséde un sous-arbre

induit contenant tous les sommets si et seulement si G est un arbre.

Comme nous ’avons mentionné en introduction, on s’intéresse dans ce travail aux
feuilles de certains arbres, c’est-a-dire aux sommets ayant un certain degré : une
feuille est un sommet de degré 1, c’est-a-dire un sommet pendant dans un arbre.
On appelle sommet interne tout sommet qui n’est pas une feuille. Dans la figure
1.3 représentant une forét, les feuilles des arbres sont les sommets verts. Un autre

corollaire du théoréme 1.3.3 concerne justement les feuilles :

COROLLAIRE 1.3.6 — Un arbre d’ordre supérieur ou égal a 2 contient au moins

deuz feuilles.

Démonstration : Soit d; < dy < ... < d,, la suite des degrés d’un arbre T d’ordre
n > 2. Comme T est connexe, d; > 1 donc si T avait au plus un sommet de degré

1, par ’équation 1.1.1 et le corollaire 1.3.5 on aurait

2n—2=2e(T) =) di >1+2(n—1),

i=1

ce qui est absurde. d

Dans un arbre T', pour tout d € N, le nombre de sommets de degré d est noté
nq4(T), et on note n(T) = |V| le nombre de sommets de T (son ordre). A partir
des degrés dans un arbre, on définit récursivement la profondeur d’un sommet u

dans T, notée depthr(u), par

0 si degp(u) <1
depthr(u) = r{v)

1 + depthy(u) sinon

ou T, le dérivé de T, est I'arbre obtenu de T en retirant toutes ses feuilles. Un
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Figure 1.10: Profondeur des sommets dans un arbre.

exemple est donné a la figure 1.10.

PROPOSITION 1.3.7 — St un arbre T} est un sous-arbre d’un arbre Ty, alors Ty a

au moins autant de feuilles que Tj.

Démonstration : L’ajout d’un sommet de T, a Ty (de sorte qu’on obtient un sous-
arbre plus grand) va soit créer une nouvelle feuille, soit “remplacer” une feuille par
une autre en prolongeant une branche 77, mais jamais joindre deux feuilles entre

elles car cela créerait un cycle ou supposerait que T n’est pas connexe. 0

Finissons cette section avec une définition imagée : selon Harary et Schwenk
(1973), une chenille (caterpillar) est “un arbre qui se métamorphose en chemin

quand on le défait de son cocon d’extrémités”’®

. De facon moins poétique mais
plus claire, une chenille est un arbre qui devient un chemin quand on retire ses

feuilles (et les arétes adjacentes) .

6. Phrase originale : “A caterpillar is a tree which metamorphoses into a path when its cocoon
of endpoints is removed.”

7. Harary et Schwenk (1973) commencent par définir le dérivé G’ d’un graphe G, obtenu &
partir de G en retirant toutes ses extrémités, puis une chenille est un arbre T d’ordre au moins
3 dont le dérivé T” est un chemin. On note enfin que les extrémités d’un arbre sont ses feuilles.
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Figure 1.11: Deux chenilles : en vert les feuilles, en marron les arétes incidentes
(aux feuilles) et en noir le chemin dérivé.






CHAPITRE II

PAVAGES : SYMETRIES ET APERIODICITE

L’une des particularités de notre étude est de faire le lien entre deux domaines de
recherche le plus souvent séparés : les graphes et les pavages. Nous nous concen-
trons maintenant sur le second. L'ouvrage de référence en la matiére, et notre
principale source bibliographique, est le livre Tilings and Patterns de Griinbaum
et Shephard (1987, 2016). Nous ne présentons ici qu’un apergu du sujet, en es-
pérant donner au lecteur I’envie d’en découvrir beaucoup plus! Dans ce chapitre,

nous abordons les notions de base et I'apériodicité *.

2.1 Définitions de base

Un pavage ? du plan est une famille dénombrable d’ensembles fermés 7 = {Th}nen
de R? qui constituent & la fois un recouvrement du plan (covering) et un empile-

ment compact (packing); autrement dit, il couvre le plan

e sans trou : les tuiles 17,75, ... vérifient U T,, = R? (recouvrement)
neN

e et sans superposition : Vi # j, int(7;) Nint(7;) = @ (empilement compact).

1. Les pavages de Penrose sont examinés plus en détail au chapitre 3.

2. Synonymes : carrelage, dallage. En anglais : tiling, tessellation, paving, mosaic, parquetting.
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Nous ne considérons ici que des pavages dans lesquels chaque tuile est un disque to-
pologique, c’ést-a—dire un ensemble du plan homéomorphe ® 4 un disque fermé*. En
d’autres termes, un disque topologique est un ensemble dont la frontiére consiste
en une boucle fermée simple, comme par exemple les tuiles utilisées par Johannes
Kepler dans les dessins de la figure 2.1. En outre, dans les pavages qui nous inté-

ressent, chaque disque circulaire du plan ne rencontre qu’un nombre fini de tuiles.

Dans tout pavage, l'intersection d’un nombre fini d’au moins deux tuiles se réduit
a des points et/ou courbes isolés, ou a l’ensemble vide. Considérant une telle
intersection non vide, les points sont appelés sommets (vertices) et les courbes
arétes (edges) ; tout sommet est ’extrémité de plusieurs arétes. Les éléments d'un

pavage sont ses sommets, arétes et tuiles.

Illustrons ces notions avec la figure 2.1. Dans les dessins D, E et F, les sommets et
arétes des tuiles coincident exactement avec les sommets et arétes des polygones.
Dans le pavage Aa en revanche, l'intersection entre une étoile et un pentagone,
quand elle n’est ni vide ni réduite 4 un point, est 'union de deux segments ; cette
union de segments est donc une aréte du pavage, et le point joignant les deux
segments n’est pas un sommet du pavage puisqu’il n’est pas une intersection de
tuiles (alternativement, il n’est pas I’extrémité de plusieurs arétes). Le pentagone
central de Bb est intéressant car ses sommets (en tant que polygone) ne sont

pas des sommets du pavage mais chacune de ses arétes contient deux sommets

3. En topologie, un homéomorphisme est une application bijective continue, d’un espace
topologique dans un autre, dont la bijection réciproque est continue. Dans ce cas, les deux
espaces topologiques sont dits homéomorphes (Wikipedia).

4. Dans un espace métrique (E,d), la boule fermée B'(P,r) centrée en un point P € E et de
rayon réel r > 0 est ’ensemble B'(P,r) = {M € E | d(M, P) < r}. Un disque fermé est une
boule fermée de R2.
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Figure 2.1: Dessins de Johannes Kepler (1580-1630) représentant des pavages, publiés en
1619 dans son livre Harmonice Mundi (volume 2) et reproduits dans ’ouvrage de Griin-
baum et Shephard (2016) dont est extraite cette image. Les dessins D, E et F montrent
comment on peut paver le plan avec uniquement des triangles équilatéraux, des carrés
ou des hexagones réguliers, alors que les dessins H et I illustrent le fait qu’on ne peut
paver le plan avec des pentagones réguliers ni avec des heptagones réguliers. Utilisant
des tuiles de différentes formes, le pavage Aa peut étre étendu a tout le plan, tout comme
Mm, S et V par exemple.
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du pavage : chacun est l'intersection du gros pentagone, d’un petit pentagone et

d’une étoile.

A l'instar du degré dans un graphe, la valence d’un sommet du pavage est le
nombre d’arétes dont il est une extrémité (toujours supérieur ou égal 4 3). Un
pavage est.dit j-valent si tous ses sommets ont la méme valence j. Par exemple, les
pavages D, E et F de la figure 2.1 sont respectivement 6-valent, 4-valent et 3-valent.
G n’est pas j-valent car le sommet central a pour valence 6 alors que les autres
(& 'intérieur de la région pavée) ont pour valence 3. Parmi les pavages composés
de différentes formes, K est 6-valent (seules les pointes des étoiles constituent des
sommets du pavage), Ii est 4-valent, Mm, S et V sont 3-valents mais Bb, X, Y et Z

ne sont pas j-valents.

De nombreux pavages ont pour tuiles des polygones. Dans ce cas, pour éviter
toute confusion et toute lourdeur (comme ci-dessus), les sommets et arétes des
polygones sont appelés coins et cdtés, respectivement. Un pavage de polygones
est dit bord-d-bord (edge-to-edge) si les coins et cotés des polygones coincident

avec les sommets et arétes du pavage. La figure 2.2 illustre cette notion.

Différents termes référent & une notion de proximité dans les pavages, selon que
les éléments considérés sont du méme type ou non et selon que cette proximité

est plus ou moins “forte” :
e Deux tuiles sont dites adjacentes si elles ont une aréte en commun. Deux
arétes sont adjacentes si elles ont une extrémité commune.

o Deux tuiles sont voisines si leur intersection est non vide. Le voisinage N (T)
d’une tuile T dans un pavage T est I'union de T et de I’ensemble de ses tuiles

voisines.

e Le mot incident est utilisé pour décrire la relation entre une tuile et ses som-
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Figure 2.2: A gauche un pavage bord-a-bord, & droite le pavage n’est pas bord-
a-bord car le point A est un sommet du pavage mais pas un coin du carré rose.
Dans le pavage de gauche, toutes les tuiles colorées constituent le voisinage de la
tuile jaune T (les voisines étant les vertes et les bleues) mais seules les tuiles vertes
sont adjacentes & T'. L’aréte uv est adjacente a vw et incidente aux sommets u et
v ainsi qu’a T'; mais w n’est pas adjacent & u, et vw n’est pas incidente a 7.

mets et arétes, ainsi que celle entre une aréte et ses extrémités. Notons que
la relation d’incidence est symétrique, dés lors qu’on la définit sur ’ensemble

contenant & la fois les tuiles, les arétes et les sommets.

Il est également essentiel de définir de quelle fagon différents pavages peuvent
étre comparés et selon quels critéres ils sont considérés comme égaux. Pour cela,
on définit d’abord la notion de congruence : deux pavages 7T; et T sont congrus
s’il existe une transformation rigide du plan, pouvant inclure la réflexion, qui
permet de faire coincider 7; avec 73. Alors deux pavages sont égauz ou les mémes
si un changement d’échelle permet de les rendre congrus, c’est-a-dire s’il existe
une similitude du plan qui envoie I'un des deux pavages sur I’autre. Ces notions
sont illustrés par la figure 2.3. Il peut paraitre étrange que la congruence soit une
condition plus forte que 1’égalité entre pavage, mais c’est ce choix dans la définition
d’égalité qui permet de considérer “le” pavage par des hexagones réguliers par
exemple, indépendeniment de leur taille. Il faut donc voir la congruence comme

une étape intermédiaire pour définir une notion d’égalité somme toute intuitive :
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(a) (b) (c)

Figure 2.3: Les pavages (a) et (b) sont congrus : une isométrie permet de passer
de I'un & l'autre. (a) et (c) ne sont pas congrus en raison du changement d’échelle.
Les trois pavages sont égaux : une similitude du plan permet de passer de I'un &
’autre.

on se défait de la position et de la distance auxquelles on se trouve quand on

regarde le pavage.

Dans certains cas, il est intéressant de se contenter d’étudier des parties bornées
d’un pavage; on introduit pour cela la notion de patch : un patch de tuiles dans
un pavage est un nombre fini de tuiles tel que 'union de ces tuiles forme un
disque topologique. La procédure pour construire le patch A(D,T) généré par un
ensemble D (quelconque) dans un pavage T est la suivante : Soit S 1’ensemble
des tuiles de T qui rencontrent D. Si S ne forme pas un patch, on lui ajoute juste
assez de tuiles pour remplir les “trous”, comme dans ’exemple de la figure 2.4.
Notons que le patch généré par une tuile ne coincide pas nécessairement avec son

voisinage.

De nombreux pavages sont constitués d’'un nombre fini de formes que 1’on réutilise
autant de fois que nécessaire pour paver tout le plan. On s’intéresse donc au
nombre de formes ainsi utilisées, et diverses notions permettent de classer les

pavages par “types”.
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Figure 2.4: Construction du patch A(D,T) généré par un ensemble D : soit D
le disque centré en P et ayant pour frontiére le cercle C sur la figure; alors le
patch A(D, T') doit contenir toutes les tuiles gris clair puisqu’elles intersectent D,
auxquelles on doit ajouter les tuiles gris foncé pour qu'’il n’y ait pas de trou. Le
cercle C' génére le méme patch, alors que le patch généré par le point P ne contient
que deux tuiles (de part et d’autre du point P).

— Image extraite de l'ouvrage de Grinbaum et Shephard (2016).

Commengons par le plus simple : un pavage 7T est monoédral si toute tuile de 7~
est congrue & un ensemble donné T, c’est-a-dire si toutes les tuiles ont la méme
forme et la méme taille. L’ensemble T est appelé prototuile de T et on dit que la
prototuile T admet le pavage T. Un exemple simple est le pavage parallélogramme
pour un parallélogramme P, c’est-a-dire un pavage bord-a-bord constitué de tuiles
congrues & P dans lequel chaque aréte est paralléle & I'une des deux directions

correspondant aux cotés de P.
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De la méme maniére, un pavage T est diédral si chacune de ses tuiles T; est congrue
a l'une ou l'autre de deux prototuiles T" et 7" (non congrues). Plus généralement,
un pavage triédral, 4-édral,..., n-édral est composé a partir de 3, 4,..., n prototuiles
distinctes. Dans la figure 2.1, les pavages D, E, F et G sont monoédraux, de K & X

les pavages sont diédraux, Hh et Nn sont 4-édraux et les autres sont triédraux>.

La question de savoir si une prototuile admet un pavage du plan est trés complexe.
Il s’agit d’une instance particuliére du Tiling problem : étant donné un ensemble
de prototuiles S, existe-t-il un algorithme ou une procédure standard permettant
de savoir si S pave le plan? On sait maintenant que ce probléme est indécidable,
méme quand S ne contient qu’'une prototuile. Hao Wang a créé une procédure
permettant de savoir si S admet un pavage périodique mais cette procédure ne
termine pas si S est un ensemble apériodique de prototuiles®. On a donc cru le
probléme décidable jusqu’a ce que Robert Berger prouve le contraire. Toutefois,
des algorithmes permettent de savoir si certaines formes (notamment des poly-
gones) pavent le plan, en observant la frontiére de la prototuile, et s’arrétent dans
tous les cas aprés avoir testé certaines conditions. La proposition 2.1.1, illustrée
par la figure 2.5Vd0nne des exemples de cas dans lesquels on peut déterminer si

un ensemble pave le plan.

PROPOSITION 2.1.1 — Soit T un disque topologique fermé. On considére six points
A, B, C, D, E, F sur la frontiére de T (en ordre cyclique) divisant cette derniére

en siz arétes.

(a) Si AB est un translaté de ED, BC un translaté de FE et CD un translaté de

AF, alors T est la prototuile d’un pavage monoédral.

5. Dans Bb, les petits et grand pentagones ne sont pas congrus et correspondent donc a deux
prototuiles distinctes.

6. Cette notion est définie a la section 2.4.
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(b) Critére de Conway : Si AB est un translaté de ED et que chaque autre aréte

a un centre de symétrie”, alors T est la prototuile d’un pavage monoédral.

E E
K F
D D
A c
A C
B
(a) (b) B

Figure 2.5: Deux exemples de prototuiles vérifiant les conditions de la proposition
2.1.1 : (a) par translations et (b) critére de Conway.
— Image extraite de ’ouvrage de Griinbaum et Shephard (2016).

2.2 Symétrie, transitivité et régularité

Les propriétés liées i la symeétrie, la transitivité et la régularité comptent parmi
les principales caractéristiques des pavages. Nous allons donc rappeler ce qu’est

une isométrie du plan avant d’établir le lien avec les pavages.

Une isométrie (ou transformation de congruence) est une application o du plan
Euclidien R? dans lui-méme qui préserve les distances, c’est-a-dire que pour tous
points A, B du plan on a dist(A, B) = dist(c(A),o(B)), ou dist(A, B) est la
distance euclidienne. On note ¢S l'image de S par o. On compte quatre types

d’isométrie (voir figure 2.6) :

(a) Rotation de centre O et d’angle 6 (modulo 27). Le point O est appelé centre

7. Voir définition de la rotation page suivante.
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1‘11—»11&1

Rotati (b) Translation
(a) Rotation ) Réflexion (d) Réflexion glissée

Figure 2.6: Isométries du plan.

de rotation. Si @ = m, cette transformation est aussi appelée symétrie cen-

trale, ou symétrie de centre O.
(b) Translation déterminée par sa direction, son sens et sa longueur.
(¢) Réflexion ou symétrie aziale par rapport a une droite D (1'aze de symétrie).

(d) Réflexion glissée (glide reflection) : symétrie d’axe L combinée avec une

translation dans une direction paralléle & L.

Les isométries de types (a) et (b) sont dites directes car si trois points A, B, C
sont les sommets d’un triangle nommés en ordre horaire alors il en sera de méme
pour leurs images par l'isométrie o. Les isométries de types (c) et (d) sont dites
indirectes ou réflexives car les images des points A, B, C par de telles isométries

seront les sommets d’un triangle nommés en ordre antihoraire.

Une symétrie d’'un ensemble S est une isométrie o qui renvoie S sur lui-méme,
c’est-a-dire telle que 0S = S. Tout ensemble compte au moins une symeétrie :
I’isométrie identité, pour laquelle chaque point de ’ensemble est sa propre image.
Parmi les symétries existantes, certaines vont particuliérement nous intéresser
pour les pavages de Penrose : la symétrie rotationnelle d’ordre 5. Pour un entier
positif n quelconque, le point O est un centre de symétrie rotationnelle d’ordre n

si la rotation de centre O et d’angle 27 /n est une symétrie d’un ensemble donné.

Pour toute tuile T, on note S(T') I’ensemble des symétries de T'. Alors S(T') est un
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groupe, qui a pour ordre la cardinalité de S(T'). Des notations ont été introduites

pour les groupes de symétrie les plus fréquents :

1. C] est le groupe ne contenant que l'isométrie identité.

2. Le groupe cyclique d’ordre n, noté C,, (n > 2), est le groupe des rotations

d’angle 27j/n pour j =0,1,...,n—1, autour d’un méme centre de rotation.

3. Le groupe diédral d’ordre 2n, noté D,, ou Dy, (n > 1), est le groupe contenant
les isométries de C,, ainsi que les réflexions en n droites formant 2n angles

égaux autour du centre de symétrie. Nous utiliserons ici la notation D,.

Selon les valeurs de n, on peut préciser ce qu’est D,, :

1. D; contient simplement 'identité et la réflexion par rapport i une droite.

2. D, contient 1’identité, les réflexions par rapport & deux droites perpendicu-
laires se croisant en un point O et la symétrie de centre O (rotation d’angle

).

3. Pour n > 3, D, est le groupe des isométries du plan conservant un polygone

régulier a4 n cotés.

4. Le groupe de rotation D, contient toutes les rotations de centre O (pour un
certain point O) et les réflexions par rapports a toutes les droites passant

par O. C’est le groupe de symétrie d’un disque circulaire.

Les groupes C, et D, (n > 1) ont tous pour propriété de garder un point fixe,
c’est-a-dire que dans chacun de ces groupes toutes les isométries ont un méme
point fixe (le centre de symétrie). Ces groupes sont les seuls qui peuvent étre des
groupes de symétrie d’'un ensemble compact, donc d’une tuile dans les pavages

qui nous intéressent.
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Figure 2.7: Pavage périodiﬁue diédral dans lequel les points formant 1'un des treillis
possibles ainsi qu'un parallélogramme période correspondant.
— Image exztraite de Uouvrage de Griinbaum et Shephard (2016).

Si T est un pavage, une isométrie o est une symétrie de 7 si 'image par o de
chaque tuile de 7 est une tuile de 7. On note S(7) le groupe des symétries de
T . Certaines extensions de cette définition peuvent étre trés utiles pour certains

pavages, et en particulier pour les pavages de Penrose :

1. Si le pavage est marqué, c'est-a-dire s’il y a un marquage ou motif sur
chaque tuile, alors une symétrie du pavage marqué est une isométrie faisant
correspondre non seulement les tuiles entre elles mais aussi les marquages

de la tuile originale et de son image.

2. Dans le cas d’'un pavage coloré, une symétrie préservant les couleurs est une

isométrie associant i chaque tuile une tuile de la méme couleur.

Un pavage est dit symétrique s’il admet au moins une symétrie autre que l’identité.
Parmi les pavages symétriques, on distingue notamment les pavages périodiques :

un pavage est dit périodique si son groupe de symétrie contient au moins deux
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translations dans des directions non paralléles. Il est clair que si 7 est un pavage
périodique et que U et U sont ses deux vecteurs de translation non paralléles,
alors S(T) contient toutes les translations de vecteurs nd +m ot n,m sont des
entiers. En outre, en partant de n’importe quel point O du plan, ’ensemble des

images de O par ces translations n@ +mv (n,m € Z) forme un treillis (lattice) ®.

L’exemple le plus simple est probablement la grille carrée (unit square lattice),
c’est-a-dire Z? muni de la relation d’adjacence®. Plus généralement, & chaque
pavage périodique on peut associer un treillis, et les points de ce treillis peuvent
étre vus comme l’ensemble des sommets d’un pavage parallélogramme P. Les

tuiles de P sont alors appelées parallélogrammes périodes (figure 2.7).

Si un pavage n’est pas périodique mais que ses symétries incluent des rotations
autour d’un point fixe, alors ce point est appelé le centre du pavage. Par ailleurs,
on peut aussi considérer les symétries des tuiles du pavage : soit 7" une tuile d’'un
pavage T quelconque.' Le groupe de tuiles induit, ou stabilisateur, de T dans T,

noté S(T | T), est le groupe des symétries de la tuile T" qui sont aussi des symétries

du pavage T.

On dit que deux tuiles 737,75 d’un pavage 7 sont équivalentes si le groupe de
symétrie S(7) contient une transformation pour laquelle T; est l'image de T3.
L’ensemble des tuiles de T qui sont équivalentes & T; est appelé classe de transi-
tivité de Ty. On dit qu'un pavage est isoédral, ou face-transitif, si toutes ses tuiles
forment une unique classe de transitivité, et k-isoédral s’il contient exactement k

classes de transitivité. Des exemples sont donnés dans la figure 2.8.

8. Un treillis est un ensemble E muni d’une relation d’ordre telle que pour tous éléments a
et b de E, il existe une borne supérieure et une borne inférieure a 'ensemble {a, b}.

9. Une définition plus formelle est donnée a la section 4.3.1.
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Figure 2.8: (a) Pavage isoédral : toute tuile peut étre obtenue a partir de toute
autre par une isométrie du pavage entier (translation ou symétrie centrale).
(b) Pavage non-isoédral : la translation permettant de transformer I'une des tuiles
colorées en ’autre n’est pas une symétrie du pavage puisque les tuiles adjacentes ne
sont pas disposées de la méme maniére. (c) Pavage 4-isoédral dans lequel chaque
couleur correspond & une classe de transitivité.

— Images extraites d’une présentation d’Andrew Winslow.
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Si au lieu de considérer les tuiles on se base sur ’observation des sommets et/ou
des arétes, alors d’autres propriétés du pavage peuvent émerger, illustrées dans la

figure 2.9 :

e Un pavage 7T est isogonal (respectivement isotozal) si tous ses sommets
(resp. arétes) forment une unique classe de transitivité, c’est-a-dire si chaque
sommet (resp. aréte) de 7 est I'image d’un autre sommet (resp. aréte) par

une transformation de S(7).
o T est k-isogonal si ses sommets forment exactement k classes de transitivité.

e Un pavage est monogonal si chaque sommet considéré avec ses arétes inci-
dentes forme une figure congrue a celle d’'un autre sommet avec ses arétes

incidentes.

e On définit de fagon similaire le terme monotozal, en inversant les mots “som-

mets” et “arétes” dans la définition de monogonal.

Un drapeau dans un pavage est un triplet (V, E,T) constitué d’'un sommet V,
d’une aréte E et d’une tuile T mutuellement incidents. Un pavage T est régulier
si son groupe de symétrie S(7) est transitif pour les drapeaux de 7. Il n’y a que
trois pavages réguliers, a savoir les pavages bord-a-bord constitués de carrés, de

triangles équilatéraux ou d’hexagones réguliers (E, D et F dans la figure 2.1).

2.3 Pavages normaux ou équilibrés, théoréme d’extension

Certains pavages, méme s’ils ne possédent aucune des propriétés précédemment
citées, se comportent tout de méme suffisamment bien pour que l'on puisse les
étudier en profondeur. Nous allons donc aborder ici certaines conditions sous les-

quelles on peut travailler sans trop de difficulté.
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Figure 2.9: (a) Pavage diédral isogonal et isotoxal. (b) Pavage monogonal mais
pas isogonal. (¢) et (d) Pavages isoédraux, isogonaux et isotoxaux, sur lesquels
des drapeaux sont mis en évidence; (c) est régulier car tous ses drapeaux sont
équivalents ; (d) ne I'est pas car ses drapeaux appartiennent  deux classes d’équi-
valence distinctes (I’aréte du drapeau peut étre “en creux” ou “en bosse”).

— Images extraites de l'ouvrage de Grinbaum et Shephard (2016).
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(a)

(e)

Figure 2.10: Tuiles n’étant pas des disques topologiques (la tuile (g) n’est pas
fermée).
— Image extraite de 'ouvrage de Grinbaum et Shephard (2016).

Tout d’abord, un pavage T est dit normal s'’il satisfait les conditions suivantes :

N.1 Toute tuile de 7 est un disque topologique.
N.2 Toute intersection non vide de deux tuiles de 7 est un ensemble connexe.

N.3 Les tuiles de 7 sont uniformément bornées, c’est-a-dire qu’il existe deux
nombres positifs u et U, appelés paramétres du pavage, tels que toute tuile
contient un disque circulaire de rayon u et est contenue dans un disque

circulaire de rayon U.

Des exemples de tuiles ou pavages ne respectant pas ces conditions sont donnés
dans les figures 2.10 et 2.11. Il est clair que si toutes les tuiles d’un pavage sont
des convexes fermés de R? (d’intérieur non vide) alors ce pavage est normal. Cette
notion nous intéresse ici car certaines prototuiles des pavages de Penrose ne sont

pas convexes mais donnent tout de méme un pavage normal.
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Figure 2.11: (a) L’intersection des tuiles A et B n’est pas connexe. () En pour-
suivant ce pavage a 'infini; on ne peut pas trouver de paramétre u pour satisfaire
la condition N.3 car l’aire des tuiles tend vers 0 quand on s’éloigne du centre.

— Images extraites de l'ouvrage de Grinbaum et Shephard (2016).

En plus d’étre normal, un pavage peut présenter une forme d’équilibre intéres-
sante. Commengons par introduire quelques notations : choisissons deux axes (non
paralléles) du plan et considérons un carré S(r) de taille 2r x 2r dont les cotés
sont paralléles & ces axes. On construit le patch A(S(r), T) généré par S(r) (voir
section 2.1) et on note respectivement ts(), es() et vs(r) les nombres de tuiles,
d’arétes et de sommets dans A(S(r), 7). Alors un pavage normal 7 est dit mé-
triquement équilibré si pour tout € > 0, il existe des nombres R, V(T), E(T) et
T(T) tels que pour tout r > R,

(1—€eT(T) < tspn/4r* < (1+€)T(T)
(1—€)E(T) < esm)/4r® < (1 + €)E(T)

1-eV(T) < vs(r)/4r2 <(1+¢eV(T)
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Intuitivement, cela signifie que tous les patchs “carrés” de méme dimension ont
tous & peu prés le méme nombre de tuiles, d’arétes et de sommets : la valeur de
R dépend uniquement du pavage 7 et de €, mais pas de la position du carré S(r).
Il est clair que tout pavage périodique est métriquement équilibré, et que cette

propriété ne fait donc une différence que dans les pavages non périodiques.

Enfin, une question se pose quand on souhaite paver le plan de facon non pério-
dique avec un ensemble de prototuiles : comment déterminer si ’on va réussir 7 Il
arrive en effet que 'on soit capable de paver une région du plan mais sans pou-
voir continuer. Le théoréme d’extension nous donne une condition simple assurant
qu’'un ensemble de prototuiles donné admet un pavage du plan. Précisons d’abord
la terminologie utilisée : on dit qu'un ensemble fini de prototuiles S pave sur une
partie D du plan si S admet un patch A tel que ’ensemble des tuiles de A contient
D. On dit alors que A couvre D.

THEOREME 2.3.1 (THEOREME D’EXTENSION) — Soit S un ensemble fini de pro-
totuiles, chacune étant un disque topologique fermé. Si S pave sur des disques

circulaires arbitrairement grands, alors S admet un pavage du plan.

La démonstration (voir Griinbaum et Shephard (2016), pages 151-155) est omise,

comme toutes celles de ce chapitre, car cela dépasse le cadre de ce mémoire.

24 Pavages apériodiques

Parmi les pavages non périodiques, on s’intéresse notamment & ceux qui sont
constitués d’'un ensemble fini de prototuiles. S’il est facile de constituer un pa-
vage non périodique & partir d'une simple prototuile comme par exemple un carré
(figure 2.12), il a été beaucoup moins évident de trouver un ensemble fini de
prototuiles qui admet un pavage non périodique du plan mais aucun pavage pé-

riodique (contrairement au carré qui donne, entre autres, la grille carrée). Un tel
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Figure 2.12: Pavage non périodique constitué de carrés : si tous les carrés sont
bord-a-bord a ’exception d’une ligne qui est décalée (en vert), alors le groupe
de symétrie du pavage ne contient de translations que dans une direction donc le
pavage n’est pas périodique.

ensemble de tuiles est dit apériodique, et admet en fait une infinité de pavages

non périodiques du plan.

Nous devons le premier ensemble de tuiles apériodique & Robert Berger, qui a dé-
montré en 1966 que 'on pouvait ﬁaver le plan en utilisant 20 426 tuiles de Wang
— c’est-a-dire des tuiles carrées avec des marquages de différentes couleurs sur les
bords, qu’on ne peut assembler entre elles que si les marquages coincident sur
'aréte commune (sans rotation ni reflexion) —, alors que Wang lui-méme conjec-

turait qu'un tel ensemble ne pouvait exister.

Par la suite, des ensembles plus petits ont rapidement été trouvés, et ’on retient
notamment un ensemble de 6 tuiles découvert en 1971 par Raphael M. Robinson
(avec rotations et réflexions). Roger Penrose a, sans avoir eu connaissance du
travail de Robinson, proposé son premier ensemble de 6 tuiles en 1973, puis s’est
rapidement rendu compte qu’il pouvait modifier ses propres tuiles pour réduire
son ensemble & quatre, puis deux prototuiles dés 1974, proposant méme deux

ensembles différents de cette taille!




45

Les pavages apériodiques peuvent avoir des propriétés amusantes ou surprenantes,
ce qui les rend fascinants. Il s’agit souvent de “pavages a similitudes”, c’est pour-
quoi nous commengons par quelques définitions avant de parler rapidement des
ensembles de prototuiles de Robinson et d’Ammann, puis plus longuement de ceux

de Penrose.

24.1 Pavages a similitudes

La notion de pavage d similitudes renvoie & deux concepts différents :

e un pavage comptant des similitudes parmi ses symétries ;

e un pavage qui est égal & une composition de lui-méme.

Comme nous 'avons vu en abordant la notion d’égalité entre pavages, une simi-
litude du plan est définie par une isométrie suivie d’'une homothétie, c’est-a-dire
une expansion ou une contraction. Quant au deuxiéme concept, on dit qu'un pa-
vage 7T; est obtenu par composition a partir d'un pavage 7 si chaque tuile de 7;
est une union de tuiles de 73. Ainsi chaque aréte de 77 est une union d’arétes de
T2, et chaque sommet de 7; est un sommet de 73 (mais I'inverse n’est générale-
ment pas vrai). La figure 2.13 donne un exemple de composition. On parle plus
précisément de k-composition si chaque tuile de 7; est 'union de k tuiles de 7s.
Si 77 est composition de 73, alors 75 est une décomposition de T : on découpe
chaque tuile de 77 (en suivant le procédé inverse de la composition) pour obtenir
T>. Enfin, 'inflation est un agrandissement du pavage suivi d’'une décomposition,
de sorte que chaque tuile du nouveau pavage ait la méme taille que celles du pa-
vage original. C’est ce qu’on observe & la figure 2.14 quand par exemple un petit

L est agrandi puis découpé en quatre L de la méme taille que le L de départ.

Un pavage monoédral 7 (constitué & partir d’une seule prototuile) est un pavage
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Figure 2.13: Pavage par composition : ici les prototuiles constituant 7; et 73 sont
les mémes, il s’agit de deux tuiles en forme de L dans lesquelles les rapports de
longueur sont des puissances du nombre d’or. Considérant que le pavage montré
ici est 77, un pavage 75 peut étre obtenu en divisant chaque tuile comme indiqué
en haut : chaque petite (en jaune) donne une petite et une grande, et chaque
grande (en bleu) donne une petite et deux grandes. Alternativement, considérant
que le pavage montré ici est 73, un pavage 7; est obtenu en regroupant des tuiles
dans le sens inverse. Ces pavages ont été concus par Robert Ammann, comme
ceux présentés a la section 2.4.2.

— Image extraite du blog de John J. G. Savard
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Figure 2.14: Deux pavages a similitudes d’ordre 4 : 'un s’inscrivant dans la grille
carrée, ’autre dans la grille triangulaire. Celui de gauche a inspiré & Goodman-
Strauss (1999) un ensemble apériodique de deux prototuiles.

— Image extraite du blog de John J. G. Savard

a similitudes d’ordre k s'il est égal & une k-composition de lui-méme (k > 1) et
que cette propriété n’est valable pour aucune valeur inférieure a k. Par exemple,
la grille carrée est un pavage a similitudes d’ordre 4, puisque chaque carré uni-
taire peut étre divisé en quatre carrés (mais pas moins) de méme dimension et
que cette division en plus petits carrés redonne la grille carrée, & un change-
ment d’échelle prés. On appelle tuile k-rep une tuile T' qui peut étre découpée en
k parties congrues entre elles (c’est-a-dire de méme forme et méme dimension)
T', chacune de ces parties étant similaire & T (c’est-a-dire de méme forme mais

d’échelle différente). Deux exemples sont donnés a la figure 2.14.

Il existe une méthode pour construire de fagon systématique un pavage monoédral
4 similitudes d’ordre k : pour une tuile k-rep T" donnée, on trouve une fagon
d’arranger k copies de T de sorte que la forme obtenue soit celle de T' (on a donc
en fait assemblé des copies de T” de sorte 4 obtenir T', & changement d’échelle prés) ;

il suffit alors de répéter cet arrangement de tuiles, en prenant des groupements de
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tuiles formant des copies de plus en plus grosses de T, pour obtenir un pavage du

plan. On observe alors la propriété suivante :

PROPOSITION 2.4.1 — §i le processus décrit ci-dessus pour un pavage monoédral

a similarités d’ordre k est unique, alors T est non périodique.

Voyons maintenant quelques exemples d’ensembles apériodiques de prototuiles et
Y quelq p q

certaines propriétés remarquables qu’ils peuvent partager.
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