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RÉSUMÉ 

Les polyominos sur les réseaux carré et hexagonal ayant des propriétés de convexité 
ont été largement étudiés, et leurs classes de symétrie ont été dénombrées (par leurs 
séries génératrices selon divers paramètres: l'aire, le périmètre, la largeur, la hauteur, 
etc.). Les polyominos pouvant être considérés comme des objets dans l'espace, on les 
dénombre à translations, à rotations et à réflexions près. Un résultat classique de la 
théorie des groupes, le lemme de Burnside nous aidera à ce niveau. On s'intéresse donc 
au dénombrement des classes de polyominos convexes ayant des propriétés de symétries. 

Dans ce mémoire on s'intéresse aux polyominos sur le réseau triangulaire. Quelques tra
vaux ont été faits sur ce réseau, notamment sur les polyominos parallélogrammes, les 
polyominos dirigés et les animaux. Ce mémoire porte entre autres sur le dénombrement 
des classes de symétrie des polyominos F-convexes (convexité forte) sur le réseau trian
gulaire. On présente aussi quelques résultats concernant les polyominos HV-convexes 
(l'équivalent des polyominos EG-convexes sur le réseau hexagonal, soit une convexité 
selon un axe horizontal et un axe vertical). 

Les formes de convexité vont êtres définies dans l'introduction. On introduira aussi une 
classe particulière de polyominos, soit les polyominos filiformes. 

Le premier chapitre porte sur le dénombrement des polyominos triangulaires F-convexes. 
On utilisera pour cela les méthodes de Fouad Hassani et de Mireille Bousquet-Mélou, 
qui ont fait leurs preuves sur le réseau hexagonal. On obtient ainsi des formes closes 
remarquables pour leurs séries génératrices selon plusieurs paramètres, dont la largeur, 
l'aire et le périmètre. 

Le deuxième chapitre porte sur les polyominos HV-convexes, dont on donne les équations 
fonctionnelles. 

Le troisième chapitre dénombre des polyominos convexes triangulaires particuliers, comme 
les polyominos partages, les polyominos tas et les polyominos parallélogrammes. 

Le quatrième chapitre dénombre les classes de symétries des polyominos F-convexes, 
soit leurs orbites. On fait aussi un rappel de quelques résultats de la théorie des groupes 
et de leur action, notamment sur les groupes diédraux 1)6 des isométries de l'hexagone 
et 1)2, sous-groupe de 1)4 des isométries du carré. 

En se basant sur la dualité des graphes plans, on présente dans le cinquième chapitre 
une bijection entre les polyominos C-convexes du réseau hexagonal et des structures 
"polyominomiales" sur le réseau triangulaire. Ces structures généralisent les polyominos 



Xlll 

triangulaires en admettant des parties filiformes tout en satisfaisant les conditions de 
C-convexité. De plus, nous donnons des formules simples de passage pour ce qui est des 
paramètres largeur, aire et périmètre selon cette bijection. On en déduit, par restriction, 
une bijection entre les polyominos F-convexes des réseaux hexagonal et triangulaire. 

Notons que tous les calculs sur les séries génératrices ont été faits sur le logiciel Maple.
 

Mots clés:
 

Polyomino(s)
 

Polyomino(s) convexe(s)
 

Réseau triangulaire
 

Dénombrement
 



INTRODUCTION
 

0.1 Introduction 

L'objet de ce travail est l'énumération de certaines classes de polyominos convexes sur 

le réseau triangulaire. 

Plusieurs travaux ont été fait sur le réseau carré, entre autres dans (Bousquet-Mélou, 

1991), (Bousquet-Mélou, 1996), (Leroux, Rassart et Robitaille, 1998), (Enting et Gutt

mann, 1989), (Privman et Svrakié, 1989), (Lin et Chang, 1988) etc. Certains résultats 

de ces travaux seront utilisés plus tard (au chapitre 3). Sur le réseau hexagonal, les tra

vaux sur les polyominos fortement convexes ou F-convexes (voir (Ibn-Majdoub-Hassani, 

1996), (Denise, Dürr et Ibn-Majdoub-Hassani, 1997) et (Gouyou-Beauchamps et Leroux, 

2004), les polyominos convexes ou C-convexes (voir (Gouyou-Beauchamps et Leroux, 

2004)) et enfin les polyominos EG-convexes (voir (Enting et Guttmann, 1989), (Lin 

et Wu, 1990), (Feretié et Svrtan, 1993) et (Ibn-Majdoub-Hassani, 1996)) sont les plus 

proches de ceux qu'on développera ici. Sur le réseau triangulaire, mentionnons entre 

autres les contributions de (Oppenheim et Owczarek, 2002) et (Oppenheim, 2000) sur 

les polyominos parallélogrammes et (Barcucci, Lungo, Pinzani, 1975) sur les animaux. 

Ce travail est structuré comme suit : la suite de l'introduction présente principale

ment la définition des convexités utilisées; le premier chapitre donne les équations 

fonctionnelles des polyominos F-convexes en utilisant les techniques développées par Mi

reille Bousquet-Mélou dites d'effeuillage ou décomposition par strates (Bousquet-Mélou, 

1991), (Bousquet-Mélou, 1996). On définira ensuite la série explicite des polyominos F-

convexes. 

Le deuxième chapitre donne les équations fonctionnelles des polyominos HV-convexes. 
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Le troisième chapitre dénombre des polyominos convexes triangulaires particuliers, comme 

les polyominos partages, les polyominos tas et les polyominos parallélogrammes. Nous 

utilisons dans certains cas des résultats du réseau carré. 

Au quatrième chapitre, nous nous intéressons aux classes de symétries des polyominos F

convexes en introduisant des notions d'algèbre comme l'action de groupes diédraux sur 

chacune des familles de polyominos. Nous suivons la démarche entreprise dans (Leroux, 

Rassart et Robitaille, 1998) pour le réseau carré. Les classes de symétries des polyominos 

F-convexes ont été entièrement étudiées dans (Gouyou-Beauchamps et Leroux, 2004) 

et dans (Amroun, 2004) sur le réseau hexagonal et sont développées ici sur le réseau 

triangulaire. 

En se basant sur la dualité des graphes plans, on présente dans le cinquième chapitre 

une bijection entre les polyominos C-convexes du réseau hexagonal et des structures 

"polyominomiales" sur le réseau triangulaire. Ces structures généralisent les polyominos 

triangulaires en admettant des parties filiformes tout en satisfaisant les conditions de 

C-convexité. De plus, nous donnons des formules simples de passage pour ce qui est des 

paramètres largeur, aire et périmètre selon cette bijection. On en déduit, par restriction, 

une bijection entre les polyominos F-convexes des réseaux hexagonal et triangulaire. 

0.2 Notions préliminaires 

Les réseaux considérés dans l'étude des polyominos sont des graphes réguliers ayant 

un ensemble infini de sommets et laissés invariants sous les translations. La figure 0.1 

montre les réseaux carré, hexagonal et triangulaire. 

Dans un réseau, la forme unitaire (carré, hexagone, triangle, etc.) est appelée case ou 

cellule. Un chemin dans un réseau est une suite de cases Cl, C2,· .. Ck telle que pour tout 

1 ::::; i < k, Ci a une arête en commun avec Ci+l. 

Définition 1. Un polyomino P sur un réseau est un ensemble fini et connexe de cellules 
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Réseau carré Réseau hexagonal Réseau triangulaire 

Fig. 0.1 Les réseaux. 

dans le sens où si c et c' sont deux cases de P, alors il existe un chemin dans P entre c 

et c'. Les polyominos sont définis à translation près. 

La figure 0.2 donne des exemples de polyominos sur les trois réseaux. On note que ces 

polyominos ont des trous, ce qui ne sera pas le cas des classes que nous étudierons dans 

ce travail. 

0.2.1 Les convexités 

Définissons la notion de convexité sur le réseau triangulaire. 

On dit qu'un polyomino est convexe selon une direction si son intersection avec toute 

droite parallèle à cette direction et passant par le centre des triangles est connexe. 

C-convexité 

La C-convexité est définie par les trois directions parallèles aux côtés d'une case. Les 

directions choisies sont parallèles aux axes suivants: l'axe vertical, appellée direction 
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Réseau carré Réseau hexagonal Réseau triangulaire 

Fig. 0.2 Polyominos sur les réseaux carré, hexagonal et triangulaire. 

Nord; l'axe qui fait 30 degrés avec l'horizontale, appellée direction Nord-Est-Est ; l'axe 

qui fait -30 degrés avec l'horizontale, appellée direction Sud-Est-Est (voir figure 0.3). 

Un polyomino est donc dit C-convexe s'il est convexe par rapport à ces trois directions. 

F-convexité 

La F -convexité est définie par les trois directions passant par le centre d'un triangle 

et un de ses sommets. Les directions choisies sont parallèles aux axes suivants: l'axe 

horizontal, appellée direction Est; l'axe qui fait 60 degrés avec l'horizontale, appellée 

direction Nord-Nord-Est; l'axe qui fait -60 degrés avec l'horizontale, appellée direction 

Sud-Sud-Est (voir figure 0.4). 

Un polyomino est donc dit F-convexe s'il est convexe par rapport à ces trois directions. 

On note que la F-convexité d'un polyomino entraîne sa C-convexité. 



5 

Nord 

Sud-Est 

Fig. 0.3 Un polyomino C-convexe et les directions privilégiées. 

HV-convexité 

La HV-convexité est définie par les deux directions orthogonales principales, soient la 

direction Nord et la direction Est (voir figure 0.5). 

Un polyomino est donc dit HV-convexe s'il est convexe par rapport à ces deux directions. 

On note que la HV-convexité d'un polyomino entraîne sa C-convexité. 

0.2.2 Les orbites 

Un des principaux objectifs de ce mémoire est de dénombrer les polyominos F-convexes 

à rotation et réflexion près, selon l'aire et le périmètre principalement. Nous devons alors 

connaître les différentes classes de symétries agissant sur les polyominos triangulaires, 

ce qui est déterminé par l'action d'un groupe diédral. Le groupe des isométries de 

l'hexagone D6 agit sur les polyominos F-convexes. Sur les polyominos HV-convexes, 

c'est le sous-groupe non-cyclique D2 = {id, 'if, h, v} qui agit (sous-groupe du groupe D4 

des isométries du carré). Nous allons traiter ce sujet au chapitre 4. 
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N.N.E. 

Est 

S.S.E. 

Fig. 0.4 Un polyomino F-convexe et les directions privilégiées. 

Les orbites sont alors les classes d'équivalence des polyominos. Autrement dit, en comp

tant les polyominos à symétrie près, on compte les orbites de l'action du groupe qu'on 

fait agir (ici 1)6 principalement). 

Une fois les différentes classes de symétrie dénombrées, nous utiliserons le Théorème de 

Cauchy-Frobenius, où Lemme de Burnside, qui donne le nombre d'orbites de l'action 

d'un groupe fini sur un ensemble (la figure 0.6 donne un exemple d'orbites). 

0.2.3 Les séries génératrices 

Définissons la notion de séries génératrices. 

Soit JR[[x, y, q, U, v, t, ... ]] l'algèbre des séries formelles à coefficients réels en les variables 

x, y, q, U, v, t, ... Si X(x, y, q, U, v, t, ... ) est une série dans cette algèbre, nous la noterons 

plus simplement, par exemple, X (u) si nous voulons mettre l'emphase sur la variable u. 

De plus, sa dérivée par rapport à u est notée ôX/ôu ou X'(u). 

Nous définissons aussi la sous-algèbre A de JR[[x, y, q, U, v, t, ... ]] formée des séries Y telles 
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Nord 

Est 

Fig. 0.5 Un polyomino HV-convexe et les directions privilégiées. 

que Y(x, y, q, 1, v, t, ... ), Y'(x, y, q, 1, v, t, ... ) sont bien définies dans IR[[x, y, q, u, v, t, ... ]]. 

Soit P un ensemble de polyominos P. Alors sa série génératrice est la série formelle 

P(x,q,v,t) =	 L xl{P)qa{P)vhd{P)tpe{P), 

PEP 

où l(P) est la largeur totale (le nombre de colonnes occupées par le polyomino), a(P) 

est l'aire du polyomino P (le nombre de ses cellules), hd(P) est la taille à droite (le 

nombre de segments de la colonne filiforme la plus à droite), pe(P) le périmètre (le 

nombre de segments sur le contour extérieur). On peut voir un exemple à la figure 0.7. 

Si une variable n'est pas considérée dans une série génératrice, elle sera posée égale à 1. 

0.3 Polyominos filiformes 

Nous verrons plus loin la nécessité de considérer des polyominos triangulaires filiformes. 

Voici comment ils sont définis: 

Définition 2. Un polyomino triangulaire est dit filiforme s'il n'est formé que de seg

ments consécutifs dans une même direction. Son aire est nulle et son périmètre est deux 

fois sa longueur, c'est-à-dire deux fois le nombre de segments qui le composent. Sa lar
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Fig. 0.6 Polyominos C-convexes d'aire 4 : 14 polyominos, 3 orbites. 

geur est le nombre de colonnes qu'il occupe (ce nombre peut être nul). Un point est un 

polyomino filiforme de largeur, d'aire et de périmètre nuls. 

La figure 0.8 montre quelques exemples de ces polyominos. 
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3 

4 

Fig. 0.7 Un polyomino F-convexe de largeur l(P) = 4, d'aire a(P) = 40, de périmètre 

pe(P) = 18 et de dernière colonne hd(P) = 3. 

Fig. 0.8 Polyominos filiformes. 



CHAPITRE l 

DÉNOMBREMENT DES POLYOMINOS TRIANGULAIRES 

F-CONVEXES 

Nous présentons dans ce chapitre les équations fonctionnelles des polyominos triangu

laires F -convexes ainsi que leurs séries génératrices. 

1.1 Équations fonctionnelles des polyominos F-convexes 

Soit P un polyomino F-convexe et CL1, CL2, ... , CLk ses colonnes numérotées de gauche 

à droite. 

On peut insérer un polyomino F -convexe P dans un rectangle minimal R. On remarque 

que le haut et le bas de R touchent un seul point de P alors que les côtés de R touchent 

les côtés verticaux de P. 

Soit fIla première colonne (de gauche à droite) de P qui touche le côté haut de R, f2 

celle qui touche le côté bas de R et f3 la première colonne du polyomino située à droite 

de fI et f2, si elle existe. 

On peut alors partitionner l'ensemble des polyominos F-convexes en quatre parties; 

l'ensemble .1'00 des polyominos dont la dernière colonne contient fI et f2 (i.e. que les 

coins supérieur droit et inférieur droit du rectangle sont touchés par P) et dont la série 

génératrice est Foo(x, q, v, t); l'ensemble .1'02 des polyominos dont la dernière colonne 

filiforme contient fI (i.e. que le coin supérieur droit du rectangle est touché par P) 

avec f2 à gauche de fI, et dont la série génératrice est F02(X, q, v, t) ; L'ensemble .1'20 
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des polyominos dont la dernière colonne contient f2 (i.e. que le coin inférieur droit 

du rectangle est touché par P) avec fI à gauche de f2, et dont la série génératrice 

est F20 (x,q,v,t) et l'ensemble ;:22 des polyominos dont f 3 existe (i.e. qu'aucun des 

coins supérieur droit et inférieur droit du rectangle sont touchés par P) et dont la série 

génératrice est F22 (X, q, v, t). 

On note que les polyominos filiformes verticaux sont placés dans la classe ;:00 par 

convention. 

Ainsi, tout polyomino P qui est F-convexe entre dans un des quatre cas exclusifs sui

vants: 

Si fI = f2 et f3 n'existe pas, alors P E ;:00 (voir figure 1.1). 

Fig. 1.1 Polyomino de la classe ;:00. 

Si fI est strictement à droite de f2 et si f3 n'existe pas, alors P E ;:02 (voir figure 1.2). 

Si fI est strictement à gauche de f2 et si f3 n'existe pas, alors P E ;:20 (voir figure
 

1.3) .
 

Si f3 existe, alors P E ;:22 (voir figure 1.4).
 

Soit F(v) = L /ivi la série génératrice des polyominos F-convexes. On a alors F(v) =
 
i2:0 

Foo(v) + F02(V) + F20(V) + F22 (V). 
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ou 

a) b) 

Fig. 1.2 Polyomino de la classe f02. 

Théorème 1. Les séries génératrices Foo (v), F02 (v) 1 F20 (v) 1 F22(v) vérifient les équations 

suivantes: 

1 3 2Foo(x, q, v, t) ---;;-2 + xqvt Foo(x, q, vq , t), (1.1 ) 
1 - vt 

F02 (x, q, v, t) = xt2 (Foo (x,q, vq2, t) + F02 (x,q, vq2,t)), (1.2) 

F02 (x, q, v, t), (1.3) 

xt (FOO (Vq2) + 2Fo2 (vq2) + F22>l (vq2)) (1.4) 
qv 

où F22~1 (vq2) est la série génératrice des polyominos F22 -convexes dont la dernière 

colonne filiforme est de taille supérieure ou égale à 1. 

Preuve 

Pour Foo(x, q, v, t) 

Le terme 1-~t2 génère tous les polyominos filiformes colonnes, qui sont par convention 

dans la classe fOO. 

Quand on enlève la dernière colonne d'un élément de fOO qui admet une colonne ou plus, 

on obtient un autre polyomino de fOO. Donc pour obtenir un polyomino de fOO d'une 

colonne ou plus, on remplace la variable v par vq2 dans la série fOO du polyomino initial 
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ou 

a) b) 

Fig. 1.3 Polyomino de la classe F20. 

et on ajoute une cellule à la nouvelle colonne. On note qu'alors le périmètre augmente 

de 3 et la largeur de 1, d'où le terme xqvt3Foo(x,q,vq2,t). 

Pour F02(X, q, V, t) : 

Quand on enlève la dernière colonne d'un polyomino de F02, on obtient un polyomino 

de Foo U F02· 

Pour obtenir un polyomino de F02 à partir d'un polyomino de Foo, on remplace la 

variable v par vq2 dans la série Foo du polyomino initial. On note qu'alors le périmètre 

augmente de 2 et la largeur de 1, d'où le terme xt2Foo(x,q,vq2,t). 

Pour obtenir un polyomino de F02 à partir d'un polyomino de F02, on remplace la 

variable v par vq2 dans la série F02 du polyomino initial. On note qu'alors le périmètre 

augmente de 2 et la largeur de 1, d'où le terme xt2F02(X, q, vq2, t). 

Pour F20 (x, q, v, t) : 

Ces polyominos s'obtiennent par réflexion horizontale des polyominos de la classe F02 

(voir les figures 1.2 et 1.3). Ils ont donc la même série génératrice. 

Pour F22(X, q, v, t) : 
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fi 

Fig. 1.4 Polyomino de la classe F22. 

Quand on enlève la dernière colonne d'un polyomino de F22 de plus d'une colonne, on 

obtient un polyomino de FooUFo2UF20UF22~1'ou F22~1 est l'ensemble des polyominos 

F22-convexes dont la dernière colonne filiforme est de taille supérieure ou égale à 1. 

Pour obtenir un polyomino de F22 à partir d'un polyomino de Foo, on remplace la 

variable v par vq2 dans la série Foo du polyomino initial et on soustrait une cellule. On 

note qu'alors le périmètre augmente de 1 et la largeur de 1, d'où le terme ~~ Foo (vq2). 

Pour obtenir un polyomino de F22 à partir d'un pO,lyomino de F02, on remplace la 

variable v par vq2 dans la série F02 du polyomino initial et on soustrait une cellule. On 

multiplie par deux car on aura la même série si on part avec un polyomino de F20. On 

note qu'alors le périmètre augmente de 1 et la largeur de 1, d'où le terme 2:~Fo2(vq2). 

Pour obtenir un polyomino de F22 à partir d'un polyomino de F22 dont la dernière 

colonne est de hauteur supérieure ou égale à 1, on remplace la variable v par vq2 dans la 

série F22 du polyomino initial et on soustrait une cellule. On note qu'alors le périmètre 

augmente de 1 et la largeur de 1, d'où le terme :~F22~1 (vq2). 

o 
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1.2 Énumération de polyominos F-convexes suivant la largeur, l'aire 

et le périmètre 

Dans cette section nous donnons la forme close de la série génératrice des polyominos 

F-convexes. Cette formule est déduite grâce aux équations fonctionnelles données dans 

la section précédente. 

Théorème 2. La série génératrice des polyominos F -convexes comptés suivant la lar

geur, l'aire et le perimètre est donnée par 

2i 2 2
F( ) = """"' 1 + xq t (Foo\ (x, q, t) (1.5)x,q,t L 1- 2it2 t2i 

i~O xq 

où (FOO)i est la série des polyominos de .roo dont la dernière colonne filiforme est de 

taille i et est donnée par 

j2(FOO)i(X, q, t) = L
i 

x j q2i j _ t2i+j. (1.6) 
j=o 

Preuve: 

D'après le découpage des polyominos F-convexes effectué à la section précédante, .r est 

la réunion disjointe de .roo, .r02, .r20 et de .r22. Calculons alors les séries génératrices 

des polyominos de chaque classe. 

Posons d'abord que (FOO)i(X, q, t) = [vi]Foo(x, q, v, t). 

Calcul de Foo(x, q, v, t) 

D'après l'équation 1.1 du théorème 1, on a 

1 3 2
Foo(x, q, v, t) = 1 2 + xqvt Foo(x, q, vq ,t).

- vt 

Mais nous pouvons aussi trouver une formule close pour Foo(x, q, u, t) en observant que 

les polyominos de la classe .roo sont des trapèzes isocèles (voir la figure 1.5). 
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i-'; 1 

Fig. 1.5 Polyomino de la classe Foo. 

On voit que pour une largeur donnée j, ce polyomino est construit à partir d'un triangle 

équilatéral de côtés égaux à j. Ce triangle contient j2 cellules et donc sa série est 

x j qj2 v j t3j . 

A partir de là, nous pouvons ajouter un nombre arbitraire de rangées par dessus, ce qui 

revient à multiplier par l-qtvt2 ' 

Ainsi, nous obtenons directement la série 

On veut cependant écrire la série Foo(x, q, v, t) sous la forme Foo(x, q, v, t) = 2:= (FOO)iVi, 
i2: l 

où (FOO)i est la série des polyominos de Foo dont la dernière colonne filiforme est de 

taille i. 

On peut voir les polyominos (FOO)i comme des trapèzes isocèles de bases i et i - j. Alors 

on obtient la série génératrice (aire= i2 - (i - j)2 = 2ij - j2 et périmètre= 3i - (i - j) = 

2i + j par la figure 1.5) 
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j2 t 2i+jF(x, q, t) = L
t 

xlq2ij - avec i ~ O. 
j=o 

On a aussi une équation récursive pour (FOO)i, soit 

(FooMx, q, t) = t2i + xq2i-lt3(Foo)i_l (x, q, t), avec i ~ 1 et (Foo)o = 1. 

Calcul de F02(X, q, v, t) et de F20(X, q, v, t) 

D'après l'équation 1.2 du théorème 1, on a 

Nous pouvons trouver directement la forme close de la classe Fo2(x, q, v, t) d'après la 

figure 1.2. 

2i 2 . 
D ( ) _ '" xq t (Foo).(x,q,t) i 
r 02 x, q, v, t - L.J 2' 2 V . (1.7) 

i2:0 1 - xq tt 

On a déjà mentionné que les classes F02 et F20 ont les mêmes séries génératrices par 

symétrie. 

Calcul de F22(X, q, v, t) 

Nous pouvons voir chaque polyomino de F22 comme un collage d'un polyomino de 

.1'00 UF02 uF20 dont la dernière colonne est de taille i et d'un polyomino de .1'00 (renversé 

et non-filiforme) dont la dernière colonne filiforme est aussi de hauteur i (voir figure 1.6). 

Calcul de F(x, q, t) 

Nous pouvons maintenant calculer la série génératrice des polyominos F-convexes 

F(x, q, v, t) = Foo(x, q, v, t) + F02(X, q, v, t) + F20(X, q, v, t) + F22(X, q, v, t). 
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b) 

Fig. 1.6 :F22 vu comme collage de deux polyominos. 

Posons 

Foo(x, q, v, t) + F02(X, q, V, t) + F20(X, q, V, t) = L givi. 
i~O 

On a alors, directement par la figure 1.6 a) 

= " gi(X, q, t)(FooMx, q, t)F( x,q, t)	 ~ 2" . (1.8) 
i~O t t 

De plus 

2" 2 
= (F. ) "(x t) + 2xq tt (FooMx, q, t)9i(X, q, t) 00 t , q, 1 - xq2tt2 

= (1 + 2 Xq2it22 2) (FooMx, q, t)
1 - xq tt 

q2i 2
1 + x t )=	 2" 2 (FooMx, q, t). (1.9)

( 1 - xq tt 

D'où on a par 1.8 et par 1.9 
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gi(X, q, t)(FooMx, q, t) 
t2i 

1 + Xq2it2) (Foo)r(x, q, t) 
avec i 2: O. (1.10)( 1 _ xq2i t2 t2i l 

Ainsi, on a 

2i 2 2
F( ) = " 1 + xq t (FOO)i (x, q, t)

x,q,t L--1- 2it2 t2i l 

i~O xq 

ce qui conclut la preuve du théorème 2. 

o 

Voici les quelques premiers termes de cette série génératrice: 

F(q, t) = 1 + 3 t2 + 2 qt3 + (3 + 3 q2) t4 + 6 q3t S + (3 + 8 q4 + q6) t6 + (6 qS + 6 q7) t7 + 
(5 q8 + 2 q4 (2 q4 + q6) + 6 q6 + 3 + qlO) t8 + (12 qll + 2 q9 + 2 q13 + 6 q7) t9 

+ (3 + 8 q12 + 3 q14 + 6 q8 + 2 q6 (2 q8 + ql0) + q16 + 2 q8 (2 q4 + q6)) t lO 

+ (6 q9 + 14 q15 + 2 q19 + 6 q17 + 2 q6 (2 q9 + 2 q13)) t ll + ... 



CHAPITRE II
 

DÉNOMBREMENT DES POLYOMINOS TRIANGULAIRES
 

HV-CONVEXES
 

Nous présentons dans ce chapitre les équations fonctionnelles des polyominos triangu

laires HV-convexes. Nous présentons d'abord les différents opérateurs qui seront utilisés 

à cet effet. 

2.1 Opérateurs de dénombrement 

Les opérateurs vont servir à établir les équations fonctionnelles de la classe des poly

ominos HV-convexes, quoi qu'ils soient définis dans la présente section pour une classe 

quelconque X. 

On définit deux types d'opérateurs, que nous appelons 4J et 7jJ, et qu'on applique aux 

polyominos d'une famille X. On définit ainsi des règles d'ajout de colonnes à droite 

d'un polyomino P d'une certaine classe X, pour qu'en lui ajoutant cette colonne, le 

polyomino résultant reste dans la même classe. 

Soit X une certaine classe de polyominos convexes de série génératrice X (v). 

X---tX 
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P o(P)t-7 

Oll pellt allssi défillir des op<'nll.ems CO!T('SpOUdclllLs sm 1<'s sh'ü~s g<~uérat.ri('es, <ln Oll 

llot.e <l> ct 1jJ. Ces opf-la teurs t rausforillent. IlW' s<-rie .\ (/1) dHns r algi'hn~ des sàies for

lIIelles All")] eu Ill!(' s(~ric (~(X(v)) (resp. IjJ(X(I'))) allssi dalls A[[1:]]. Pllls f()nlld1<~lllellt 

(JlI a 

<1>	 ljJ : /1[[1')] -, /1[[1')] 

X (1.:) .--, ljJ (X (l')) 

2 .1.1 Relation entre les opérateurs 0 et t]) 

L:opt'ralem (J esL fUllct iUIl de la dCl1lii~r(' culullll(, liliful1lle dll polyollliuo sm kqlld il 

Relation entre les opérateurs (j;	 et <I> 

Fig. 2.1 L'op<Ta1.('ur (iJ. 

Soit P 1111 po1vumiuo aPPMt(·'llCl.ut. il llll<-' œrt,-liIH' classe X de polyuulillus ('UIlVeXes pt 

soit DC la d(,lïli(~re C010llll(' de P. (]lte nOlls posous de tnille n. L:op(~ratem (Ji agira sur 
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P en collant à la droite de De une nouvelle colonne de taille au plus n + 1, de telle sorte 

que la cellule la plus haute de la nouvelle colonne soit située au Nord-Est de la cellule 

la plus haute de De (voir figure 2.1 a) ). Toutes les tailles possibles seront produites. 

Ainsi, </J(P) est l'ensemble des polyominos ainsi obtenus. 

On note que l'opérateur </J sera appliqué à la classe 1tVoo (voir figure 2.3 de la section 

suivante) pour produire des polyominos de la classe 1tV02 (voir figure 2.4 de la section 

suivante). 

Proposition 1. Soit <P l'opérateur défini sur les séries formelles X(v) = X(x,q,v,t) 

par la formule 

(2.1 ) 

alors 

</J(X)(x, q, v, t) = <P(X(x, q, v, t)). 

Preuve: 

Pour tout polyomino P dans X, on commence par ajouter deux cellules au Nord-Est 

de De (voir figure 2.1 b) en mauve). Notons qu'en ajoutant une nouvelle colonne au 

polyomino P, la variable qui tenait compte de la taille de la dernière colonne filiforme n'a 

plus de sens, donc on remplace v par 1 dans X(v). Ainsi on obtient la série xq2vt2X(I), 

car la largeur augmente de 1, l'aire de 2, le périmètre augmente de 2, et la taille de 

la dernière colonne filiforme du nouveau polyomino est 1. Ensuite, on colle un nombre 

arbitraire pair de cellules au dessous des deux cellules ajoutées précédemment, ce qui 

nous donne le facteur ~l et on obtient le terme xq:vt2 
{(l).1l_q'v -q V 

Mais en faisant cela on construit des polyominos indésirables, soient ceux dont la taille de 

la nouvelle colonne ajoutée dépasse n. Ces polyominos doivent donc être enlevés. Ainsi, 

on remplace la variable v par vq2 dans la série X (v) (voir figure 2.1 c) en rose) et on pose 

la colonne obtenue au Nord-Est du polyomino initia!. Puis, pour créer des polyominos 

indésirables, il faut que la taille de la dernière colonne de ces derniers polyominos dépasse 

n. Alors on ajoute deux cellules en bas de la dernière colonne (voir figure 2.1 c) en 
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nHl\lVl'). Il l'l'ste ft n.iolltel' un llomhl'l' arhitnlil'e p,lir de cellules ail dessolls de ln dcnli(~rc 

Tri" "'".\ ("("colonne ct on rtmâ le terme ~2(,.

o 

2.1.2 Relation entre les opératcursc' ct II'
 

L' Opl"l'al.cm li' l'~St l'ollct.ioll de ln dl'rni(;l'e l'olollul' lilil'ol'lll<' dll polvoillillo sm \e(pH'1 il
 

Relation entre les opérateursl!J et \IJ 

t, 

~tl '1
 
l ....... ~
 
/:
 

" 1 

/';1 't + 

1 ,)
 
~..... 1
 
1 )
,,, 1 

~ 

Fig. 2.2 L'opl~r<lU~m l;-', 

L 'opüntem 'Ii' cOllsiste ,1 coller Ù droite de ln d('nli(~re colollne De de taille TI dll poly

nlllillO P Ilne cololllle de taille ail pltls Il de sorte qllc cette COIOIlIlC soit sitll(~e au pltls 

11<\.llt., A ln lllf-nH' halltellr qlw ln ('(~lllilc la pllls halll'e de De. <-'t <Ill pitiS bns. ;t ln môllW 

hHlltl'\ll' qlle la cellule la plllS iJasse dl" De (voir hgm<-' 2.2 n) ), 

On note que l'opfrat.cm li; sem ,\ppliqul~ ,IIIX dnsscs HV()() , HV02 ct. HV:w pOlU pwchIil'e 

des polvolllinos dl' 1<\ classe HV-n (voir ln scction sui vaille), 
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Proposition 2. Soit 'li l'opérateur défini sur les séries formelles X(v) = X(x, q, v, t) 

par la formule 

Ili(X(v)) = xqt a(x(v)) Iv-l _ xq3vtX(1) + xqtX(vq2 ) , (2.2) 
(1 - q2v ) av - (1 - q2v )2 (1 - q2v )2 

alors 

'ljJ(X)(x,q,v,t) = w(X(x,q,v,t)). 

Preuve: 

On commence par coller une cellule. On a v choix de la placer pour qu'elle soit située 

au plus haut à la même hauteur que la cellule la plus haute de DG, et au plus bas à 

la même hauteur que la cellule la plus basse de DG (voir figure 2.2 b) en mauve). En 

dérivant par rapport à v, nous obtenons une multiplicité de n dans la série. On remplace 

v par 1 dans la dérivée car on ne tient plus compte de la taille de la colonne DG dans 

ce dernier polyomino. Puis on ajoute un nombre arbitraire pair de cellules au dessous 

de la nouvelle cellule, ce qui nous donne le terme (l~$v) â(~~v)) Iv=l. 

Mais en faisant cela on construit des polyominos indésirables, soient ceux dont la taille 

de la nouvelle colonne ajoutée dépasse n. Ces polyominos doivent donc être enlevés. 

Ainsi, on ajoute trois cellules à droite de DG (voir figure 2.2 c) en mauve), puis on 

ajoute un nombre arbitraire pair de cellules au dessus et au dessous de ces trois cellules. 

Notons qu'en ajoutant une nouvelle colonne au polyomino P, la variable qui tenait 

compte de la taille de la dernière colonne n'a plus de sens, donc on la neutralise en 

remplaçant v par 1 dans X(v), ce qui nous donne le terme g~tq{~N. 

Il se trouve maintenent qu'on a enlevé trop de cas. On les rajoute en remplaçant la 

variable v par vq2 dans la série X(v) du polyomino initial (voir figure 2.2 d) en rose), 

puis en ajoutant une cellule en dessous (voir figure 2.2 d) en mauve). On ajoute ensuite 

un nombre arbitraire pair de cellules au dessus et au dessous de cette colonne, et on 
xqtX(vq2) 

aura le terme (l_q2 )2 .v 

o 
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2.2 Polyominos triangulaires HV-convexes 

Soit P un polyomino HV-convexe et CL l , CL2, ... ,CLk ses colonnes numérotées de 

gauche à droite. On peut partitionner l'ensemble des polyominos HV-convexes en quatre 

parties disjointes : l'ensemble 1iVoo des polyominos qui augmentent en haut et en bas 

dont la série génératrice est HVoo; l'ensemble 1iV02 des polyominos qui augmentent 

en haut et diminuent en bas dont la série génératrice est HV02 ; l'ensemble 1iV20 des 

polyominos qui diminuent en haut et augmentent en bas dont la série génératrice est 

HV20 et enfin l'ensemble 1iV22 des polyominos qui diminuent en haut et en bas dont la 

série génératrice est HV22. 

On note que les polyominos filiformes sont placés dans la classe 1iVoo par convention. 

Intuitivement, on peut insérer un polyominos HV-convexe P dans un rectangle minimal 

R. 

Soit r1la colonne de P qui contient la cellule touchant le haut de R; r2 celle qui contient 

la cellule qui touche le bas de R et r3 la première colonne qui se trouve à droite de r l 
et r2 si elle existe. 
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On peut alors caractériser les ensembles HVoo , HV02, HV20 et HV22 de la façon sui

vante: 

fI = f 2 et f3 n'existe pas, alors P E HVoo. 

Fig. 2.3 Polyomino de la classe HVoo. 

Si fI est à droite de f2 et si f3 n'existe pas, alors P E HV02. 

rI 

ou 

Fig. 2.4 Polyomino de la classe HV02. 
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Si fI est à gauche de f2 et si f3 n'existe pas, alors P E 1tV20. 

ou 

Fig. 2.5 Polyomino de la classe 1tV20. 

Si f3 existe, alors P E 1tV22. 

ou 

Fig. 2.6 Polyomino de la classe 1tV22. 
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Soit HV(x, q, v, t) = L: eivi la série génératrice des polyomino HV-convexes. On a alors 
i~O 

HV(v) = HVoo(v) + HV02 (v) + HV20 (v) + HV22 (V).
 

Théorème 3. Les séries génératrices HVoo(v), HVo2(v), HV2o (v)etHV22(V) vérifient les
 

équations suivantes : 

HVoo(v) 
1 xqt3 

2 
1 _ vt2 + (1 _ q2vt2)2 HVoo(x, q, vq , t), (2.3) 

HV02 (v) 
<I>(HVoo(u) + HV02 (u)) 

1  q2vt2 (2.4) 

HV20 (v) HV02 (x, q, v, t), (2.5) 

HV22 (V) (2.6) 

où HV~ 1(v) est la série génératrice des polyominos HV-convexes dont la dernière co

lonne filiforme est de taille supérieure ou égale à 1. 

Preuve 

Pour HVoo(x, q, v, t) : 

Le terme 1-~t2 génère tous les polyominos filiformes colonnes, qui sont par convention 

dans la classe HVoo(x, q, u, t). 

Quand on enlève la dernière colonne d'un élément de 7-lVoo qui admet une colonne 

ou plus, on obtient un autre polyomino de 1{Voo. Donc pour obtenir un polyomino de 

1{Voo d'une colonne ou plus, on remplace la variable v par vq2 dans la série 1{Voo du 

polyomino initial puis on ajoute une cellule au-dessous de la colonne rajoutée et ensuite 

on lui ajoute un nombre pair arbitraire de cellules en-dessous et au-dessus. 

Pour HV02(X, q, v, t) : 

Quand on enlève la dernière colonne de 1{V02, on obtient un polyomino de 1{VOOU1{V02. 

Donc pour obtenir un polyomino de 1{V02, on applique l'opérateur <I> aux polyominos 

de 1{Voo et de 1{V02. On peut ensuite ajouter des cellules (en nombre pair) au-dessus 

de la nouvelle colonne. Ceci revient à multiplier par la fraction l_q12vt2 ' 
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Pour HV20(X, q, v, t) : 

La série de HV2o(x, q, v, t) est la même que celle de HV02 (x, q, v, t) par symétrie hori

zontale. 

Pour HV22(X, q, V, t) : 

Quand on enlève la dernière colonne d'un polyomino de 1tV22 d'une colonne ou plus, on 

obtient un polyomino de 1tVoo U 1tV02 U 1tV20 U 1tV22~1' où 1tV22~1 est l'ensemble des 

polyominos HV22-convexes dont la dernière colonne filiforme est de taille supérieure ou 

égale à 1. Donc on applique l'opérateur 'lJ à chacune de ces classes. 

o 



CHAPITRE III 

DÉNOMBREMENT DE QUELQUES CLASSES PARTICULIÈRES 

DE POLYa-MINOS CONVEXES 

Quelques classes familières de polyominos convexes du réseau carré se retrouvent natu

rellement sur le réseau triangulaiJ:e. C'est le cas notamment des polyominos partages et 

parallélogrammes. 

Introduisons la notation suivante, soit pour 0 S k S n, 

[nk]q= (q)n
(qh(q)n-k 

est le polynôme q-binomial (Gaussien) où 

(a)n = (a;q)n = (1- a)(l- aq)··· (1- aqn-l), n ~ O. 

Il est bien connu que le polynôme q-binomial [ m: k ] q dénombre tous les chemins 

possibles du point A au point B (voir figure 3.1 b) ) selon l'aire au-dessous du chemin, 

ce qui revient à dénombrer tous les polyominos contenus dans un rectangle m x k selon 

l'aire. 



32 

3.1 Les polyominos partages 

Cette classe de polyominos a été étudiée sur le réseau carré dans (Leroux, Rassart et 

Robitaille, 1998), puis une correspondance a été faite avec le réseau hexagonal dans 

(Gouyou-Beauchamps et Leroux, 2004). Nous présentons ici une correspondance entre 

le réseau carré et le réseau triangulaire. Il suffit de prendre deux triangles pour former 

un losange (voir figure 3.1 c) ). Ainsi, pour trouver les séries des polyominos partages 

du réseau triangulaire, il suffit de remplacer q par q2 dans les séries des polyominos 

partages du réseau carré. La variable x comptera la largeur (la longueur de la part la 

plus longue) et y comptera la hauteur (le nombre de parts). 

On a alors les propositions suivantes, dont les équations du réseau carré sont issues de 

(Leroux, Rassart et Robitaille, 1998). 

BB 
B 

k k 

k ..- ..

A .. A 

... • m A m 
m 

CI) b) c) 

Fig. 3.1 Correspondance entre les polyominos partages sur les réseaux hexagonal, carré 

et triangulaire. 
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Proposition 3. La série génératrice des polyominos partages sur le réseau carré P(x, y, q) 

étant donnée par 

P(x, y, q) 

L L xmykqm+k-l m+k-2]
[ k - 1m~l k~l 

q 

alors la série génératrice des polyominos partages sur le réseau triangulaire PT(x, y, q) 

est donnée par 

PT(x,y,q) = P(x,y,q2). (3.1 ) 

Preuve: 

La figure 3.2 donne une preuve directe. 

o 

B 1--+-+--+-+-1 

k 

k -
A 

• 
m m 

Fig. 3.2 Correspondance entre les polyominos partages P et PT. 



---
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Proposition 4. La série génératrice des polyominos partages avec rangées vides per

mises sur le réseau carré Po(x, y, q) étant donnée par 

Po(x, y, q) 

alors la série génératrice des polyominos partages avec rangées vides permises sur le 

réseau triangulaire PTo(x, y, q) est donnée par 

PTo(x, y, q) = Po(x, y, q2). (3.2) 

Preuve: 

La figure 3.3 donne une preuve directe. 

o 

B 

k 

k 

A 

.. .. .. ... 
m m 

Fig. 3.3 Correspondance entre les polyominos partages avec rangées vides permises Po 

et PTo. 
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Proposition 5. La série génératrice des polyominos partages avec parts distinctes sur 

le réseau carré Ps(x, y, q) étant donnée par 

Ps(x, y, q) = L xmyqm( -yq)m-l 
m~l 

m -1 ] 
[ k-l 

q 

alors la série génératrice des polyominos partages avec parts distinctes sur le réseau 

triangulaire PTs(x, y, q) est donnée par 

PTs(x, y, q) = Ps(x, y, q2). (3.3) 

Preuve: 

La figure 3.4 donne une preuve directe. 

o 

'li 'li 

m m 

Fig. 3.4 Correspondance entre les polyominos partages avec parts distinctes Ps et PTs. 
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3.2 Les polyominos tas 

T T" 

a) b) 

Fig. 3.5 Polyominos tas sur le réseau triangulaire. 

Les polyominos tas sont des polyominos triangulaires C-convexes décroissants en haut 

et en bas (voir la figure 3.5 a) ). 

Soient T la classe des polyominos tas et T(x, y, q) leur série génératrice, la variable 

x comptant la largeur, la variable y la hauteur de la première colonne filiforme et la 

variable q l'aire, chaque colonne ayant un nombre de cellules impair. 

Soit aussi To la classe des polyominos tas tels que la plus grande colonne contient 

possiblement des cellules vides en haut et en bas (voir la figure 3.5 b) ). On note 

To(x, y, q) la série génératrice des ces tas. En extrayant le coefficient de la hauteur, on 

définit pour n 2: 1 : 

et To,n(x, q) = [yn]To(x, y, q). 

Tn(x, q) est la série génératrice des tas dont la plus grande colonne est de hauteur n. 

De même, To,n(x, q) est la série génératrice des tas dont la plus grande colonne est de 

hauteur n, incluant les cellules possiblement vides aux deux bouts. 
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Proposition 6. Les séries génératrices des polyominos tas satisfont les relations sui

vantes: 

Tn(x, q) = xq2n-1TO,n_l (x, q), (3.4) 

TO,n(x, q) = (2 + xq2n-l)To,n_l(X, q) - TO,n-2(X, q), (3.5) 

avec 

To,o(x, q) = 1 et To,1 (x, q) = 1+ xq. 

Preuve: 

Pour l'équation 3.4, il suffit de regarder la figure 3.6. 

n	 n-J 

Tn(x,q)	 Tu. n·/ (x,q)* 

Fig. 3.6 Polyomino tas. 

Pour l'équation 3.5, nous avons illustré dans la figure 3.7 les quatre cas possibles pour 

un polyominos tas To,n dont la première colonne est de hauteur n : 

1.	 Les polyominos dont la première colonne est pleine (aucune cellule vide). C'est le 

terme xq2n-1To,n_l(X,q). 

2.	 Les polyominos tas dont la première cellule (celle d'en haut) de la première colonne 

est vide. 
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n	 ou ou ou 

xq)"'/ To. ,,-f (X,q) TII.".f(X,q) Til. ,,·f ('(,q) To. ,,-) ('(,q) 

Fig. 3.7 Les formes possibles pour un polyomino Ta,n. 

3.	 Les polyominos tas dont la dernière cellule (celle d'en bas) de la première colonne 

est vide. 

Ces deux cas ont la même série. D'où le terme 2Ta,n-l(X,q). 

4.	 Les polyominos dont la première et la dernière cellules de la première colonne sont 

vides. Leur série génératrice est Ta,n-2(x, q). Mais comme ces polyominos sont 

déjà comptés deux fois dans les cas précédents on les retranche une fois. 

o 

Proposition 7. La série génératrice des polyominos tas Ta,n selon la largeur et l'aire 

est donnée par 

(3.6) 

Preuve: 

Observons la figure 3.8 : 

Tout polyomino de Ta,n, de largeur m a un noyau central qui est une pyramide qui a 

m 2 cellules. Le découpage de ce noyau se fait le plus bas possible au sud du polyomino 

(voir figure 3.8, région bleue). 
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n-i-ml 
A 

- ni-m! §±:lli 
.. ~ B 

mm 

n 

mm 

D--
m-l 

m-l 

Fig. 3.8 Construction d'un polyomino de TO,n. 

En partant de ce noyau, on peut découper un polyomino de TO,n en trois parties: les 

cellules qui sont au dessous du noyau, correspondant à un polyomino partage inscrit 

dans un rectangle de taille j x (m -1), le noyau lui-même de hauteur et de largeur m et 

le polyomino partage au dessus du noyau, ce polyomino étant inscrit dans un rectangle 

(n - m - j) x m. D'où la proposition. 

o 

Proposition 8. La série génératrice des polyominos tas est donnée par 
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Preuve: 

Tout polyomino de P, de largeur m a un noyau central qui est une pyramide symétrique 

rnqui a m2 cellules, d'où le terme x y rn qm
2

• 

À partir de ce noyau, on peut construire tous les polyominos tas de la façon suivante: 

On peut ajouter un nombre arbitraire pair de cellules à la plus grande colonne (la 

première) en haut et en bas, cela se traduit par la multiplication par (1_~q2)2' 

Si on ajoute un nombre arbitraire pair de cellules seulement à la deuxième colonne, le 

polyomino ne sera plus un polyomino tas, donc à chaque cellule ajoutée en haut ou en 

bas de la deuxième colonne, il faut ajouter une cellule à la colonne précédente, cela se 

traduit par la multiplication par (1_~q4)2' 

Ainsi de suite, jusqu'à l'avant-dernière colonne. 

Si on ajoute un nombre arbitraire de cellules en haut de la dernière colonne (la plus 

courte), il faut, comme précédement, à chaque paire de cellules ajoutées, en ajouter une 

paire à toutes les colonnes précédentes. On remarque qu'on ne peut en ajouter qu'en 

haut par construction, d'où la multiplication par (1_:q2m). 

D 

3.3 Polyominos tas symétriques 

On note Ts,n(x, q) la série génératrice des tas symétriques par rapport à l'horizontale 

et dont la première et la plus grande colonne est de hauteur n, la variable x comptant 

le nombre de colonnes et la variable q l'aire (figure 3.9 a) ). 

La série Tso,n(x, q) est la série génératrice des tas symétriques par rapport à l'horizontale 

dont la plus grande colonne est de hauteur n mais avec des cellules possiblement vides 

aux deux bouts (figure 3.9 b) ). 
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a) b) 

Fig. 3.9 Polyominos tas symétriques sur le réseau triangulaire. 

Proposition 9. La série génératrice des polyominos tas symétriques satisfait la relation 

suivante: 

Tso,n(x, q) = xq2n-1Tso,n_l (x, q) + TSO ,n-2(X, q), n::::: 1, (3.8) 

avec 

Tso,o(x, q) = Tso,-dx, q) = 1. 

Preuve: 

La figure 3.10 illustre la signification de la formule de récurrence 3.8 : 

Si la colonne la plus grande de Tso,n n'a aucun vide, alors à cette colonne est attaché 

un polyomino de TSO,n-l' Sinon c'est un polyomino de TSO,n-2, auquel est ajoutée une 

cellule vide à chaque bout de la plus grande colonne. 

o 

Proposition 10. Les séries génératrices des polyominos tas symétriques satisfont les 

relations suivantes : 

(3.9) 
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ou 

Eo,1I (X,q) Eo, 11-2 (X,q) 

Fig. 3.10 Construction d'un polyomino de Tso,n

Ts,n(x, q) = xq2n-l(Ts,n_l(X, q) + TS,n-3(X, q) + _..). (3.10) 

Preuve: 

Pour l'équation 3.9, il suffit de regarder la figure 3.11. 

n n-l 

TI', Il (x,q) TI'o 11·1 (x,q)* 

Fig. 3.11 Construction d'un polyomino de TS,n 
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Prouvons l'équation 3.10 par calcul. D'après les formules 3.8 et 3.9, on trouve 

Tso,n = TS,n + TSO,n-2. 

Par itération, on déduit 

TSOn = TS,n + TS,n-2 + TS,n-4'" 

En posant n := n - l, on a 

TSO,n-l = TS,n-l + TS,n-3 + TS,n-5" . 

En remplaçant dans l'équation 3.9, on obtient l'équation 3.10. 

o 

Calculons la série génératrice des polyominos tas symétriques Notons cette série 

Ts(x, y, q) = LTs,n(x, q)yn. 
n~l 

Proposition 11. La série génératrice des polyominos tas symétriques est donnée par 

Ts(x, y, q) = Tsp(x, y,q) + Ts; (x, y, q) (3.11) 

avec 

(3.12) 

(3.13) 

Preuve: 

Soit P un polyomino tas symétrique par rapport à l'horizontale dont la largeur est m. 

Deux cas se présentent : soit la hauteur de la dernière colonne filiforme est paire, soit 

elle est impaire. 



44 

Premier cas : Hauteur paire 

On aura nécessairement au moins une pyramide régulière au centre du polyomino (région 

bleue dans la figure 3.12 a) ) avec une largeur et une hauteur m et donc m 2 cellules. 

tpair - - ; impair-

... . 
m 

a) b) 

Fig. 3.12 Construction d'un polyomino de Ts 

On pourra prolonger symétriquement la plus grande colonne (la première) de ce noyau 

en ajoutant quatre cellules à la fois (deux en haut et deux en bas). Cela signifie qu'on 

1 . l' 1 1 mu tlp le par (1_(yq2)2) - (1_y2 q4)' 

Mais aussi, on pourra ajouter des bouts de colonne aux deux premières colonnes, 8 

cellules à la fois, quatre à la plus grande colonne et quatre à la colonne suivante. On 

multiplie donc par 1_(~2q8)' 

Ainsi de suite, jusqu'à ajouter des bouts de colonnes aux m colonnes de la pyramide 

centrale, 2 cellules à la fois, c'est-à-dire qu'on ajoute deux fois 2m cellules. On multiplie 

1 

D'où le terme Tsp(x, y, q). 

Deuxième cas : Hauteur impaire 
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On aura au moins une pyramide régulière au centre du polyomino avec une largeur 

et une hauteur m et donc m 2 cellules, plus une rangée supplémentaire pour avoir une 

hauteur impaire, soit 2m cellules (région bleue dans la figure 3.12 b) ). 

On procède ensuite comme pour le cas pair pour ajouter des bouts de colonnes. 

D'où le terme Tsi(x,y,q). 

o 

3.4 Les polyominos parallélogrammes 

Les polyominos parallélogrammes ont été largement étudiés sur le réseau carré (voir 

(Bousquet-Mélou, 1996) et (Leroux et Rassart, 2001)) et sur le réseau hexagonal (voir 

(Gouyou-Beauchamps et Leroux, 2004)). Comme il existe une correspondance naturelle 

entre les polyominos parallélogrammes du réseau carré et ceux du réseau triangulaire, 

comme le montre la figure 3.13, il est facile d'étendre l'étude au réseau triangulaire. 

Soit Pa l'ensemble des polyominos parallélogrammes sur le réseau triangulaire et Pa(u) = 

Pa(v, x, y, q) leur série génératrice, où v compte la taille de la dernière colonne (à droite), 

x la largeur, y la hauteur totale et q l'aire. 

Théorème 4. La série génératrice Pa(v, x, y, q) des polyominos parallélogrammes sur 

le réseau carré (Leroux et Rassart, 2001) étant donnée par 

Jl(V, x, y,q)
Pa(v,x,y,q) = vy J, ( )o x,y,q 

où 

(n+l)(_l)n-l xn q 2 

Jl(V,X,y,q) = 2: () () (1 n)
n~l q n-l yq n-l - vyq 
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alors la série génératrice PaT(v, x, y, q) des polyominos parallélogrammes sur le réseau 

triangulaire est donnée par 

PaT(v, x, y, q) = Pa(v, x, y, q2) 

Preuve: 

La figure 3.13 donne une preuve directe. 

o 

a) b) 

Fig. 3.13 Polyominos parallélogrammes en bijection. 



CHAPITRE IV
 

DÉNOMBREMENT DES CLASSES DE SYMÉTRIES DES
 

POLYOMINOS F-CONVEXES
 

Dans ce chapitre, nous calculons les séries génératrices des classes de symétries des 

polyominos F-convexes. Nous commençons par faire quelques rappels sur des notions 

d'algèbre et définir la série des polyminos tas F-convexes, car ces résultats seront utilisés 

plus tard dans le chapitre. 

Les classes de syméries des polyominos F-convexes sur le réseau hexagonal ont été 

étudiées par Pierre Leroux et Dominique Gouyou-Beauchamps dans (Gouyou-Beauchamps 

et Leroux, 2004) et par Anissa Amroun dans (Amroun, 2004). Nous présentons ici des 

résultats analogues sur le réseau triangulaire. 

4.1 Action de groupe 

Il est particulirèment utile de dénombrer les polyominos F-convexes à certaines rota

tions et réflexions près car les symétries d'ensembles de polyominos (F-convexes, C

convexes et HV-convexes sur les réseaux carré, hexagonal et triangulaire) forment un 

groupe qui agit de façon naturelle sur ces ensembles. Dénombrer le nombre d'orbites 

de l'action de ce groupe sur un de ces ensembles c'est dénombrer le nombre de classes 

de symétrie de cet ensemble. Autrement dit, en comptant les polyominos à symétrie 

près, on compte les orbites de l'action du groupe qu'on fait agir. Ainsi, le Théorème de 

Cauchy-Frobenius (Lemme de Burnside) sera utilisé (voir section 4.2.7) pour trouver 
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le nombre d'orbites distinctes pour une cardinalité pondérée par le périmètre ou l'aire 

dans les séries génératrices. 

Le groupe des isométries de l'hexagone 'D6 agit sur les polyominos F-convexes. Sur les 

polyominos HV-convexes, c'est le groupe non-cyclique 'D2 qui agit. 

Le groupe diédral 'D6 des isométries de l'hexagone, d'ordre 12 est défini comme étant 

où id est l'identité, r est une rotation de 7r/3 radian, r 2 est une rotation de 27r/3 radian, 

r 3 est une rotation de 7r radian, dS i (i=1..3) sont les réflexions selon les axes sommet

sommet, dai (i=1..3) sont les réflexions selon les axes arête-arête (voir figure 4.1 a) ). 

On note v = da2 la réflexion par un axe vertical et h = dS3 la réflexion par un axe 

horizontal. 

Le groupe diédral 'D2 est un sous-groupe du groupe 'D4 des isométries du carré et est 

défini comme étant 

Ce groupe agit sur les polyominos HV-convexes (à translation près) de façon naturelle, 

en les faisant tourner de 7r radian ou réfléchir selon les axes vertical ou horizontal (voir 

figure 4.1 b) ). 

da,=v 
ds, 

da., 

..... ds.,~h 

··········BJ 

ai b) 

Fig. 4.1 Les réflexions de 'D6 et de 'D2 . 
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Le tableau 4.1 présente la table de multiplication de 'D6 et le tableau 4.2 présente la 

table de multiplication de 'D2. 

0 1 r r2 r3 r4 r5 da! v da3 ds! dS 2 h 

1 1 r r 2 r3 r4 r5 da! v da3 ds! dS2 h 

r r r2 r3 r4 r 5 1 ds! dS2 h v da3 da! 

r2 r2 r3 r 4 r5 1 r v da3 da! dS2 h ds! 

r3 r3 r4 r 5 1 r r2 dS2 h ds! da3 da! v 

r4 r4 r5 1 r r2 r3 da3 da! v h ds! dS2 

r5 r5 1 r r2 r3 r4 h ds! dS2 da! v da3 

da! da! h da3 dS2 v ds! 1 r4 r2 r 5 r3 r 

v v ds! da! h da3 dS2 r2 1 r4 r r 5 r3 

da3 da3 dS2 v dS 1 da! h r4 r2 1 3r r r5 

ds! ds! da! h da3 dS 2 v r r5 r3 1 r4 r2 

dS 2 dS2 v ds! dal h da3 r3 r r5 r2 1 r4 

h h da3 dS2 v ds! da! r5 r3 r r4 r2 1 

Tab. 4.1 Table de multiplication de 'D6 . 

Introduisons maintenant les notations nécessaires à la présentation du Lemme de Burn

side. Soit P un ensemble fini de polyominos d'aire et de périmètre donnés et soit W 

un gToupe agissant sur P. Alors tout sous-groupe C de W agit évidemment sur P. Les 

C-orbites sont les classes d'équivalence des polyominos modulo les actions de C. On 

note PIC l'ensemble des C-orbites des polyominos de P. 

On a alors le Théorème de Cauchy-Frobenius ou Lemme de Burnside: 

Lemme 1. Le nombre de C -orbites distinctes des polyominos de P est donné par 

IPICI = I~I L lFixp(g) 1 (4.1) 
gEG 
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0 1 r3 h v 

1 1 r 3 h v 

r 3 r3 1 v h 

h h v 1 r3 

v v h r 3 1 

Tab. 4.2 Table de multiplication de V2. 

où Fixp(g) est le sous-ensemble de P formé des polyominos invariants sous l'action 

de g. On appelle Fixp(g) la classe de symétrie de 9 et on dit que ses éléments sont 

9 -symétriques. 

4.2 Les symétries des polyominos triangulaires F-convexes 

4.2.1 Les polyominos tas F-convexes 

Théorème 5. La série génératrice des polyominos tas F -convexes est donnée par 

h 

D ( t) =	 """" xlq(2h-l)I-I(I-l)t2h+lvhrtas x,q,v,	 L L 
h?O 1=0 

h 

= L L x1q2hl-12 t2h+1vh.	 (4.2) 
h?O 1=0 

Preuve: 

Tous les polyominos tas F-convexes sont des trapèzes isocèles (voir figure 4.2). 

Comme l est la largeur du polyomino, on a directement le terme xl. On note qu'une 

largeur nulle est admissible et représente les polyominos filiformes colonnes. 

La base (la première colonne à gauche) étant toujours avec un nombre de cellules impair, 

on a 2h-l cellules pour cette colonne. Chaque colonne supplémentaire a deux cellules de 
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h 

.. 
l 

Fig. 4.2 Polyomino tas F-convexe. 

moins que la précédente. Ainsi, pour 1colonnes, on multiplie 2h-l par l, auquel nombre 

il faut soustraire (0+ 2+ 4+ 6+ ... ) = 1(1-1). On a alors le terme q(2h-l)I-I(I-1) = q2hl-1 
2 

. 

La hauteur du côté gauche est h, la largeur est 1et le côté droit a une hauteur de h - 1. 

On a donc un périmètre de h + 21 + (h -1), ce qui nous donne le terme t2h+1. 

La première colonne filiforme à gauche a· une taille h. On assigne ici cette valeur à la 

variable v car les polyominos tas seront utilisés plus loin indépendamment du sens (selon 

une réflexion verticale). 

o 

Corollaire 1. La série génératrice des polyominos tas F -convexes calculée selon l'aire 

et le périmètre est donnée par 

h 
D ( ) D (1 )	 ~~ 2hl-12 2h+1rtas q,t =rtas ,q.1,t =	 L.JL.Jq t . (4.3) 

h~O 1=0 

Voici les premiers termes de la série donnée par le théorème 5 : 
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2 3 3 2 4 2 8t 8Ftas(x, q, v, t) = 1+ t v + xqt v + t 4v 2 + xq t 5v 2 + x q t 6v 2 + t 6v 3 + xq5t7V3 + x q v 3+ 
x 3q9t 9v 3 + t 8V4 + Xq7t 9v 4 + x2q12tlOv4 + X3q15tll v 4 + x4q16t12v4 + t lOv 5 + xq9t ll v 5 + 
x2q16t12v5 + x3q21t13v5 + x4q24t14v5 + X5q25 t 15v 5 + ... 
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4.2.2 Polyominos F-convexes v-symétriques 

Théorème 6. La série génératrice des polyominos F -convexes v-symétriques est donnée 

par 
h 

Fv(x, q, v, t) = L L x2I q21(2h-l)t2(h+l). (4.4) 
h?O 1=0 

v 

Fig. 4.3 Polyomino F-convexe v-symétrique. 

Preuve: 

On remarque que les polyominos v-symétriques sont composés de deux polyominos tas 

F-convexes de hauteur h collés dos à dos (voir la figure 4.3).
 

Pour la largeur et l'aire, on n'a alors qu'à doubler la valeur trouvée au théorème 5
 

puisque les polyominos doublent de largeur et d'aire.
 

Pour le périmètre, on double la valeur trouvée au théorème 5 puis on soustrait deux fois 

la hauteur. Donc on a 2(2h + l) - 2h = 4h + 21. - 2h = 2h + 2l = 2(h + l). 

On somme ensuite pour toutes les hauteurs et les largeurs possibles, d'où le théorème. 

o 
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Corollaire 2. La série génératrice des polyominos F -convexes v-symétriques suivant 

l'aire et le périmètre est donnée par 

h 

F (q, t) = F (l, q, 1, t) = L L q21(2h-l)t 2(h+l). (4.5)v v 
h~OI=O 

Voici les premiers termes de la série donnée par le théorème 6 : 

4 l4Fv(x, q, 1, t) = 1 + x6q114t28 + x2q50t28 + xl2ql20t28 + xlOql30t28 + x q88t 28 + x q98t 28 + 

x8q112t26 + x lO ll0 t 26 + x 6 l02 t 26 + x2q46t26 + x l2 96t 26 + x 4q80t26 + x 6 90t 24 + x 2 42t 24 +q q q q q

x 4q72t24 + x l2 q72t24 + x lO q90t 24 +x8q96t 24 +xlO q70t22 +x2q38t22 +t20 + x 6q78 t 22 + x8 q80 t 22 + 

x 4 64 t 22 +t18 +x 8 64 t 20 +x4q56t 20 +xlOq50t20 +x6 66t 20 +x2q34t20 +x6q54t18 +x2q30t18 +q q q

x8q48tl8 + x4q40tl6 + x 6 42 t l6 + x 2 26t l6 + x 4 48 t l8 + x 8 32 t l6 + x 4 32 t l4 + x 6 30 t l4 +q q q q q q

x4q24tl2 +x2q18t12 +x6
q18t12 +x4

q l6t lO +x2q l4t lO +x2q lOt8 +x2
q22 t 14 +x4 8t 8 +x 2 2t 4 + q q


2 6t 28 + t 26 + t lO + t 24 + t 8 + t 6 + t 4 + t
x q 6 + x8ql28t28 + t 22 + tl6 + t l4 + tl2 + t 2 + ... 

Voici les premiers termes de la série donnée par le corollaire 2 : 

20 + t l8 + t 28 + t 24 + t 22 + t l6 + t l4 + t 
l2 + t 2Fv(q, t) = 1 + t 26 + tlO + t 8 + t 6 + t 4 + t + 

q114t 28 + ql20t28 + q98t 28 + ql28t 28 + ql30t28 + q112t 26 + q96t 26 +q80t 26 + ql02t26 + q46t 26 + 

qllOt26 + q42t24 + q96t 24 + q80t 22 + q70t 22 + q38t 22 + q78 t 22 + q64 t 22 + q66t20 + q64 t 20 + 

q50t20 + q56t 20 + q34t20 + q30t l8 + q54 t l8 + q42 t l6 + q40t l6 + q26 t l6 + q32tl6 + q22t l4 + 

q32t l4 + q30t l4 + q24 t l2 + ql4t lO + ql6t lO + q8t 8 + qlOt8 + q6t 6 + q2 t 4 + 2q72 t 24 + 2q90 t 24 + 

2 q48 t l8 + 2 ql8t l2 + q50t 28 + q88t 28 + ... 

Et aussi 

Fv(t) = 8 t 28 + 7t
26 + 7t

24 + 6t22 + 6t20 +5 tl8 + 5tl6 +4 tl4 +4 tl2 + 3 t lO + 3 t 8 + 2t6 + 

2t4 + t2 + 1 + ... 
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4.2.3 Polyominos F-convexes h-symétriques 

Théorèrrie 7. La série génératrice des polyominos F-convexes h-symétriques est donnée 

par 

h hL L L xll+l2qll«2h-l)-(ll-l))+l2«2h-l)-(l2-l))t2h+ll +l2 

h2:0 li =0 l2=0 

h hL L L Xll+l2qll(2h-ll)+l2(2h-l2)t2h+lJ+l2. (4.6) 
h2:0 li =0 l2=0 

Preuve: 

Fig. 4.4 Polyomino F-convexe h-symétrique. 

On remarque que les polyominos h-symétriques sont composés de deux polyominos tas 

F-convexes de hauteur h collés dos à dos et de largeur quelconque chacun, disons II 

pour l'un et l2 pour l'autre (voir la figure 4.4). 

Pour la largeur on a donc LI + 12. 

L'aire de chacun des polyominos tas est donnée par le théorème 5. On a donc qll(2h-ll)+l2(2h-l2). 

Pour le périmètre, par le théorème 5 on a 2h + Il + 2h + 12 - 2h = 2h + LI + 12 et on a 

donc t 2h+ l1 +l2. 
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On somme ensuite pour toutes les hauteurs et les largeurs possibles, d'où le théorème. 

o 

Corollaire 3. La série génératrice des polyominos F -convexes h-symétriques suivant 

l'aire et le périmètre est donnée par 

h h 

Fh(q, t) = F h(l, q, 1, t) = 2:= 2:= 2:= qll(2h-1Jl+12(2h-12)t2h+ll+12. (4.7) 
h~Oll=OIFO 

Voici les premiers termes de la série donnée par le théorème 7 : 

Fh(x, q, t) = 1 + 2x6q28t 14 + 2x2q20t14 + 2x4q24 t 14 + 2x4q30t 14 + 2x5q23t13 + x 6q30t 14 + 

x 4q24 t 12 + x 2q22t 14 + x 6q18t 12 + x 2q18t 12 + x 4q8t 8 + x 2qlOt8 + x 2q6t 6 + x 2q2t 4 + t14 + 

2 4 4t 12 + t 10 + t 8 + t 6 + t 4 + t 2 + x q14t10 + x q16t lO + x q32 t 14+ 2 xqllt13 + 2x3q21 t 13 + 

2 x3q25t13 + 2 x 5q27 t13 + 2 x 4q16t12 + 2 x4q22t12 + 2 x 2q16t12 + 2 x 3q19t ll + 2 x 3q15tll + 

5 2 4 32 xq9tll + 2 x q17 tll + 2 x q12t lO + 2 x q14t lO + 2 x q13t 9 + 2 xq7 t 9 + 2 x 3q9t 9 + 2 x 2q8t 8 + 

2x3q7t 7 + 2xq5t 7 + 2x2q4t 6 + 2 xq3t 5 + 2xqt3 + ... 

Voici les premiers termes de la série donnée par le corollaire 3 : 

Fh (q, t) = 1 + 2 q24 t 14 + q16 t lO + q22t 14 + q32 t 14 + 2 q28 t 14 + 2 q20 t 14 + t14 + t12 + t10 + t 8 + 

t 6+t4+t2+q2t 4+q6t 6 + 3 q30t 14 +qlOt8 + 2 qllt 13 + 2 q27 t 13 + 2 q23t 13 + 2 q18t 12 +4 q16t 12 + 

2 q22t 12 + 2 q17t ll + 2 q15t ll + 2 q9t ll + 2 q19t ll + 2 q12t lO + 3q14t lO + 2q9t 9 + 2 q7t 9 + 

2 q13t 9 + 3 q8t 8 + 2 q5t 7 + 2 q7 t 7 + 2 q4 t 6 + 2 q3t 5 + 2 qt3 + q24t 12 + 2 q21 t 13 + 2 q25 t 13 + ... 

Et aussi 

Fh (t) = 1 + 40 t 29 + 39 t 28 + 38 t 27 + 35 t 26 + 32 t 25 + 31 t 24 + 28 t 23 + 26 t 22 + 24 t21 + 
22t20 + 20t19 + 19t18 + 16t17 + 15t16 + 14t15 + 12t14 + 10t13 + 10t12 + 8t ll + 7t10 + 

6 t 9 + 5 t 8 + 4 t7 + 4 t 6 + 2 t 5 + 2 t 4 + 2 t 3 + t 2 + ... 
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4.2.4 Polyominos F-convexes i-symétriques 

Théorème 8. La série génératrice des polyominos F -convexes J-symétriques est donnée 

par 

2 6lFr (x, q, t) = L x 2l q6l t .	 (4.8) 
l?O 

Fig. 4.5 Polyomino F-convexe J-symétrique. 

Preuve: 

En observant la figure 4.5, nous remarquons que les polyominos F-convexes ~-symétriques 

sont des hexagones réguliers. La largeur est alors égale à (2l), le périmètre est égal à 

(61)	 et l'aire vaut (6l 2 
), d'où le résultat. 

o 

Corollaire 4. La série génératrice des polyominos F -convexes} -symétriques suivant 

l'aire et le périmètre est donnée par 

2 6lFr (q, t) = Fr (1, q, t) = L q6l t .	 (4.9) 
l?O 
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Corollaire 5. La série génératrice des polyominos F -convexes 1-symétriques suivant 

le périmètre est donnée par 

(4.10) 

Preuve: 

= L:t6l 

l::::O 

= 1 + t6 + t 12 + t 18 + t24 + ... 
1 

= 

o 

Voici les premiers termes de la série donnée par le théorème 8 : 

Voici les premiers termes de la série donnée par le corollaire 4 : 

Voici les premiers termes de la série donnée par le corollaire 5 : 
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4.2.5 Polyominos F-convexes 2;-symétriques 

Théorème 9. La série génératrice des polyominos F -convexes 2; -symétriques est donnée 

par 

(4.11 ) 

Preuve: 

Le seul polyomino filiforme 2; -symétrique est le point, d'où le terme 1. 

On remarquera que les polyominos de la figure 4.6 sont trop petits pour avoir une forme 

de base. Ainsi, pour éviter d'ajouter ces cas à part et comme ils forment des triangles 

équilatéraux, j'ai décidé de produire à part tous les polyominos triangles équilatéraux, 

r2 t3rd'où le terme 2 L q . 
r2:1 

Fig. 4.6 Polyominos F-convexe 2;-symétrique particuliers. 

La forme de base des polyominos F-convexe 2;-symétrique dépend de l'endroit où le 

centre de rotation est situé. Ainsi, nous avons deux cas : 
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Premier cas : Le centre de rotation est au milieu d'un hexagone 

\ 
\ 

Fig. 4.7 Polyomino 2; -symétrique avec centre de rotation au milieu d'un hexagone. 

On part avec une forme de base qui est un polyomino 7r j3-symétrique (en bleu dans la 

figure 4.7) et dont la série génératrice est donnée par le corollaire 4, ce qui nous donne 

t6rle terme L:: q6r 
2 

. 
r2:1 

En observant les axes de rotation dans la figure 4.7, on distingue trois endroits où on peu t 

placer simultanément des polyominos tas F -convexes (en orange dans la figure 4.7). On 

a deux façons de faire cela, d'où le fait que le terme soit multiplié par deux. En ajoutant 

ces tas à la région de base le nombre de cellules augmente de 3(2rl - 12) = 6rl - 31 2 et 
r-1 

le périmètre augmente de 3(l) = 3l et donc on a le terme 2( L:: q6rl-31 
2t31 ). On arrête la 

1=1 
sommation à r - 1 à cause de la remarque ci-haut. 

D'où le deuxième terme 

Deuxième cas: Le centre de rotation est au centre d'un triangle 
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Il Y a deux orientations possibles (vers la gauche ou vers la droite, figure 4.8) pour le 

triangle, d'où le fait que la série soit multipliée par deux. 

a) b) 

Fig. 4.8 Polyomino 2; -symétrique avec centre de rotation au milieu d'un triangle. 

Partons de la forme de base qui est un hexagone minimal de côtés r et r + 1 et de 

hauteur h = 2r + 1 (en rose dans la figure 4.8). 

La forme de base se compose du collage de 6 triangles équilatéraux de côtés r (en rose 

dans la figure 4.9), de trois ailettes (en vert) et d'une cellule centrale (en rouge). Pour 

les six triangles équilatéraux on a 6r2 cellules. Pour les trois ailettes on a 3 * 2r = 6r 

cellules. Il ne reste qu'à ajouter la cellule centrale et on obtient 6r 2 + 6r + 1 cellules. Le 

périmètre est 3r + 3(r + 1) = 6r + 3. 

Maintenant, on a deux possibilités, soit de coller simultanément trois tas de base r sur 

les côtés de taille r (en bleu dans la figure 4.9 a) ), soit de coller simultanément trois 

tas de base r + 1 sur les côtés de taille r + 1 (en bleu dans la figure 4.9 b) ). On arrête 

la sommation à r - 1 et à r respectivement à cause de la remarque ci-haut. 
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2h+l 2h+l 

a) b) 

Fig. 4.9 Forme de base d'un polyomino 2; -symétrique. 

D'où le terme 

D 

Voici les premiers termes de la série donnée par le théorème 9 :
 

F 2 (q, t) = 1 + l6t 24 + q54 t 18 + q24 t 12 + q6t 6 + 2 q109t 27 + 2 q81 t27 + 2 q121 t 27 + 2 q97t 27 +
r 

642 q t 24 + 2 q78 t 24 + 2 q94 t 24 + 2 q88 t 24 + 2 q73 t 21 + 2 q69 t 21 + 2 q61 t21 + 2 q49t 21 + 2 q46t 18 + 
2q52 t 18 + 2 q36 t 18 + 2 q33t 15 + 2q37t 15 + 2q25t 15 + 2 q16 t 12 + 2q22t 12 + 2 q9t 9 + 2 q13t 9 + 
2 q4t 6 + 2qt3 + 2 q117t 27 + ... 

Et aussi 
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4.2.6 Polyominos F-convexes 7f-symétriques 

Théorème 10. La série génératrice des polyominos F -convexes 'fr-symétriques est donnée 

par 

Preuve: 

On compte d'abord les polyominos filiformes. Il yale point, plus trois fois les polyominos 

colonnes, d'où le premier terme du théorème. 

La forme de base des polyominos F-convexe 'fr-symétriques dépend de l'endroit où le 

centre de rotation est situé, c'est-à-dire dépend de si la hauteur de la colonne filiforme 

du milieu est paire ou impaire. Ainsi, nous avons deux cas : 

Premier cas : Le centre de rotation est un sommet
 

Les figures 4.10 a) et 4.11 a)
 

Nous pouvons distinguer deux sous-cas :
 

Premier sous-cas: La forme de base est un losange augmenté
 

Un losange est un collage de deux pyramides dos à dos de hauteur 2h.
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a) b) 

Fig. 4.10 Polyominos F-convexes Jr-symétriques. 

La série génératrice de ces losanges est q2(2h)2 t2(3.2h-2h) = q8h
2t8h par le théorème 5. 

On ajoute à chacun des côtés opposés de ce losange une rangée de 2 * (2h) = 4h cellules 

(en rose dans la figure 4.10 a) ). Il Y a deux façons de le faire (en bas : à gauche ou à 

droite), d'où le facteur 2. En ajoutant ces deux lignes, le nombre de cellules augmente 

donc de 8h et le périmètre de 4. On peut répéter ce processus indéfiniment, c'est-à-dire 

qu'on multiplie la série du losange par 1-q\ht4 ' De plus, des deux côtés de ces lignes 

nous pouvons ajouter des polyominos tas (en vert dans la figure 4.10 a) ) de base 2h et 
2h 2

de largeur allant de 1 à 2h. Leur série génératrice est L: q8hl-2l t4h+2l par le théorème 
1=1 

5) . 

2 8h2
t8h 2h 2 )D'où on multiplie la série du losange /,__ q8h t 4 par 1 + L: q8hl-2L t4h+2l et on trouve 

( l=1 
ainsi le deuxième terme du théorème. 
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Deuxième sous-cas : La forme de base est un losange non-augmenté et pos

siblement tronqué 

La série génératrice de ces losanges tronqués est (par le théorème 5) 

2h 2h 
2L q2*(2(2h)x-x2)t2*(2(2h)+x)-2*2h = L q8hx-2X t 4h+2x , 

x=l x=l 

la largeur x variant de 1 à 2h. 

Puis, on a deux choix pour placer deux polyominos tas sur deux cotés opposés de ce 

losange tronqué, c'est-à-dire qu'on multiplie la série du losange tronqué par 

x 
y2 t2x+2y1 + 2 L q4xy -2 . 

y=l 

D'où le troisième terme du théorème. 

Deuxième cas: Le centre de rotation est au centre d'une arête 

a) b) 

Fig. 4.11 Polyomino F-convexe 7f-symétrique. 

Il y a trois cas de figure, selon les trois directions possibles d'arêtes. Considérons le cas 

de la direction verticale. Dans ce cas, la forme de base est de hauteur impaire. 

Nous pouvons distinguer deux sous-cas : 



66 

Premier sous-cas: La forme de base est un losange augmenté 

Un losange est un collage de deux pyramides dos à dos de hauteur 2h - 1. 

La série génératrice de ces losanges est q2(2h-1)2 t 2(3*(2h-1)-(2h-1)) = q8h
2

-8h+2t 8h-4 par 

le théorème 5. Il y a trois façon de placer le losange, d'où le facteur 3 devant la série. 

On ajoute à chacun des côtés opposés d'un losange une rangée de 2 * (2h - 1) = 4h - 2 

cellules (en rose dans la figure 4.10 b) ). Il y a deux façons de le faire, d'où le facteur 

2. En ajoutant ces deux lignes, le nombre de cellules augmente donc de 8h - 4 et le 

périmètre de 4. On peut répéter ce processus indéfiniment, c'est-à-dire qu'on multiplie 

la série du losange par 1_ 8k 4t4 ' De plus, des deux côtés de ces lignes nous pouvonsq 

ajouter des polyominos tas (en vert dans la figure 4.10 b) ) de base 2h - 1 et de largeur 
2h-1 2

allant de 1 à 2h - 1. Leur série génératrice est	 L: q8hl-41-21 t4h+21-2 par le théorème 
1=1 

5). 

D'où le quatrième terme du théorème. 

Deuxième sous-cas: La forme de base est un losange non-augmenté et pos

siblement tronqué 

La série génératrice de ces losanges tronqués est (par le théorème 5) 

2h-1L q8hx-4x-2x2t4h+2x-2, 

x=l 

la largeur x variant de 1 à 2h - 1. Il y a trois façons de les placer. 

Puis, on a deux choix pour placer deux polyominos tas sur deux cotés opposés de ces 

losanges tronqués, c'est-à-dire qu'on multiplie par 

x 
1 + 2 L q4xy-2y2t2x+2y. 

y=l 

D'où le cinquième terme du théorème. 

o 
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Voici les premiers termes de cette série génératrice: 

114t 28 +F 3(q, t) = 1 + qS4t18 + q24 t 12 + 6 q126t28 + 6 ql06t28 + 6 q112t 28 + 3 q120t28 + 3 qr 

88 28 26 20 96 83 q t
28 +3 t +3 t +3t24 +3 t 22 +3 t +q t 24 +3 t18 +3 t16 + 3t14 +3 t 12 + 3 t lO +3 t + 

2 + q6 80t 28 +3 t 6 + 3 t 4 + 3 t t 6 + 3 q128t28 + 3 ql30t28 + 9 q98 t 28 + 6 q48t 28 + 6 q122t28 + 6 q

llO 66 96 86 70 118 26 906 q t 28 + 6 q t 28 + 6 q t 28 + 6 q t 28 + 6 q t 28 + 6 q t 28 + 6 q t 28 + 6 q t 28 + 6 q102t 28 + 

3 q46 t 26 +3 q96 t 26 +3 ql02t26 +3 q llOt 26 +6 qlOOt26 + 3 q112 t 26 +6 q64t 26 +6 q84t 26 +6 q24t 26 + 

92 t 26 +6 q94 t 26 + 9 q80 t 26 + 6 q60t 26 + 6 q72 t26 + 6 ql04t26 + 6 q78t26 + 6 q88t 26 + 6 ql08t26 + 6 q

44 26 + 12 q70 64 22 40 78 72 246 q t t 24 + 6 q t 24 + 6 q t 24 + 6 q t 24 + 6 q88t 24 + 6 q t 24 + 6 qS4t24 + 6 q t + 

90 94 82t 70 76 226 q t 24 + 6 q t 24 + 3 q42t 24 + 6 qS8t24 + 12 q 24 + 6 q62t 22 + 3 q80t 22 + 3 q t 22 + 6 q t + 

56 60 68 64 20 38 226 q48 t 22 + 6 q t 22 + 6 q t 22 + 6 q t 22 + 3q78 t 22 + 6 q72 t 22 + 3 q t 22 + 6 q t 22 + 3 q t + 

36 52 34 66 32 206 q t 22 + 6 q t 22 + 3 q t 20 + 3 q t 20 + 6q48 t 20 + 6 qS4t20 + 3 qSOt20 + 6 qS8t20 + 6 q t + 

3 q64 t 20 + 3 qS6t20 + 6 q42 t 20 + 6 q18t20 + 6 q46 t 20 + 6 q62 t 20 + 6 qS2t18 + 6 q46 t 18 + 6 q16t18 + 

28 48 36 t 18 + 12 q40 42 38 40 163 q30 t 18 + 6 q t 18 + 6 q t 18 + 6 q t 18 + 3 q t 16 + 6 q t 16 + 6 q14t 16 + 3 q t + 

24 30 32 26 20 246 q t 16 + 6 q t 16 + 6 q34t 16 + 3 q t 16 + 3 q t 16 + 6 q t 14 + 6 q t 14 + 6 q12 t 14 + 3 q32t 14 + 

3 q22t 14 + 6 q28 t 14 + 3 q30t 14 + 6 q22 t 12 + 6 q18t 12 + 6 q16t12 + 6 qlOt12 + 3 q16t lO + 3 q14t lO + 

8 6 8 4 26 q12t lO + 6 q t lO + 6 q t 8 + 3 q t 8 + 3 q lO t8 + 6 q t 6 + 3 q t 4 + ... 

Et aussi 

Fr 3(t) = 117 t 28 + 105 t 26 + 91 t 24 + 78 t 22 +66 t 20 + 55 t18 + 45 t 16 + 36 t14 + 28 t 12 + 21 t lO 

+ 15 t 8 + 10 t 6 + 6 t 4 + 3 t2 + 1 + ... 

4.2.7 Les orbites des polyominos F-convexes 

Compter des objets à symétrie près revient à compter les orbites de l'action du groupe 

qui agit. On peut donc dénombrer les polyominos F-convexes à rotations et à réflexions 

près en utilisant le Lemme de Burnside, en posant G = D6 et P = :F l'ensemble de tous 

les polyominos F-convexes. 

Rappelons le lemme : 
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(4.13) 

où IFix(g)lw est la série génératrice pondérée par l'aire ou le périmètre des polyominos
 

g-symétriques.
 

On a donc, d'après les résultats trouvés aux chapitres 1 et 4
 

lFix(l)lw = F(q, t) donnée par l'équation 1.5,
 

IFix(dal)lw = lFix(da2)lw = lFix(da3)lw = Fv(q, t) donnée par l'équation 4.4,
 

IFix(dsdlw = lFix(ds2)lw = lFix(ds3)lw = Fh(q, t) donnée par l'équation 4.6,
 

lFix(r)lw = IFix(r 5 )lw = Fr(q, t) donnée par l'équation 4.8,
 

lFix(r2)lw = lFix(r4 )lw = Fr2(q,t) donnée par l'équation 4.11,
 

lFix(r3)lw = Fr3(q,t) donnée par l'équation 4.12.
 

Alors on a 

Proposition 12. La série génératrice (F/ D6) (q, t) des polyominos F -convexes à symétrie 

près selon l'aire et le périmètre est donnée par 

F/D6(q,t)	 = IF/D6Iw 

= 11 (lFix(l)lw + 2IFix(r)lw + 2IFix(r2)lw) + lFix(r3)lw + 3JFix(v)lw + 3IFix(h)lw)
2
 
1
 
12 (F(q, t) + 3Fv(q, t) + 3Fh(q, t) + 2Fr(q, t) + 2Fr2(q, t) + Fr3(q, t)). (4.14) 

Corollaire 6. La série génératrice (F/ D6)(t) des polyominos F -convexes à symétrie 

près selon le périmètre est donnée par 

F/D6(t) = IF/D6Iw 

= 11 (IFix(l)lw + 2IFix(r)lw + 2IFix(r2)lw) + IFix(r3)lw + 3IFix(v)lw + 3IFix(h)lw)
2 
1 

12 (F(t) + 3Fv(t) + 3Fh(t) + 2Fr(t) + 2Fr2(t) + Fr3(t)).	 (4.15) 
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Voici les premiers termes (les orbites pondérées par t) donnés par le corollaire 4.15 : 

I9 +F/D6(t) := 42t27 + 48t26 + 33t25 + 42t24 + 27t23 + 33t22 + 23t21 + 27t20 + 17t

I8 + 13 t l7 + 17 t I6 + 11 t 15 + 13 t I4 + 7 t I3 + 11 t I2 + 5 tU + 7 t lO + 4 t23 t 9 + 5 t 8 + 2 t7 + 
4 t 6 + t 5 + 2 t 4 + t 3 + t 2 + 1 + ... 

En pondérant selon un périmètre fixe (par le 4.15), on obtient le tableau 4.3. L'avant 

dernière colonne représente le nombre d'orbites, calculés par le Lemme de Burnside 

alors que la dernière colonne donne le nombre de polyominos asymétriques (selon (Am

roun, 2004), puisque selon les résultats trouvés au chapitre 5, il y a bijection entre les 

polyominos F-convexes des réseaux hexagonal et triangulaire). 

En pondérant selon une aire fixe on obtient le tableau 4.4. 
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péri id 7f
r=3" 

r2 _ 
-

27f 
3 r 3 = 'Ir V h Orbites Asym 

0 1 1 1 1 1 1 1 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 3 0 0 3 1 1 1 0 

3 2 0 2 0 0 2 1 0 

4 6 0 0 6 2 2 2 0 

5 6 0 0 0 0 2 1 0 

6 12 1 3 10 2 4 4 0 

7 12 0 0 0 0 4 2 0 

8 21 0 0 15 3 5 5 0 

9 22 0 4 0 0 6 4 12 

10 33 0 0 21 3 7 7 0 

11 36 0 0 0 0 8 5 12 

12 50 1 5 28 4 10 11 12 

13 54 0 0 0 0 10 7 24 

14 72 0 0 36 4 12 13 12 

15 78 0 6 0 0 14 11 48 

16 99 0 0 45 5 15 17 24 

17 108 0 0 0 0 16 13 60 

18 133 1 7 55 5 19 23 48 

19 144 0 0 0 0 20 17 84 

20 174 0 0 66 6 22 27 60 

21 188 0 8 0 0 24 23 132 

22 222 0 0 78 6 26 33 84 

23 240 0 0 0 0 28 27 156 

24 279 1 9 91 7 31 42 132 

25 300 0 0 0 0 32 33 204 

26 345 0 0 105 7 35 48 156 

27 370 0 10 0 0 38 42 276 

Tab. 4.3 Polyominos F-convexes selon le périmètre 
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r2 _ 211" 3Aire id v h r=J r = 1r Orbites- 3
 

2 0 2 0 2 0 1
 

3 1 1 0 0 3 1
 

6 0 2 0 0 0 1
 

8 0 2 0 2 6 2
 

6 0 2 0 0 0 1
 

7 1 1 1 1 7 2
 

12 0 4 0 0 0 2
 

15 1 3 0 0 9 3
 

8 0 4 0 2 0 2
 

9 1 1 0 0 9 , 2
 

18 0 2 0 0 0 2
 

18 0 2 0 0 12 3
 

8 0 4 0 2 0 2
 

15 1 3 0 0 9 3
 

24 0 4 0 0 0 3
 

23 1 5 0 2 15 5
 

12 0 4 0 0 0 2
 

12 2 2 0 0 12 3
 

24 0 4 0 0 0 3
 

30 0 2 0 0 12 4
 

12 0 4 0 0 0 2
 

17 1 3 0 2 15 4
 

36 0 4 0 0 0 4
 

31 1 5 1 1 19 6
 

14 0 6 0 2 0 3
 

21 1 1 0 0 9 3
 

30 0 6 0 0 0 4
 

30 0 4 0 0 18 5
 

18 0 2 0 0 0 2
 

Tab. 4.4 Polvominos F-convexes selon l'aire 



CHAPITRE V
 

BIJECTION ENTRE LES RÉSEAUX TRIANGULAIRES ET
 

HEXAGONAUX
 

5.1 Généralités 

Les réseaux hexagonal et triangulaire sont en dualité, comme le montre la figure 5.1, où 

le centre d'un triangle est le sommet d'un hexagone et le centre d'un hexagone est le 

sommet d'un triangle. 

Fig. 5.1 Dualité des deux réseaux. 

Il s'ensuit une bijection entre les polyominos C-convexes du réseau hexagonal et ceux 

du réseau triangulaire, sauf pour certaines structures particulières que l'on verra plus 

loin. On verra de plus que cette bijection se restreint aux polyominos F-convexes et 
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transforme les polvol11inos hexagonallx EC-convexes en polyominos trianglliaires H V-

convexes. De pins, cette bijectiolt sc comporte bien pa.r rapport. ëULX paramètres largem, 

aire eL. p(~rÎ1np.L.re. Il Ile s~:lllble pmi .Y avoir 1I1le bij(~etion euLre tous les polyoluiltos hex;-)

gOllélllX rt triangnlHires (salls ('oudition de cOllv(~xité) ayant cks propriét(> int,éressmltes. 

Fig. 5.2 Polyomillos C-convexes sm les dellx réseaux. 

Afin dl' distinguer les polyomillos de chacun d(~s réseallx, ItOllS asslglH'rons des Il'ttres 

lllaj llSCllles pOlir h~s variH bics dcs hexagoll("s l't, cles lettres nlÎllllscllles pom les variables 

d("s t.riangles. Par excmple. P d<'sigm' lln polyulllino !t<::'xagoltal ct. p désigltP LIn Polyolllino 

trialtgulaire. 

Soit P IllI (ms(~lllbl(-' de Polyolllinos hexagonalLx P dont la ::;érie générat.rice est la série 

fonneJie 

P(X, Q: T) = L XI.(PlQA(PlTPdPl. 

PEP 

olt L(P) la large1ll' tot.ale, A(P) l'aire et Pe(P) If' demi-périlllètrf' dll polyomino P. 

Soit Q 1111 ensemble de polvominos trianglllaires p dont la série génératrice est la série 
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formelle 

Q(x, q, t) = L Xl(p)qu(p)tpe(p), 

pEQ 

où l(p) la largeur totale, a(p) l'aire et pe(p) le périmètre du polyomino p. 

Si P est un polyomino hexagonal C-convexes, alors le polyomino triangulaire qui lui 

sera associé est le polyomino maximal p qui est inclus dans P. La figure 5.2 montre un 

5 24t l4exemple, où le polyomino triangulaire C-convexe Pl : x q (en rose) est associé au 

polyomino hexagonal C-convexe Pl : X6Q20Tl7 (en rose et vert). 

Cette construction fait apparaître la nécessité de considérer des polyominos triangulaires 

filiformes associés aux polyominos hexagonaux rectilignes. La figure 5.3 montre quelques 

exemples de ces polyominos. 

Fig. 5.3 Polyominos filiformes. 

Nous avons créé une classe particulière de structures que nous avons baptisée "polyomi

nomiales" (et ses éléments "polyominômes") et qui doit être considérée si on veut que la 

bijection fonctionne pour tous les polyominos C-convexes. Ces structures généralisent 
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les polyominos triangulaires en admettant des parties filiformes tout en satisfaisant les 

conditions de C-convexité. La figure 5.4 montre un exemple de cette structure. 

Fig. 5.4 Polyominôme. 

5.2	 Définition de la bijection 

Soit H la classe des polyominos hexagonaux C-convexes et soit T la classe des polyomi

nos triangulaires C-convexes. 

On convient que la classe T contient les polyominos filiformes ainsi que, plus généralement, 

les polyominômes. 

Définition 3. Définissons la fonction 

f:	 H----+T 

P ..-, p = f(P) 
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qui, à un polyomino hexagonal P de H, associe de façon unique le polyomino maximal 

p de T contenu dans P. On remarque que le polyomino p, vu comme un graphe plan, 

est le dual du graphe plan de P. 

On a alors la proposition suivante: 

Proposition 13. La transformation f associant à un polyomino P de H le polyomino 

maximal p = f(P) de T inscrit à l'intérieur de P est bijective. 

De plus, la transformation f possède les propriétés suivantes : 

l(p) = L(P) - 1 (5.1) 

pe(p) = Pe(P) - 3 (5.2) 

et 

a(p) = 2A(P) - Pe(P) + 1 (5.3) 

ou réciproquement 

A(P) - a(p) + pe(p) + 1 (5.4)- 2 . 

Preuve: 

La transformation f est bijective car elle a un inverse. En effet, f associe à un polyomino 

P de H le polyomino maximal p = f(P) de T inscrit à l'intérieur de P. On définit f- 1 

la fonction qui, à un polyomino p de T associe le polyomino minimal P = f-1(p) de 

H contenant p. La figure 5.5 montre clairement que f- 1U(P)) = P et que fU- 1(p)). 

Ainsi, la fonction est bijective. 
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Fig. 5.5 Bijection (-,litre les Polyolllinos 1J d ? 

La prellvP de l'éqllatioll (5.1) est directe, C()(IIl1lC k Iflonl n' la figllH' !j.G. 

011 relll<\.rqlJ(~ sllr la fîgllH' G.fi qll!'. ~\ draqlw Sq~lIwllt dll (:(lllt.Ollr d(-' II. ou penl assoner 

Iln trio de points allqlld correspond fjllHtre clellli-Illlit<~s cie côt(~ clll(:~xagone: c'est-à

clin' dCllx côtl'S d 'hexagone, soit 1l1H' nnit0 de deilli-p('rilllètrt' hexa?;onal. 11 wstc six 

cas(~s vert.es sans poilll., cO\TespolldnllL il dOllz(' demi-llltili's de ciJté cl ·hexagone. soit. six 

côtés d:hexagone. soit trois Iluit(~s de d('lIti-p{~rilll(~Lrc hexagonnl. Aillsi, le p(~rilll(:~t.n> d\\ll 

po!yolllino Lriangulaire est le Illêllle qlle le d('llli-périllll'tre hexagolla! IllOiw; trois lluiLés. 

On a dOliC j)e(p) = Pc(P) - :1: d'otl l'(~qllnt.ioll (S.2). 

Pour ce qlli t'st dC' Ltiw. on remarqll(' sur la ng1ll"t' 5.5 (jllC' raire d'lin triangle COIlVH' trois 

sections d'llll hexagone. soit la rnoitiè d'Iln !wxagolH'. DOlle il Illl hcxagOlw correspond 

dellx triangles. COIIllllC on compte !cs trinnglcs à partir des hexagones, on a qlle a(p) 
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est approximativement égal à 2A(P). Mais en réalité, si on fait cela, on a compté trop 

de triangles, comme le montre la région verte de la figure 5.5. Il faut donc ôter cette 

zone. On remarque que chaque trio de points dans cette zone représente à la fois une 

unité de périmètre triangulaire et une unité d'aire triangulaire. Soustraire le périmètre 

revient donc à soustraire l'aire d'autant de triangles comptés en trop. Comme il reste 

six sections d'hexagone sans point, il reste deux aires de triangles à soustraire. 

Ainsi, on a 

a(p) 2A(P) - pe(p) - 2 

2A(P) - (Pe(P) - 3) - 2 par (5.2) 

2A(P) - Pe(P) + 1. 

Et aussi, a(p) = 2A(P) - pe(p) - 2 signifie que 

2A(P) = a(p) + pe(p) + 2 

et donc 

A(P) = a(p) ~ pe(p) + 1. 

o 

Il est à noter que les polyominos filiformes sont pris en compte par la proposition 5.5. La 

figure 5.3 montre quelques exemples de polyominos filiformes en bijection: P3 : xOqOtO 

associé au P3 : X 1Q1T 3 (en bleu); P4 : xOqOt6 associé au P4 : X 1Q4T9 (en orange) ; 

P5 : x 4qOt8 associé au P5 : X 5Q5T ll (en vert). 

Proposition 14. La transformation associant à la série génératrice H(X, Q, T) des po

lyominos P de H, la série génératrice T(x, q, t) des polyominos p de T selon la bijection 

f, est donnée par 
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q 2 t
T(x,q,t) = -3H(X,q ,-). (5.5)

xt q 

Preuve: 

Par la proposition 13, on a 

T(x,q,t) L xl(p)qa(p)tpe(p) 

pET

L xL(P)-lq2A(P)-Pe(P)+lt Pe(P)-3 

PER 

~ L xL(P)(q2)A(P)(!)Pe(P) 
xt PER q 

q 2 t 
-3H (x,q ,-).
xt q 

o 

Proposition 15. La transformation f respecte les polyominos F -convexes, c'est-à

dire qu'un polyomino hexagonal F -convexe est envoyé sur un polyomino triangulaire 

F-convexe. 

Preuve: 

On n'a qu'à observer la figure 5.6 pour le constater. 

o 

5.3 Exemples d'application 

Appliquons la proposition 13 à la formule des tas sur le réseau hexagonal et voyons si 

on retrouve bien la formule des tas sur le réseau triangulaire (figure 5.7). 



KI
 

Fig. 5.6 PoJvominos F-(:onvex('s sur ks dcux rt'seallx. 

On note (PiC les halltellrs défini(~s dans ks fOrnlllks des ras sè-ll'isl'Ol1l la l'dation SUiVHIlt(' 

(pHI' le mi'trl(' l'aisonnenlcnt"" qlle pOlir la largclll' dans la preuve <1e la propositioll 1:3) 

h(p) = H(P) - 1 

LI s(;ric g61i'l,oltricc des polyoll1inos tas F-convexcs Fi."AQ, T) Sllr le rbicau hexagonal 

(théor~~l1le 10 de (AUIIOIIIl, 20(4)) est donllé(~ par 

J-{ ') 

F/n,(Q, T) = L L q:u!..J.,. /-I. T2f11 L.	 (G.7) 
fI?1 L= 1 

alors que la série génératrice des polyoll1illoS [as F-COI1WXCS F, as (q,1) sm le d~S('all 

triangllJairc (théor(~nl(' il) est donn(.c l'Hl' 

17' (1 1 t)	 '" '"" 2hJ·-J"f2h+/ (:l.8)rJ,,", . {J, ," =	 L LCf " . 
iI?l J=l 
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On a par 5.2 et par 5.7 

pe(p)	 Pe(P) - 3 

2H + L - 3 

2( h + 1) + (l + 1) - 3 

2h + l 

et par 5.3 et 5.7 on a 

a(p) 2A(P) - Pe(P) + 1
 
2
 

2(2HL - L + L) _ (2H + L) + 1 
2 

2(h + 1)(l + 1) - (l + 1)2 + (l + 1) - 2(h + 1) - (l + 1) + 1 

2hl + 2h + 2l + 2 - [2 - 2l - 1 + l + 1 - 2h - 2 - l - 1 + 1 

= 2hl- l2 

ce qui correspond bien à ce qu'on avait trouvé au théorème 5 (équation 5.8). La figure 

5.7 donne un exemple avec h = 6, H = 7, l = 4, L = 5 et x4q32tl6 (en bleu) associé au 

X5Q25Tl9 (en orange). 

Exemple 

Appliquons maintenant la proposition 14 à quelques polyominos du réseau hexagonal 

et voyons si on retrouve bien dans chaque cas le polyomino du réseau triangulaire qui 

leur est associé. 

l7Prenons le polyomino hexagonal Pl = X6Q 20T (figure 5.2 en vert) et appliquons lui 

la proposition 13. 
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Fig. 5.7 Pol.yomino:-; taij ]J (~t P. 

qp,,2 t )p(:r.q,t) = -.\ ]',.l .. q,
.rI· q 

q Ci· "2 ) 21l ( f ) 1ï-.:r Iq 
.rt· l ' q 

./'rl'tJl 

PI(.r. q.f). 

cl on troll vc k bon polyomino (figmc !).2 ('n ro:-;(~). 

Exemple 

Prellons k~ P01YOlllillO hexagollal H> - Xr,(t'yll ((igmp G.:3 cn wrt) el. appJirJlIOII:-; llli la 

proposition 13. 

q ') t.
p(:1:, q. t) -·IP,,(./:,rF. -)

Tt· q 
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P5(X, q, t). 

et on trouve le polyomino filiforme correspondant (figure 5.3). 

Ces exemples montrent qu'à partir d'un théorème ou d'un polyomino du réseau hexa

gonal on peut trouver l'équivalent sur le réseau triangulaire (et vice versa). 



CONCLUSION 

Le dénombrement des polyominos sur les différents réseaux trouve des applications dans 

différents domaines. Il semble cependant que tous les résultats présentés ici soient inédits. 

Pour réaliser ce parcours, j'ai suivi en parallèle le travail d' Anissa Arnroun pour les 

quatres premiers chapitres, cherchant un résultat similaire à chacun des siens. Ensuite, 

M. Leroux et moi avons développé une bijection entre les polyominos F -convexes des 

réseaux hexagonal et triangulaire. 

Les chapitres 1 et 4 montrent que le travail semble maintenant assez complet concernant 

les polyominos F-convexes. Comme on sait qu'il y a bijection entre les polyominos F

convexes des deux réseaux, on sait que les résultats asymptotiques seront les mêmes. 

Il est intéressant de noter, contre toute attente, avec quelle facilité certaines classes 

particulières de polyominos sur le réseau carré se retrouvent sur le réseau triangulaire. 

Le chapitre 3 montre le cas des polyominos partages et parallélogrammes. 

La dualité des réseaux hexagonal et triangulaire est évidente et facile à définir: le centre 

d'un triangle est le sommet d'un hexagone et le centre d'un hexagone est le sommet d'un 

triangle. Nous avons vu les deux réseaux superposés au chapitre 5, mais nous n'avons 

pas réussi à établir une bijection entre tous les polyominos d'un réseau vers l'autre. 

Cependant, ce travail est maintenant fait pour les polyominos F-convexes. On pourra 

donc systématiquement appliquer la bijection à toutes les formules des hexagones ayant 

une convexité pour trouver les équivalents triangulaires. 

Pour ce qui est des polyominos C-convexes, nous avons trouvé des cas litigieux. Une 

étude plus approfondie est nécessaire. Par exemple, je crois qu'on devra élargir la 

définition de connexité. 
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Il est évident que tout ce travail de recherche m'a grandement enrichi. J'ai développé 

quelques avenues personnelles (mais un peu trop tortueuses) dans le dénombrement des 

polyominos F-convexes 2; -symétriques et n-symétriques mais qui m'ont appris sur la 

dynamique de la recherche et sur l'entêtement à trouver, de même que sur la beauté de 

ce sur quoi je travaillais. Et le plus important, j'ai constaté à quel point le travail que 

l'on confronte à d'autres (je pense ici à mes deux directeurs) élève notre vision et notre 

niveau. 
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