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RESUME

L’arrivée d’appareils télématiques permet de mettre en pratique de vieilles idées
a propos d’une assurance automobile basée sur 'utilisation réelle du véhicule as-
suré, soit une assurance de type UBI ( Usage-based insurance). A 1’aide de données
possédant le kilométrage exact parcouru, nous allons nous intéresser & la modé-
lisation de la fréquence de réclamations par des modéles additifs généralisés avec
paramétres de position, d’échelle et de forme (GAMLSS), poursuivant le travail
de Boucher et al. (2017). Pour cela, nous allons utiliser des fonctions de lissage
par P-splines pour le kilométrage et la durée d’exposition. Diverses lois discrétes
de probabilité seront étudiées, dont la distribution binomiale négative multiva-
riée (MVNB) a données longitudinales. Les impacts potentiels au niveau de la
tarification seront également présentés par 1’étude de différents profils d’assurés.

Mots-clés : modéle additif généralisé avec paramétres de position, d’échelle et de
forme (GAMLSS), modéle additif généralisé (GAM), modéle linéaire généralisé
(GLM), données longitudinales, données de panel, segmentation, modéle de fré-
quence, actuariat, tarification en assurance automobile, Pay-as-you-drive (PAYD),
Usage-based insurance (UBI).






INTRODUCTION

Le marché de I’assurance automobile est énorme. Au Québec seulement, plus de 5
millions de véhicules ont été assurés en 2016, pour un total des primes d’assurance

de plus de 3,3 milliards de dollars®.

Traditionnellement, les assureurs établissent la prime d’un assuré en fonction du
risque qu’il représente. Il est toutefois difficile de mesurer précisément le degré de
ce risque. Les assureurs s’en remettent alors & des caractéristiques de risque, soit
des variables qu’ils considérent corrélées avec le vrai niveau de risque de 1’assuré
selon leurs analyses, telles que le sexe, I’age, la cote de crédit, le kilométrage annuel,
le lieu de résidence et le modéle de véhicule pour n’en nommer que quelques-unes.
De plus, la durée du contrat d’assurance sert typiquement d’unité d’exposition et
est considérée proportionnelle au risque. Cela signifie que, pour un méme profil de
risque, une assurance de 6 mois est 2 fois moins coiiteuse qu’une méme assurance

de 1 an.

Cette fagon de procéder posséde comme défaut qu’elle n’est pas basée sur 'usage
réel du véhicule. L’assuré doit fournir une estimation de son kilométrage annuel
au début du contrat, mais ’assureur ne peut que difficilement valider cette infor-
mation, si bien que les estimations sont souvent fausses. De plus, les assurés ont
avantage & sous-estimer leur kilométrage, car, de fagon générale, plus un assuré

parcourt de kilométres, plus sa prime augmente.

1. Rapport sommaire du Groupement des assureurs automobiles (GAA)

https ://gaa.qc.ca/Pdf/fr/Rapport-Sommaire-FR-2017.pdf



La facilité actuelle & installer des appareils télématiques sur les véhicules assurés
ou, plus simplement, & utiliser les données fournies directement par le téléphone
portable de ’assuré permet de remettre d’actualité de vieilles idées & propos d’une
assurance automobile basée sur l'usage du véhicule assuré, nommée UBI pour

Usage-based insurance, et non uniquement sur la durée du contrat.

On retrouve d’ailleurs avec Vickrey (1968) les balbutiements d’une théorie relative
4 une assurance automobile de type UBI. Vickrey suggére une prime basée sur
le kilométrage pour mieux refléter I’utilisation des voitures assurées. Une facon
de mesurer le kilométrage passerait par une vérification annuelle de ’'odométre
du véhicule assuré, mais la facilité de I’époque & « reculer » les odométres posait
probléme. Il était donc difficile de mettre en pratique une telle assurance avec les
technologies du moment. Comme alternatives, il suggére alors d’inclure des frais
d’assurance sur I’achat de pneus ou d’essence, mais ces méthodes ne sont pas sans

défaut.

Aujourd’hui, les produits d’assurance automobile de type UBI se multiplient.
Leur popularité grandissante ouvre des possibilités en recherche concernant le
traitement et l'utilisation des nouvelles données que les appareils télématiques
permettent de collecter. On discerne 2 grandes catégories de produits UBI, soit
PAYD? et PHYD? (Tselentis et al., 2016). La catégorie PAYD se concentre sur
le kilométrage parcouru, le type de routes emprunté, comme une autoroute, une
route de campagne ou un boulevard, et sur les heures de conduites notamment,
soit sur les trajets de ’assuré. L’autre catégorie, soit PHYD, est davantage orientée
sur la fagon de conduire de I’assuré et peut mesurer les excés de vitesse ainsi que

les accélérations et les freinages brusques. Evidemment, un produit d’assurance

2. Pay-as-you-drive.

3. Pay-how-you-drive.



peut également étre basé sur un mélange entre les catégories PAYD et PHYD.

Les produits de type PAYD sont davantage étudiés en recherche. Ils incluent no-
tamment les produits de type Per-Mile- Premium (PMP) et utilisent le kilométrage
parcouru comme unité d’exposition plutét que la durée d’exposition(Litman, 2011,
2005, 2001). A ce sujet, de nombreux articles notent une relation non proportion-
nelle entre la fréquence de réclamations et le kilométrage (Boucher et al., 2017,

2013; Litman, 2011; Bordoff et Noel, 2008).

Une tarification PAYD basée sur le kilométrage mesuré par un appareil téléma-
tique posséde de nombreux avantages (Lemaire et al., 2016; Tselentis et al., 2016;

Bordoff et Noel, 2008; Litman, 2005).

Parmi ceux-ci, on note une amélioration de la justesse actuarielle de la prime,
puisque la tarification classique ne peut pas tenir compte du kilométrage de facon
adéquate faute de données fiables. Ainsi, la prime chargée refléte mieux le risque
représenté par chaque assuré. Une autre conséquence est que les assurés ont da-
vantage de contréle sur leur prime puisqu’elle est directement liée & la distance

qu’ils parcourent.

De plus, on constate une réduction de la fraude sur le kilométrage déclaré, car le

kilométrage est désormais mesuré précisément plutét qu’estimé par I’assuré.

En procédant de cette facon, on rend également 1’assurance plus abordable pour
les personnes parcourant peu de kilométres en voiture, ce qui pourrait réduire la

part de conducteurs non assurés.

Une telle tarification ajoute aussi un incitatif & moins conduire, ce qui méne &
une réduction potentielle du nombre de voitures sur les routes et, possiblement,
du nombre d’accidents. D’ailleurs, s’il y a moins de voitures sur les routes, on

peut aussi s’attendre & une diminution de la congestion routiére et de la pollution



générée par I’automobile. Avec un produit de type PHYD, l'incitatif va méme plus
loin en encourageant les assurés & mieux conduire, ce qui devrait aussi diminuer

le nombre d’accidents et améliorer le bilan routier.

Les appareils télématiques pourraient méme servir 4 communiquer automatique-
ment avec les services d’urgence en cas d’accident ou & retrouver des véhicules

volés.

Evidemment, une tarification PAYD comprend également des désavantages (Le-
maire et al., 2016). Tout d’abord, il y a le cofit et I'installation de ’appareil télé-
matique & considérer. De plus, les primes sont davantage imprévisibles puisque le
kilométrage annuel est souvent variable d’une année & l'autre. L’aspect légal est
aussi & considérer, puisque certaines juridictions n’ont toujours pas adapté leurs
lois sur I’assurance aux produits PAYD. Par exemple, une surcharge & 1’assuré
pour kilométrage excessif ou une tarification rétrospective peuvent étre illégales

dans certaines juridictions.

Il faut aussi considérer le c6té intrusif de ces appareils qui collectent des données
sur le comportement des assurés. Ces données doivent étre sécurisées par respect
pour la protection de la vie privée. Des questions éthiques sont d’ailleurs & étre
considérées, notamment & savoir si ces données peuvent étre partagées ou non en

cas d’enquéte policiére.

Un autre point dont il faut tenir compte est celui du transfert des cotts (Lit-
man, 2005). Avec une tarification classique ou il est impossible de correctement
tenir compte du kilométrage, les assurés parcourant de courtes distances se re-
trouvent & payer une prime plus élevée que le risque qu’ils représentent et, donc,
4 « financer » ceux qui parcourent de longues distances. Ainsi, les conducteurs a
faible kilométrage devraient opter pour une assurance PAYD basée sur le kilomé-

trage parcouru pour économiser. S’ils le font, la prime provenant d’une tarification



classique devrait augmenter pour éviter la sélection adverse, puisque ceux qui la
financaient ont changé de produit d’assurance. Par conséquent, si la tarification
classique devient plus dispendieuse, la tarification PAYD devrait gagner encore
plus en popularité, rendant la prime issue d’une tarification classique toujours

plus chére.

Dans ce mémoire, nous allons nous intéresser & la modélisation de la fréquence de
réclamations en assurance automobile avec un produit de type PAYD. Nous allons
d’abord, au chapitre 1, étudier les modéles connus et appliqués en assurance, soit
les modéles linéaires généralisés (GLM) et les modeles additifs généralisés (GAM).
Puis, au chapitre 2, nous allons introduire les modéles additifs généralisés avec
paramétres de position, d’échelle et de forme (GAMLSS). Finalement, au chapitre
3, nous appliquerons des modéles GAMLSS sur des données d’assurance de type
PAYD en prenant le soin de les comparer avec des modéles plus classiques en

assurance automobile.






CHAPITRE I

INTRODUCTION AUX MODELES

1.1 Quelques définitions préalables

En assurance, la prime pure n’est que le produit de la fréquence et de la sévérité.
En considérant la prime pure comme une variable aléatoire, on peut alors utiliser
des modéles mathématiques et tenir compte d’une certaine part de hasard dans

les primes pures futures.

Pour évaluer le montant & charger & un assuré, l’objectif est de trouver une
constante ¢ qui s’approche le plus possible de la variable aléatoire de la prime
pure S. Dans ce mémoire, la distance da(S,c) = E[(S — c)?] a été retenue. La
valeur de la constante ¢ qui minimise cette distance correspond a 1’espérance de
la prime pure, c’est-a-dire ¢ = E[S]. Si on considére la fréquence et la sévérité

comme des variables aléatoires indépendantes, on obtient alors :

E[S] = E[Prime Pure] = E[Fréquence] x F[Sévérité].

Avec le résultat ci-dessus, on constate que I’évaluation de la prime a charger & un
assuré peut se faire en traitant les composantes de la fréquence et de la sévérité

séparément.

Dans ce mémoire, on se concentrera uniquement sur la modélisation de la fré-

quence. Ceci revient & considérer une sévérité fixe de 1$ pour toutes les réclama-



tions dans I’évaluation de la prime.

1.2 Modélisation de la fréquence de réclamations

Il y a plusieurs possibilités pour la modélisation de la fréquence de réclamations.
Les modéles linéaires généralisés, ou GLM, sont considérés comme la norme dans
'industrie, mais récemment, les modéles additifs généralisés, ou GAM, gagnent
en popularité. Toutefois, avant de les présenter en profondeur, revenons a la base

avec le modéle de régression linéaire.

L2 Régression linéaire

Supposons que nous désirons modéliser la fréquence de réclamations Y et que
nous avons n observations de cette variable aléatoire, que nous noterons y; ol
1 =1, ...,n. Sous le modéle de régression linéaire, on pose des hypothéses d’indé-
pendance et d’homoscédasticité pour la variable réponse. Dans notre contexte, on
peut également supposer que nous connaissons k variables explicatives X, c’est-
a-dire des caractéristiques des assurés qui peuvent contribuer & « expliquer » leur

fréquence de réclamation. Un tel modéle peut s’exprimer comme ceci :
Yi=Bo+zu XP1+Tig X B2+ ... +Tix X By + 6, (1.1)
ou S, représente ’ordonnée & l’origine, z;; correspond & la j¢ caractéristique de

risque connue de l'assuré i et B; est le coefficient relié & la j° caractéristique

de risque. Dans ce modéle, ¢; correspond & ’erreur d’estimation et suit une loi

Normale(0, 02).
L’équation (1.1) peut étre réécrite sous la forme matricielle

Y, = X8 +¢,

ol X est une matrice de design de dimension n x (k + 1) contenant les variables



explicatives, dont une variable constante valant 1 pour tenir compte de ’ordonnée
& l'origine, X ; est la ligne de cette matrice correspondant & I’assuré 7 et 3 est un

vecteur de paramétres (k + 1) x 1.

Ceci revient & dire que la variable réponse suit une distribution normale, soit

Y; ~ N(X;8,0%) pour i =1, ...,n.

Pour modéliser le nombre de réclamations, qui est une variable discréte positive,
la régression linéaire présente donc un inconvénient majeur, c’est-a-dire que la
distribution normale est une distribution continue pouvant prendre des valeurs

négatives.

122 Modeéles linéaires généralisés

Les modéles linéaires généralisés, ou GLM !, permettent de contrer cet inconvé-
nient. En effet, avec ces modéles, développés par Nelder et Wedderburn (1972), la

distribution de la variable réponse s’élargit & la famille exponentielle linéaire.

Cette famille regroupe ’ensemble des distributions, discrétes ou continues, dont

les lois de probabilité peuvent s’écrire sous la forme :

) = cly, $)exp (Lj“”)

ou 0 et ¢ sont respectivement appelés les paramétres canonique et de dispersion.
De plus, ¢(-) est une fonction quelconque qui dépend de y et ¢ et a(-) est une

autre fonction quelconque, mais dépendant uniquement de 6.

L’espérance et la variance des membres de cette famille de distributions peuvent

1. Generalized linear models.
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étre exprimées sous les formes générales

E[Y] = d'(0),
Var[Y] = ¢d"(0),

ot a’(6) et a”(6) sont les dérivées premiére et seconde de a(#) par rapport a 6.
Selon le choix de la distribution de la variable réponse, il est donc possible de ne
pas rencontrer de I’hétéroscédasticité, contrairement aux modéles de régression

linéaire.

Parmi les distributions faisant partie de cette famille, il y a notamment les lois
normale, Poisson, binomiale, gamma et inverse-gaussienne. On peut se référer a

McCullagh et Nelder (1989) pour plus de détails.

Les GLM permettent également de spécifier une fonction de lien g(-) entre la
moyenne de la distribution de la variable réponse u et les variables explicatives,

soit

9(w:) = X3, (1.2)

ou X; est la ligne correspondant & ’assuré ¢ de la matrice des variables explicatives

et 3 est le vecteur des coefficients.

La fonction de lien g(-) est habituellement sélectionnée de fagon a avoir un do-
maine correspondant & celui du paramétre de moyenne u. Par exemple, pour une
distribution Bernoulli, le paramétre de moyenne est compris entre 0 et 1. Ainsi,
une fonction de lien probit ou logit pourrait étre utilisée, car le domaine cor-
respond & celui du paramétre de moyenne. D’autres facteurs peuvent aussi étre
considérés dans la sélection de la fonction de lien. Dans un contexte d’assurance,

la fonction de lien logarithmique permet d’exprimer le paramétre de moyenne par
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des facteurs multiplicatifs, qu’on appelle aussi relativités (McCullagh et Nelder,
1989).

Il est & noter que, lorsque qu’on sélectionne la distribution normale pour la variable
réponse avec la fonction de lien identité, on retrouve exactement le modéle de

régression linéaire.

Pour plus de détails sur la famille exponentielle linéaire, les fonctions de lien, les
GLM et leur application en assurance, McCullagh et Nelder (1989) et De Jong

et al. (2008) constituent d’excellentes références.

1.2.3 Modgeles additifs généralisés

Les modeéles additifs généralisés, ou GAM ?, constituent une extension des GLM.
Ces modéles, développés par Hastie et Tibshirani (1986), se distinguent des GLM
uniquement par le prédicteur linéaire qui peut désormais accueillir des fonctions de
lissage, soit des termes non paramétriques. Par exemple, la structure d'un GAM

en notation vectorielle pourrait s’écrire comme ceci :

9(p) = XB + fi(x1) + fa(2) + fa(x3, T4), (1.3)

ou les fonctions fi(-), f2(-) et f3(-) sont des fonctions de lissage qui dépendent
d’une ou plusieurs variables explicatives ;. Mis & part ces fonctions, ’équation
(1.3) est en tout point identique & I’équation (1.2), c’est-a-dire que X est une
matrice de design, B est un vecteur de paramétres et le prédicteur linéaire est lié
4 la moyenne p & travers une fonction de lien g(-). Pour davantage d’informations
sur les GAM et leurs fonctions de lissage, on peut se référer & Boucher et al.

(2017), Cété (2016) et Wood (2006).

2. Generalized additive models.
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1:3 Application des modéles additifs généralisés

Boucher et al. (2017) ont présenté une application des GAM pour la modélisa-
tion de la fréquence de réclamations en assurance automobile. Ils avaient & leur
disposition une base de données d’un assureur espagnol > provenant d’un produit
d’assurance automobile de type PAYD. Ils avaient ainsi accés au kilométrage exact

parcouru par chaque assuré.

De facon traditionnelle, les assureurs ont recours & des modeles GLM et le kilo-
métrage fait partie des caractéristiques de risque contenues dans la matrice X
de I’équation (1.2). Habituellement, le kilométrage est transformé en variables bi-
naires, ce qui crée différentes classes. Il y a 2 raisons principales justifiant cela.
Tout d’abord, sans appareil télématique, il est impossible pour les assureurs de
connaitre le véritable kilométrage des assurés, ce qui rend les données a ce su-
jet peu fiables. En second lieu, plusieurs recherches parviennent & la conclusion
que la fréquence de réclamations est non proportionnelle au kilométrage (Boucher
et al., 2017, 2013; Litman, 2011; Bordoff et Noel, 2008). Ainsi, utiliser le kilomé-
trage sans transformation revient & présumer qu'’il suit une relation linéaire avec

la fréquence, ce qui est faux.

L’utilisation d’appareils télématiques permet d’obtenir le kilométrage exact des
assurés. Avec un modéle GLM ou le kilométrage est transformé en variables bi-
naires, il faudrait utiliser une multitude de variables binaires afin de mieux décrire
la relation entre le kilométrage et le nombre de réclamations. Une autre option
est l'utilisation d’un modéle GAM comprenant une fonction de lissage pour le

kilométrage pour tenir compte de sa non-linéarité avec la fréquence.

C’est sous ce contexte que Boucher et al. (2017) ont choisi d’utiliser des modéles

3. Il s’agit de la méme base de données utilisée au chapitre 3.
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GAM avec une fonction de lissage pour cette variable.

Par ailleurs, I’approche traditionnelle en assurance prétend que la fréquence de
réclamations est proportionnelle & la durée d’exposition. En d’autres mots, cela
signifie que, pour un méme risque, une assurance d’un an est 2 fois plus cotiteuse

que la méme assurance de 6 mois.

Afin de confirmer cette hypothése, ils ont également décidé d’appliquer une se-

conde fonction de lissage sur la durée d’exposition.

D’abord, ils se sont intéressés & 1'utilisation de splines cubiques individuelles pour
le kilométrage et la durée d’exposition pour un GAM suivant une distribution

Poisson avec un lien logarithmique et une ordonnée & 1’origine :

]'Og(.u"l) = ﬂ0+f1(kmz) +f2(d1,), 1= 1’-°"n) (14)

ol [y correspond & l'ordonnée & l’origine, n représente le nombre total d’assu-
rés et fi(-) et fo(-) correspondent respectivement aux splines cubiques pour le

kilométrage km et la durée d’exposition d.

Ils ont constaté que les fonctions de lissage, autant pour le kilométrage que pour
la durée, ne sont clairement pas linéaires. Leur résultat pour la durée contredit
I’approche traditionnelle en assurance voulant que la relation entre le nombre de

réclamations et la durée d’exposition soit proportionnelle.

Puis, ils ont fait un second modéle en utilisant plutét un produit tensoriel, un lis-
sage & plusieurs dimensions, pour tenir compte de ’interaction entre le kilométrage

et la durée d’exposition :

log(us) = Bo + f(kma, ds), B2 T von iy (1.5)

ot f(.,.) correspond au produit tensoriel prenant comme arguments le kilométrage
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et la durée d’exposition.

Le modéle avec produit tensoriel avait pour objectif de visualiser ’effet combiné
du kilométrage et de la durée, & savoir si I'effet de la durée varie en fonction du
kilométrage et vice versa. Il s’agit d’une fagon de vérifier si le premier modéle tient

compte adéquatement de la dépendance entre le kilométrage et la durée.

Finalement, ils ont comparé ces 2 modéles avec un GLM Poisson avec une fonc-
tion de lien logarithmique ayant 5 variables binaires pour le kilométrage et un

ajustement de proportionnalité pour la durée d’exposition :
log(:) = Bo + Brt1i + Bazai + Bazai + Paai + Bsxsi +log(di), i=1,...,n,
(1.6)

ou By & fBs sont des paramétres. Les valeurs des variables z; & x5 sont présentées
dans le tableau 1.1. Il s’agit d’un modéle plus classique en assurance permettant

d’évaluer I’amélioration que procurent les modéles (1.4) et (1.5).

Tableau 1.1: Représentation du kilométrage en variables binaires

Variable Valeur
T Vaut 1 si km > 1000
o Vaut 1 si 5000 < km < 10000
I3 Vaut 1 si 10000 < km < 15000
Ty Vaut 1 si 15000 < km < 20000
Tx Vaut 1 si km > 20000

Concernant la modélisation des 2 GAM, Boucher et al. ont fixé le nombre de
noeuds pour le kilométrage et la durée, puis ont estimé les paramétres de lissage

par la minimisation du score de validation croisée généralisé* (GCV).

4. Generalized cross validation score, qui sera défini formellement a la section 2.3.2.
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Le GCV a également servi de critére pour comparer la qualité des 3 modéles entre
eux. Ainsi, selon le GCV, le GAM avec produit tensoriel posséde un trés léger
avantage sur le GAM & splines cubiques individuelles alors que le GLM est en

retrait de ces 2 modéles.

Tableau 1.2: Comparaison du critére GCV pour les 3 modéles de Boucher et al.

(2017)

Modéle GCV
GAM a splines cubiques  0,38412
GAM avec produit tensoriel 0,38403
GLM 0,38640

De plus, Boucher et al. ont réalisé une analyse des résidus de prédiction en se
servant de données de validation. Ils ont constaté que les résultats des 3 modéles

étaient trés semblables.

Par la suite, ils ont ajouté des variables explicatives & leurs modéles. Pour les
profils d’individus étudiés, ils ont remarqué que les modéles GAM (1.4) et (1.5)
générent des primes pures semblables, mais que ces primes sont différentes du

modeéle GLM (1.6).

Finalement, Boucher et al. ont présenté un exemple de structure tarifaire pouvant

étre réalisée & partir d’'un GAM.

Ce mémoire va poursuivre le travail fait par Boucher et al. en s’intéressant aux
modéles additifs généralisés avec paramétres de position, d’échelle et de forme
(GAMLSS) avec le méme ensemble de données. Pour un autre exemple d’appli-
cation de modéles GAM sur des données d’assurance automobile, voir Verbelen

et al. (2016).






CHAPITRE II

INTRODUCTION AUX MODELES ADDITIFS GENERALISES AVEC
PARAMETRES DE POSITION, D’ECHELLE ET DE FORME

Les modéles additifs généralisés avec paramétres de position, d’échelle et de forme,
ou GAMLSS!, constituent une généralisation des GAM. Proposés par Rigby et
Stasinopoulos (2005), les GAMLSS assouplissent I’hypothése de la distribution
de la variable réponse en ne la limitant plus & la famille exponentielle linéaire.
De plus, les GAMLSS permettent la modélisation des paramétres de variance o,
d’asymétrie v et d’aplatissement 7 en plus de celle du paramétre de la moyenne

4 par ’entremise des fonctions de lien g;(-) & g4(-) :

J1
gi(p) = X1B, + Z Z 171, (2.1)

J=1

J2

92(0) = X2, + Z Z 2% j2» (2.2)
j=1
Js

93(v) = X385 + Z Z 3735 (2.3)
j=1
Ja

94(T) = X4y + Z Z s s (2.4)

g=1

oll les paramétres u, o, v et T sont représentés sous leur forme vectorielle de dimen-

1. Generalized additive models for location, scale and shape.
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sion n X 1 correspondant aux n données. De plus, les termes X 3 représentent les
parties paramétriques du modéle et les termes Z-y, les parties non paramétriques.
Pour la partie paramétrique, X, pour k allant de 1 jusqu’a 4, est une matrice
connue de design de dimension n x J;, ou J;, correspond au nombre de variables
explicatives composant X, et 3, est un vecteur de coefficients de longueur Jj.
Du co6té non paramétrique, Z ;; est une matrice de design connue de dimension

n X gjr et 7y, est un vecteur de variables aléatoires de longueur g;y.

Le modéle permet d’ajouter le nombre de termes additifs désirés J,, pour chaque
fonction de lien g (+). Evidemment, dans I’éventualité ou Jy, serait égal 3 0, il n’y a
pas de terme additif pour la k° fonction de lien et le terme de sommation disparait

de 'expression de gg(-).

Il est & noter que les composantes Z;x7y;, peuvent servir & modéliser différents
types de termes additifs, comme des fonctions de lissage ou des effets aléatoires,

selon la structure qu’on leur attribue dans le modéle.

21 Les splines cubiques

Les splines constituent 1'un des choix possibles comme fonctions de lissage. 11 s’agit
principalement de fonctions polynomiales définies par morceaux. Dans cette sec-
tion, un résumé des résultats présentés et détaillés par Boucher et al. (2017) sera
réalisé. Cette section sera donc fortement inspirée par cet article et par le mémoire
de Steven Co6té sur lequel cet article est basé (Coté, 2016). Pour davantage d’in-
formation sur les splines, Green et Silverman (1993) et Wood (2006) constituent

de bonnes références.

Les splines cubiques sont des splines dont le polynéme de degré maximal en est un
de degré 3. Elles possédent certaines propriétés intéressantes et, pour cette raison,

nous allons nous concentrer sur celles-ci.



19

Supposons que nous avons comme données {z;,y;} pour j = 1,...,n avec z; <
zj+1. Les splines cubiques pourraient alors étre utilisées soit dans un contexte

d’interpolation, soit dans un contexte d’ajustement ou de lissage.

2.1.1,  Spline cubique d’interpolation

Dans un contexte d’interpolation, ’objectif est de trouver une fonction passant
par tous les points de notre jeu de données. Si ’on désire trouver une fonction

lisse, les splines cubiques s’avérent alors trés utiles.

En effet, afin d’obtenir une courbe continue, I'interpolation par spline cubique?
impose que les dérivées premiéres et secondes de la fonction, qui sera par morceaux,
soient continues aux noeuds d’interpolation (les données dans ce cas-ci) et entre

les noeuds.

En posant h; = x;;1—z;, nous obtennons alors la fonction s(-) de lissage suivante :

s(z) = a5 (2)y; + of (2)ws1 + 65 (2)8"(z5) + ¢f (2)s"(zj41), 75 S 2 < wja,

ou

a; (z) = (@1 —2)/hj, & (z) = [(zj31 — 2)%/hy — hj(2j41 — 2)] /6,
af (z) = (z — x;) /by, ¢t (z) = [(z — ;)% /hy — hj(z — ;)] /6.

Pour obtenir les valeurs des dérivées secondes, il suffit de résoudre le systéme

d’équations basé sur la condition de continuité des dérivées premiéres aux noeuds

($j+2 = -'L'j)

3

Tk o G e
3"(-77j+1)+ J+1$”(:I:j+2) _ Yi+2 —Yi+1  Yi1 yJ,

hj "
—3s"(x; +
( .7) 6 hj+1 h]

6

ouj=1,.,.n—2.

2. Traduction libre de cubic interpolating spline.
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Nous avons alors n dérivées secondes inconnues avec n— 2 équations. Pour pouvoir
résoudre ce systéme d’équations, il faut donc poser 2 conditions supplémentaires.
Habituellement, ces conditions portent sur les bornes z; et z,. Lorsqu’on pose
§"(z1) = 0 et §"(z,) = 0, la fonction s(-) obtenue se nomme spline cubique

naturelle.

Il a d’ailleurs été prouvé? que la spline cubique naturelle est la fonction d’inter-
polation continue sur [z;,z,] possédant des dérivées premiéres continues la plus
lisse possible selon la minimisation du critére

/ L g"(z)%dz.

1

Ce critére constitue une facon de mesurer 1’oscillation d’une fonction. En effet,
plus une fonction sera ondulée, plus sa dérivée premiére variera et plus le carré de

sa dérivée seconde sera grand.

2.1.2 Spline cubique d’ajustement

L’interpolation n’est toutefois pas idéale dans toutes les situations. En effet, par
sa construction, elle va généralement accorder trop d’importance aux variations

locales au détriment de la tendance générale qu’expriment les données.

L’ajustement, ou le lissage, est alors une alternative fort intéressante. Sous ce
contexte, on cherche & respecter 2 objectifs opposés, soit de trouver une courbe
s’approchant le plus possible des données tout en demeurant la plus lisse possible.

Ainsi, la tendance générale est favorisée aux variations locales.

Posons g(-), la fonction de lissage recherchée. Précédemment, dans un contexte

d’interpolation, nous avions que g(z;) = y;. Pour un contexte d’ajustement, cette

3. Coté (2016) et Wood (2006) détaillent cette preuve.
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hypothése est assouplie et les g(z;), pour j = 1,...,n, sont désormais considérés

comme des paramétres qu'’il faudra estimer.

Le critére d’ajustement s’exprime alors ainsi :

n z,

>0~ ala) +2 | @ (25)
Le premier terme de la fonction (2.5) correspond & la somme des carrés des dif-
férences entre les observations et la fonction g(-) alors que le deuxiéme terme
constitue une pénalité visant & réduire les oscillations de la fonction. Le para-
métre de lissage A peut étre estimé par différentes méthodes (que nous verrons a

la section 2.3), mais il sera fixé arbitrairement pour I'instant.

La minimisation du critére (2.5) méne alors au respect des 2 objectifs de ’ajuste-
ment, soit que la fonction g(-) approche le plus possible les données sans toutefois

subir trop de variations.

De plus, il peut étre prouvé que la spline cubique naturelle est la fonction g(-) qui
minimise le critére (2.5)%. Afin de respecter le contexte d’ajustement dans lequel

nous nous trouvons, il sera alors question de la spline cubique d’ajustement °.

2.2 La régression par splines cubiques pénalisées

Les splines cubiques présentées a la section 2.1 présentent toutefois un inconvé-
nient qui peut étre important selon leur application, soit le fait qu’il y ait autant
de parameétres & estimer que de données. En effet, en travaillant avec des bases de
données regroupant des centaines de milliers d’entrées, comme c’est souvent le cas

en assurance, nous pouvons nous retrouver face a de trés longs délais de calculs

4. Coté (2016) et Wood (2006) détaillent cette preuve.

5. Traduction libre de cubic smoothing spline.
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numériques.

La régression par spline cubique pénalisée® constitue une solution & ce probléme.
Il s’agit d’une spline cubique dont le nombre de paramétres est limité, ce qui réduit
le temps requis pour les calculs tout en conservant les propriétés importantes des

splines.

Il existe différentes options pour la régression par spline cubique pénalisée, mais
nous nous concentrerons sur les P-splines. Ce choix est fait de fagon & faciliter
I'utilisation de I’extension gamlss dans le logiciel R qui offre la possibilité d’utiliser

ce type de spline pénalisée.

Les P-splines, développés par Eilers et Marx (1996), sont basées sur les B-splines.
Dans cette section, les B-splines seront d’abord étudiées, puis les P-splines sui-

vront.

N ) Les B-splines

Les B-splines sont essentiellement des fonctions polynomiales définies par mor-
ceaux et connectées par des noeuds. Plusieurs ouvrages, tels que De Boor et al.

(1978), Dierckx (1995) et Schumaker (2007), traitent en profondeur de ces splines.

Contrairement a ce que nous avons vu & la section 2.1 avec les splines cubiques
d’interpolation et d’ajustement, il n’y a pas nécessairement autant de noeuds que
de données pour les B-splines. En fait, le choix du nombre de noeuds dépend de
'utilisateur. Dans ce mémoire, nous travaillerons avec des noeuds équidistants,

puisque cela simplifie les calculs.

Supposons que nous avons désormais comme données {z;,y;} pour i = 1,..., n.

6. Traduction libre de penalized cubic regression spline.
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Le domaine des données est donc [Zmin, Tmaz|- 1l s’agira également du domaine de
la fonction de lissage par B-splines. Pour positionner les noeuds, il faut ensuite
sélectionner arbitrairement un nombre d’intervalles m pour séparer notre domaine
en parties égales. De plus, le degré d des B-splines doit étre choisi. Comme nous
nous intéressons aux splines cubiques, nous travaillerons avec d = 3. Au total, il

y aura ¢ = m + d B-splines pour composer la fonction de lissage.

Eilers et Marx (1996) dressent un résumé intéressant accompagné d’une repré-
sentation graphique claire des B-splines. Chacune des ¢ B-splines sera constituée
de d + 1 morceaux polynomiaux de degré d attachés ensemble & d noeuds inté-
rieurs. A ces noeuds intérieurs, les dérivées d’une B-spline sont continues jusqu’a
l’'ordre d — 1. Pour avoir d noeuds intérieurs, une B-spline est donc comprise &
Pintérieur d’un domaine de d + 2 noeuds voisins. Sur ce domaine, elle sera posi-
tive et & extérieur de celui-ci, elle sera nulle. En d’autres mots, les B-splines ont
comme particularité d’étre des fonctions trés locales. De plus, comme les B-splines
s’étendent sur plusieurs noeuds, certaines B-splines vont se chevaucher. A ce su-
jet, une B-spline peut chevaucher jusqu’a 2d morceaux polynomiaux des B-splines

voisines.

La figure 2.1, inspirée de la représentation de Eilers et Marx, illustre bien ces
propriétés. Elle a été obtenue en calculant des B-splines sur un domaine allant
de 1 &4 11 et en divisant ce domaine par m = 10 intervalles (les noeuds intérieurs
correspondent & chaque entier entre 1 et 11). De plus, les résultats pour les degrés
1 jusqu’a 3 sont présentés. Toutefois, seulement certaines des fonctions B-splines
sont affichées afin d’alléger les figures résultantes. Il s’agit des 3¢, 4%, 5° et 9°
B-splines pour les degrés 1 et 2 et des 4° 5%, 6° et 10° B-splines pour le degré 3.

Pour que les B-splines aux extrémités du domaine [Zpin, Tmqz) alent I'espace né-

cessaire pour déployer leurs morceaux polynomiaux, il faut étirer notre domaine
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2 3 a 5 6 7 8 ) 10

11

a) Degré 1
11
b) Degré 2
11
(c) Degré 3

Figure 2.1: Comparaison de fonctions B-splines se chevauchant et individuelles de

degré 1 (a), 2 (b) et 3 (c)
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et ajouter 2d noeuds a notre séquence de noeuds équidistants, soit d noeuds au
début et a la fin. Il y aura donc m + 2d + 1 noeuds au total. De plus, comme ces
noeuds supplémentaires se retrouvent & ’extérieur du domaine de la fonction de

lissage, ils ont un impact négligeable sur la fonction de lissage finale.

Le tableau 2.1 dresse un résumé des paramétres et des caractéristiques des B-

splines.

Tableau 2.1: Résumé des paramétres et des caractéristiques des B-splines

Domaine (=it Ban]

Nombre d’intervalles sur le domaine m

Degré d (3 pour des splines cubiques)
Nombre de B-splines g=m+d

Nombre total de noeuds m+2d+1

Les B-splines sont généralement définies par I’entremise de leur propriété de récur-
sion, qui est largement utilisée pour faciliter les calculs numeériques de ces fonctions
(De Boor, 1972; Cox, 1972) :
T—T; Tirar1 — T
Bjan(z) = e Bia(z) + —e Bji1,4(),
Efl L5 Tjtd+1 — Tj+1

1, sizy <% <2544, (26)

Bja(z) =
0, sinon,

ol Bja1(x) représente la j° fonction B-spline de degré d évaluée au point = et
j=1,..,m+d. Les z; représentent les noeuds avec z; comme premier noeud
et Tyyi24+1 comme dernier noeud. Il s’agit de la définition des B-splines telle que
retrouvée dans Dierckx (1995). C’est donc dire que z; jusqu’a x4 ainsi que Zpm 4441

jusqu’ad Tyio4+1 sont des noeuds situés a ’extérieur du domaine.
+2d+1
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Avec ’équation (2.6), il sera question de B-spline normalisée, car la somme de
toutes les fonctions de base pour n’importe quel x compris sur le domaine est

égale & 1, soit

g
ZBj,d+1(x) =1,
=1

ou, rappelons-nous, ¢ = m + d correspond au nombre de fonctions de base com-

posant la fonction de lissage.

La fonction de lissage résultante des B-splines s(-) est constituée de la somme des

q B-splines multipliées par un coefficient a; telle que

s(z) = Y _ a;Bjan(). (2.7)

g=i
L’estimation des coefficients a; peut s’effectuer par la minimisation de la somme

de la différence entre les données y; et la fonction s(-) au carré, c’est-a-dire la

minimisation de S de ’équation ci-dessous :

5= ; (16 sta)
i gl: (y,- - zq:aij,dH(mi))z- (2.8)

=1
Toutefois, le choix du nombre de noeuds influence grandement la forme finale de
la fonction de lissage. Sélectionner un nombre trop élevé de noeuds méne & du

surajustement alors qu'un nombre insuffisant de noeuds peut mener & du sous-

ajustement.

Pour corriger cette lacune, plusieurs options s’offrent & nous, dont celle des P-

splines de Eilers et Marx (1996).
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Exemple sur les B-splines

Pour illustrer ’application de B-splines, prenons le jeu de données cars, disponible
gratuitement sur le logiciel R. Il s’agit de 50 données datant des années 1920
mesurant la distance requise en pieds pour immobiliser des voitures selon leur

vitesse en miles & ’heure.

Tout d’abord, il faut choisir le degré des B-splines. Posons d = 3. Il faut également
déterminer le nombre d’intervalles m. En prenant m = 5, on se retrouve avec
g = m + d = 8 fonctions B-splines, pour un total de m + 2d + 1 = 12 noeuds.
Les coeflicients estimés par la minimisation de I’équation (2.8) ainsi que la courbe

obtenue sont présentés au tableau 2.2 et 4 la figure 2.2 respectivement.

Tableau 2.2: Coefficients estimés pour 1’exemple de B-splines pour la distance de

freinage

a; i) as a4 as G a7 asg

-18,26 10,23 13,33 28,62 53,67 46,19 102,89 113,84

En répétant cet exemple avec m = 1 et m = 10 & la figure 2.3, on voit clairement
que la forme de la courbe ajustée dépend grandement du nombre d’intervalles
m choisis et, par conséquent, du nombre de noeuds sélectionnés. Avec m = 10,
le surajustement est flagrant alors qu’avec m = 1, ’ajustement semble étre bon.
Toutefois, on ne peut pas prendre une valeur inférieure & 1 pour m, donc on ne

peut pas se rendre & apercevoir de fagon nette du sous-ajustement.
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Figure 2.2: Courbe ajustée de la distance de freinage selon la vitesse
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Figure 2.3: Courbe ajustée de la distance de freinage selon la vitesse pour diffé-

rentes valeurs de m
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2.2.2 Les P-splines

Eilers et Marx (1996) ont trouvé une solution concernant le choix du nombre
de noeuds pour les fonctions de lissage par B-splines. A ce sujet, Wood (2006)
considére méme que le véritable intérét statiétique lié aux B-splines résulte du

travail de Eilers et Marx.

Ces derniers ont proposé d’ajouter un terme de pénalité & ’équation (2.8) basé

sur la différence d’ordre r des coefficients au carré, soit

5-$ (n-Semmne) 1 5 (va), o

j=1 j=r+1

ou Aa; = a; — a;_;. Notons également que, pour r > 1, A"a; = A" !(Ag;).

Cette pénalité est controlée par le paramétre de lissage A. En procédant ainsi, plu-
to6t que de limiter le nombre de noeuds, on limite ’influence du nombre de noeuds

sur la fonction de lissage quitte & avoir un peu plus de noeuds que nécessaire.

La pénalité repose sur la variation des coefficients des B-splines, ce qui constitue
une fagon de mesurer les oscillations d’une fonction de lissage par B-splines. En
effet, plus cette fonction va osciller, plus ses coefficients vont varier. De plus, ce

modéle donne le loisir de choisir 'ordre de la différence des coefficients.

La forme de ’équation (2.9) est trés semblable & celle de 1’équation (2.5). En
minimisant .S pour estimer les coefficients a;, le premier terme de 1’équation (2.9)
a pour objectif que la fonction de lissage soit le plus prés des données alors que
le deuxiéme terme cherche plutét & obtenir la courbe la plus lisse possible. Le
résultat est donc trés similaire & ce que nous avons vu avec les splines cubiques

d’ajustement & la section 2.1.2.
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L’équation (2.9) peut étre réécrite sous la forme matricielle

S = (y— Ba)" (y — Ba) + A\(D,a)" (D,a), (2.10)

ol a est le vecteur ¢ x 1 des coefficients a;, D, est une matrice de dimension
(g—7) x g représentant A", et B est une matrice n x g dont ’élément b; ; correspond

& Bja41(s)-

Il peut étre montré que la minimisation de ’équation (2.9) pour un A fixé s’obtient

lorsque les coefficients a; valent :

a= (B"B+ADTD,) "' BTy. (2.11)

Le choix du paramétre A permet d’augmenter ou de réduire le poids de la pénalité.
D’ailleurs, avec A = 0, on retrouve sans surprise la fonction de lissage par B-splines,
puisque le terme de pénalité disparait. Pour un A trés élevé, la pénalité devient
beaucoup trop cofliteuse pour ajouter la moindre ondulation a la courbe de lissage.

Dans cette situation, nous obtenons alors une droite comme fonction de lissage.

Toutefois, il est toujours nécessaire de déterminer le nombre de noeuds et la valeur
du paramétre de lissage A\. A ce sujet, Ruppert (2002), Ruppert et al. (2003) et
Wood (2006) parviennent tous & la méme conclusion, soit que le paramétre de
lissage A est celui qui a la plus grande importance sur la forme finale de la courbe
de lissage. Ce paramétre peut étre estimé par la minimisation du critére GCV ou
du critére AIC que nous verrons dans la prochaine section. De plus, le choix du
nombre de noeuds n’est pas critique. Comme 1’explique Wood (2006), le nombre
de noeuds vient simplement imposer une limite supérieure sur la flexibilité d’'un
terme. C’est plutot le paramétre de lissage A qui contréle les degrés de liberté
effectifs (EDF). Ainsi, ’ajustement du modéle est plutét insensible au nombre de

noeuds pourvu qu’il n’y ait pas un nombre de noeuds trop faible.
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Etablir le nombre de noeuds demeure donc au choix de I'utilisateur, mais tant que
ce choix procure au modéle suffissamment de flexibilité, il n’y aura pas vraiment
de différence sur la courbe de lissage obtenue parce que celle-ci est contrélée par

le paramétre de lissage A.

Exemple sur les P-splines

Reprenons ’exemple de la fin de la section 2.2.1 avec la base de données cars,

mais pour des fonctions de lissage par P-splines.

Réutilisons m = 10 intervalles, ol nous avions un probléme de surajustement dans
I’exemple sur les B-splines, et posons d = 3 comme degré pour les B-splines et
une pénalité de différence d’ordre r = 2. Nous allons donc avoir g =m +d = 13

fonctions B-splines, pour un total de m + 2d + 1 = 17 noeuds.

Pour A = 1, avec ’équation (2.11), nous trouvons les coefficients présentés au

tableau 2.3.

Tableau 2.3: Coeflicients estimés pour ’exemple de P-splines pour la distance de

freinage

4y @y G3 a4 G5 @ Gy Gy 49 G G G Q13

14 58 10,3 15,2 21,6 30,8 404 459 51,8 574 73,5 950 1157

La figure 2.4 présente les courbes de lissage par P-splines obtenues pour A = 1 et
A = 100000. On peut remarquer que le surajustement avec m = 10 pour le lissage
par B-splines est corrigé en grande partie par 1'ajout d’une pénalité avec A = 1.
Si le terme de pénalité est trés grand, comme avec A = 100 000, on obtient alors

une droite.
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Figure 2.4: Courbe ajustée de la distance de freinage selon la vitesse pour différents
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2.3 Choisir le paramétre de lissage

Jusqu'ici, nous avons fixé le paramétre de lissage de fagon arbitraire. Il est toutefois
possible de I'estimer, notamment par le critére d’information de Akaike (AIC)

ou par le critére du GCV.

2.3.1 Etablir le parameétre de lissage par le AIC

De fagon générale, plus un modéle compte de paramétres, mieux il s’ajuste aux
données. Toutefois, avoir trop de paramétres peut entrainer d’autres problémes
pour un modéle, comme de présenter du surajustement ou une complexité sup-

plémentaire peu justifiable par rapport au gain d’ajustement.

Une fagon de mesurer la significativité du gain d’ajustement passe par le cri-
tére AIC (Akaike, 1974). Ce critére repose entiérement sur le principe de la log-

vraisemblance pénalisée et revient & maximiser la log-vraisemblance d’un modéle,

7. Akaike information criterion.



33

mais en tenant compte d’une pénalité sur les degrés de liberté effectifs du modéle :

AIC = —20+2 x EDF, (2.12)

ou £ est la log-vraisemblance du modéle et EDF, les degrés de liberté effectifs du

modéle.

Généralement, c’est le nombre de paramétres qui est utilisé plutét que les EDF.
Toutefois, comme ’expliquent James et al. (2013), les paramétres associés aux
noeuds des P-splines subissent des contraintes importantes, ¢’est-a-dire qu’ils sont
fortement restreints. Recourir aux EDF devient alors une facon plus appropriée

de mesurer la flexibilité des P-splines.
Nous reviendrons a la section 2.5.2 sur la facon de calculer les EDF.

Selon ce critére, le modéle minimisant le AIC est celui & favoriser. Ainsi, trouver le

parameétre de lissage A optimal selon ce critére revient & trouver celui qui minimise

le AIC.
Le critére BIC8,

BIC = —2¢ + log(n) x EDF, (2.13)

ou { est la log-vraisemblance du modéle et n correspond au nombre de données,
peut également étre utilisé. Similaire au critére AIC, le critére BIC revient & maxi-
miser la log-vraisemblance d’un modéle sujette & une pénalité. Ainsi, le modéle

minimisant le BIC est celui a favoriser.

8. Bayesian information criterion.
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232 Etablir le paramétre de lissage par le critéere GCV?

Le score de validation croisée généralisée (GCV !°) repose, comme son nom ’in-
dique, sur le principe de validation croisée. Il s’agit de mesurer la qualité d’ajus-

tement d’un modéle avec des données n’ayant pas servi a estimer ce modéle.

Le GCV est une généralisation du score de validation croisée ordinaire (OCV 11).

L’OCV est défini comme ceci :

R YT
OCV = n Z (fz yz) ? (2'14)

=1

ou ﬁ[—i] représente le modéle estimé en excluant la ¢ donnée et évalué pour cette
donnée, n correspond au nombre total de données et y; est la i® donnée de la

variable réponse qu’on modélise.

Pour éviter d’avoir & estimer n modéles, il peut étre montré que

L (i — fi)?
OCV =~ L A (2.15)

i=1
ou f est le modéle ajusté avec I’ensemble des données et H, la matrice chapesau.

Pour les P-splines, la matrice chapeau peut s’écrire

H = B(B*B +)D'D,)'B7, (2.16)

ou A est le paramétre de lissage et les matrices B et D, sont telles que définies &

la. section 2.2.2.

9. Cette section sera un résumé de Wood (2006), Coté (2016) et Boucher et al. (2017) concer-
nant le critére GCV.

10. Generalized cross validation score.

11. Ordinary cross validation score.
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Les poids (1 — H;;) de ’équation (2.15) peuvent étre remplacés par le poids moyen
tr(I — H)/n, ou I est la matrice identité de dimension n x n, ce qui donne le

score GCV :

GOV = ”[%‘&1(_1"1;)? . (2.17)

Le GCV posséde comme avantages sur I’OCV la propriété d’invariance (voir sec-
tion 4.5.2 et 4.5.3 de Wood (2006)) et une simplicité accrue pour les calculs nu-

mériques, ce qui explique son utilisation plus répandue.

Selon le critére GCV, la meilleure valeur pour le paramétre de lissage A est celle

qui minimise 1’équation (2.17).

Exemple de sélection de A\ par le critére GCV Reprenons 'exemple des
sections précédentes sur la distance de freinage selon la vitesse. Précédemment,
avec 'exemple de la section 2.2.2 sur les P-splines, nous avions fixé 2 valeurs
pour A, soit 1 et 100 000. Nous pourrions vouloir connaitre le paramétre de lissage

optimal selon le critére GCV.

Pour cela, il suffit de calculer le score GCV obtenu pour différentes valeurs de A
et sélectionner le A qui minimise ce score. La figure 2.5 illustre le score GCV selon
le parameétre A. Pour A = 109,2, le score GCV est minimisé avec une valeur de

244,09.

La figure 2.6 montre la courbe de lissage correspondante au paramétre de pénalité

optimal selon le GCV.
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Figure 2.5: Score GCV selon le paramétre de lissage pour 1’exemple de la distance

de freinage
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Figure 2.6: Courbe ajustée de la distance de freinage selon la vitesse pour le A
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24 Quelques distributions discrétes de probabilité

Contrairement aux modéles GLM et GAM, les distributions de probabilité des
modéles GAMLSS ne se limitent pas & la famille exponentielle linéaire. Ainsi, une
plus grande variété de distributions peut &tre utilisée avec les modéles GAMLSS.
Comme nous nous intéressons particuliérement & la modélisation du nombre de
réclamations, qui est une variable aléatoire discréte, nous nous concentrerons ex-

clusivement sur des distributions discrétes.

Des informations supplémentaires sur les distributions qui seront présentées dans
cette section ainsi que sur leur application en assurance se trouvent notamment

en consultant Boucher et al. (2008, 2007) et Boucher et Denuit (2006).

Dans les sous-sections suivantes, Y; représentera donc le nombre de réclamations
de ’observation ¢, o ¢ va de 1 jusqu’au nombre total d’observations n. De plus, &
I'exception de la distribution binomiale négative multivariée (MVNB), toutes les
observations sont considérées indépendantes, y compris celles concernant le méme

assuré.

2.4.1 Poisson

La distribution Poisson, introduite comme son nom I'indique par Siméon Denis
Poisson (1837), est une loi de probabilité discréte dont la fonction de masse s’écrit

exp(—A;)AF

PrfY; = k}:= o :

£k=101,2,..,
ou \; représente le paramétre de la distribution Poisson pour P’assuré i et est
strictement positif.

De plus, la distribution Poisson fait partie de la famille exponentielle linéaire, ce

qui permet de l'utiliser pour des modéles GLM et GAM.
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Une propriété importante de la Poisson est 1’équidispersion, c’est-a-dire que son

espérance et sa variance sont égales :

ElYi] = X,
Var[Yj] = .

Cette propriété peut toutefois causer des ennuis pour la modélisation de la fré-
quence de réclamations en assurance, puisque les données d’assurance présentent
habituellement de la surdispersion. Les prochaines distributions qui seront présen-
tées corrigent ce probléme avec ’ajout d’un paramétre d’hétérogénéité qui élimine

I’exigence d’équidispersion.
2.4.2 Binomiale négative de type 2

Une premiére approche pour permettre la surdispersion des données repose sur

Pajout d’un parameétre d’hétérogénéité © a la distribution Poisson.
Supposons désormais que Y;|©; ~ Poisson(\;6;) ot 6; ~ Gamma(a; ' ,a;?).

Au final, Y; suit une distribution binomiale négative de type 2 dont la fonction de
probabilité s’écrit :

1

Tyt +k) [ ot \% As )"
Pr[Y; = k] = —+ : , k=0,1,2,..,
2 ] D(a;t)k! (a:l + X ot + N

ou oy est strictement positif et représente le paramétre de surdipersion de ’assuré

i et A; est un autre paramétre strictement positif lié a Passuré 7.

A ce sujet, ); correspond également 3 ’espérance du nombre de réclamations de

I’assuré ¢ :

E[Y] = .



39

Puisque le paramétre o; est strictement positif, on se retrouve avec un terme de

variance plus grand que I’espérance et, donc, dans une situation de surdispersion :

Var[Yi] = X + a2

Il est important de noter que la binomiale négative de type 2 est une généralisation

de la distribution Poisson. En effet, pour a; — 0, on trouve que Y; ~ Poisson();).

24.3 Binomiale négative de type 1

La distribution du paramétre d’hétérogénéité ©; peut étre modifiée afin de trouver
d’autres lois de probabilité pour Y;. En effet, nous pouvons supposer que Y;|©; ~

Poisson(\;0;) ott ©; ~ Gamma(Xo; A t).

Au final, Y; suit alors une binomiale négative de type 1 dont la distribution s’écrit :

i I‘(a{l)\,- ~+ k)

Pr[Y; = k] = T AH (14 o)~/ (1 + a7 ) 7%, k=0,1,2,..,
g YT

ol a; et \; sont les paramétres de surdispersion et de moyenne respectivement de

I’assuré ¢ et sont tous les deux strictement positifs.

Si I'espérance de Y; sous une binomiale négative de type 1 est équivalente & celle

d’une binomiale négative de type 2, ce n’est pas le cas de la variance :

E[Y;] =X\,
Va’I'[Y;;] = )‘i + ai)\,-.

En effet, il y a une différence sur le deuxiéme terme de la variance, soit que \; est

a la puissance 1 et non 2.

Tout comme pour la binomiale négative de type 2, pour o; — 0, on trouve que Y; ~
Poisson();). La binomiale négative de type 1 est donc elle aussi une généralisation

de la, distribution Poisson.
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244 Poisson inverse-gaussienne

Le paramétre d’hétérogénéité peut également suivre une distribution autre que
la gamma. La Poisson inverse-gaussienne de type (r + 1) s’obtient d’ailleurs en
supposant que Y;|O; ~ Poisson();0;) et que ©; suit une loi inverse-gaussienne de

moyenne 1 et de variance T \[ "

La fonction de masse de probabilité de la Poisson inverse-gaussienne de type (r+1)

s’écrit :

k 0.5
PI‘[Y; = k] = % (;%) exp(—'r,-)\{_l)(l + 2Ti)\:)—8‘/2Kai(Zi), = 0, 1, 2, Tk
. i q

ou s; et z; sont définis ainsi :

8§ = k— 05,
_ [ 42ma)e
(2 TiAz‘—l )

et ot K;(-) est une fonction Bessel modifiée de seconde espéce respectant :

™

K_os(a) = (2—) exp(~a),
Kos(a) = K_o5(a),

Ks1(a) = Ky1(a) + %Ks(a).

Les paramétres 7; et A; sont strictement positifs et représentent respectivement

les paramétres de surdispersion et de moyenne de ’assuré i :
E [Y;.] = Ai’
VG/T‘[Y;;] = )\i -+ T,;A:-'_l.

On remarque que la forme de la variance dépend du type de Poisson inverse-

gaussienne sélectionné. Pour 7 = 1, on retrouve une forme de variance trés sem-
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blable & la binomiale négative de type 2 alors qu’elle s’apparente davantage a la

binomiale négative de type 1 pour r = 0.
Pour 7; — 0, on trouve que la Poisson inverse-gaussienne revient & une Poisson();).

Dans ce mémoire, afin de limiter le nombre de modéles utilisés, nous allons uni-

quement considérer le cas 7 = 1 pour la Poisson inverse-gaussienne.

24.5 Poisson gonflée & zéro

En assurance, pour modéliser le nombre de réclamations, il y a typiquement un
grand pourcentage des données pour lesquelles aucune réclamation n’est réalisée.
Ceci peut occasionner des problémes d’ajustement lorsqu’une distribution Poisson
est utilisée, puisque celle-ci a tendance & sous-estimer le nombre d’assurés qui ne

réclameront pas.

Une fagon de corriger ce défaut est de recourir & la distribution Poisson gonfiée &
0. Il s’agit d’une distribution Poisson dont la masse de probabilité est augmentée

a 0 telle que :

¢ + (1 — ¢;)exp(—XNi), k=0,

A

Pr[Y; = k] = .
(1) RN

(2.18)
k=1,2,..,

ou ¢; est le paramétre pour gonfler la probabilité d’avoir 0 réclamation de 1’assuré
i et \; est le paramétre strictement positif d’une distribution Poisson concernant
I’assuré i. Evidemment, ¢; doit étre compris en 0 et 1 afin que I’équation (2.18)
soit bel et bien une distribution Poisson dont la fonction de masse de probabilité

est gonflée & 0.

En procédant ainsi, nous avons alors que 1’espérance de Y; dépend de 2 paramétres,
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soit ¢; et \; :

EfYi] = (1 — ¢, (2.19)

Par ailleurs, la variance de Y; est supérieure & son espérance pour ¢; > 0 :

VarlYi] = (1 — ¢i)(A\ + ¢i2).

Cette distribution admet donc de la surdispersion.
Sans surprise, pour ¢; = 0, on retrouve la distribution Poisson de moyenne ;.

2.4.6  Binomiale négative multivariée (MVNB)

Jusqu’a maintenant, avec les différentes distributions présentées a la section 2.4,
toutes les observations ont été considérées indépendantes. Toutefois, il s’agit d’une
hypothése qui est fort probablement fausse avec des données d’assurance. En effet,
comme le méme assuré est observé plusieurs fois & travers différentes années, on
peut s’attendre a ce qu’il y ait une dépendance entre les observations d’'un méme

assuré.

La distribution binomiale négative multivariée (MVNB), développée par Hausman
et al. (1984), introduit justement une dépendance entre les observations d’un
méme assuré tout en conservant I’hypothése d’indépendance entre les assurés. En
d’autres mots, elle permet 1'utilisation de données longitudinales contrairement

aux distributions précédentes qui se limitent & des données transversales.

Précédemment, nous avons modélisé Y;, soit le nombre de réclamations de ’obser-
vation %, ol ¢ va de 1 jusqu’au nombre total n d’observations. Avec la MVNB, on
considére désormais le nombre de réclamations de ’assuré i au temps ¢, représenté

par Y;;, ou ¢ va de 1 jusqu’a m, le nombre total d’assurés, et t va de 1 jusqu’a T;,
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le nombre total de fois ou I’assuré 7 est observé. Les données restent les mémes que

’on travaille avec Y; ou Y ;, mais la différence réside dans la fagon de les traiter.

La MVNB suppose que Y;;|©; ~ Poisson(\;:0;) et que ©; suit une loi gamma de
moyenne 1 et de variance v. De plus, sachant ©;, les variables Y;; jusqu’a Y 1,
sont considérées indépendantes. Avec ces hypotheéses, on trouve que la distribution
jointe de Y4, ..., Y; 1, est :

T ki v —k;
T iz \T(kie +v) ( v ) < e
PI'Y; —k,; ,...,Y",; .—_k‘,; .| = 1’t) ke Ai.+l/> 3
[ 51 ,1 N ,T,,] (t . ki,t! F(V) Ai,o I )

ol Aje = ;‘r; Aity kio = Ef; 1 kit et kg est un entier positif pour tout couple

(2,1).

Comme son nom le suggére, la MVNB a des liens avec la binomiale négative. A
ce sujet, la distribution de Y;; peut étre réécrite sous la forme d’une loi binomiale
négative de type 2 de paramétres v et T=v :

P Tlerkady 7 Yorf R 8
R — 2 51 = U, 4, 2, ceey
Prl¥iy = k1] T(v)ki! \7+ X\ T+N/ ken =01

pour 7 allant de 1 jusqu’au nombre total d’assurés m.

Pour ¢t > 1, la distribution de Y;4|Y;;—1,...,Y;1 revient également & une loi bi-
nomiale négative de type 2, mais de paramétres v* = v + 23;11 ki Bt T =

v+ E;;i Ai j, telle que montrée par ’équation (2.20) :

T(v*+k =R Y
Pr[Yis = k|Yie1 = kig—1, ..., Yin = kig] = é(V')k') ( - ) ( ) ’

T /\,; T + >\i
(2.20)

ou k est un entier positif et ot k;¢—1, ..., ki1 correspondent aux réalisations connues

de Yri,t—l’ ofsiely Y"i,l-
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En utilisant la méthode du conditionnement ', on peut trouver facilement 1’espé-

rance et la variance de Y;; :
E[Y;,t] = A‘i.,ta

1
Var[}’},t] = /\i,t + ;’\f,t

Comme le montre la forme de la variance de Y;;, la distribution MVNB admet de

la surdispersion.

Lorsque vient le temps d’établir une prévision du nombre de réclamations pour un
nouvel assuré, 'une des possibilités est d’utiliser E[Y;]. Toutefois, lorsqu’il s’agit
d’un assuré déja observé, c’est-a~dire un assuré pour lequel T; > 1, la dépendance
entre les observations d’'un méme assuré avec la distribution MVNB permet de se
servir des obs;:rvations passées de cet assuré afin d’améliorer la prévision de son

nombre de réclamations :
T
M=k Zj:l Yi.j

- : 2.21
v+ Yok A e

E[K)Tt+1 |y7')1’ ) yint] = Ai,T‘\"‘l

Dans I’équation (2.21), la fraction sur le cé6té droit agit comme un facteur d’ajus-
tement sur la prévision A; 1,41 qui serait réalisée pour un assuré n’ayant jamais été
observé. Ce facteur vient augmenter ou réduire cette prévision selon ’expérience

passée de 'assuré.

2.5 GAMLSS avec P-splines

Revenons aux équations (2.1) & (2.4) du début du chapitre 2. Celles-ci peuvent

étre réécrites sous une forme générale avec k = 1,2,3,4 :
Jk
9k(0x) = My, = X kB + Z Z kY jes (2.22)

Jj=1

12. E[A] = E[E[A|B]] et Var[A] = E[Var[A|B]] + Var[E[A]|B]].
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oun 0, = pu, 8, = o, 03 = v et 8 = T, soit les paramétres de moyenne, de

variance, d’asymétrie et d’aplatissement respectivement.

. | Estimation d’'un GAMLSS avec des paramétres de lissage fixés

L’estimation d’'un modéle GAMLSS pour des paramétres de lissage fixés peut se

faire par la maximisation de la log-vraisemblance pénalisée :

Jk

1 p
=15 > > ARGikvie (2.23)

k=1 j=1

ou ¢, représente la log-vraisemblance pénalisée et ¢, la log-vraisemblance du mo-
déle. Le terme de droite constitue la pénalité. Le paramétre p représente le nombre
de fonctions de lien utilisées dans le modéle. Par exemple, pour un GAM, p serait

égal & 1, puisqu'’il n’y a que la fonction de lien relié & pu.

Les structures des matrices Z de ’équation (2.22) et G de ’équation (2.23) dé-
pendent du type de fonction additive utilisée.

Pour un terme additif (4, k) de P-splines, la matrice Z i, de dimension n X gj,
contient les g;, fonctions B-splines comme vues & la section 2.2.1 et représentées
sous la forme matricielle par B & la section 2.2.2. La matrice G, est définie

comme ceci :

Gjr = \iu DI D,, (2.24)

ou D, représente une matrice (gjx —7) X g;i des différences d’ordre 7 et est définie
comme & la section 2.2.2. De plus, \;x correspond au paramétre de lissage pour le

terme (7, k) de I’équation (2.22).
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2.5.2 Mesurer les degrés de liberté effectifs (EDF)

Pour comparer différents modéles GAMLSS entre eux, le critére AIC, présenté &
la. section 2.3.1, s’avére une option intéressante en raison de sa simplicité. Pour
pouvoir I'utiliser, il faut mesurer les degrés de liberté effectifs (EDF') des modéles

a comparer.

La méthode qui sera présentée dans cette section est équivalente & celle utilisée
dans ’extension gamliss du logiciel R. Elle est exacte lorsque le modéle contient au

maximum 1 fonction de lissage, mais ne constitue qu’une approximation autrement

(Rigby et Stasinopoulos, 2005).

Pour calculer les EDF d’un modéle, il faut d’abord définir la matrice diagonale
des poids itératifs 13 W, :

—-0%¢ ( 0%¢; )
Wis = ———— = —diag| ———— ),
¢ ononT . ONikOis

ou k et s vont de 1 jusqu’au nombre de fonctions de lien g(-) employées dans le
modéle et définies & ’équation (2.22). A ce propos, le vecteur 7, est aussi défini
comme & cette équation et est composé des éléments 7;,, ol ¢ va de 1 jusqu’a
n, le nombre de données. De plus, £ correspond & un vecteur composé de la log-

vraisemblance associée & chaque donnée, soit 4;.

Ensuite, nous pouvons définir la matrice de lissage* S, correspondant au ;°

terme de lissage de la fonction de lien g(-) de ’équation (2.22) :

Sik = Zi(Z Wik Z sk + Gix) "' Z 7 W i,

13. Traduction libre de diagonal matriz of iterative weights.

14. Smoothing matriz.
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ou Zj, et Gj; sont définies pour des fonctions de lissage par P-splines comme a

la section 2.5.1.

Pour trouver les EDF d’un terme de lissage (4, k), il suffit de calculer la trace de

la matrice S associée.

Les EDF d’un modéle sans fonction de lissage correspondent aux degrés de li-
berté traditionnels. Pour les calculer, il suffit d’additionner le nombre total de

paramétres dans le modéle.

Lorsqu'un modéle compte une ou plusieurs fonctions de lissage, il est plus facile
de calculer les EDF du modéle comme étant la somme des EDF associés a chaque
fonction de lien gg(-). Pour la portion paramétrique X 3, de la fonction de lien
gk(+), les EDF correspondent & la longueur J;, du vecteur B,. A ce nombre, il
faut ajouter les EDF de chaque terme de lissage de la fonction de lien concernée
et soustraire (my — 1), ol my, représente le nombre de fonctions de lissage de la

fonction de lien gg(-).

Le fait de soustraire (mj; — 1) aux EDF s’explique mieux avec un exemple. Sup-
posons que la fonction de lien gi(-) contient 2 fonctions de lissage. Autrement
dit, my = 2. Lorsqu’on considére ces 2 fonctions ensemble, elles ont une certaine
forme. Cependant, lorsque nous les prenons séparément, la premiére fonction pour-
rait &tre plus élevée et la seconde plus faible ou vice versa de telle sorte qu’elles
ont toujours la méme forme qu’initialement lorsqu’on considére leur effet com-
mun. Soustraire (my; — 1) permet de retirer les degrés de liberté en trop qui ont
été fournis au modéle. Dans cet exemple, il y a donc un degré de liberté qui doit

étre retiré.

Une fonction de lien gi(-) comptant au moins une fonction de lissage n’a pas

besoin d’une constante dans sa partie paramétrique X3, puisque la constante
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se retrouve incluse (« avalée ») par la fonction de lissage.

L’extension gamlss fonctionne un peu autrement pour le calcul des EDF. Tout
d’abord, il faut laisser une constante dans la partie paramétrique de la fonction
de lien gx(-) méme lorsqu’il y a au moins une fonction de lissage. De plus, pour
chaque fonction de lissage, un coefficient multiplicatif est estimé avec la fonction.
Le calcul des EDF du modéle se fait également par ’addition des EDF associés &
chaque fonction de lien gi(-). Pour la portion paramétrique des fonctions de lien,
les changements concernent I’ajout des coefficients multiplicatifs associés & chaque
fonction de lissage ainsi que la constante. Concernant la portion non paramétrique,
les EDF de chaque terme de lissage de la fonction de lien concernée sont ajoutés,
puis on retire 2 degrés pour chaque terme de lissage de la fonction de lien, soit
1 degré pour la constante et un second pour le coefficient multiplicatif ajouté
précédemment. Lorsqu’il y a my termes de lissage dans une fonction de lien, on
se retrouve & enlever 1 degré pour la constante my fois, soit my — 1 fois de trop,

d’ou ’équivalence avec 'autre méthode énoncée plus tét.

2.5.3 Estimation d’un GAMLSS avec des paramétres de lissage non fixés

Lorsque les paramétres de lissage ne sont pas connus, différentes méthodes existent

pour les estimer.

Dans ce mémoire, nous allons nous concentrer sur la méthode par le AIC. Plus
concrétement, il s’agit de trouver et sélectionner les paramétres de lissage qui

minimisent le AIC d’un modéle.

Une fagon sous-optimale d’y arriver est de créer une grille de valeurs pour les
paramétres de lissage, puis d’estimer le modéle comme & la section 2.5.1, c’est-
a-dire en maximisant la log-vraisemblance pénalisée pour estimer les parametres.

En calculant la log-vraisemblance du modéle obtenu ainsi que ses degrés de liberté
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effectifs, nous avons alors son AIC. Il suffit ensuite de sélectionner le modéle avec

le AIC minimal.

Cette méthode peut certainement étre améliorée. L’utilisation d’algorithmes d’ajus-
tement rétroactif !® accélére la maximisation de la log-vraisemblance pénalisée, ce

qui améliore nettement le temps total d’estimation (Rigby et Stasinopoulos, 2005).

15. Traduction libre de backfitting algorithm.






CHAPITRE III

APPLICATION A L’ASSURANCE AUTOMOBILE

Avec la popularité grandissante des appareils télématiques & bord des véhicules
assurés, on peut recueillir davantage d’informations sur les assurés, notamment
leur kilométrage exact parcouru. Une tarification basée conjointement sur la du-
rée du contrat et sur le kilométrage devient alors possible & appliquer grace & ces
données additionnelles. Pour cela, les modéles GAMLSS deviennent trés intéres-
sants puisque, comme discuté précédemment, ils constituent une généralisation
des modéles GAM qui eux-mémes constituent une extension des modéles GLM,
soit les 2 types de modéles principalement utilisés par les assureurs. Les modéles
GAMLSS permettent donc de facilement comparer des modéles plus traditionnels
en assurance, comme un modéle GLM avec la distribution Poisson, avec des mo-
déles basés sur des distributions ne faisant pas partie de la famille exponentielle
linéaire. De plus, avec les modéles GAMLSS, il est possible d’ajouter des fonctions

de lissage, ce qui peut &tre intéressant & tester avec le kilométrage et la durée.

L’application de ces modéles a été réalisée avec le logiciel de statistiques R. A ce
sujet, il est bon de savoir que Stasinopoulos et al. (2007) ont développé une exten-
sion nommeée gamlss permettant d’ajuster rapidement ce type de modéles a I’aide

d’un algorithme d’ajustement rétroactif!. D’ailleurs, ils ont publié un livre, Stasi-

1. Traduction libre de backfitting algorithm.
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nopoulos et al. (2017), détaillant davantage leur extension. D’anciennes versions
de ce livre, comme Rigby et Stasinopoulos (2009), sont disponibles gratuitement
et fournissent tous les détails concernant les distributions incluses dans leur ex-

tension.

3.1 Données

Les données utilisées dans ce mémoire pour comparer différents modéles pro-
viennent d'un assureur espagnol. Au total, il y a 129116 observations et elles
sont réparties a travers les années 2009 & 2011. Le tableau 3.1 présente la réparti-
tion de ces observations & travers les années, de méme que le nombre de numéros

distincts de contrat.

Tableau 3.1: Nombre d’observations et de numéros distincts de contrat selon les

années considérées pous les données

Année
Années regroupées

2009 2010 2011
Nombre d’observations 17 419 40 208 71 489 129 116
Nombre de contrats distincts 11 974 24 143 39 240 43 936

Il est intéressant de noter qu’en moyenne, un numéro de contrat est observé plus
d’une fois par année. Ceci peut notamment s’expliquer par un renouvellement de
’assurance ou par la mise & jour d’informations liées au contrat. Sur le total de
129116 données, on remarque 43 936 numeéros distincts de contrat, soit environ 3

observations par numéro de contrat.
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7 U | Types de réclamations

De plus, avec cette base de données, on remarque que les réclamations des assu-
rés sont regroupées et classées selon leur type, c’est-a-dire selon qu'il s’agisse de
dommages corporels ou matériels et si la responsabilité de ’accident est attribuée

& ’assuré ou non. Le tableau 3.2 présente ces 4 types.

Tableau 3.2: Types de réclamations de la base de données

Type de réclamations Description

nbl Dommages matériels avec responsabilité
nb2 Dommages matériels sans responsabilité
nb3 Dommages corporels avec responsabilité
nbd Dommages corporels sans responsabilité

Dans ce mémoire, nous allons nous concentrer sur les dommages matériels non-
responsables nb2. Cette décision a été prise par souci de continuité avec le travail
de Boucher et al. (2017), mais il est & noter que nous aurions également pu utiliser

nbl?2.

352 Informations sur les assurés

En plus des types de réclamations, la base de données contient des informations sur
le kilométrage exact parcouru, la durée du contrat d’assurance, I’age de ’assuré,
I’4ge du véhicule, le sexe de ’assuré et le type de stationnement utilisé par ’assuré.
Les tableaux 3.3 et 3.4 présentent respectivement les statistiques des variables
quantitatives et la répartition des assurés & travers les variables qualitatives de la

base de données.

2. Les modéles utilisés plus loin dans cette section pour la modélisation de nb2 ont aussi été

appliqués pour nbl & des fins comparatives et des résultats similaires ont été observés.
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Tableau 3.3: Statistiques descriptives des variables quantitatives de la base de

données

; Quantiles
Variable Moy. Ecart-type Min. Max.

25% 50% 75%

nb2 0,07 0,28 0,00 4,00 0,00 0,00 0,00
Durée 0,66 0,32 0,003 1,00 0,40 0,70 1,00
Kilométrage 615518 5723,44 0,01 75014,42 206570 464599 8465,08
Age 2548 3,16 18,00 37,00 23,00 2500 28,00

Age du véhicule 7,42 4,54 0,00 34,00 4,00 7,00 11,00

Tableau 3.4: Répartition des assurés selon leur sexe et leur type de stationnement

Sexe Type de stationnement
Homme Femme Garage privé Voie publique
Nombre d’observations 69 829 59 287 97 188 31 928
Pourcentage (%) 54,08 45,92 75,27 24,73

On remarque tout d’abord qu’il y a un nombre maximal de 4 réclamations pour
nb2 et un nombre moyen de réclamations de 0,07. Concernant le kilométrage, 75%
des assurés parcourent moins que 8500 km et le kilométrage moyen est de 6155
km. Toutefois, il faut demeurer prudent avec ces nombres, puisqu’ils englobent
des assurés couverts pour moins d'une année. A ce propos, la durée est calculée
comme étant la fraction du nombre de jours du contrat d’assurance sur une année
compléte, basée sur 365 jours. La durée minimale correspond a 1 jour assuré et la

durée moyenne est de 0,66 année, ce qui correspond & environ 8 mois.

L’analyse des statistiques descriptives est particuliérement importante pour la

variable de 1’age des assurés. En effet, on constate que I'intervalle d’age est compris
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entre 18 et 37 ans et que 75% des assurés ont 28 ans ou moins. A ce sujet, on
peut présumer que le produit d’assurance relatif a cette base de données visait une
clientéle plus jeune, soit une clientéle qui paye typiquement une prime d’assurance
élevée et pour laquelle un rabais potentiel lié aux appareils télématiques pourrait
étre plus attrayant. De plus, I’age du véhicule, relativement élevé avec une moyenne

de 7,42 ans, concorde avec le fait d’avoir une clientéle plus jeune.

Du c6té des variables qualitatives, on remarque qu’il y a un peu plus d’hommes que
de femmes dans la base de données, & 54% contre 46%, et qu’environ 3 assurés sur

4 stationnent leur véhicule dans un garage privé plutét que sur les voies publiques.

Une étude plus précise du nombre de réclamations de type nb2, noté Y,;,, permet
de constater que cette variable présente de la surdispersion, puisque sa variance

est plus élevée que son espérance :

E[Yp2) = 0,07418136,
Var(Youe) = 0,07805051,
VaT[ang] B 1,052158 x E [anz].

3.1.3 Influence du kilométrage et de la durée sur la fréquence de réclamations

Comme nous nous intéressons particuliérement & la modélisation de la fréquence
de réclamations par le kilométrage et la durée, une analyse plus approfondie de
ces variables est de mise. Le tableau 3.5 détaille la répartition du nombre de

réclamations pour des dommages matériels de type non-responsable, soit nb2.

Concernant le kilométrage et la durée, les figures 3.1 et 3.2 présentent la répartition
du nombre d’assurés par classe de kilométrage et de durée. Les classes sont d’une
longueur de 250 km et de 0,02 année respectivement. Pour le kilométrage, on peut
constater qu’une grande proportion des assurés parcourent moins de 30 000 km sur

une année de contrat et que, de fagon générale, plus le kilométrage est important,
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Tableau 3.5: Répartition du nombre de réclamations pour des dommages matériels

non-responsables

Nombre de Type nb2
réclamations Fréquence Pourcentage (%)
0 120 114 93,0280
1 8454 6,5476
9 521 0,4035
3 26 0,0201
4 1 0,0008
5 et plus 0 0
Total 129 116 100

moins il y a d’assurés dans cette classe. Quant & la durée, le tiers des assurés se
retrouvent dans la classe la plus élevée, c’est-a-dire avec une durée allant de 0,98 4
1 an. Les deux tiers restants des assurés ont une répartition relativement uniforme

4 travers les autres classes.

Afin d’avoir une idée plus précise de I'impact du kilométrage sur la fréquence de
réclamations, la figure 3.3 présente le nombre moyen de réclamations de type nb2
selon le kilométrage. Pour obtenir cette figure, les assurés ont été regroupés dans
des classes construites par intervalle de 500 km. En raison du peu de données
disponibles pour les kilométrages élevés, la figure ne va pas au-dela de 30 000 km.
Il est toutefois important de garder en téte que le nombre d’assurés varie d’une
classe & l'autre. La figure 3.3 permet de constater que le kilométrage ne semble
pas avoir une relation linéaire avec la fréquence de réclamations. Pour des petites
valeurs, une hausse du kilométrage fait augmenter rapidement la fréquence de

réclamations, mais cet effet semble s’estomper plus le kilométrage augmente.
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Figure 3.1: Répartition du nombre d’assurés par tranche de kilométrage
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Figure 3.2: Répartition du nombre d’assurés par tranche de durée de contrat
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Figure 3.3: Fréquence de réclamations pour nb2 selon la classe de kilométrage
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Un exercice similaire a également été réalisé pour visualiser 'impact de la durée
sur la fréquence de réclamations & la figure 3.4. Les assurés ont cette fois été
regroupés par des classes d’une longueur de 0,01 année, puis le nombre moyen de
réclamations par classe a été calculé. A ’exception de la derniére classe, couvrant
la. période de 0,99 & 1 an, le nombre d’assurés est relativement uniforme d’une
classe & I’autre. On constate en analysant la figure 3.4 qu’il semble y avoir une

relation proportionnelle entre la durée et la fréquence de réclamations.

3.14 Traitement des données

Afin d’incorporer les informations fournies par la base de données sur les assurés
a différents modéles, il faut choisir comment les traiter. Dans ce mémoire, il a été
décidé que 1’sge des assurés ainsi que I’4ge des véhicules soient transformés en

variables binaires par la fagon présentée au tableau 3.6.



59

Figure 3.4: Fréquence de réclamations pour nb2 selon la classe de durée de contrat
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De plus, 3 données ont été jugées aberrantes et retirées. Il s’agit de données ou il
y avait davantage de réclamations de type nb2 que de kilométrage parcouru avec

au moins 250 jours de durée de contrat.

Par ailleurs, puisqu’il n’y a que trés peu de données avec un kilométrage supérieur
4 30000 km (voir figure 3.1), il aurait été difficile d’obtenir des résultats signifi-
catifs pour des kilométrages aussi élevés. Il a donc été décidé que les 736 données

concernées soient retirées de la modélisation.

Au total, 739 données ont ainsi été rejetées, ce qui correspond & 0,57% des données

totales. Il reste donc 128 377 données.

Egalement, afin de pouvoir valider les modéles qui seront générés, il est préférable
de mettre de coté une partie des données. De cette facon, nous pourrons valider la
qualité de ces modeles avec des observations n’ayant pas servi a leur estimation.
Pour cela, nous avons décidé d’utiliser 2 tiers des données pour ’estimation et

le tiers restant pour la validation. Les données de validation ont été obtenues en
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Tableau 3.6: Représentation des variables explicatives en variables binaires

Variable Valeur

z1 Vaut 1 (constante)

To Vaut 1 si ’assuré a 25 ans ou moins

z3 Vaut 1 si ’assuré a plus de 25 ans et au plus 30 ans
T4 Vaut 1 si le véhicule a 2 ans ou moins

Ts Vaut 1 si le véhicule a plus de 2 ans et au plus 5 ans
Zg Vaut 1 si le véhicule a plus de 5 ans et au plus 10 ans
Ty Vaut 1 si ’assuré est un homme

Zg Vaut 1 si 'assuré a un garage privé

pigeant aléatoirement 14 634 numéros de contrat, correspondant exactement au
tiers du nombre de numéros de contrat. En procédant ainsi, nous nous retrouvons
avec 42 799 observations pour la validation. Les 85 578 données restantes serviront

donc & D’estimation.

3.2 Modéles classiques

En assurance automobile, la fagon classique de modéliser la fréquence de réclama-
tions se traduit par 'utilisation d’'un modéle GLM avec la distribution Poisson.
Des variables explicatives sont utilisées et liées au paramétre de moyenne A par
’entremise de la fonction logarithmique afin de mieux ajuster la fréquence au
risque représenté par chaque assuré. De plus, la durée du contrat d’assurance
est considérée proportionnelle & la fréquence. Cette hypothése est en lien avec la
théorie du processus de Poisson, soit un cas particulier de processus de comp-
tage, ol I’espérance est directement proportionnelle au temps d’exposition. Ainsi,
les assureurs ajustent typiquement la fréquence au prorata de la durée, calculée

habituellement en fraction d’année.
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La fonction de lien g(-) d’un tel modéle s’exprime alors comme ceci :

9(M) = log(M\s) = X8 + log(d), (3.1)

ou \; est le paramétre de moyenne lié & I’assuré i, X; est la ¢° ligne de la matrice
X regroupant les variables explicatives connues des assurés, B est un vecteur de

coefficients et d; est la durée du contrat du 7® assuré.

Afin de servir de référence, ce modéle a été appliqué sur les données. Les variables
explicatives utilisées pour la matrice X sont celles présentées au tableau 3.6. A
ce sujet, il a été déterminé que toutes ces variables sont significatives a I'intérieur

du modéle & un seuil de 5%.

En variant la distribution de probabilités utilisée, des modéles GAMLSS simi-
laires peuvent également étre appliqués. Pour cela, les distributions binomiales
négatives de type 1 et 2, Poisson inverse-gaussienne ainsi que Poisson gonflée a
zéro présentées A la section 2.4 constituent de bonnes options & considérer. Afin
qu’elles soient plus facilement comparables & la Poisson, il suffit de reprendre la
fonction de lien g(;) du paramétre de la moyenne présentée a I’équation (3.1), soit
une fonction de lien logarithmique, et de ne pas appliquer de fonction de lien sur
le second parameétre de ces distributions. La distribution MVNB peut aussi étre
considérée, mais avec une légére modification & la fonction de lien de ’équation

(3.1) pour tenir compte des données longitudinales qu’elle admet :

g()\,-,t) = log()\,-,t) = Xi,t,@ + lOg(di,t), (32)

ou les indices (%,t) correspondent & la ¢° observation de I’assuré i.

L’intérét pour la distribution MVNB repose sur ’ajout d’une dépendance entre les

observations d’un méme assuré qui n’est pas présente avec les autres distributions.
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Comme il a été vu & la section 3.1.2, le nombre de réclamations de type nb2
qu’on tente de modéliser est surdispersé, comme c’est le cas fréquemment en as-
surance. Utiliser une distribution autre que la Poisson parmi celles mentionnées
plus t6t présente comme principal avantage sur la Poisson le fait d’admettre de la

surdispersion plutét que de ’équidispersion.

Dans un souci de clarté, les modéles de cette section seront référés comme étant

les modéles classiques.

Le tableau 3.7 compare la qualité de ces modéles selon le critére AIC. Tous les
modéles & données transversales performent de maniére similaire, & I’exception du
modeéle Poisson, largement en retrait avec un AIC de 44 356,83. De ce groupe, le
modéle avec la distribution binomiale négative de type 2 est le meilleur selon ce
critére avec un AIC de 44 317,57. Toutefois, si la distribution MVNB & données
longitudinales est aussi considérée, c’est alors le modéle avec cette distribution qui

surpasse les autres avec un AIC de 44 271,10.

Tableau 3.7: Comparaison de la qualité des modéles classiques selon le critére AIC

Modéle AIC
Poisson 44 356,83

Binomiale négative de type 2 44 317,57
Binomiale négative de type 1 44 324,04

Poisson inverse-gaussienne 44 317,95
Poisson gonflé & zéro 44 317,72
MVNB 44 271,10

Une autre fagon de mesurer la qualité globale des modéles repose sur la comparai-
son de la répartition du nombre de réclamations de chaque modéle avec le nombre

observé de réclamations.
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En utilisant les données d’estimations, on remarque au tableau 3.8 que le modéle
Poisson est celui qui performe le moins bien. En effet, ce modéle est celui dont
les prédictions s’éloignent le plus de ce qui est observé. Tous les autres modéles
ont des prédictions qui s’approchent beaucoup des observations. Du lot, le modé¢le

Poisson inverse-gaussienne est celui qui se démarque le plus par sa précision.

Tableau 3.8: Comparaison de la prédiction du nombre de réclamations des modéles

classiques avec les données d’estimation

Nombre de réclamations
Modéle

0 1 2 3 4 =5
Poisson 79 797,18 5727,05 261,60 8,91 0,24 0,01
Bin. Nég. type 2 79 899,56 5532,10 341,81 20,29 1,18 0,07
Bin. Nég. type 1 79 888,02 5555,45 332,98 17,65 0,86 0,04
Poisson inv.-gaus. 79 897,99 5536,32 338,31 20,93 1,36 0,10
Poisson gonflé 40 79 900,75 5526,62 350,38 16,59 0,63 0,02
MVNB 79 875,59 5568,17 331,67 18,51 1,00 0,06

Observé 79 893 5545 339 17 1 0

En répétant le méme exercice avec les données de validation cette fois, les conclu-
sions changent quelque peu. Le modéle MVNB est celui dont les prédictions sont
les plus prés de la réalité, et ce, de fagon nette sur les autres modéles. Comme
plus t6t, le modéle Poisson est celui dont les prédictions s’éloignent le plus des

observations.
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Tableau 3.9: Comparaison de la prédiction du nombre de réclamations des modéles

classiques avec les données de validation

Nombre de réclamations
Modéle

0 1 2 3 4 >5

Poisson 39 371,54 3053,90 150,82 5,57 0,17 0
Bin. Nég. type 2 39 434,09 2939,17 195,40 12,51 0,79 0,04
Bin. Nég. type 1 39 423,24 2959,65 188,06 10,49 0,54 0,02
Poisson inv.-gaus. 39 441,53 2934,21 192,48 12,81 0,90 0,07
Poisson gonflé 4 0 39 443,50 2927,77 200,04 10,25 0,42 0,02
MVNB 39 645,39 2762,78 164,18 9,13 0,49 0,03

Observé 39 585 2820 172 5 0 0
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3.3 Modeéles classiques avec kilométrage

Une maniére d’améliorer les modéles réalisés a la section 3.2 passe par l'ajout
du kilométrage comme variable explicative. De fagon classique, les assureurs s’en
remettent & l’estimation fournie en début de contrat par les assurés. Toutefois,
comme il a été expliqué plus t6t, cette estimation est souvent fausse et il n’existe
pas vraiment de mécanisme de validation de cette information chez les assureurs.
Ceux-ci doivent donc étre prudents en traitant le kilométrage, puisque cette va-

riable n’est pas mesurée de fagon fiable.

Dans ce contexte, I'intégration du kilométrage aux modéles classiques peut se faire
en réutilisant sensiblement les mémes fonctions de lien que celles de la section 3.2,

soit pour les distributions & données transversales

g(A) = log(A;) = X8 + log(d;),

et pour la distribution MVNB

9(Aig) = log(Ais) = X8 + log(dis),

mais en modifiant la matrice X des variables explicatives pour ajouter le kilomé-

trage.

Dans ce mémoire, les données utilisées contiennent le kilométrage exact parcouru
par les assurés. La situation est quelque peu différente de celle des assureurs
puisque I'information disponible sur le kilométrage est fiable dans notre cas. Néan-
moins, ajouter le kilométrage aux modéles précédents en le traitant par la fagon
traditionnelle en assurance permet d’avoir une bonne idée des pratiques actuelles

de l'industrie.

Comme les données des assureurs sur le kilométrage ne sont ni fiables, ni précises

habituellement, le kilométrage est la plupart du temps transformé en variables
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binaires. Le tableau 3.10 présente une fa,goﬁ de procéder. Les intervalles sélection-
nés sont plutét grands & 5000 km justement en raison du manque de précision des
données. A ce propos, il est difficile pour les assureurs de savoir si la différence de
kilométrage entre un assuré qui parcourt 15000 km et un autre qui en parcourt

18000 est significative, puisque ces nombres proviennent d’estimations.

Ainsi, les variables explicatives zg & x13 sont ajoutées a la matrice X contenant

déja les variables explicatives x; & g du tableau 3.6.

Tableau 3.10: Représentation en variables explicatives binaires du kilométrage

Variable Valeur
Tg Vaut 1 si km < 5000
T10 Vaut 1 si 5000 < km < 10000
T11 Vaut 1 si 10000 < km < 15000
T12 Vaut 1 si 15000 < km < 20000
Z13 Vaut 1 si 20000 < km < 25000

Implicitement, ’utilisation des variables binaires zg & z13 fait en sorte que la classe
de référence pour le kilométrage est constituée des assurés parcourant au moins

25000 km.

Sur 'ensemble des variables, seules z; & 19 s’avérent significatives dans un mo-
déle GLM a distribution Poisson avec fonction de lien logarithmique. Les autres
modeéles de cette section vont également recourir & ces 10 variables explicatives
afin qu’ils soient plus facilement comparables entre eux, ce qui signifie que les
variables z1; & x;3 sont abandonnées. Par conséquent, la classe de référence pour

le kilométrage est désormais constituée des assurés parcourant au moins 10000

km.

Le tableau 3.11 compare par le critére AIC la qualité d’ajustement des modéles
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de la section 3.2 en leur ajoutant les variables explicatives g et x19 basées sur le
kilométrage. Tous ces nouveaux modéles, auxquels nous référerons comme étant
les modéles classiques avec kilométrage, présentent un AIC plus faible (et donc

meilleur) que ceux de la section précédente présentés au tableau 3.7.

Parmi les modéles classiques avec kilométrage, le modéle Poisson est celui dont le
AIC est le plus élevé. Les autres modéles 4 données transversales présentent une
"meilleure qualité d’ajustement selon ce critére. De ce groupe, le modéle avec la
distribution binomiale négative de type 2 a un trés léger avantage sur les modéles
avec la distribution Poisson inverse-gaussienne et Poisson gonflée a zéro. Toutefois,
ces modéles sont éclipsés par celui avec la distribution MVNB qui a un AIC

nettement inférieur.

Tableau 3.11: Comparaison de la qualité des modéles classiques selon le critére

AIC en ajoutant le kilométrage

Modéle AIC
Poisson 44 257,02
Binomiale négative de type 2 44 22223

Binomiale négative de type 1 44 227,20

Poisson inverse-gaussienne 44 222,49
Poisson gonflé & zéro 44 222,65
MVNB 44 175,90

Comme précédemment, on peut aussi comparer les prévisions du nombre de ré-
clamations de chaque modéle. Au tableau 3.12, on constate avec les données d’es-
timation que le modéle ayant la distribution Poisson est celui dont les prévisions
s’éloignent le plus des nombres observés pour chaque niveau de réclamation. Pour
les autres modéles, les prévisions sont trés semblables. Du lot, on note que les mo-

déles avec les distributions binomiale négative de type 1 et MVNB sont légérement
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plus prés des nombres observés.

Ces résultats changent lorsque les données de validation sont utilisées. Au tableau
3.13, on s’apercoit que le modéle avec la distribution MVNB est désormais plus
précis que les autres modeéles concernant les nombres d’assurés pour chaque niveau
de réclamation. Sans surprise, c’est encore le modéle avec la distribution Poisson

qui s’avére le plus imprécis.

Tableau 3.12: Comparaison de la prédiction du nombre de réclamations des mo-

déles classiques avec kilométrage avec les données d’estimation

Nombre de réclamations
Modéle

0 1 2 3 4 >5

Poisson 79 809,99 570254 27227 990 0,29 0,01

Bin. Nég. type 2 79 906,61 5516,55 349,05 21,41 1,29 0,09
Bin. Nég. type 1 79 895,02 5542,14 338,63 18,26 0,90 0,05
Poisson inv.-gaus. 79 905,31 5520,16 34590 22,04 147 0,12
Poisson gonflé 40 79 907,38 5509,24 359,71 17,92 0,72 0,03
MVNB 79 885,99 554597 341,79 20,05 1,14 0,06

Observé 79893 5545 339 17 1 0

Ces modéles semblent mieux que ceux de la section 3.2. Toutefois, la problématique
avec les modéles classiques avec kilométrage repose sur les assurés qui se trouvent
prés des limites d’intervalles de kilométrage. Comme les assureurs se basent ha-
bituellement sur les estimations de kilométrage des assurés, ceux-ci peuvent étre
surchargés ou, & 'inverse, obtenir un rabais parce qu’ils se retrouvent dans un
certain intervalle de kilométrage. Toutefois, & la fin de I’année, ils peuvent avoir
parcouru la méme distance totale que des assurés d’une classe voisine. Les assurés

ont donc un plus grand incitatif & mentir pour économiser.
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Tableau 3.13: Comparaison de la prédiction du nombre de réclamations des mo-

déles classiques avec kilométrage avec les données de validation

Nombre de réclamations
Modéle -

0 1 2 3 4 >5

Poisson 39 327,57 3094,15 15434 575 0,17 0,02

Bin. Nég. type 2 39 389,97 298221 196,67 12,34 0,76 0,05
Bin. Nég. type 1 39 395,48 2987,78 187,91 10,29 0,51 0,03
Poisson inv.-gaus. 39 419,53 2957,61 191,56 12,40 0,84 0,06
Poisson gonflé 4 0 39 421,27 2950,90 199,31 10,09 0,41 0,02
MVNB 39 651,68 2750,84 169,02 9,88 0,56 0,02

Observé 39585 2820 172 5 0 0
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3.4 Modéles avancés

Lorsque le kilométrage parcouru par les assurés est mesuré par I’entremise d’un
appareil télématique, 1'utilisation de cette variable dans la modélisation de la
fréquence de réclamations devient plus intéressante puisque les données sur les
distances parcourues sont dorénavant précises et fiables. Avec la qualité accrue des
données concernant cette variable, des modéles plus avancés, comme des GAM ou
des GAMLSS avec une fonction de lissage pour le kilométrage, s’avérent alors plus
attrayants. En effet, une fonction de lissage permet & une variable de « s’exprimer »
plus librement qu’une relation linéaire ou qu'une fonction a paliers (voir le tableau

3.10 de la section 3.3).

Dans cette section, les modéles considérés sont des GAMLSS avec une fonction de
lissage par P-splines pour le kilométrage. De plus, ’hypothése de proportionnalité
entre la fréquence et la durée est assouplie au profit d’une seconde fonction de
lissage par P-splines pour la durée. Cette seconde fonction permet davantage de
flexibilité pour ’effet de la durée sur la fréquence qui, selon les résultats de Boucher
et al. (2017), n’auraient pas une relation proportionnelle. Par souci de clarté, les

modéles de cette section seront appelés les modéles avancés.

Puisque la spline cubique d’ajustement minimise le critére (2.5), il a été décidé
de travailler avec des splines cubiques pour les 2 fonctions de lissage. Ainsi, pour
reprendre la notation résumée au tableau 2.1, nous avons d = 3. De plus, les
domaines du kilométrage et de la durée sont divisés en m = 35 intervalles. Ce
nombre a été choisi de fagon & fournir une borne supérieure pour les degrés de
liberté suffisamment grande (voir la section 2.2.2), mais il aurait pu étre différent
sans vraiment impacter les résultats. Au total, il y a donc 38 fonctions B-splines
qui vont composer la fonction de lissage par P-splines du kilométrage et 38 autres

pour celle de la durée.
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Concernant la pénalité d’ordre r relative aux P-splines, le choix a été fait de
tester 2 possibilités, soit des pénalités d’ordre 2 ou d’ordre 3. A ce propos, il ne
semble pas y avoir une raison de préférer un ordre & un autre dans la littérature

scientifique.

Finalement, les paramétres de lissage sont estimés par la minimisation du critére

AIC présenté & la section 2.3.1.

3.4.1 Distributions & données transversales

Pour ces modéles avancés, nous allons d’abord nous concentrer sur les distributions
& données transversales, c’est-a~dire en excluant la distribution MVNB. Nous y

reviendrons a la prochaine sous-section.

Pour les modéles avancés, la fonction de lien du paramétre de la moyenne \; est
semblable a celle des modéles classiques présentée par 1'équation (3.1). Il s’agit
encore d’une fonction logarithmique. Toutefois, comme mentionné précédemment,
une fonction de lissage par P-splines, fi(-), est ajoutée pour le kilométrage. De
plus, la durée se retrouve désormais traitée par une seconde fonction de lissage

par P-splines, fa(-).
Nous avons ainsi comme fonction de lien :

g(N) = log(N\) = XiB + fi(kms) + fo(ds), (3.3)

ou km; et d; représentent respectivement le kilométrage et la durée d’exposition
de I'assuré ¢, B est un vecteur de coefficients de longueur 8 et X; correspond & la
ligne associée au i° assuré de la matrice des variables explicatives. Cette matrice,
de dimension n x 8, regroupe les valeurs des 8 variables binaires présentées au
tableau 3.6, soit les mémes que pour les modéles classiques, pour ’ensemble des

7 assurés.
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Le tableau 3.14 présente le AIC des modéles avancés pour les distributions a
données transversales selon des pénalités d’ordre 2 ou 3 pour les fonctions de
lissage par P-splines. On y remarque que de passer d'un ordre 2 de pénalité &
un ordre 3 fait augmenter légérement le AIC pour les modéles & distribution
Poisson et Poisson inverse-gaussienne. Pour les autres modéles, on note une petite
diminution du AIC. De plus, autant pour un ordre 2 de pénalité que pour un
ordre 3, on constate que tous les modeéles ayant une distribution admettant de
la surdispersion surpassent nettement le modéle & distribution Poisson selon le
AIC. De ce groupe, c’est le modéle a distribution binomiale négative de type 2

qui posséde le plus faible AIC pour les 2 ordres de pénalité considérés.

Tableau 3.14: Comparaison selon le critére AIC de la qualité des modéles avancés

avec une pénalité d’ordre k pour les fonctions de lissage par P-splines

Modéle AIC pour k=2 AIC pour k=3
Poisson 44 129,40 44 131,82
Binomiale négative de type 2 44 097,94 44 095,33
Binomiale négative de type 1 44 099,48 44 096,50
Poisson inverse-gaussienne 44 098,06 44 099,42
Poisson gonflé & zéro 44 098,21 44 096,39

En analysant les fonctions de lissage obtenues, présentées par les figures 3.5 &
3.14, on remarque qu’elles ont des tendances trés semblables, et ce, peu importe

la distribution et ’ordre de pénalité retenus.

Pour le kilométrage, on remarque que les fonctions augmentent rapidement et
presque linéairement pour les 7500 premiers kilomeétres, puis croissent plus len-
tement jusqu’a 10000 km pour se stabiliser ensuite. Pour des kilométrages trés
élevés de plus de 25000 km, la zone ombragée, correspondant a 1’écart-type as-

socié aux fonctions, devient trés grande. Il faut donc demeurer prudent avec la
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tendance des fonctions pour ces valeurs élevées de kilométrage.

De fagon générale, les fonctions de lissage obtenues pour la durée croissent rapide-
ment et de fagon plutét linéaire entre 0 et 0,2 année, puis plus lentement de 0,2 a
0,8 année, mais toujours avec une tendance plutét linéaire, sauf vers 0,5 année ou
il y a un petit creux. Finalement, de 0,8 & 1 an, les fonctions semblent atteindre

un plateau.

Pour obtenir 'effet direct de la durée sur la fréquence, il faut prendre I’expo-
nentielle des fonctions de lissage de la durée en raison du lien logarithmique. En
faisant cela, le résultat global est que nous n’avons pas des fonctions qui indiquent
une proportionnalité entre la fréquence et la durée d’exposition a cause du petit
creux & 0,5 année et du plateau entre 0,8 et 1 an. Par conséquent, comme ’ont
constaté Boucher et al. (2017), 'industrie se base sur une fausse hypothése en

présumant cette relation proportionnelle.

Les fonctions de lissage obtenues semblent plus stables en utilisant une pénalité
d’ordre 2. En effet, celles du modéle avancé Poisson illustrées a la figure 3.5 de-
viennent plus ondulées avec une pénalité d’ordre 3. Un phénoméne semblable se
produit aussi pour les fonctions de lissage de la durée pour les modéles avancés

avec les distributions Poisson inverse-gaussienne et Poisson gonflée & 0.

Néanmoins, en combinant I’effet des fonctions de lissage du kilométrage et de
la durée aux figures 3.15 & 3.19, on réalise que ces ondulations supplémentaires
n’ont pas un effet marqué sur les surfaces engendrées. En effet, celles-ci ont toutes
une forme plutét similaire. Ces figures sont obtenues en présumant des valeurs
de 0 pour les variables explicatives z, & zg (se référer au tableau 3.6 ainsi qu’a
I’équation 3.3), c’est-a-dire en utilisant uniquement la constante, le kilométrage

et la durée pour calculer la fréquence.
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Figure 3.5: Fonctions de lissage du kilométrage et de la durée avec la pénalité

d’ordre 2 pour le modéle Poisson
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Le creux vers 0,5 année des fonctions de lissage de la durée est bien visible sur la
plupart des figures 3.15 & 3.19. Il pourrait s’agir d’un léger surajustement puisque
le modéle avancé Poisson avec pénalité d’ordre 2 et les modéles avancés avec la
distribution binomiale négative de type 2 ne semblent pas en étre particuliérement

affecté.
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Figure 3.6: Fonctions de lissage du kilométrage et de la durée avec la pénalité

d’ordre 3 pour le modéle Poisson
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Figure 3.7: Fonctions de lissage du kilométrage et de la durée avec la pénalité

d’ordre 2 pour le modéle avec la distribution binomiale négative de type 2
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Figure 3.8: Fonctions de lissage du kilométrage et de la durée avec la pénalité

d’ordre 3 pour le modéle avec la distribution binomiale négative de type 2
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Figure 3.9: Fonctions de lissage du kilométrage et de la durée avec la pénalité

d’ordre 2 pour le modéle avec la distribution binomiale négative de type 1
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Figure 3.10: Fonctions de lissage du kilométrage et de la durée avec la pénalité

d’ordre 3 pour le modéle avec la distribution binomiale négative de type 1
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Figure 3.11: Fonctions de lissage du kilométrage et de la durée avec la pénalité

d’ordre 2 pour le modéle avec la distribution Poisson inverse-gaussienne
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Figure 3.12: Fonctions de lissage du kilométrage et de la durée avec la pénalité

d’ordre 3 pour le modéle avec la distribution Poisson inverse-gaussienne
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Figure 3.13: Fonctions de lissage du kilométrage et de la durée avec la pénalité

d’ordre 2 pour le modéle Poisson gonflé & 0
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Figure 3.14: Fonctions de lissage du kilométrage et de la durée avec la pénalité

d’ordre 3 pour le modéle Poisson gonflé & 0
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Figure 3.15: Effet combiné du kilométrage et de la durée sur la fréquence pour les

modéles avec la distribution Poisson
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Figure 3.16: Effet combiné du kilométrage et de la durée sur la fréquence pour les

modéles avec la distribution binomiale négative de type 2
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Figure 3.17: Effet combiné du kilométrage et de la durée sur la fréquence pour les

modéles avec la distribution binomiale négative de type 1
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Figure 3.18: Effet combiné du kilométrage et de la durée sur la fréquence pour les

modeles avec la distribution Poisson inverse-gaussienne
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Figure 3.19: Effet combiné du kilométrage et de la durée sur la fréquence pour les

modeéles Poisson gonflés & 0
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