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RESUME

Nous présentons dans ce mémoire une nouvelle approche permettant de créer et
d’exploiter des graphes de recombinaison ancestraux comportant un grand nombre
de marqueurs génétiques. Nous utilisons principalement une représentation binaire
ainsi que des fonctions booléennes applicables sur des séquences de marqueurs afin
d’implémenter un logiciel fait sur mesure pour accomplir cette tdche de maniére
efficiente. De plus, nous détaillons une heuristique de construction bien connue et
nous proposerons un algorithme novateur minimisant le nombre de recombinai-
sons requises pour parvenir & un ancétre commun. Enfin, nous exposons quelques
résultats sur l'efficacité de notre approche.

Mots clés : graphe de recombinaison ancestral, cartographie génétique, processus
de coalescence, heuristiques, mutation.






INTRODUCTION

Depuis 1859, lors de la publication du célébre ouvrage de Charles Darwin sur ’ori-
gine des espéces (Darwin, 1859), 'Homme a toujours révé de connaitre 1’histoire
compléte de la vie. Le concept d’arbre de la vie au sens biologique a ainsi vu le
jour. Cette théorie stipule que chacun d’entre nous posséde un ancétre commun
avec tout autre organisme vivant sur la planéte. Cette idée constitue une des plus
grandes percées scientifiques accomplies par I’esprit humain. Puisque certains de
nos prédécesseurs sont morts depuis maintenant plus de 4 milliards d’années, nous
ne pourrons probablement jamais savoir exactement comment la vie a évolué, ni
méme de quelle maniére elle est apparue. Mais qui reste indifférent & I'idée de
pouvoir observer I’ancétre commun que nous partageons avec cet arbre que nous

avons escaladé lorsque nous étions enfant ?

Beaucoup de temps s’est écoulé depuis Darwin et la découverte de I’acide désoxy-
ribonucléique, ou ADN. Nos connaissances continuent sans cesse de s’affiner et de
confirmer sans aucun doute la théorie de I’évolution de Darwin. Aujourd’hui, ces
notions sont mises & contribution pour peaufiner notre reconstitution de 1’évolu-
tion de la vie. De facon plus générale, la phylogénie étudie les liens évolutifs entre
les étres vivants. Le niveau généalogique s’intéresse surtout a ’étude entre indivi-
dus dans une population. Le niveau interspécifique quant & lui, explore les liens
entre des espéces différentes et rend une analyse plus globale. Ces liens peuvent
étre intuitivement représentés au moyen d’un graphe au sens mathématique. Ce

graphe prend souvent la forme d’un arbre, car il est plus facile de comprendre les



Figure 0.1 Darwin et un dessin provenant d’un cahier de notes conceptualisant un des

premiers arbres évolutionnaires. 2.

relations de parenté pour un ensemble d’organismes donnés sous cette représenta-
tion. Un arbre généalogique est un exemple simpliste d’une phylogénie. Lors de la
genése de cette science, les arbres étaient surtout basés sur des observations quali-
tatives, comme la variation de la forme du bec de plusieurs espéces d’oiseaux par
exemple. Le degré de certitude des inférences était alors relativement faible. La
découverte et le séquengage de I’ADN en revanche ont permis d’augmenter énor-
mément la qualité de ces arbres. La performance et le coflit des séquenceurs s’étant
grandement améliorés, la quantité d’informations génétiques disponibles dans les
diverses banques de données a explosé depuis quelques années. Actuellement, on
peut facilement obtenir les données nécessaires pour effectuer de I'inférence phylo-
génétique. Ces phylogénies sont trés utiles dans plusieurs domaines et ont parfois

des applications concrétes.

2. Source : http://curiouser.fr/conference-de-brian-solis-on-y-etait/darvin/



Dans les chapitres qui suivent, nous nous penchons surtout sur deux sortes parti-
culiéres de graphes phylogénétiques, soit le graphe de recombinaison ancestral qui
s’appuie sur le processus de coalescence lors de son inférence ainsi qu’un arbre phy-
logénétique interespéce. Plus spécifiquement, nous nous intéressons a la maniére
de générer ces graphes rapidement sur un grand nombre de marqueurs génétiques

ainsi que certaines méthodes pour extraire un maximum d’information statistique.

Avant de nous engager plus en profondeur dans le graphe de recombinaison an-
cestral, nous introduisons certains concepts génétiques importants dans les deux
chapitres suivants. Puis, nous détaillons les particularités des graphes de recombi-
naison ancestraux (ARGs) lors du troisiéme et du quatriéme chapitre. Le chapitre
cinq sera consacré aux différents algorithmes et méthodes statistiques appliquées
aux ARGs. Enfin, nous concluons avec les résultats obtenus avec notre nouvelle

approche.






CHAPITRE I

INTRODUCTION A LA GENETIQUE

La découverte de I’acide désoxyribonucléique ADN en 1869 par Friedrich Miescher,
et sa structure en double hélice en 1953 par Francis Crick et James Watson, a
permis de propulser la phylogénie & de nouveaux sommets. C’est cette molécule
qui régit les principes fondamentaux de I’hérédité. Gregor Mendel est un des
premiers scientifiques & avoir observé quelques spécificités de la transmission des

caractéres, et ce avant I'identification de ’ADN.

1.1 L’ADN

L’ADN est la molécule qui codifie en grande partie les traits d’un organisme.
L’information est principalement contenue dans la disposition des deux chaines
complémentaires polynucléotidiques. Ces quatre bases nucléiques sont 1’adénine
(A), la cytosine (C), la guanine (G) et la thymine (T). L’adénine et la thymine
forment une paire complémentaire, tandis que la guanine et la cytosine forment
l’autre couple. Donc, il suffit d’obtenir 'information d’un seul c6té d’un brin de
I’ADN pour déduire la base nucléique sur 'autre brin. En biologie moléculaire,
on parle de brin de polarité positive ou négative pour distinguer les deux sé-
quences. Un autre concept important, la ploidie d’un organisme, correspond au
nombre d’exemplaires des chromosomes homologues. On parle alors d’organismes

haploides pour ceux qui possédent un seul jeu de chromosomes homologues. L’es-



péce humaine posséde deux jeux de chromosomes homologues ce qui fait d’elle un
organisme diploide. Certains organismes en détiennent trois (triploidie) et méme

quatre (tétraploides) comme le saumon par exemple.

)1l oy | L’ADN chez '’humain

L’humain posséde 23 paires de chromosomes qui contiennent environ 3,2 milliards
de paires de bases, 6,4 milliards en comptant les chromosomes homologues. Nous
possédons donc une partie de notre matériel génétique en double. Pour chaque
couple de chromosomes homologue, un provient du cété maternel et un autre
du coté paternel. Pour chaque position possible de ’ADN, on doit connaitre les
deux bases qui constituent les «versions» que nous détenons. On parle alors des
alléles pour chacune des «versions» et des loci (locus au singulier) pour les posi-
tions. L’haplotype d’un individu est déterminé lorsqu’on posséde le génotype des
chromosomes homologues. Bien stir, comme I’ADN est constitué de deux brins,
on compare toujours les alléles selon la méme orientation, les deux brins avec la
méme polarité dans ce cas. Notons que ceci ne constitue pas la totalité du gé-
notype d’une personne. En effet, d’autres sources existent, certaines sources sont
triviales, comme ’ADN mitochondrial, mais d’autres sont surprenantes, comme
Pexistence de cellules méles dans le cerveau de femmes provenant de feetus qu’elles
ont portés (Chan et al., 2012). Toutefois d’'un humain & un autre, la variation
du génotype est trés faible, de 'ordre de 1%. Un locus qui posséde une variation
allélique assez grande & l'intérieur d’une population peut faire office de marqueur
génétique comme illustré dans le tableau 1.1. De plus, les loci avec un faible taux

de mutation récurrente ont généralement seulement deux alléles possibles.



Tableau 1.1 Cing séquences fictives de wvingt bases nucléiques. Les positions :

2,6,8,14,17 et 20 sont les seules & posséder des variations.

h 3 4 5 ¢ 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 0
Sy T T T A G T G A A T C G A A
S2 T T T A G T G A A G C G A A
S3 T T T A G i h G A A T C G A A
S4 T T T A G T G A A T C G A A
Ss T T R A G T G A A T C G A A

1312 Binarisation des séquences

Comme on peut le voir dans le tableau 1.1, une grande partie de l’informa-
tion s’avére redondante. Lorsqu’on s’intéresse seulement aux liens phylogénétiques
entre un groupe d’individus par exemple, il n’est pas essentiel de conserver toutes
les données génétiques disponibles. De ce fait, on peut réduire substantiellement
la quantité d’information nécessaire pour encoder les séquences. Pour y parvenir,
on s’intéresse souvent & des sous-groupes de ces bases nucléiques. C’est avec ces
bases polymorphiques que I’on surnomme «SNP» (pour «single-nucleotide poly-
morphism» en anglais) qu’'on fonde les modéles d’inférence phylogénétique. La
prospection et la caractérisation de ces positions sont toujours des domaines trés
actifs de recherche. En 2001, on dénombrait environ 1,42 million (Nature, 2001)
de SNPs dans le génome humain. Puis en 2007, ce nombre était passé i 3,1 mil-
lions (Nature, 2007). En 2010, ce chiffre a encore augmenté & 15 millions (Nature,
2010). Actuellement selon le NCBI, il y aurait plus de 113 millions de SNPs va-
lidés et possiblement plus de 150 millions !. Le tableau 1.2 illustre la facon dont
les séquences du tableau 1.1 sont encodées. L’encodage binaire est beaucoup plus

efficient tout en capturant la majorité de la variation génétique.

i http://wwu.ncbi.nlm.nih.gov/projects/SNP/snp_summary.cgi 10 ao(t 2018



Tableau 1.2 Illustration de l’encodage des SNPs

2 6 8 14 7 20 2 6 8 14 17 20
L ; S 0 0 0 0 0 o
Sz A A ( Spe @ 4 ©® o O @
S3 [ \ S3 1} 1 i by (1] 0
ARl I ( S4 06 1 0 1 0 1
Sp : < Ss 0 0 0 0 1 0

(a) Extraction des SNPs. (b) Représentation binaire.

1.2 Evolution de ’ADN

Plusieurs mécanismes permettent aux séquences et donc aux organismes de brasser
leur matériel génétique. Pour mieux comprendre comment ’ADN a permit 'ap-
parition d’une grande diversité d’organismes, nous nous intéressons, dans cette
section, & seulement deux des dispositifs les plus importants : les mutations et les

recombinaisons.

121 Les mutations

Le code génétique fluctue a travers le temps et plusieurs types de mutations avec
des causes différentes peuvent survenir. Il existe plusieurs catégories contenant
plusieurs types de mutations génétiques. Dans la catégorie des mutations que 1’on
pourrait qualifier de simple, nous retrouvons les mutations par substitution, par
insertion et par délétion, par exemple. Comme il est possible qu’'une seule muta-
tion altére considérablement ’expression d’un géne, il est facile d’imaginer qu’elle
pourrait provoquer une maladie chez le porteur. Méme dans le cas d’une muta-
tion silencieuse, ot la substitution d’une base nucléique ne modifie pas la séquence
d’acides aminés d’une protéine, elle pourrait entrainer de graves conséquences si
elle donnait lieu & une erreur d’épissage (lors de la transcription de PADN en ARN

messager) par exemple.



Le processus de mutagenése constitue un des vecteurs responsables de I’évolu-
tion des espéces. On parle de microévolution lorsque 1’étude d’un ensemble de
séquences génétiques provient d’une seule espéce. Formellement, la microévolu-
tion est le changement de la fréquence allélique d’un locus & travers le temps. De
cette maniére, on peut définir des modéles d’évolution de ’ADN qui permettent,
entre autres, d’obtenir une mesure de la distance entre deux séquences. Voici deux
modéles d’évolution de ’ADN qui cherchent & quantifier une distance évolution-

naire entre deux séquences.

1.2:1.1 Modéle de Jukes-Cantor

Un des modéles les plus simples est celui de Jukes-Cantor (Jukes et al., 1969)
qui suppose que la fréquence allélique est identique (74 = mg = ¢ = 7p = 0.25)
pour les quatre bases. Le modéle suppose aussi que le taux de mutation u est aussi

identique pour toutes les mutations. La matrice des taux de mutation est :

e g g
= 3 3 4
T Y &0
Q= (1.1)
BB oy b
i 4 4
e g g
i 2 § 7

Les termes sur la diagonale dans la matrice @ dénotent le fait qu’une mutation qui
remplace par la base d’origine n’est pas vraiment une mutation au sens génétique.

De la matrice @ on obtient la matrice P :

3 gii=j

P =
zJ(V) 6—4”/3 si i # J )

L N
F SN )
4]
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qui correspond aux probabilités de transition en fonction du temps. Notons que
pv= %tu, ou v est la distance mesurée entre deux séquences. Soit p la proportion de
sites ou deux séquences ont des alléles différents, alors 1’estimation de la distance
évolutionnaire d de Jukes-Cantor est donnée par ’équation suivante :

A 3 4 R

i8]0 Modéle de Kimura

Le modéle de Kimura (Kimura, 1980) est plus riche, car il distingue deux types de
mutations par substitution, soit les transitions et les transversions telles qu’illus-
trées dans la figure 1.1. D’autres types de mutation sont possibles, comme les
délétions, les insertions et les duplications, mais ils ne sont pas pris en compte
dans ce modéle. Comme il existe des mécanismes chimiques précis qui influent sur
la probabilité de voir ces deux types de mutations par substitution, ’ajout de ce
paramétre permet d’enrichir les modéles 1'utilisant. Ce modéle suppose aussi que
la fréquence allélique est uniforme, c’est-a-dire que 74 = ng = 7 = 7 = 0.25.

La distance de Kimura est donnée par ’équation suivante :

K=—%ln ((1—2p—q)\/1—2q), (1.3)

ol p est la proportion des loci ol une mutation de type transition a eu lieu et ¢

est la proportion des transversions.

1.2:2 Les recombinaisons

Les recombinaisons permettent de transmettre un mélange des deux chromosomes
homologues que posséde un individu & sa descendance. La descendance peut alors
hériter de certaines caractéristiques qui ne sont pas présentes chez les parents.
Divers mécanismes naturels sont possibles généralement lors d’une méiose, mais

aussi lors d’une mitose. Les virus peuvent aussi recombiner en mélangeant deux
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Figure 1.1 Nlustration de la différence entre les mutations de transitions et les trans-

versions. 1

virus distincts. Comme le taux de recombinaison n’est pas uniforme sur tous les
chromosomes, on peut réussir & inférer un génotype plus facilement. La figure 1.2

illustre le brassage génétique sur un chromosome lors d’une méiose.

1.3 Les liaisons génétiques

Les liaisons génétiques ( «linkages en anglais) expriment le fait que deux génes
ont une plus grande probabilité d’étre transmis ensemble s’ils sont trés proches
physiquement I’'un de I'autre. En effet, lors d’une méiose par exemple il y a moins
de risque qu’un enjambement survienne entre deux loci proches. Un des exemples
célébres de 1'utilisation des liaisons génétiques est la carte des génes d’une mouche
drosophile créée par Thomas Hunt Morgan illustrés a la figure 1.3. L'étude des
maladies possédant une pénétrance forte ont généralement recours aux liaisons
génétiques pour découvrir quel géne est responsable. On entend par pénétrance
forte, le fait de posséder une certaine mutation qui rend trés probable I’apparition

d’un trait phénotypique, comme une maladie par exemple.

1. By Petulda (Own work) [CC BY-SA 4.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0)], via Wikimedia Commons
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Each gamete gets one copy of the chromosome,

each with a unique combination of alleles.

Figure 1.2 Ilustration d’une recombinaison. (Center, 2014)
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aa

Figure 1.8 Premiére carte génétique construite par liaisons génétiques du deuxiéme
chromosome d’une mouche drosophile réalisé par Thomas Hunt Morgan. (Mader, 2005,
p. 209)
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Un des tests utilisés pour analyser une liaison génétique est le score LOD, pour
«logarithm of odds» en anglais. Ce test statistique développé par Newton Morton
permet d’analyser si deux loci sont liés. Toutefois, lorsque les maladies possédent
une faible pénétrance, nous allons plutot utiliser des tests d’association exploitant

le déséquilibre de liaison.

il sl Le déséquilibre de liaison

Bien que son nom semble suggérer un lien direct avec le concept des liaisons géné-
tiques, il s’agit d’un concept différent. Le déséquilibre de liaison correspond au fait
d’observer une association non aléatoire de la fréquence allélique & deux loci diffé-
rents dans une population. Soit deux loci o et 3, avec deux haplotypes possibles
(a, A et b, B), les probabilités qui en découlent sont données par le tableau 1.3.
Le coefficient du déséquilibre de liaison D4p entre ces deux loci est alors donné
par :

Dsp = pap — PsPg, (1.4)

en posant A et B comme étant deux alléles distincts et lorsque Pg et P, ne sont

pas nulles.

La figure 1.4 illustre bien le role des recombinaisons dans le déséquilibre de liaison.
Au chapitre suivant, nous décrivons plus profondément le graphe de recombinaison
ancestral, qui modélise & ’aide du processus de coalescence une histoire probable
d’un ensemble de séquences génétiques. Imaginons maintenant qu’une maladie soit
causée par une mutation simple et qu’on échantillonne des séquences provenant
d’un site ot la population est en état de déséquilibre de liaison. Alors, on pourra
tirer un maximum de précision dans I’estimation de la position d’une mutation
délétére comparativement & une méthode oll aucune inférence sur la phylogénie

des séquences n’est effectuée. Les statistiques impliquant 1’ensemble des données
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Tableau 1.3 Tableau des probabilités pour deuz loci. !

Locus B
B b

A pap pas Pa
Locus o

A  DaB Pab Pa.
BPp Biv i

présentes dans un ARG possédent donc un avantage considérable, car elles ex-

ploitent l'information contenue dans la topologie du graphe. Nous détaillerons

dans les chapitres subséquents diverses approches possibles pour exploiter I'infor-

mation contenue dans la topologie des ARGs.

1. Source : csg.sph.umich.edu/abecasis/class/666.03.pdf
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Figure 1.4 Nlustration du déséquilibre de liaison et de la recombinaison. On peut aper-

cevoir dans la phylogénie a gauche un endroit dans la séquence ou il y a un déséquilibre

de liaison. On y illustre aussi le concept du point de vue populationnel dans la partie

& droite. (Bush et Moore, 2012, chap. 11)






CHAPITRE I

LES GRAPHES PHYLOGENETIQUES

Avec la quantité toujours croissante de données génétiques, les techniques phy-
logéniques se sont raffinées. Il existe une multitude de types et d’algorithmes de
construction de graphes phylogénétiques. Certains, comme les graphes de recom-
binaison ancestraux modélisent trés précisément 1'évolution de séquences pour un
échantillon qui provient d’une seule et méme espéce. D’autres techniques s’ef-
forcent d’effectuer une analyse plus macroscopique et produisent des graphes qui
peuvent couvrir ’ensemble des domaines du vivant. La figure 2.1 illustre les étapes
menant a la construction d’une phylogénie. Dans ce chapitre, nous décrirons som-
mairement comment les ARGs sont construits, mais auparavant nous présenterons

un algorithme plus simple.

2.0, Phylogénie parfaite

Imaginons maintenant que nous voudrions reconstruire 1’historique des 4 séquences
observées découlant d’une seule souche originelle. Premiérement, nous allons re-
présenter les bases nucléiques en vert du tableau 1.2b par un «1» et celles en rouge
par un «0». On dit alors que les «1» représentent ’alléle mutant et les «0» 1’alléle
primitif. On remarque aussi qu'il y a toujours seulement deux alléles par position

et que la souche originelle posséde seulement les versions primitives des alléles.
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lLes 4 grandes étapes de 1'analyse phylogénétique

1 §électionner les données )
I

2 @Iigner les séquences)
Les méthodes basées caractéres l Les méthodes de distances
I—I—I—(Choix de la méthod

3 W W ™

Modfle? wale(;nes' s',ig?:,;,um)? @pllmlgauon de crlléres) (Arbre Urllqu;

LS l ME NJ lPGM

( Calculer ou estimer I'arbre qui traduit mieux les données

l

4 C Effectuer des tests statistiques de robustesses )

18-02-03
Adapté de Hillis et al., (1993)

Figure 2.1 Fluz normal de la construction d’une phylogénie. 2

Maintenant, pour inférer une phylogénie, nous pouvons faire les deux hypothéses
suivantes : .
— il n’y a qu’une seule mutation dans la phylogénie par position ;

— il n’y a aucune mutation indépendante pour chaque alléle mutant.

La premiére hypothése suppose qu’il n’y a aucune mutation récurrente. La deuxiéme
hypothése correspond a ’homologie, c’est-a-dire que les traits observés proviennent
d’un méme ancétre commun. Elle est contraire 4 I’homoplasie ot 1’évolution peut
étre convergente, c’est-a-dire que certaines mutations peuvent apparaitre au méme
locus de maniére indépendante. Bien que cette derniére hypothése peut étre fa-
cilement contestable, lors de la construction de graphe phylogénétique avec des

organismes qui proviennent d’une seule et méme population cela est raisonnable.

2. Source : notes de cours BIF7001 par Matthieu Wilems Ph.D. & Abdoulaye Baniré Diallo
Ph.D.
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Tableau 2.1 Echantillon de quatre séquences auzquelles une souche originelle qui
contient seulement des marqueurs génétiques primitifs a été ajoutée. Le MRCA (pour
«most recent common ancestors en anglais) correspond 6 la séquence qui deviendra la

racine de larbre.

Locus 2 6 8 14 17 20

Souche originelle (MRCA): 0 0 0 0 0 O
Séquencel: 1 1 0 0 0 O
Séquence2: 0 1 1 1 0 0
Séquenced: 0 1 0 1 0 1
Séquence4: 0 0 0 0 1 O

Soit M, la matrice contenant les représentations binaires des séquences ainsi que
les positions des marqueurs sur la premiére ligne. Alors, 1’algorithme 2.1.1 permet
de construire un arbre phylogénique pour les séquences du tableau 2.1. La fonc-
tion de tri & la troisiéme ligne effectue un tri en ordre croissant des colonnes en
ne tenant pas en compte la premiére ligne. Un exemple du résultat de ce tri est
présenté dans la figure 2.2. La fonction «ajouter Espece» parcourt chaque position
de Pentier & partir de la racine de ’arbre, s’il n’y a pas d’aréte pour une position,
la fonction ajoute un nceud dans P’arbre. Un exemple d’arbre final construit est

présenté a la figure 2.2b.

Le résultat des modifications effectuées par 1’algorithme 2.1.1 sur les deux dif-
férentes structures de données se trouve a la figure 2.2. Pour reconstruire les
séquences & partir de I’arbre, il suffit de le parcourir & partir d’une feuille jusqu’a
la racine et faire les mutations aux positions indiquées par les arétes que 1’on par-
court. Par exemple, si 'on emprunte I’aréte «2» il faut muter le ' par un \ ala

position 2 de la séquence.
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Algorithme 2.1.1 Algorithme permettant de construire un arbre phylogénique.
1: fonction CONSTRUIREARBREPHYLOGENIQUE (M (n, m) : Matrice) : un arbre

2 Arbre arbreResultat + arbre vide()
3: Trier M par colonnes;;

4:  Tableau d’entier T « []

53 pour i<+ 1,2,...,n — 1 faire
6: T+ []
v pour j < 0,,...,m — 1 faire
8: si M[i,j] =1 alors
9: T « T + M[0, 5]
10: fin si
il fin pour
12 arbreResultat.ajouter Espece(tableauRepresentantUneEspece)

13: fin pour
14: retourner arbreResultat

15: fin fonction
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Position 6 2 14 8 20 17

MRCA : 0 0 0 0 0 )
Séquence 1 : ] 1 0 0 0 0
Séquence 2 : 1 0 1 1 0 0
Séquence 3 : 1 0 1 (¢} Al 0 B B
Séquence 4 : 0o o 0 0 [} 1 g
(b) L’arbre produit par !algo-
(a) La matrice M une fois triée. rithme.

Figure 2.2 Illustration du résultat de Ualgorithme 2.1.1.

2.2 Le graphe de recombinaison ancestral

Avec un ensemble de séquences génétiques on infére un graphe complexe modéli-

sant 1’évolution des séquences observées depuis un ancétre commun.

2.2:1 Présentation générale

Pour ezpliquer naivement ce que représente un ARG, on pourrait dire que ce
graphe est aur chromosomes ce qu’un arbre généalogique est aux individus. Le
graphe de la figure 2.3 illustre I’histoire d’un ensemble de séquences chromoso-
miques observées (les feuilles), jusqu’a son origine (la racine du graphe). Les nceuds
internes représentent des séquences intermédiaires qui sont des ancétres communs
d’un sous-ensemble de 1’échantillon seulement. Tout ensemble de séquences chro-
mosomiques observées découle d’une seule séquence ayant existé antérieurement.
On nomme cette séquence le «MRCA» (pour «most recent common ancestorsy
en anglais). Or, comme il est impossible d’obtenir le code génétique pour tous
les individus dans la phylogénie, il faut donc inférer une phylogénie & partir de
séquences observées seulement. Notons que pour chacun des loci il est possible

d’extraire un arbre partiel & partir du graphe.
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Figure 2.8 Graphe de recombinaison ancestral simple pour 4 individus (diploides),
donc 8 séquences chromosomiques de 5 marqueurs. Le symbole «1» représente
un alléle primitif tandis que le symbole «M» représente un alléle mutant. Le

matériel non ancestral introduit lors des recombinaisons est représenté par des
«X».
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2:2.2 Les opérations

Nous présentons briévement les 3 opérations de bases utilisées pour inférer un

graphe de recombinaison ancestral.

2:2.2.:1 Les mutations

Les mutations sont traitées d’'une maniére analogue aux hypothéses utilisées dans
l’algorithme de la phylogénie parfaite présenté auparavant. On suppose que pour
chaque locus il y a eu une seule mutation dans la phylogénie qui a engendré la
mutation et qu’il n’y a pas eu d’autre événement paralléle. On suppose aussi
que seulement deux alléles sont possibles par position. Ces suppositions sont trés
proches du comportement réel des séquences. La figure 2.4 illustre la représenta-

tion d’une mutation dans un ARG.

O0-0-m-0-0

-C-m-C-m

Figure 2.4 Ezemple d’une mutation sur le cinquiéme locus dans un ARG.

2:2.2:2 Les coalescences

Une coalescence permet de fusionner deux nceuds partageant les mémes alléles
connus. Cette opération semblable & un événement de spéciation découle direc-
.tement de la théorie de la coalescence que nous aborderons plus loin. Parfois,
certaines séquences contiennent du matériel non ancestral qui est introduit par
une ou plusieurs recombinaisons. Dans ce cas on ignore ces marqueurs lorsqu’on

déterminera si une coalescence est possible entre deux nceuds. La figure 2.5 illustre
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une coalescence entre deux séquences contenant du matériel non ancestral.

-

Figure 2.5 Exemple d’une coalescence contenue dans la figure 2.3 entre les séquences

11 et 12 pour générer la séquence 20.

2:2:2.3 Les recombinaisons

Les recombinaisons permettent de transmettre 4 sa descendance un mélange des
deux chromosomes homologues que posséde un individu. Lors d’une recombinai-
son sur un nceud dans un ARG, on crée deux nouveaux noeuds avec les marqueurs
situés des deux c6tés du point de recombinaison. On introduit alors aux extré-
mités des séquences produites du matériel non ancestral. Les recombinaisons qui
se produisent lors de l’inférence du graphe permettent de faire varier les arbres
partiels pour chacun des loci qui recevront les mutations d’intérét selon la position
de l'insertion. La figure 2.6 illustre une recombinaison qui introduit du matériel
non ancestral.

B-R-R-K-X R -E-0-0

m--m-0-0)

Figure 2.6 Ezemple d’une recombinaison contenue dans la figure 2.3 de lo séguence

avec l’indez 19 a la position 1.
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2.2.3 Algorithme de construction

La construction d’'un ARG quelconque du passé vers le futur est assez aisée a
simuler. En effet, il suffit de choisir un des événements possibles entre une muta-
tion, une coalescence ou une recombinaison en suivant certaines probabilités et de
répéter ’opération jusqu’a I'obtention du nombre de séquences désiré. Toutefois,
le résultat obtenu ne sera pratiquement jamais identique & un échantillon d’inté-
rét. C’est pourquoi, en pratique, on construit les ARGs du présent (un échantilloﬁ
de séquences) vers le passé. Cependant, il s’agit seulement d’une des réalisations
possibles et nous ne pourrons jamais confirmer qu'un ARG est bien celui qui re-
présente la réalité. Donc, il est important de définir une métrique qui mesurera,
la qualité d'un ARG selon un modéle et les hypothéses qu’il comporte. Diverses
approches existent, certaines sont plus algorithmiques, d’autres sont plus statis-

tiques.

2231 Approche algorithmique

Plusieurs approches algorithmiques d’inférence ont été explorées :

— par séparation et évaluation, ou «branch and bound» en anglais (Lyngsg
et al., 2005);

— par minimisation du nombre de recombinaisons (Song et Hein, 2005) ;

— & l'aide d’heuristique comme Margarita (Minichiello et Durbin, 2006) ou

ARG4WG (Nguyen et al., 2017).

Nous avons développé un logiciel FastARG ® qui implémente plusieurs algorithmes

de construction, dont Margarita et ARG4WG mentionnés ci-dessus. Nous dé-

3. https://bitbucket.org/fastarguqam/ - (13 septembre 2018)
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taillons dans les chapitres subséquents I'implémentation informatique de ces algo-
rithmes ainsi que certains résultats. Ces méthodes ont I’avantage d’étre rapides,
mais il n’est pas trivial de quantifier la qualité des graphes obtenus, car ils ne sont
pas échantillonnés dans un ensemble de graphes de recombinaison ancestraux pos-

sibles.

2.2.3.2 Approche statistique

Les ARGs obtenus & l'aide de méthodes statistiques (Fearnhead et Donnelly,
2001, Griffiths et Marjoram, 1996) peuvent étre plus facilement combinés pour
étre analysés par la suite. Toutefois, ils sont généralement beaucoup plus difficiles

(voire impossibles) & générer pour un grand nombre de marqueurs génétiques.

2.3 Utilité des graphes

Outre le fait que ces graphes nous renseignent sur nos origines, ils peuvent aussi
avoir des applications trés concrétes comme :

— Pestimation du taux de mutation ou de recombinaison ;

— lidentification de la source d’un virus ou une bactérie;

— la cartographie génétique fine;

— la position d’une mutation sur un géne;

— etc.

On entend par cartographie génétique fine le fait de trouver ’endroit précis ou
une ou plusieurs mutations génétiques influengant le phénotype d’un individu
se sont produites. Supposons qu’une maladie dite «simple» serait provoquée par

seulement une (ou trés peu) de ces mutations. On appellerait alors ces mutations
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des «TIM» pour «trait-inflencing mutation» en anglais. Comme il est possible
qu’une seule mutation altére considérablement ’expression d’un géne, il est facile
de penser qu’elle pourrait causer une maladie chez le porteur. Pour trouver le
locus de ces mutations, plusieurs techniques sont possibles. Nous discuterons dans
les chapitres qui suivront de quelle maniére le graphe de recombinaison ancestral

intervient dans le processus de cartographie génétique.






CHAPITRE III

STRATEGIE COMPUTATIONNELLE

Dans ce chapitre, nous décrivons principalement deux approches possibles pour
évaluer les diverses opérations nécessaires pendant la construction d’'un ARG. Ces
approches ont pour but de minimiser la quantité de calcul requise et donc d’amé-
liorer la complexité temporelle et spatiale des algorithmes qui interviennent dans

la création de ces graphes.

a3l Approche ensembliste

Dans cette approche, nous utilisons les positions des marqueurs et les positions du
matériel non ancestral seulement pour effectuer les opérations. Donc une séquence
S est formée de deux ensembles, M, contenant les emplacements des loci mutants,

et A, contenant les sites du matériel non ancestral :
S=(MA). (3.1)
31,1 Fonctionnement des coalescences

Lors d’une coalescence, nous devons vérifier qu’aucune position ancestrale des
deux séquences (locus dont on connait le génotype) ne posséde un marqueur in-

compatible, c’est-d-dire un alléle mutant et un alléle primitif sur le méme locus.
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Dans les deux séquences du tableau 3.1, une coalescence est impossible & cause

des loci deux et quatre.

Tableau 3.1 Deux séquences de neuf marqueurs qui illustrent toutes les com-
binaisons possible des paires de loci. Les « 9» représentent les loci non ances-

trauz.

1 2 3 4 5 6 T 8 9 M A

& o0 o o 1 1 1 ? ? 7 {4,5,6} {7,8,9}
S 0 1 7?2 o 1 ? o 1 7 {258} {3,6,9}

On dit que deux séquences S; = (M, A) et S, = (M’, A’) peuvent coalescer,

c’est-a-dire S; = S, si et seulement si :
|(MAM)\ (AU A')| =0, (3.2)

ol A est la différence symétrique entre deux ensembles. Notons que parfois, selon
la définition utilisée, on doit aussi vérifier qu’il existe au moins un locus ancestral
entre les deux séquences. En définissant A€ comme étant I’ensemble des loci an-
cestraux d’une séquence, il suffit de vérifier que l’intersection des deux ensembles
complémentaires n’est pas vide, c’est-a-dire A¢ N AC # (. Il est aussi possible

d’itérer sur des ensembles ordonnés et vérifier qu’une position est commune.

Comme tous les neuf couples de loci possibles sont présents pour les deux sé-
quences S; et S; dans le tableau 3.1, il est facile de vérifier que I’équation (3.2) est
satisfaite. En effet, comme seules les positions deux et quatre sont ancestrales et

ont des alléles différents, on devrait les voir apparaitre dans les calculs de I’équi-
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valence :

I(MIAM2) \ (-Al U -A2))I = ’({4’ 5’ G}A{2a 5: 8}) \ ({77 8’ 9} U {3: 6’ 9})|
= I{2a 4) 6) 8} \ {31 6) 7a 8) 9}'
= [{2,4}|

Cette approche rend le calcul du résultat d’une coalescence trivial. Si on suppose
que deux séquences sont compatibles, c’est-a-dire que si S; = S,, alors la nouvelle

séquence S;,, peut étre calculée de la maniére suivante :

S112=81+8;
= (M, A1) + (My, A3)
= (M1, A1 NA)
= (My, A1 N Ay)
= (M2, Ar42).

Comme le matériel non ancestral qui subsistera aprés une coalescence sera com-
posé uniquement des loci non ancestraux communs, alors clairement A; N A, =

Aj 2. Et puisque S; = S, alors M9 = M; = M,.

3.1.2 Fonctionnement des mutations et des recombinaisons

Avec cette approche les mutations et les recombinaisons sont faciles & générer.
Dans le cas d’une mutation, il suffit d’enlever ou d’ajouter la position du mar-
queur dans ’ensemble M. Pour une recombinaison, on peut simplement greffer
les loci non ancestraux selon le point de recombinaison dans ’ensemble 4. On
peut optionnellement éliminer les marqueurs mutants qui sont devenus des loci

non ancestraux.
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3.1.3 Avantages et désavantages de cette approche

Cette approche est avantageuse si le ratio du nombre de marqueurs mutants sur
le nombre de marqueurs total est trés faible, minimalement sous la barre des 10%.
De cette maniére, on gagne en complexité spatiale et temporelle de calcul, car la
représentation compressera grandement les séquences. Les opérations génétiques
4 effectuer sont aussi faciles & traduire en langage ensembliste. Le format com-
porte aussi beaucoup d’autres avantages, comme le fait de connaitre le nombre
de SNPs mutants pour une séquence en temps constant. Mais les structures de
données et les algorithmes effectuant les opérations ensemblistes sont lourds pour
la tache. En particulier, les 3 opérations ensemblistes utilisées dans 1’équation 3.2
ont une complexité temporelle linéaire selon la taille des ensembles. Donc le cofit

des opérations liées aux coalescences devient vite prohibitif.

3.2 Approche par fonction booléenne

Une fonction booléenne est de la forme f : B* — B, ot B = {0,1} et k£ > 0.
Toute fonction booléenne peut étre traduite en formule propositionnelle. Nous
utiliserons ’algébre de Boole pour exprimer nos fonctions logiques. La figure 3.2
illustre les différentes opérations possibles dans ce paradigme et les équivalents

dans le langage C/C++.



33

Tableau 3.2 Equivalence entre les symboles logiques et les opérations

bit & bit correspondantes en C/C++.

Logique C, C++

Négation (not) = ~
Conjonction (and) A &
Disjonction  (or) Y% |
Ou exclusif  (xor) ® -

Les fonctions de bases de la logique booléenne (la conjonction, la disjonction, la né-
gation, etc.) sont implémentées de fagon matérielle dans les processeurs modernes.
La conversion des opérations génétiques sous cette forme permet de minimiser
considérablement le temps de calcul. Nous avons donc encodé les séquences avec
la. plus basse complexité spatiale possible et formuler des fonctions trés efficaces.
L’avenue de 1’algébre booléenne combinée aux opérations binaires disponibles sur
les types de données primitifs de plusieurs langages informatiques constituait une

piste naturelle que nous avons explorée.

3.2.1 Encodage des séquences

Comme chaque locus des séquences peut prendre trois formes possibles (primi-
tif, mutant ou non ancestral), nous avons besoin de deux bits d’encodage pour
chaque position. Donc, il est toujours envisageable d’ajouter un état, car deux
bits encodent quatre états possibles, soit 00, 01, 10 et 11 tel qu’illustré dans le
tableau 3.3. Le premier bit est un masque qui indique si la position est connue ou

non. Puis 'autre bit détermine 1’état d’un alléle.
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Tableau 3.3 Equivalence des états possibles. Un alléle primitif sera
représenté par la paire (0,0), un alléle mutant par le couple (1,0) et

les loci non ancestrauz sont donnés par les couples (0,1) et (1,1).

(M[i], A[i]) caractére symbolique

(0,0) 0 O
(1,0) 1 ®
(0,1) ?
(1,1) ?

3:2:2 Fonctionnement des coalescences

3:2:2.1 Test de coalescence

Comme dans I’approche précédente nous devons nous assurer que les marqueurs
ancestraux non compatibles feront échouer le test de coalescence. Le tableau 3.4
reprend les 16 possibilités de la table 3.1, mais assigne la valeur vraie aux qua-

druplets qui doivent faire échouer le test.

Aprés avoir établi une table de vérité, nous devons trouver une fonction booléenne
qui donne le résultat que l’on souhaite. Comme il existe 22° fonctions binaires
pour tout k, une méthode de recherche pour la fonction s’impose. En utilisant les
tables de Karnaugh, on peut obtenir facilement une fonction qui nous donne le
bon résultat. La table de Karnaugh représenté par le tableau 3.5 est équivalente

a lopération S + &’ du tableau 3.4.



Tableau 3.4 Table de vérité qui vérifie qu’aucun locus ancestral mu-
tant ne coalesce avec un locus mutant. Dans les deux cas ou cela se
produit, on donne la valeur vraie. La derniére colonne sert seule-
ment dans le cas ot la valeur n’a pas d’impact sur la fonction boo-

léenne que l’on cherche & partir de cette table.

S S y
M A M A F V x

1 0 0 0 0 .
2 0 0 0 1
3 0 0 1 0 \
4 0 0 1 1
5 0 1 0 0
6 0 1 0 1
) T TR Y S
8 & 3 4 1
9 1 0 0 0 Y
0 1 0 0 1 .
1.1 0 1 0
a8 4, % 4 I
3 1 1 0 0
M4 1 1 0 1
5 1 1 1 0
6 1 1 1 1

35
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Tableau 3.5 Table de Karnaugh permettant d’établir une nouvelle

formulation du test d’équivalence entre deuz séquences pour une

coalescence.
M A
00 01 11 10
00| 0 0]0
01 0 0 0 0
MA

11 | 0 0 0 0

10 (1) 0|00

Posons S[i] le iéme couple (M ]3], A[i]) de la séquence k la longueur d’une séquence
telle que k = |S|. Soit f : B* — B, ou B* correspond & un locus pour couple de
deux séquences c’est-a-dire : B* ~ S[i] x §'[i] ~ M[i] x A[i] x M'[i] x A'[i]. La
fonction booléenne f qui permet de solutionner la table de Karnaugh représenté

par le tableau 3.5 est donnée par la formule suivante :

(AL A CAED A (CMED) AMI)V (ME]A (M) (33)

On peut vérifier facilement que ’équation 3.3 donne bien «1» pour le locus 3 :

f(S[3],88]) = (—A[]) A (=AB]) A (~MI3]) A M[3]) v (M[3] A (- M[3])))
= (=0) A (=0) A (((=0) A1) V (0 A (—1)))
=1A1A((1A1)V(0A(0)))
=1A1A(1V0))

— | A 572 =
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On retrouvera en annexe des démonstrations supplémentaires pour les loci 1, 9 et

16.

En appliquant f sur tous les loci, on obtient un vecteur binaire dans B* si |S| = k.
Pour savoir si une coalescence est possible, plusieurs stratégies sont envisageables.
Soit on itére sur le vecteur en vérifiant si la valeur vraie (ou 1) est présente pour
rejeter la coalescence, soit on décompose le vecteur en bloc et on regarde si la
valeur en base 10 le développement binaire est différent de 0. En effet, un seul «1»
dans I’expansion binaire suffit pour que le bloc soit différent de zéro. Rappelons
que notre table de vérité est congue pour qu'un «1» apparaisse si un locus est

incompatible.

Formellement, on définit la fonction f’, qui vérifie si une coalescence est possible
entre deux séquences de la maniére suivante :
fl: B —B
1 si f(S[i] x 8'[i]) =0 Vi € [0,|S]],
(8% o (S[e] x 8'l) [0,]S]]

0 sinon.

En somme, on a que :

S=8 < f(S[i],Si]) = 1.

Comme dans I’approche ensembliste précédente, la définition d’une coalescence
peut parfois exiger qu’au moins un locus commun soit ancestral aux deux sé-

quences. Dans ce cas, nous avons besoin de la table de vérité suivante :
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AI
0 1
st st v
A A i 3 v x 0 1 1 ]
1 0 o s A T
2 0 1 Vi
3 1 o Y 1 1 0
& 1 1 i
(a) Table de vérité qui vérifie si au
moins un locus commun est ances- (b) Equivalent sous la forme d’une
tral. table de Karnaugh.

Figure 3.1 Tableauz permettant de trouver une fonction booléenne qui indique si au

moins un des loci entre deuz séquences est ancestral.

La fonction booléenne g qui permet de solutionner la table de Karnaugh a la

figure 3.1b est donnée par :

9(1) = (AL @ (AT (3.4)

Formellement, on définit une fonction ¢, qui vérifie si un locus est commun & deux
séquences de la maniére suivante :
g: B2 —B
1 sidie(0,|Al] | g(A[], A'[E]) # 0,
g'(A%) =

0 sinon.

Enfin, on peut définir une coalescence stricte de la maniére suivante :

S=8 < f(Sli],STi]) A g'(A[i], A'li]) = 1. (3.5)
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3:2:2:2 Calcul d’une coalescence

Puisque nous sommes en mesure de savoir si deux séquences peuvent coalescer,
nous devons trouver une fonction qui génére une nouvelle séquence & partir de deux
séquences sources. Soit la fonction + : S x § — S qui coalesce deux séquences

ensemble. Idéalement, on pourrait définir une addition de la maniére suivante :

+: 82 —S

Malheureusement, le test de coalescence de ’équation 3.5 ne permet pas d’utiliser
cette fonction. En effet, les lignes 10 et 13 du tableau 3.4 nous donnent le résultat

suivant :

(M[10], A;1[10] A A2[10]) = (1,0 A 1)
= (0,0)
# (1,0)
= (M2[10], A;[10] A A;[10]).

On obtient un résultat similaire pour la ligne 13. Puisque nous n’avons aucune
garantie qu’un alléle mutant n’est pas caché par une position non ancestrale nous
devons nous assurer que l’alléle provient toujours de la séquence ancestrale pour

tous les loci.
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Tableau 3.6 La table de vérité pour le calcul d’une coalescence stricte. Le calcul de I’ensemble
A2 correspond a un «et» logique sur les séquences A d’origine. On peut voir aussi la corres-

pondance symbolique utilisée pour représenter l’encodage binaire.

S S, My Arye Y: c
(BhYe Mi A Mz Ay (MiA-A)V(MaA-Ay) AfijAAl] F V x 8§ 8S=3581,

0 0 0 0 o0 0 0 J J+0=0
1 0 0 0 1 0 0 Y/ 1+R =0
2 0 0 1 0 1 0 v +H 0
3 0: D 1 i1 0 0 S/ +7 =
4 00 1 o 0 0 0 v =
5 T FR 0 1 v/ +5 =
6 b ¥ ‘1 O 1 0 2/ +tE=m
7 0 ¥ 1 1 0 1 7 +R =
8 1 0 0 o0 1 0 v Bi#m
9 I o o oA 1 0 v BX-0
10 I T ) 1 0 v EiE-0
11 O T R | 1 0 v -0
12 e ER (R 0 0 v +7 =
13 1 e b 0 1 v + =
14 I R ) 1 0 v l+H =W
15 TR S P 0 il v +X =

Les deux valeurs «x» sur les lignes 2 et 8 du tableau 3.6 correspondent au fait
que l'on peut ignorer le résultat produit dans le calcul de la fonction booléenne
4 partir de la table de vérité. En effet, comme une coalescence est possible si et
seulement si §; = S,, on sait que ces cas de figure ne se présenteront pas. Cela
permet de minimiser la fonction booléenne et par le fait méme, diminuer la quan-

tité de calcul nécessaire pour une coalescence.
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Donc, on définit ’opérateur de la maniére suivante :

+: 8§ —S8
81[2] + 82[2] — ((Ml A _'Al) \ (M2 A _'Ag), Al[Z] A .A2[Z]) (36)

De cette maniére, si S; = S, le résultat sera cohérent dans tout les cas.

312:3 Fonctionnement des mutations et des recombinaisons

Dans le cas des mutations, il s’agit de changer I’état du bit & la position désirée
dans ’ensemble M. Les recombinaisons introduisent du matériel non ancestral et
conservent le statut des loci mutants. On peut donc simplement casser la séquence
& 'endroit désiré, puis ajouter des marqueurs neutres sur les bouts des deux sé-
quences produites et marquer ces loci comme non ancestraux. Ces opérations sont

relativement simples & implémenter.

3.24 Avantages et désavantages de cette approche

Un des seuls avantages est la rapidité de traitement des opérations par un or-
dinateur. Toutefois, cette représentation, bien qu’efficiente en termes d’espace et
de temps de calcul, complexifie considérablement toutes les opérations sur les sé-
quences. En effet, lors du calcul d’un ARG, plusieurs autres opérations doivent
étre implémentées, et le processus de recherche afin de trouver la bonne stratégie
pour convertir un algorithme sémantique de haut niveau en fonction booléenne

n’est pas trivial.






CHAPITRE IV

DERIVE GENETIQUE

L’idée que des phénoménes aléatoires soient responsables en partie de 1’évolution
et de la diversité des espéces est parfois surprenante. Plusieurs modéles de dérive
génétique («Genetic drifty en anglais) tentent de reproduire le plus fidélement
possible la variation que l'on observe dans une population ou un ensemble de
séquences dans le but d’expliquer et de mieux comprendre 1’évolution. Certains
modéles comme la théorie de la coalescence sont rétrospectifs, c’est-a-dire que 1’'on
tente de voir 1’évolution en remontant dans le temps. D’autres, comme le modéle
de Wright-Fisher, sont prospectifs, car ils déduisent I’historique de la variation
allélique d’une population d’origine vers le futur. Dans ce chapitre, nous décrivons

sommairement ces deux modéles.

4.1 Le modéle Wright—Fisher

Un des modéles les plus simples pour illustrer la variation de la fréquence allé-
lique d’une population a été imaginé d’abord par Ronald Fisher (Fisher, 1930) et
formalisé par Sewall Wright (Wright, 1931) dans les années trente. Bien que le
modéle fait fi de plusieurs détails importants, on peut s’en servir pour générer des
phylogénies facilement. De plus, il forme la base théorique sur laquelle nous intro-

duirons des modéles plus complexes. Ce modéle a pour but de décrire la variation
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allélique dans une population idéalisée lors de son évolution. Voici une liste non
exhaustive des hypothéses faites par le modéle :

— un seul locus ayant seulement deux alléles possibles par individu;

— aucune mutation, recombinaison ou sélection ;

— la taille de la population est constante;

— aucun chevauchement des générations.
Posons Hy, la premiére génération comportant N individus diploides ou 2N in-
dividus haploides ayant chacun un des deux alléles possibles, notés a ou S. Pour
créer la génération H; suivante, on choisit tous les 2N individus aléatoirement
parmi ceux présents a la génération Hy. On répéte le processus pour les généra-
tions subséquentes. La probabilité d’obtenir k alléles o & la génération H;,; si
P(a) = p a la génération H; est donnée par ’équation suivante :

(3 )rra-p ~ BN, (41)

On peut alors se demander combien de générations sont nécessaires avant qu’un
des alléles soit complétement fixé. C’est-a-dire qu’on cherche le nombre de généra-
tions 7 pour que P(a) = 0 ou P(a) = 1. Notons que si P(a) =0, alors P(8) =1
et vice versa car on suppose que nous avons seulement deux alléles possible. Po-
sons {X;}:>o le nombre d’alléles a 3 la génération ¢, alors le temps de fixation est

donné par le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. ' La probabilité qu’un alléle soit firé au temps t = T sachant que

la fréquence allélique initiale est donnée par :

]P[XT=2N|Xo=z’]=2L

5 (4.2)

1. https://www.math.wisc.edu/"roch/evol-gen/roch-evolgen-notesis.pdf
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Démonstration. On a que la fréquence allélique pour la génération suivante en

fonction de la génération courante est :

o AN\ XA [ X\ )
IP[XH_I_kIXt]_(k)W (l—m) OUXH.]_IXtNB 2N’W .

Remarquons que si X; = 0 ou 2N, alors la probabilité de ’équation ci-haut est
nulle car les états sont absorbants et la fréquence allélique est fixée. Le temps de
fixation T est défini de la maniére suivante :
T=min{t: X; = 0 ou 2N}.
Comme X;41|X; ~ B (2N, £), alors :
E[Xi1 | Xo, ..oy Xi] = B[ Xp1a | X3] = 2N§X—J\t/ =Xy Vi, (4.3)

et puisque E(|X¢|) < co pour tout ¢, alors {X;}:>o est une martingale, on a par

induction :

E[X:] = E[E[X;|X;1]] (Espérance totale)

= E[X;-4] (par 4.3)
— E[X,,]
= E[X;].
A Paide de I’égalité ci-haut, on a que :
I . Elx E[X :
1= ]E[X1|X0 = 2] = [ 1] = [ t] = ]E[XtIXO = 7,]. (44)

T PXo=1i] P[X,=1]
Finalement, comme on sait que 7 converge, alors en posant ¢ = 7 on obtient notre

résultat car :

P(X. = 2N | X, = i] = s =2N | Xo =1

- 2N

i

2N’
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Ce modéle permet aussi de générer des simulations d’évolution pour une popu-
lation. Il suffit de voir le modéle de Wright-Fisher comme la sélection aléatoire
d’individus sélectionnés avec remise dans la population de la génération anté-
rieure. Comme il s’agit d’'un modéle prospectif, on crée d’abord des générations
d’individus du présent vers le futur. On note ces générations Hy, Hy, ..., H,. Pour
passer d’une génération a la suivante, on assigne comme parent & chacun des 2N
individus de H;,; un des individus de H;. Ceux qui n’auront pas été choisis dans
H; ne se sont pas reproduits en quelque sorte. Puis en regardant les liens rétros-

pectivement, on peut facilement extraire une phylogénie.

Supposons maintenant que ’on souhaite analyser 1’évolution d’un sous-ensemble
de la population a la génération Hy. Puisque la probabilité de choisir un individu
particulier & la génération précédente est %, alors la probabilité que deux indi-
vidus possédent le méme parent est @ 1{,) . Comme il existe toujours un lien entre
les individus d’une génération quelconque vers la génération précédente, on sait

que la probabilité que deux individus n’aient pas trouvé de parent commun aprés

t générations est : (1 - m) . Donc la probabilité qu’au moins deux séquences
1 ]
aient trouvé un ancétre commun a la génération test: 1—|( 1 — N | La proba-

bilité de trouver un parent commun exactement & la k*™e génération équivaut a
dire qu’on n’a pas trouvé de parent commun dans les k — 1 premiére génération et
que la derniére a réussie. Soit 7 et j, deux individus quelconques, la probabilité de

trouver un parent commun 4 la génération k est donnée par 1’équation suivante :

P[Ck] = (1 - %)H (%) . (4.5)

Notons que la probabilité que deux séquences ne trouvent pas d’ancétres communs

au temps ¢t = 2N et lorsque la population tend vers l’infini est :

lim (1 = —) = e~ ~ 0.367879. (4.6)
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Autrement dit, si la population est infinie, selon ce modéle, le temps qu’une sé-
quence trouve un ancétre commun est donné par la distribution exponentielle avec

A=1.

4.2 Théorie de la coalescence

La théorie de la coalescence est similaire au modéle de Wright-Fisher, mais a la
différence qu’elle modélise I’historique du présent vers le passé. Une coalescence
correspond au fait de trouver un ancétre commun & deux individus. Dans les
graphes de niveau interspécifique, on peut interpréter une coalescence comme un
événement de spéciation. Au niveau interpopulationnel, on dit que la séquence
résultant de la coalescence de deux individus est le plus récent des ancétres com-
muns pour ces deux séquences. On peut alors facilement généraliser cette notion
pour un ensemble de séquences génétiques. De maniére analogue au modéle de
Wright-Fisher, la théorie de la coalescence implique que la probabilité de voir une
coalescence & la génération t suit une distribution géométrique avec p = 1/2N.
Si N est suffisamment grand, on peut approximer avec la loi exponentielle de la

maniére suivante :

t—1
il S | 1 ——— 1
?,_1 = o — —— N — 2N (2 N
]P[C” (1 2N> (2N> 5N € exp (_QN) . (4.7)

ol C;; correspond & un événement de coalescence entre deux individus i et j ap-
partenant & la génération ¢ — 1. Puisque la distribution exponentielle est continue,
le passage vers cette distribution & 1’équation (4.7) permet d’obtenir des temps
pour les coalescences sur une échelle continue. Lorsqu’on génére des phylogénies,
nous devons simuler des intervalles de temps avant que le prochain événement de
coalescence ne survienne. Pour ce faire, on doit connaitre la distribution des temps

de coalescence. On a que la probabilité que deux individus possédent un parent
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distinct est :

IP|2 parents distincts] = 1 — <2N ﬁ) =1- % (4.8)

Mais quelle est la probabilité IP[3 parents distincts] ? Clairement on a que :
IP[3 parents distincts] = IP[2 parents distincts] - P[3'®™¢ distincts des 2 autres]. (4.9)

Pour choisir le troisiéme parent, nous devons le choisir parmi les =1-

2N
2 - . . .
IN restants. Donc, la probabilité d’obtenir n parents distincts & la génération

précédente est donnée par 1’équation suivante :

n—1 .
P[n parents distincts] = H (1 - %) ~1-— n(—ZR_f-l—z (4.10)

i=1
Donc, on peut généraliser I’équation (4.7) pour avoir des générations comportant
des parents distincts seulement. On a alors que la probabilité qu’il y ait une
coalescence & la k™€ génération est :

n(n — 1)

AN
(4.11)

P[Cf,|n] = (P[n parents distincts])* ' (1—P[n parents distincts]) ~ exp

On peut ainsi faire des tirages aléatoires dans cette distribution exponentielle pour
générer des temps de coalescence aléatoire. Le tableau 4.1 résume les équations

importantes pour générer une phylogénie basée sur la théorie de la coalescence.

Maintenant que le modéle est bien établi, il serait intéressant de regarder combien
de générations sont nécessaires pour arriver au MRCA en fonction de la taille de

la population et du nombre de lignées que 1'on souhaite voir converger. Le temps
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Tableau 4.1 Résumé des équations reliées a la simulation d’une phylogénie selon la théorie de

la coalescence. Notons que la fonction T(i) correspond & un tirage aléatoire dans la distribution

Cltln =1].

Description

Equation

Probabilité qu’aucune coalescence ne soit sur-

venue pendant k générations.

(--5)

Probabilité que tous les individus aient des an- n(n—1)
P[n parents distincts] ~ 1 — ——=
cétres distincts & la génération précédente. 4N
(n(n -1) ) )
Distribution des temps d’attente entre les coalescences. C[t|n] = n(z_];l)e 4
Temps moyen d’attente avant une coalescence. E [T(C[t|n])] = % = (:IJ_V 0
n
Temps pour arriver au MRCA. T(MRCA) = ET[z]
i=2
moyen pour arriver au MRCA sera donné par ’équation suivante :
n
E[T[MRCA] =E |) T
=2
n
=D _E[T]
z'=2
(4.12)

_Zz

-1)

_4NZ’L('L—1

_ 4N(n—1)

n

En posant que 'unité de temps ¢ pour chaque génération est 2V, on obtient le

tableau 4.2 qui illustre les temps moyens avant d’arriver au MRCA selon différents

scénarios.
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Tableau 4.2 Temps moyen avant d’obtenir le MRCA selon plusieurs scénarios diffé-
rents. Notons que le temps moyen augmente proportionnellement selon la taille de
la population. Toutefois, le temps avant d’arriver au MRCA est moins sensible aux

nombres d’individus dans la population.

E [T[MRCA]]

n N=100 N =500 N = 1000

2 2000  1000,0  2000,0
3 2667 13333  2666,7
5 3200  1600,0  3200,0
10 3600  1800,0  3600,0
20 380,0  1900,0  3800,0

Nous avons tous les éléments en place pour concevoir un algorithme qui permet
de générer une phylogénie selon la théorie de la coalescence. La ligne 6 de l’algo-
rithme 4.2.1 illustre le fait qu’on choisit aléatoirement deux individus, puis & la
ligne 7 on calcule le résultat de la coalescence. Ensuite on ajoute la coalescence &

I’arbre avant de mettre & jour les nceuds actifs.

4.2.1 Théorie de la coalescence avec mutations

Il existe plusieurs facons d’intégrer des événements de mutation dans un arbre
généré 3 partir de la théorie de la coalescence. La méthode utilisée dépend forte-
ment du but que I’on cherche 4 accomplir ainsi que des hypothéses faites par le
modéle qu’on utilise. Par exemple, si I’on cherche & simuler des arbres seulement
d’une maniére prospective on peut se servir des temps générés sur chaque branche
de I’arbre pour apposer des mutations selon un taux de mutation u. En utilisant
le modéle des sites infinis, on peut apposer les mutations d’'une maniére uniforme

sur une certaine longueur de séquences. Si notre modéle n’est pas basé sur ’hypo-
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Algorithme 4.2.1 Algorithme permettant de construire un arbre phylogénique

en utilisant la théorie de la coalescence.

1: fonction CoNSTRUIREPHYLOGENIEAVECCOALESCENCE(n, N : entier) : arbre

2
3:
4.

9:
10:
Tl

Arbre arbreResultat + un arbre vide()

Ensemble noeudsActifs < n noeuds

tant que |noeudsActifs| > 1 faire
réel T < ~ exp(————— ( 1))

e1,e noeudsActzfs[z,]]

€142 ¢ €1+ e

noeudsActifs < noeudsActifs\ {e1,e2} U {e112}

arbreResultat + arbreResultat + CT "

fin tant que

retourner arbreResultat

12: fin fonction

thése de I’homoplasie, on peut apposer les mutations dans un modéle de sites finis

et contraindre ’apparition de nouvelles mutations. Une des maniéres que nous

utiliserons plus loin consiste & générer les mutations de maniére indépendante aux

coalescences. On peut alors choisir un des deux événements proportionnellement

a p,n et N. Soit H le ratio des événements de mutation divisé par la probabilité

d’une coalescence et d’une mutation combinée. On obtient alors que :

g=—*
TN
TP
2N
_ 2Np

T ONp+1

Cette mesure quantifie I'intensité & laquelle les individus divergeront pendant leur

évolution et nous nous servons d’équations semblables lors de la construction
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d’ARG tel que présenté dans les chapitres suivants. Une des autres maniéres pos-
sibles pour intégrer les mutations consiste & construire une distribution exponen-
tielle pour le taux de mutation entre chaque génération. Posons u comme étant le
taux de mutation par individu par génération. Le temps d’attente avant un éveé-
nement de mutation aura une distribution exponentielle avec comme paramétre
Am = 2Nnu. Comme le temps d’attente avant une coalescence est A\, le temps
d’attente avant une coalescence ou une mutation aura une distribution exponen-
tielle de paramétre A¢ + Apq. Pour construire une phylogénie, il suffit de simuler
un temps d’attente et de choisir proportionnellement s’il s’agit d’un événement de
coalescence ou d’une mutation. Ensuite, selon le cas, on procéde aux opérations

selon le modéle établi.



CHAPITRE V

ALGORITHMES DE CONSTRUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons en détails deux heuristiques de constructions
d’ARGs existantes, soit Margarita (Minichiello et Durbin, 2006) et ARG4WG
(Nguyen et al., 2017). Ensuite nous détaillons une nouvelle heuristique que nous
avons développée qui tire & profit les stratégies cdmputationnelles que nous avons
présentées au chapitre 3. De plus, nous décrivons sommairement une distribution
statistique proposée par Fearnhead et Donnelly (Fearnhead et Donnelly, 2001) sur
’espace des graphes de recombinaison. Ceci permet de pondérer en quelque sorte
tous les ARGs générés par différentes méthodes et ainsi améliorer la précision des
résultats souhaités en composant plus efficacement les statistiques d’un ensemble
de graphes. Toutefois, procéder de cette fagon est computationnellement ardu *
et il n’est pas toujours évident que les résultats seront meilleurs selon le temps

de calcul imparti. Avant de plonger plus en détails voici quelques notations et

définitions que nous utilisons dans ce chapitre et les suivants.

1. «The method uses a computationally intensive statistical procedure (importance sampling)
to calculate the likelihood under a coalescent-based model.», (Fearnhead et Donnelly, 2001, p.1
(abstract))
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5.1 Notations des opérations

Les séquences génétiques seront formées & I’aide de l'alphabet A = {0,1,7} =
{C], M, 0}. L'’ensemble de départ Hj qui renferme les données initiales contenant
n séquences sera dénoté de la maniére suivante : |Hp| = |{S), Sz, ..., Sp}| = n. Si

les séquences sont de longueur [, alors on a que S;[j] € A Vi€ [1,n], Vj € [L,1].

Bl Les coalescences

Un événement de coalescence entre deux séquences S; et S; & la génération Hj
engendre une nouvelle séquence S; & la génération Hj,;. La nouvelle séquence
générée par la coalescence est notée : C(S;,Sy) = S;'. Enfin, la génération qui suit

cet événement est produite de la maniére suivante :

Hipr = Chyp(Ha) = (Hie \ {Si, S }) U {8/}, (5.1)
ol S; et Sy € Hy et S; = Sy L. La séquence S;» est calculée de la méme facon qu’a
la section 3.2.2.2.

5.1.2 Les mutations

Les mutations ne modifient pas la cardinalité de ’ensemble des séquences de la
génération d’origine. Toutefois, la nouvelle séquence aura un marqueur non mutant

au lieu d’un marqueur primitif. Donc, soit S; € Hj ou S;[j] = M et p € [1,1], alors

1. Voir I’équation 3.5 pour la définition.
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’opération de mutation sera de la forme :

oo | ViFperiend -

=S;[p] =[] lorsque j = p.

La génération qui suit une mutation est de la forme :

Hipr = MI(Hy) = (M \ {Si, ) U {5}, (5.3)

L5 (F Les recombinaisons

Enfin, un événement de recombinaison scinde en deux parties une séquence de
la génération Hj et ajoute deux nouvelles séquences & la génération Hy,,. For-
mellement, soit S; € Hj que ’on recombine au point p, alors les deux séquences
engendrées S] et S}’ par la recombinaison R(S;,p) = {S., S/} sont définies de la

maniére suivante :

s = { SHTISE gy L (Y <P (54

Xy 2>p, Sl Vi > p,
ot p € [1,l — 1] et j € [1,I]. Notons que la position p correspond a tous les
espaces possibles entre deux marqueurs, soit le point de recombinaison entre les
loci p et p+ 1. Toutefois, selon le modéle employé, certains articles choisissent ce
point sur une échelle continue, mais cela n’impacte pas directement le fonction-
nement des algorithmes discutés dans les sections suivantes. Donc, I’'opération de

recombinaison sur la génération k peut &tre définie de la maniére suivante :

Hin = RI(Hie) = (He \ {8, D U {5}, S/}, (5.5)
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5.2 Caractéristiques des ARGs

Soient ¢ le nombre total d’événements de coalescence, r le nombre total d’événe-
ments de recombinaison. Alors m le nombre total d’événements de mutation peut

étre calculé de la maniére suivante :

l
m=Y 08 (5.6)

J=0

ol ¢ est le symbole de Kronecker, c’est-a-dire :

N 1 siVi €[1,|[Hol] T | Sily] =
58:'[.7'] =
0 sinon.
Avec ces définitions on peut démontrer que le nombre total de nceuds contenus

dans un ARG est donné par I’équation suivante :

.
IG(H,)| = | Hist AHi| = m + ¢+ 2r + |Hy. (5.7)

i=1
En effet, tous les événements de mutation et de coalescence ajoutent un nouveau
nceud dans le graphe tandis que les recombinaisons en introduisent deux. De plus,

le nombre de feuilles du graphe correspond par définition & |Hp|. On a aussi que :

|Hr| = |Hol +7—c=1. (5.8)

Cette équation souligne le fait que la taille des ARGs est directement proportion-
nelle au nombre de recombinaisons. Puisque les modéles utilisés pour construire
des ARGs ne font pas I’hypothése de ’homoplasie (aucune mutation récurrente),

les événements de recombinaison sont inévitables si nous voulons parvenir & un
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ancétre commun. Le test des quatre gamétes ! permet de se convaincre facilement
de ce fait. En effet, il suffit de tenter de construire un ARG sans recombinaison
avec Hy = {{0,0}, {0,1}, {1,0},{1,1}} pour s’apercevoir que c’est impossible. Le
nombre de recombinaisons détermine donc directement la taille des ARGs. Nous
utilisons ce type d’équation pour valider, entre autres, que les ARGs produits &
I’aide des algorithmes que nous décrivons dans les sections suivantes ont produit
des graphes cohérents. A ce jour, il n’existe aucun algorithme connu qui permet
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