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RESUME

Ce mémoire vise & donner une vue d’ensemble de la théorie des bandes réguliéres
& gauche dans son état actuel. On y étudie les bandes réguliéres 4 gauche & partir
de trois points de vue différents : la théorie des semi-groupes, la théorie de la
représentation et 1’algébre homologique.

Afin d’élucider la structure de semi-groupe des bandes réguliéres 4 gauche, on
introduit les relations de Green et on étudie comment les axiomes des bandes
réguliéres & gauche déterminent la forme de ces relations, et vice-versa. On en
déduit plusieurs constructions importantes, dont notamment celle du support. On
étudie aussi plus spécifiquement certaines familles de bandes réguliéres & gauche :

les bandes réguliéres & gauche libres, ainsi que les bandes réguliéres & gauche
associées aux arrangements d’hyperplans.

L’étude des représentations des bandes réguliéres & gauche passe par 'interaction
entre leurs congruences et les idéaux de leurs algébres. On démontre au chapitre
2 que leur radical de Jacobson est complétement déterminé par la relation de
Green .Z, puis on utilise ce résultat pour déterminer leurs représentations irré-
ductibles. On présente aussi une méthode pour construire des familles complétes
d’idempotents orthogonaux dans les algébres de bandes réguliéres a gauche, ce qui
nous permet de décrire leurs modules projectifs indécomposables. On applique ces
résultats pour calculer les valeurs propres de certains opérateurs sur leurs algébres.

Le dernier chapitre présente quelques propriétés homologiques des bandes régu-
liéres & gauche, en se restreignant au cas particulier des arrangements d’hyper-
plans. On y construit une résolution projective des modules simples, qu’on utilise
pour calculer le foncteur Ext.

Mots-clés : Bandes réguliéres & gauche, arrangements d’hyperplans, théorie des
semi-groupes, théorie de la représentation, algébre homologique, algébre non-
commutative, combinatoire.






INTRODUCTION

Les axiomes qui définissent les bandes réguliéres & gauche apparaissent dans la
littérature aussi tot qu’en 1940, dans un article du mathématicien allemand Fritz
Klein-Barmen (Klein-Barmen, 1940). Ces axiomes font alors partie intégrante
d’un effort de classification des treillis gauches (maintenant appelés bandes), et
sont repris par le frangais Marcel-Paul Schiitzenberger dans ’article (Schiitzen-
berger, 1947), ou on voit aussi apparaitre une ébauche des relations de Green (qui

n’avaient pas encore été découvertes).

A Dl’aube des années 2000, les bandes réguliéres & gauche font une apparition
étonnante en théorie des probabilités et en géométrie. Les mathématiciens amé-
ricains Bidigare, Hanlon et Rockmore publient, dans l’article (Bidigare et al.,
1999), des formules combinatoires pour certaines chaines de Markov liées aux ar-
rangements d’hyperplans. Dans la méme période, Brown et Diaconis (Brown et
Diaconis, 1998) approfondissent ces résultats, notamment grace a des outils d’al-
éébre homologique. Plusieurs de leurs démonstrations font intervenir la structure
de semi-groupe des faces des arrangements d’hyperplans. Brown poursuit ces idées
et développe, quelques années plus tard, des nouvelles preuves de ces résultats, 3
saveur davantage algébrique. Cette approche, qui rappelle les travaux de (Garsia
et Reutenauer, 1989) et (Bergeron et al., 1992) sur les algébres de descentes des
groupes de Coxeter, permet de généraliser les formules de (Bidigare et al., 1999)

au contexte plus large des bandes réguliéres & gauche.

Depuis, les bandes réguliéres & gauche ont fait ’objet d’une attention importante ;

on peut déposer, comme piéces & conviction, les articles suivants qui s’intéressent



de prés ou de loin aux bandes réguliéres & gauche : (Margolis et al., 2015b),
(Almeida et al., 2009), (Ganyushkin et al., 2009), (Ayyers et al, 2015). En
particulier, un travail colossal a été fait, non seulement pour généraliser le plus
possible les résultats concernant les bandes réguliéres & gauche, mais aussi pour si-
tuer ces résultats dans le contexte plus large des théories qui les nourrissent, soit la

théorie des semi-groupes, la théorie de la représentation et 1’algébre homologique.

L’objectif de ce mémoire est de présenter la théorie des bandes réguliéres & gauche
dans son état actuel. Il est organisé en trois chapitres, oil on examine les bandes
réguliéres & gauche a partir de trois points de vue différents : la théorie des semi-
groupes, la théorie de la représentation et 1’algébre homologique. Chaque chapitre

débute par une introduction & la théorie correspondante.

Le premier chapitre étudie la structure de semi-groupe des bandes réguliéres a
gauche. En particulier, les deux relations de Green Z et .Z y jouent un role spé-
cial. On présente aussi deux familles importantes de bandes réguliéres a gauche :
les bandes réguliéres & gauche libres (et leurs petites sceurs partiellement commu-

tatives) ; et le semi-groupe des faces des arrangements d’hyperplans réels.

Le deuxiéme chapitre porte sur les représentations des bandes réguliéres a gauche.
On y calcule le radical de Jacobson de leurs algébres, ainsi que leurs représentations
irréductibles. Ces calculs s’appuient sur le chapitre 1, ainsi que sur deux résultats
clés : un théoréme d’Almeida et al. (Almeida et al., 2009), ainsi qu’un théoréme
de Solomon (Solomon, 1967). On procéde ensuite & une étude plus détaillée des
algébres de bandes réguliérés a gauche : en utilisant des formules introduites dans
(Saliola, 2006), on est & méme de calculer des systémes complets d’idempotents
primitifs orthogonaux. On explique aussi comment les formules obtenues dans

(Brown, 2000) peuvent &tre retrouvées & partir de ces résultats.

Le troisiéme chapitre est de taille plus modeste. On y présente quelques rudiments



des propriétés homologiques des bandes réguliéres & gauche, en se restreignant au
cas particulier des arrangements d’hyperplans. On discute d’abord de la construc-
tion d’un complexe, du & Brown et Diaconis (Brown et Diaconis, 1998), qui s’avére
étre une résolution projective du module associé au morphisme d’augmentation
(Saliola, 2009). On en déduit, avec une facilité relative, des formules pour le fonc-

teur Ext sur les modules simples.

Ce mémoire comporte aussi trois annexes, qui visent & détailler certaines parties de
I’exposé qui ne sont pas strictement nécessaires a une compréhension d’ensemble
du document. La premiére annexe porte sur la construction du zonotope polaire
associé & un arrangement d’hyperplans, qui est notamment utile au chapitre 3.
La deuxiéme annexe présente en détail la théorie des algébres associatives non-
unitaires. Enfin, la derniére annexe présente la preuve du théoréme d’Almeida et

al. utilisé au chapitre 2.

Le langage de la théorie des catégories est omniprésent dans ce mémoire. Les
notions utilisées ne sont pas trop avancées, mais permettent tout de méme d’avoir
un point de vue plus conceptuel sur plusieurs résultats. On suppose donc que le
lecteur ou la lectrice posséde des connaissances de base dans cette théorie. On

référe au livre (Riehl, 2016) pour une introduction aux catégories.

Ce mémoire ne comporte aucun résultat nouveau, i 1’exception peut-étre d'une
description des familles eulériennes au chapitre 2 qui ne semb}e apparaitre nulle
part dans la littérature. Pour aller plus loin sur les bandes réguliéres & gauche, 1’'ou-
vrage (Margolis et al., 2015a) est une excellente référence. Il regroupe la plupart
des résultats récents les concernant, et en particulier leurs propriétés homologiques

y sont étudiées beaucoup plus en profondeur.






CHAPITRE 1

STRUCTURE DE SEMI-GROUPE

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la structure de semi-groupe des bandes
réguliéres & gauche, principalement en utilisant les relations de Green. Le chapitre
commence avec une introduction & la théorie des semi-groupes. Les deuxiéme et
troisiéme sections portent sur les relations de Green des bandes réguliéres a gauche,
en particulier sur les relations Z et .Z, auxquelles toutes les autres relations de
Green se raménent. Les deux derniéres sections sont consacrées respectivement
aux bandes réguliéres & gauche libres et aux bandes réguliéres & gauche des faces

d’arrangements d’hyperplans.

1.1 Notions préliminaires sur les semi-groupes

On donne dans cette section une bréve introduction & la théorie des semi-groupes.
On fixe aussi plusieurs notations et résultats qui seront utiles pour la suite. Les
ouvrages utilisés sont (Grillet, 1995) et (Lallement, 1979). On a aussi consulté

Varticle (Almeida et al., 2009) pour notre introduction aux pseudo-variétés.

1.1.1 Semigroupes, monoides, congruences et morphismes

Un semi-groupe est la donnée d’un ensemble S et d’une opération binaire associa~
tive sur S qu’on appelle son produit. S’il n’y a pas de confusion possible, on utilise

la notation zy pour désigner le produit de deux éléments z,y € S. Un semi-groupe



possédant un élément neutre pour son produit est appelé un monoide.

Si X,Y sont des parties de S, on désigne par XY !’ensemble des produits zy ol

r € X etyeY. Pour n > 2, on définit récursivement 1’ensemble X™ par
X?=XX, Xl = X X™,

On exclut volontairement le cas n = 1 de cette définition, puisque la notation S*

est réservée pour l'adjonction d'un élément neutre (c.f. §1.1.2).

Un sous-semi-groupe de S est un ensemble T' C S tel que T2 C T. Un idéal a
gauche de S est un ensemble m C S tel que Sm C m. On définit les idéauzx a droite
de maniére analogue et un idéal bilatére est une partie de S qui est & la fois un

idéal & droite et un idéal & gauche.

Une congruence 4 gauche dans un semi-groupe S est une relation d’équivalence C

dans S qui est invariante & gauche :
Y3, 8.8 ES, 861 = wsCxi.

On définit de maniére analogue les congruences a droite, et on appelle congruence
une relation d’équivalence qui est simultanément une congruence a gauche et a
droite. L’ensemble des congruences d’un semi-groupe S est fermé par l'intersec-
tion, ordonné par l’inclusion, et forme un sous-treillis de ’ensemble des relations

d’équivalence de S (Lallement, 1979).

Un morphisme de semi-groupes est une application ¢ : S — T entre deux semi-
groupes telle que

Vz,y €5, o(zy) = p(z)p(y).
Si ¢ est bijective, alors sa fonction inverse est aussi un morphisme de semi-groupes
et on dit que ¢ et son inverses sont des isomorphismes. On dira que S et T sont
tsomorphes s’il existe un isomorphisme S — T, et on notera S = T'. Il s’agit, bien

entendu, d’une relation d’équivalence.



Si ¢ : § = T est un morphisme, alors on définit son noyau et son image respec-

tivement par

ker(p) = {(z,y) € Sx S: p(z) = p(y)},  im(p) = {p(s):s €S}

On vérifie que im(¢) est un sous-semi-groupe de T et que ker(¢) est une congruence
de S. On souligne, & titre d’avertissement, que notre définition de noyau différe
de la définition usuelle de la théorie des groupes. Le noyau d’un morphisme de
groupes ¢ : G — H (suivant notre définition) correspond & la préimage ¢~*(1)

(la définition usuelle en théorie des groupes) par

(z,9) € ker(p) <= zy™' € ¢7}(1).

Une relation d’équivalence de S est une congruence si et seulement si le produit
de S induit une structure de semi-groupe sur ses classes d’équivalence (Grillet,
1995). La surjection canonique de 1’ensemble quotient est alors un morphisme de
semi-groupes dont le noyau est précisément la congruence de départ. Si C est une
congruence de S, on appelle S/C le semi-groupe quotient de S par C. Ainsi, les
congruences d'un semi-groupe correspondent aux noyaux de ses morphismes. La
proposition qui suit précise cette correspondance. Il s’agit d’une reformulation du

théoréme d’isomorphisme qu’on retrouve dans (Lallement, 1979).
Proposition 1.1. Soit ¢ : S — T un morphisme de semi-groupes et C une
congruence de S. Notons w : S — S/C la surjection canonique associée.
1. Il existe un morphisme @ : S/C — T tel que Pom = ¢ si et seulement si
C C ker(yp).
2. Le morphisme G est injectif si et seulement si C = ker(yp).

La conséquence la plus importante du théoréme d’isomorphisme est sans doute le

fait qu’un morphisme ¢ : § — T induit un isomorphisme S/ ker(yp) = im(¢p).



112 Relations de Green

Soit S un semi-groupe. Alors S peut naturellement étre plongé dans un monoide
S! de la maniére suivante : on définit S’ comme la réunion disjointe S U {1} et
on étend le produit de S en un produit de S* par la régle s1 = s = 1s. S! est un
monoide d’élément neutre 1 et l'inclusion ¢ : § — S! est un morphisme injectif de

semi-groupes.

On introduit maintenant les préordres et les relations de Green, qui jouent un réle
de premier plan dans la théorie des semi-groupes. Pour plus de détails concernant

ces relations, voir par exemple (Grillet, 1995) ou (Lallement, 1979).

Définition 1.2. Soit S un semi-groupe; on définit les quatre relations <g, <,

< g, <o par:
r<gey < r=uy, ue S!
Tlgy < T =y, ve st
B Cop Y <= =17 =W, u,v € S
<y < z=uyv, u,v € S

Ces quatre relations sont réflexives et transitives, c’est-a-dire que ce sont des
préordres. On les appelle les préordres de Green. A partir des préordres de Green,
on définit les quatre relations ., Z, # et _# :

zly <= r<gyety<gz,

TRy <— r<gyety<grc,

THy = Tz <pyety<muz,

tfy <= z<syety< sz
Ces relations sont appelées les relations de Green. On montre aisément qu’il s’agit

de relations d’équivalence.



Il existe une cinquiéme relation de Green, notée 92, qui est définie dans la propo-

sition suivante (voir (Grillet, 1995), proposition II.1.2).

Proposition 1.3. Soit S un semi-groupe, alors les deux relations suivantes coin-

cident :
LoZ={(z,y):3z €S, z£2Ry},
Rol ={(z,y):3z €8S ,z#2LYy}
De plus, la relation D =R o ¥ = L o Z est une relation d’équivalence. [ |

La relation 2 est en fait la plus petite relation d’équivalence contenant &% et &
(Lallement, 1979). De plus, 5% est la plus grande relation d’équivalence conte-
nue dans Z et .Z. En particulier, les relations de Green satisfont les inclusions

suivantes :

HCLRCDC L.

Les relations de Green peuvent aussi étre décrites en termes des idéaux principaux
du semi-groupe. En effet, 'idéal & gauche engendré par un élément z € S est

I’ensemble Sz, et on voit aisément que
r<gpy < Sz CSY.

De maniére analogue, la relation <g correspond 4 l'inclusion des idéaux principaux
& droite, la relation < 4 & I'inclusion des idéaux principaux bilatéres et la relation

< a l'inclusion simultanée des idéaux principaux & droite et 4 gauche.

On considére, pour des raisons de symétrie, la relation d’égalité & comme la
sixiéme relation de Green. On a illustré les inclusions entre les relations de Green

d’un semi-groupe & la figure 1.1.
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Figure 1.1 Inclusions entre les relations de Green d’un semi-groupe.

1ol Idempotents, sous-groupes maximaux et monoides locaux

Soit S un semi-groupe, on dit qu’un élément e € S est idempotent si 2 = e. On
note E(S) I’ensemble des idempotents de S. La structure des idempotents d’un
semi-groupe est liée au préordre <,», comme le montre la proposition suivante

(voir (Grillet, 1995), proposition II1.1.1).

Proposition 1.4. Soit S un semi-groupe. La relation <z définit sur E(S) un

ordre partiel qui satisfait

Ve,f € E(S), e<u [ < e=cef = fe.

L’ordre partiel induit par <, sur E(S) est parfois appelé [’ordre de Rees. On dé-
duit immédiatement de ce qui précéde qu’une classe d’équivalence de J# contient

au plus un élément idempotent.

Les classes de J# sont aussi reliées 4 la notion de sous-groupe maximal. Un sous-
groupe d’'un semi-groupe S est un sous-semi-groupe de S qui est en particulier
un groupe. Un sous-groupe est maximal s’il n’est proprement contenu dans aucun
sous-groupe de S. On note que méme si S est un monoide, les sous-groupes de S

ne possédent pas toujours le méme élément neutre que S'; c’est le cas par exemple
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pour le monoide multiplicatif de N et son sous-groupe trivial {0}. Le lien entre les
F¥-classes et les sous-groupes maximaux est donné dans la proposition suivante

(voir (Grillet, 1995), corollaire II.1.5).

Proposition 1.5. Les sous-groupes mazximaux d’un semi-groupe S coincident avec

les classes de & qui contiennent un idempotent. [ |

Ainsi, chaque idempotent e € E(S) donne lieu 4 un sous-groupe maximal de S.
Les idempotents donnent aussi lieu & des sous-monoides de S qu’on appelle les
monoide locaux : le monoide local en e € E(S) est le sous-semi-groupe eSe, dont
e = eee est 1’élément neutre. Dans un semi-groupe fini S, le monoide local d’un
idempotent e € E(S) est lié 4 son sous-groupe maximal par eSen J, = H,, ou
Je et H, désigne respectivement la _¢-classe et la J#-classe de e (Eilenberg et
Tilson, 1974). En particulier, 'ensemble des éléments inversibles de eSe coincide

avec H,.

On termine cette sous-section en mentionnant un résultat classique de la théorie
des semi-groupes. Il jouera seulement un role mineur dans la suite, mais motive
d’une certaine maniére I’étude des bandes et des bandes réguliéres 4 gauche. Voir

(Grillet, 1995), corollaire 1.5.8 pour une preuve détaillée.

Proposition 1.6. Si S est un semi-groupe fini et non-vide, alors E(S) # @. En
particulier, tout élément s € S a une puissance idempotente : il existe k > 1 tel

que s* € E(S). O
114 Catégorie des semi-groupes et principe de dualité

Les semi-groupes munis de leurs morphismes forment une catégorie qu’on notera
Sg. On note Mon la catégorie des monoides munis des morphismes de semi-groupes

préservant les éléments neutres. Mon est une sous-catégorie de Sg qui n’est pas
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pleine : par exemple, la fonction n — 0 est un morphisme de semi-groupes du

monoide multiplicatif de N vers lui-méme qui n’est pas un morphisme de monoides.

Le semi-groupe trivial, noté 0, dont 1’ensemble sous-jacent n’a qu’un seul élément,
est I’'objet terminal de Sg. L’objet initial de Sg est le semi-groupe vide. En parti-
culier, la catégorie Sg n’a pas d’objet nul. Dans la catégorie Mon, au contraire, le

semi-groupe trivial 0 est aussi initial, ce qui en fait un objet nul.

Soit S un semi-groupe; on peut vérifier que la construction du monoide S?
(c.f. §1.1.2) donne lieu & un foncteur (—)! : Sg — Mon. Ce foncteur admet une

propriété remarquable :

Proposition 1.7. Le foncteur (=) est adjoint & gauche du foncteur d’oubli. Plus
précisément, pour tout objet S de Sg et tout objet M de Mon, il existe une bijection
naturelle

homg, (.S, M) = hompmon (S, M).

Démonstration. Soit S un semigroupe, M un monoide, et notons 1, I’élément
neutre de M. Soit ¢ € homsy(S, M), on définit % : S* — M par

p(z) siz €S,

1ps 8i 1 =1.

On se convainc facilement que @ est un morphisme dans Mon et que la correspon-

dance ¢ — % est naturelle. Son inverse est donnée par la restriction sur S. [ |

Etant donné un semi-groupe (S, -), son semi-groupe opposé, noté S°® = (S, -°P),
est défini par

Vs,t €S, s-Pt=t-s.

La formation du semi-groupe opposé donne lieu & un foncteur op : Sg — Sg. 1l

s’agit méme d’une équivalence de catégories, car op o op est naturellement iso-
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morphe (en fait égal) au foncteur identité de Sg. Cette équivalence nous permet
d’obtenir des versions duales des énoncés; c’est ce que (Grillet, 1995) appelle le
principe de dualité. L'un des intéréts de ce foncteur est qu’il échange les réles de

<z et <& dans les énoncés. On utilisera ce principe & plusieurs reprises.

1.1.5 Pseudo-variétés de semi-groupes

On présente dans cette section quelques définitions concernant les pseudo-variétés
de semi-groupes. Les notations et définitions présentées proviennent de (Almeida
et al., 2009). Ces notions seront surtout utiles pour calculer le radical de Jacobson

des algébres de bandes réguliéres a4 gauche au chapitre 2.

Une pseudo-variété de semi-groupes est une classe V de semi-groupes finis qui

satisfait les trois conditions suivantes :
1l.siSeVet f:S— T est un morphisme surjectif de semi-groupes, T € V;
2.siSe€Vet f: T — S est un morphisme injectif de semi-groupes, T € V;
3.si5,TeV,SxTeV.

On définit de maniére analogue les pseudo-variétés de monoides : ce sont les classes
de monoides qui satisfont les conditions analogues dans la catégorie des monoides.
On note que toute pseudo-variété de semi-groupes contient le semi-groupe vide,

et toute pseudo-variété de monoides contient le monoide trivial.

On mentionne tout de suite quelques exemples importants de pseudo-variétés :
la classe G des groupes finis forment une pseudo-variété de monoides, de méme
que la classe G, des p-groupes, ol p est un nombre premier. Ces classes forment
aussi des pseudo-variétés de semi-groupes si on leur ajoute le semi-groupe vide.

On notera | la pseudo-variété qui ne contient que le monoide trivial.

On introduit aussi la notion de pseudo-variété locale, associée & une pseudo-variété

de monoides V. Il s’agit de la classe LV des semi-groupes dont tous les monoides
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locaux sont dans V. La classe LV est une pseudo-variété de semi-groupes (Almeida
et al., 2009), qu’on appelle la pseudo-variété locale associée ¢ V. On introduit une
terminologie spéciale pour les pseudo-variétés LG et LG, : les semi-groupes dans

LG seront appelés les groupes locauz, et ceux dans LG, les p-groupes locauz.

Soit V une pseudo-variété et ¢ : S — T un morphisme de semi-groupes. On dit
que @ est un V-morphisme si pour tout idempotent e € E(T), la préimage ¢~!(e)

est dans V. Les V-morphismes joueront un réle important au chapitre 2.

A titre d’exemple, si ¢ : G — H est un morphisme de groupes et que V = G,
alors ¢ est un G,-morphisme exactement lorsque la préimage ¢ (1) (i.e. le noyau
de ¢ au sens de la théorie des groupes) est un p-groupe. On s’intéressera plus loin
au cas, un peu plus compliqué, ot V = LG, et ot ¢ : S — T est un morphisme
entre deux semi-groupes qui satisfont S = E(S) et T = E(T). On a alors que ¢
est un LG,-morphisme exactement lorsque le monoide local sp~(¢)s est dans G,

pour tout ¢t € T et s € 7 1(¢t).

1 Les relations de Green dans les bandes réguliéres & gauche

La premiére tache qui nous occupera est d’étudier les relations de Green dans les
bandes réguliéres & gauche. Le fil conducteur de cette section est l'idée suivante :
les deux propriétés qui définissent les bandes réguliéres & gauche interagissent
avec les différentes relations de Green, ce qui restreint grandement leur forme. En
retour, les relations de Green nous donnent des outils pour investiguer la structure

des bandes réguliéres a gauche.

On verra que la relation & définit un ordre partiel sur les bandes réguliéres &
gauche, et que £ y définit une congruence. On démontrera aussi que les autres
relations de Green, soit &, J#, _# et 2, se réduisent & I'une des deux relations

Z ou Z. On terminera la section en étudiant les représentations réguliéres dans
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les bandes réguliéres a4 gauche, un avant-gofit du chapitre 2.

1.2.1 Définition des bandes réguliéres a gauche et & droite

Intuitivement, les bandes réguliéres & gauche sont les semi-groupes dans lesquels la

deuxiéme occurrence d’un facteur peut toujours étre supprimée. Plus précisément :

Définition 1.8. Soit S un semi-groupe. On dit que S est une bande si S = E(S),
c’est-a-dire si

Ve S, z%=nz.

On dit que S est régulier & gauche si

Vo, €S, ayx=a3.

Il existe une notion analogue de semi-groupes réguliers a droite : ce sont les semi-

groupes dont tous les éléments satisfont I’équation zyz = yx.

Les bandes réguliéres & gauche forment une sous-catégorie pleine des semi-groupes.
Le foncteur op est une équivalence entre cette catégorie et la catégorie des bandes
réguliéres a droite. Un énoncé concernant les bandes réguliéres & gauche a donc
une version duale concernant les bandes réguliéres a droite. Les bandes réguliéres a
gauche finies (ainsi que les bandes réguliéres & droites finies) forment une pseudo-

variété de semi-groupes.

1.2.2 La relation #Z

La proposition suivante montre comment ’idempotence et la régularité a gauche

déterminent le pré-ordre <g.

Proposition 1.9. Soit S un semi-groupe.

1. § est une bande si et seulement si x <gy = z = yz.
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2. S est régulier & gauche si et seulement siz <gy = z = zy.

Démonstration. 1. Supposons que S est une bande et soit z,y € S tels que z <z y.
Par définition de la relation <g, il existe r € S? tel que z = yr. On a alors que
z = yr = y*r = yz. La réciproque est une conséquence immeédiate de la réflexivité

de <g4.

2. Supposons que S est régulier & gauche et que = <z y. Alors il existe r € S tel
que = = yr, et T = yr = yry = zy. La réciproque est une conséquence immédiate

du fait que zy <4 x pour tout z,y € S. [ |

Cette proposition montre que le préordre <4 d’une bande réguliére & gauche
coincide avec I'ordre de Rees (c.f. §1.1.3). En particulier, <g et < y définissent
un ordre partiel et Z = ¥ = &. Les semi-groupes satisfaisant cette derniére

propriété sont dits Z-triviauz. On obtient le corollaire suivant.

Corollaire 1.10. Une bande B est Z-triviale si et seulement si elle est réguliére

a gauche.

Démonstration. Comme on vient de le remarquer, Z et J€ coincident sur B, et
J est triviale sur B = F(B). Réciproquement, supposons que <g est un ordre
partiel. Puisque B est une bande, la relation zyZzyx est satisfaite pour tout

z,y € B. En effet,
nyr=_[{r)z <¢ 2y = (sy)(oy)={cyely <e zyz.

Comme Z coincide avec 1’égalité, on a zy = zyz pour tous z,y € B et B est

réguliére & gauche. O
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1.2.3 La relation &

Par le principe de dualité, la proposition 1.9 admet un analogue qui concerne les
bandes réguliéres & droite. Cette proposition duale met en scéne le pré-ordre < ¢,
plutét que <g, ce qui donne :
Proposition 1.11. Soit S un semi-groupe.

1. S est une bande si et seulement si z <y = = = TY.

2. S est régulier & droite si et seulement six <y y = = = yz.

Le corollaire suivant est une conséquence des propositions 1.9 et 1.11.

Corollaire 1.12. Une bande B est réguliére a gauche st et seulement si <g est
contenue dans <. Dualement, B est régquliére a droite si et seulement si < ¢ est

contenue dans <g.

Démonstration. Supposons d’abord que B est une bande réguliére & gauche, et
soit z,y € B. Par la partie 2 de la proposition 1.9 et par définition du pré-ordre
<, on obtient

r2<gy = =2y = <2V,

ce qui nous donne I'implication voulue.

Réciproquement, si B est une bande ol la relation <g4 est contenue dans <,

alors la partie 1 de la proposition 1.11 nous donne
T<gy = rgy = =2y,

et donc B est réguliére & gauche par la partie 2 de la proposition 1.9. |



18

Une bande est commutative si et seulement si elle est réguliére & droite et & gauche
simultanément. En conséquence, une bande est commutative si et seulement si les
deux pré-ordres <g et < y coincident, auquel cas Z = £ = & par le corollaire
1.10. Par conséquent, <g et < définissent sur une bande commutative un méme

ordre partiel, qu’on notera simplement <.

Il découle de sa définition que le préordre <¢ d’un semi-groupe est invariant &
droite. La proposition suivante montre que, dans le cas particulier des bandes régu-

liéres & gauche, < ¢ est aussi invariant & gauche, ce qui fait de £ une congruence.
Proposition 1.13. Soit B une bande réguliére a gauche et x,y,2 € B. Alors :

rLlpy = 2T g 2y.

Démonstration. Supposons que z <¢ y. Par la partie 1 de la proposition 1.11, on

a x = xy. Par régularité a gauche de B, zx = zzy = 2z2y, d’oit 2z <g 2y. |

Si B est une bande réguliére & gauche, le quotient B/# a donc une structure de
bande réguliére & gauche induite par le produit de B. Ce quotient sera fondamental

dans notre étude des bandes réguliéres 4 gauche. On lui consacre la section 1.3.

1.2.4 Les relations & et ¢

Il nous reste, pour terminer notre étude des relations de Green dans les bandes
réguliéres & gauche, & examiner les relations de Green _# et Z. Le but de cette
sous-section est de démontrer que dans les bandes réguliéres & gauche, ces relations
se réduisent a la relation .Z. Afin de bien apprécier la symétrie des résultats, les

énoncés rapellent aussi les liens entre S et #Z, qu’on a déja élucidés a la section

1.2.2.

On commence notre travail par démontrer une caractérisation des bandes analogue

aux propositions 1.9 et 1.11.
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Proposition 1.14. Pour tout semi-groupe S, les énoncés suiants sont équiva-

lents :
1. S est une bande;
2 P py — S=85y=45;

3. < gy = =u1xYI.

Démonstration. Si S est une bande, alors la condition 2 est satisfaite par la pro-
position 1.4. La réciproque est une conséquence facile de la réflexivité de <. Par

conséquent, les conditions 1 et 2 sont équivalentes.

11 nous reste & démontrer ’équivalence des conditions 1 et 3. Supposons que S est
une bande, et soit z,y € S tels que < 5 y. Par définition, 2 = uyv pour certains

éléments u,v € S'. Puisque S est une bande, on a

z = uyv = (uy)(uy)v = (uy)(uyv) = uyz,
et, de maniére analogue,

z = uyz = u(yz)(yz) = (vyz)(yz) = TYZ.
Donc la condition 1 implique la condition 3.

Finalement, supposons que la condition 3 est satisfaite et fixons un élément z € S.
On observe que la relation z < _# T est satisfaite, et donc z = 23 par la condition

3. On remarque ensuite que z2 < _# T, ce qui nous donne

2 22 3,2 3

Donc S est une bande. [ |

La proposition suivante est le résultat principal de cette sous-section.
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Proposition 1.15. Pour toute bande B, les énoncés suivants sont équivalents :
1. B est une bande réguliére & gauche,
2. <z et < coincident dans B;

3. <g et < g coincident dans B.

Démonstration. L’équivalence des énoncés 1 et 2 est découle de la proposition 1.9.

Si B est une bande réguliére & gauche, alors les propositions 1.14 et 1.11 entrainent
que

r<lsy <= r=2yr =12y <= <2V,

ce qui montre que < s et < coincident dans B. Réciproquement, si < 4 coincide
avec < g, alors pour tout z,y € B on a zyz < ¢ y, d’olt yz < y par hypothese,
d’od zyz = (zyz)y = xy par la partie 1 de la proposition 1.11. On a ainsi démontré

I’équivalence entre les énoncés 1 et 3. O
Le corollaire suivant résume nos conclusions des derniéres sections. On ’a aussi
illustré a la figure 1.2.

Corollaire 1.16. Soit B une bande réguliére & gauche; alors les relations de

Green satisfont les égalités suivantes :

E=R=H o L=F=9

Démonstration. Les égalités Z = 5 et £ = _# découlent directement de la
proposition 1.15. Les inclusions . € 2 C _¢# entrainent alors que .2 = 2 = #.
Les égalités & = ¢ = Z découlent de la proposition 1.4. |
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Figure 1.2 Inclusions entre les relations de Green d’une bande réguliére a gauche.

1.2.5 Représentations réguliéres

On conclut cette section en discutant d’une premiére conséquence fondamentale
de la Z-trivialité des bandes réguliéres & gauche. Plus précisément, on démontrera
que toute bande réguliére a gauche est isomorphe & un sous-semi-groupe de ses

endomorphismes.

Un semi-groupe S agit naturellement sur son ensemble sous-jacent par multipli-
cation & gauche. Cette action définit un morphisme de S vers son semi-groupe
de transformations, qu’on appelle la représentation réguliére de S, et on le note

Az A,

Dans le cas des groupes, la représentation réguliére est fidéle et son image est
contenue dans ’ensemble des permutations du groupe. Au contraire, la représen-
tation réguliére d’un semi-groupe n’est pas toujours fidéle et on ne peut rien dire
a priori sur les éléments de son image. On peut obtenir une représentation fidéle
en considérant plutét ’action d’un semi-groupe S sur le monoide S, mais on
ne peut toujours rien conclure sur I'image de cette représentation. La situation

change radicalement pour les bandes réguliéres & gauche.

Proposition 1.17. La représentation réguliére d’une bande réguliére & gauche B

définit un morphisme injectif de B dans le semi-groupe de ses endomorphismes.
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Démonstration. Soit x € B ; le calcul suivant montre que A, est un morphisme :

Me(yz) =gz = zyre = () A7)

Si z,y € B satisfont A\, = )y, alors on a
=0 =M= &=

et similairement y = zy. Donc 2%y, ce qui entraine que z = y. Par conséquent,

A est injective. [

Cette proposition admet une version duale : si B est une bande réguliére a droite,

sa représentation réguliére & droite définit un antimorphisme injectif de B dans

End(B).

1.3 Support des bandes réguliéres a gauche

En vertu de la proposition 1.13, la relation .# d’une bande réguliére & gauche B
est une congruence et le quotient B/.# a donc une structure de bande réguliére a
gauche. L’objectif de cette section est d’étudier ce quotient, auquel on donnera le

nom de support.

Aprés une définition formelle et quelques remarques, on discutera de la propriété
universelle de ce quotient. On introduira ensuite les notions de restriction et
de contraction d’'une bande réguliére & gauche, et on définira ’ensemble de ses

chambres.

On mentionne que le support est défini plus généralement pour les bandes. Etant
donné une bande B, on peut démontrer que _# est une congruence et que B/ _#
est une bande commutative. La plupart des propriétés du support qu’on démontre
ici pour les bandes réguliéres & gauche sont valides plus généralement pour les

bandes. Voir (Brown, 2004) a ce sujet.
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On verra aussi que le support réalise simultanément deux constructions qui sont
en général différentes en théorie des semi-groupes : ’abélianisation et le semi-
treillis universel. Pour la définition du semi-treillis universel d’un semi-groupe,

voir (Grillet, 1995).

181 Définition du support

On commence par définir formellement 1’objet principal de la section.

Définition 1.18. Soit B une bande réguliére a gauche. On appelle support de
B, et on note supp(B), le semi-groupe quotient B/.#. On note aussi supp la
surjection canonique de ce quotient. On appelle support d’'un élément de B la

Z-classe qui lui correspond.

Etant donné qu’il s’agit d’un morphisme, supp préserve la relation <. Récipro-

quement,

supp(z) < supp(y) = supp(z) = supp(zy) = = <g zy <g .
Ainsi, supp(z)-# supp(y) entraine z.¥y. On en déduit la proposition suivante. -

Proposition 1.19. Le support d’une bande réguliére & gauche est £ -trivial. W

La proposition 1.19 et le dual du corollaire 1.10 nous permettent de conclure que
supp(B) est une bande commutative. En particulier, supp(B) est partiellement
ordonné par 'ordre de Rees <, qui coincide avec les deux préordres <z et <.
De plus, le morphisme supp définit un morphisme surjectif d’ensembles ordonnés
(B,<#) — (supp(B), <). La proposition suivante montre que (supp(B), <) est

un inf-semi-treillis.

Proposition 1.20. Soit B une bande réguliére & gauche et r,y € B. Alors
supp(zy) est le plus grand minorant de supp(z) et supp(y).
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Démonstration. Comme supp(B) est commutative,

supp(zy) = supp(x) supp(y) = supp(y) supp(z).

Par conséquent, supp(zy) < supp(z) et supp(zy) < supp(y). Ainsi, supp(zy) est

bien un minorant de supp(z) et supp(y).

Soit supp(z) un minorant de supp(z) et supp(y). Comme on I’a déja o‘bservé, cela
entraine que 2 < z et z <¢ y. On conclut, en appliquant deux fois la proposition

1.11, que z = zy = 2zy. Donc on a z <& zy, d’ol supp(z) < supp(zy). |

Brown a observé que l’existence d’un tel morphisme caractérise les bandes régu-
liéres & gauche. Plus explicitement, un semi-groupe S est une bande réguliére a
gauche si et seulement s’il existe un inf-semi-treillis L et un morphisme surjectif
w:S — L tel que p(z) < p(y) = z <z y. Brown utilise cette caractérisation

pour définir les bandes réguliéres & gauche dans (Brown, 2000).

1.3.2 Propriété universelle et fonctorialité

La proposition suivante provient de ’appendice A de (Brown, 2004), ou elle est

démontrée dans le cas i)lus général des bandes.

Proposition 1.21. Soit B une bande réguliére & gauche, C une bande commu-
tative et ¢ : B — C un morphisme de semi-groupes. Alors il existe un unique

morphisme P tel que le diagramme suivant commute :

B P2, supp(B)

N

C

Démonstration. Par le théoréme d’isomorphisme (proposition 1.1), il suffit de dé-

montrer que ker(supp) C ker(¢). Or z,y € B satisfont supp(z) = supp(y) si et
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seulement si z = zy et y = yz, auquel cas on doit avoir ¢(z) = p(z)p(y) =

e(y)e(z) = ¢(y) puisque C est commutative. ||

La proposition précédente dit en substance que supp(B) est l'abélianisation de
B dans la catégorie des bandes réguliéres & gauche. Par conséquent, le support
définit un foncteur : si p : B — B’ est un morphisme de bandes réguliéres 3 gauche,
alors il existe un unique morphisme supp(y) qui rend commutatif le diagramme
suivant :
B—* . p
supp supp

supp(B) "% supp(B')

On déduit aussi de la proposition précédente que supp(B) est le semi-treillis uni-
versel de B, tel que défini dans (Grillet, 1995). Il s’agit d’une conséquence du fait

que les bandes commutatives sont exactement les semi-treillis.

On démontre maintenant que le foncteur induit par le support préserve les mor-

phismes injectifs.

Proposition 1.22. Soit ¢ : B — B’ un morphisme injectif de bandes réguliéres

d gauche, alors supp(yp) est injectif.

Démonstration. Fixons deux éléments z,y € B et soit X = supp(z), Y = supp(y).
On suppose que supp(y)(X) = supp()(Y) et on doit démontrer que X =Y. Par
définition,

supp(y(z)) = supp(v)(X) = supp(»)(Y) = supp(p(y)),

d’ott p(z)-L(y). On a donc les deux relations ¢(z) <& @(y) et v(y) <& p(z).

Par la partie 1 de la proposition 1.11, la premiére relation entraine

(xy) = (z)p(y) = (),
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d’ou, par injectivité de ¢, zy = z. Cela entraine que z <¢ y. En renversant les
roles de z et y, le méme argument nous donne y <g z, ce qui montre que z.%y.

Par conséquent, X = supp(z) = supp(y) =Y, ce qui termine la preuve. |

Ce résultat peut étre interprété de maniére un peu plus plus concréte : si B est
une bande réguliére & gauche et que B’ est un sous-semi-groupe de B, alors le

support de B’ est isomorphe & I'image de B’ par le morphisme supp : B — B.

1.3.3 Restriction et contraction

Avant d’introduire les notions éponymes de cette section, on démontre que la
relation <¢g détermine la structure de semi-groupe des idéaux & droite d’une

bande réguliére & gauche (corollaire 1.24).
Proposition 1.23. Soit B une bande réguliére & gauche et x,y € B. 'Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

L e<gy;

2. Mgo Xy =1idzp;

3. )y est un morphisme injectif xtB — yB ;

4. Az est un morphisme surjectif yB — =B ;
Démonstration. Supposons d’abord que z <¢ y. Par la proposition 1.11 on a
z = zy, et donc :
Yu € B, ;o) (zu) =zyzu = zyu = ZU.
Par conséquent, A\; o A\, = id;5. La condition 1 entraine la condition 2.

La condition 2 entraine immédiatement l'injectivité de A, et la surjectivité de A,
et les deux fonctions sont des morphismes par la proposition 1.17. On voit donc

que la condition 2 entraine les conditions 3 et 4.
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Supposons que Ay : B — yB est un morphisme injectif. On a

M) = yz = yzy = My {zy).

Par injectivité de Ay, on a z = zy, d’ot z <& y. La condition 3 entraine donc la

condition 1.

Finalement, supposons que A, : yB — zB est une surjection. En particulier, il
existe u € B tel que zyu = A\ (yu) = zz = z. Mais alors z = Tyu = zyuy = zv,
" d’ott £ <g y. Donc la condition 4 entraine la condition 1. |
Le corollaire suivant est alors immédiat.

Corollaire 1.24. Soit B une bande réguliére & gauche et z,y € B tels que z.Ly.

Alors A, et A\, définissent des isomorphismes mutuellement inversestB = yB. W

On remarque que pour tout z € B, zBz = zB, ce qui signifie que le corollaire
précédent admet la reformulation suivante : les monoides locaux de B sont indexés,

a isomorphismes prés, par les éléments de supp(B).
On définit maintenant les notions de restriction et de contraction.

Définition 1.25. Soit B une bande réguliére a gauche, z,y € B.

1. La restriction de B en y est le sous-semi-groupe de B défini par
yB={yb:be B}={be B:b<gy}.
2. La contraction de B en x est le sous-semi-groupe de B défini par

BZz={b€B$S_5fb}

La contraction de B en z ne dépend que de supp(B) au sens fort : si z et =’ sont

de méme support, alors By, = Bs,. On notera parfois By x en lieu et place de
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B> lorsque supp(z) = X. Le corollaire précédent montre que la restriction de B
en y ne dépend que de supp(y), mais seulement & isomorphisme prés. Autrement
dit, si y et 3’ sont deux éléments distincts de méme support, on aura yB = y'B

bien que yB # ' B.
Si z,y € B satisfont x < y, alors les deux constructions sont compatibles :
Y(Bss) ={b€B:2 <2 b<zy}=uyB)s-

On peut donc noter cet ensemble y B>, sans ambiguité. Cette opération est appelée

la restriction-contraction, et son résultat ne dépend que de supp(y) et de supp(z).

1.34 Chambres

Soit S un semi-groupe et 2 € S. On dit que 2 est un zéro 4 gauche si z = zs
pour tout s € S. L’ensemble des zéros & gauche d’un semi-groupe S est un idéal
bilatére. En effet, si z € S est un zéro & gauche, alors 2 = zs pour tout s € S, et
sz est aussi un zéro & gauche car pour tout t € S, (sz)t = s(zt) = sz. De plus, si
m est un idéal bilatére de S et que z est un zéro a gauche, alors {z} = zm C m,
d’oll z € m. Ainsi, s’il est non-vide, l’ensemble des zéros & gauche est 1'unique

idéal bilatére minimal de S.

A cause de leur réle important, notamment dans la théorie des arrangements
d’hyperplans, les zéros & gauche d’une bande réguliére & gauche portent un nom

spécial.

Définition 1.26. Soit B une bande réguliére a gauche; un zéro a gauche de B

est appelé une chambre. On note C(B) ’ensemble des chambres de B.

La proposition suivante caractérise les chambres d’'une bande réguliére & gauche
en fonction des relations <5 et <. Elle permet en particulier de conclure que

I’ensemble des chambres d’une bande réguliére & gauche finie est non-vide.
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Proposition 1.27 ((Brown, 2000), proposition 9). Soit B une bande réguliére a

gauche et ¢ € B. Alors les énoncés suivants sont équivalents :
1. supp(c) est le minimum de (supp(B), <) ;
2. ¢ est minimal dans (B, <g) ;

3. ¢ est une chambre de B.

Démonstration. Supposons que supp(c) est le minimum de (supp(B),<). Soit
z € B tel que z <z c. Cela entraine supp(z) < supp(c), et donc c.&z par
minimalité de supp(c). Comme z <z ¢, on a =z = cz, et comme c <g z, on a

¢ = cz. Donc z = ¢. L’énoncé 1 entraine 1’¢noncé 2.

Supposons maintenant que ¢ est minimal dans (B, <g). Soit z € B; alors cz <g c,

d’oll ¢ = cx par minimalité. L’énoncé 2 entraine 1’énoncé 3.

Finalement, supposons que c est une chambre de B. Alors pour tout z € B, on
a supp(c) = supp(c) supp(z) < supp(z), et donc supp(c) est bien le minimum de
(supp(B), <). u

On donne maintenant deux corollaires de la proposition précédente. Le premier

concerne les monoides locaux d’'une bande réguliére & gauche.
Corollaire 1.28. Soit B une bande réguliére a gauche et e € B. Alors les énoncés
suivants sont équivalents :

1. Le monoide local en e est un groupe.

2. Le monoide local en e est un groupe trivial.

3. e est une chambre.

Démonstration. Comme F = &, tous les sous-groupes maximaux de B sont

triviaux par la proposition 1.5, ce qui montre que les énoncés 1 et 2 sont équiva-
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lents. Par la partie 3 de la proposition 1.27, e est une chambre si et seulement si

eBe = eB = {e}, ce qui montre I’équivalence entre les énoncés 2 et 3. |

Le deuxiéme corollaire caractérise les bandes réguliéres 4 gauche qui sont des
groupes locaux (c.f. §1.1.5). Il s’agit d’une conséquence immédiate du corollaire

précédent, mais on peut aussi le démontrer grace au lemme C.3.

Corollaire 1.29. Une bande réguliére a gauche finie est un groupe local si et

seulement si B = C(B). O

14 Bandes réguliéres a gauche libres

Cette section est consacrée a ’étude d’une famille particuliére de bandes réguliéres
a gauche, & savoir les bandes réguliéres & gauche libres. Ces bandes réguliéres a
gauche sont similaires aux objets libres qu’on retrouve dans d’autres catégories :
groupes libres, monoides libres, semi-groupes libres, etc. Ils jouent donc un réle
fondamental en permettant de décrire les bandes réguliéres & gauche a l’aide de

présentations par générateurs et relations.

La premiére partie de cette section est consacrée & la construction des bandes
réguliéres & gauche libres et & leur propriété universelle. On étudiera ensuite leur
structure d’ensemble ordonné (par la relation <g), ainsi que leur support. On
terminera la section par une étude sommaire des bandes réguliéres & gauche libres

partiellement commutatives.

14.1 Semi-groupes et monoides libres

La construction des bandes réguliéres a gauche libres repose le monoide libre. On

prend donc le temps de préciser quelques notations et définitions qui seront utiles.

Fixons un ensemble A (possiblement infini), qu'on appelle alphabet. Les éléments

de A seront appelés les lettres, et les suites finies de lettres seront appelées les
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mots. L’unique suite vide de A est appelée le mot vide et sera notée £. On note A*

'ensemble des mots sur A, et AT = A*\ ¢ désigne I’ensemble des mots non-vides.

Deux mots u,v € A* peuvent étre concaténés pour former un mot qu’on note
simplement uv. Muni de la concaténation, l’ensemble A* forme un monoide; il
s’agit du monoide libre sur A. L’ensemble A* en est un sous-semi-groupe, et il

s’agit du semi-groupe libre sur A.

A chaque lettre a € A correspond la suite (a) € A* de longueur 1; afin d’alléger
la notation, on désignera par a a la fois la lettre a € A et la suite (a). En utilisant
cette notation, chaque mot peut s’écrire comme la concaténation de ses lettres,
en sorte que le mot v = (ay,...,a,) € A* peut aussi étre noté v = a;...a,. On

préférera cette seconde écriture.

Soit u,v € A*; on dit que v est un sous-mot de u, noté v C u, si v est une sous-
suite de u. La relation C est un ordre partiel sur A*. Un facteur de u est un mot
f tel que u < ¢ f, ou autrement dit tel que u = zfy, z,y € A*. De méme, f est
un préfize de u st u <g f (alternativement u = fz, € A*), et un suffize de u
siu <g f (alternativement, v = zf, £ € A*). On note que A* est _Z-triviale, et
donc toutes ses relations de Green sont triviales et tous ses préordres de Green

sont des relations d’ordre.

Soit u € A*, on désigne par |u| la longueur de u en tant que suite de lettres. On
note que ¢ est I'unique mot de longueur 0. Si A’ C A, alors le nombre d’occurrences
de A’ dans u, noté |u|a/, est la longueur du plus long sous-mot de u qui est un
mot de A’ :

|u|lar = max{|v| : v Cuet ve (A)}.
Dans le cas particulier ou A’ = {a} est un singleton, on notera |u|s} = |t

Soit u € A* ; on appelle ’alphabet de u, noté alph(u), ’ensemble des lettres qui ap-
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paraissent dans u. De maniére équivalente, alph(u) est le plus petit sous-ensemble

A’ C A tel que u € (A')*. On peut aussi décrire alph(u) par la formule
alph(u) ={a € A: |u|, > 1}.

On observe que la surjection alph : A* — 24 est le semi-treillis universel de A*
au sens de (Grillet, 1995). De méme, alph : A* — 24\ {@} donne le semi-treillis

universel de A,

1.4.2 Construction des bandes réguliéres & gauche libres

La bande réguliére & gauche libre sur un ensemble A sera formée par I’ensemble
des mots sans répétition de A*, et son opération sera définie par la concaténation
suivie de la suppression des répétitions de gauche & droite. Notre objectif est
maintenant de rendre cette définition plus explicite et de démontrer la propriété

universelle correspondante. A cette fin, on introduit I’opération suivante sur A*.

Définition 1.30. Soit A un ensemble et u,v € A*. On appelle différence de u et
v, et on note u \ v, le sous-mot de u obtenu en supprimant toutes les occurrences

des lettres de alph(v).

Cette opération peut étre décrite plus explicitement grace & certains morphismes.
Etant donné un ensemble A’ C A, on note k4 : A* — (A\ A’)* I'unique morphisme
qui préservent les lettres de A \ A’ et qui envoie les lettres de A’ sur le mot vide
€. Pour v € A*, notons k, = Kajpn(y). La différence u \ v est alors décrite par la

formule u \ v = &, (u).
Le lemme suivant porte sur trois propriétés élémentaires de cette opération.

Lemme 1.31. Soit u,v,w € A*. Alors

1L w\w=(u\w)v\w);
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2. (u\v)\w=u\vw;
3. u\v=u\w <= alph(u)Nalph(v) = alph(u) N alph(w).

Démonstration. La propriété 1 est une conséquence immeédiate du fait que &, est

un morphisme.
Pour la propriété 2, on remarque d’abord que
Kw © Ky = Kalph(w) © Kalph(v) = Ralph(w)Ualph(v) = Kalph(vw) = Kyw-
En conséquence,
(u\v) \ w = Ky 0 Kp(1) = Kpp(u) = u\ vw,

et la propriété 2 est démontrée.

Quant & la propriété 3, elle est équivalente 4 la formule

ko(u) = Ku(u) <= alph(s,(u)) = alph(ru(v)),
laquelle découle en fait immédiatement de la formule

rio(u) € Ku(u) <= alph(ky(u)) C alph(ky(u)).

Il nous suffit donc de vérifier les deux implications réciproques de la formule ci-
dessus. Il est évident, & partir de la définition de sous-mot, que x,(u) C Ky (u)
entraine alph(k,(u)) C alph(k,(u)). Supposons que alph(k,(u)) C alph(ky,(u)).
Cela implique que #,(u) € (A \ alph(w))*, d’olt ky(ky(u)) = Ky(u). Or on a aussi

S
Kuw(Ko(u)) = Ky(Kw(w)) C Ky (u), ce qui démontre la seconde implication. |

On dira qu'un mot u € A* est injectif, ou sans répétition, si |ul, < 1 pour tout
a € A. On peut voir un mot u € A* comme une fonction u : {1,...,[u|} = A,
ol u(t) est simplement la i-iéme lettre de u. On a alors que u est un mot injectif
si et seulement si u est une fonction injective. On notera B4 ’ensemble des mots

injectifs de A™.
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Proposition 1.32. Soit x l'opération définie sur A* par u*v = u{v \ u). Alors

(A*,x) est une bande réguliére a gauche dont B est un sous-semi-groupe.

Démonstration. Vérifions d’abord que (A*,x) est un semi-groupe. Fixons trois
mots u,v,w € A*. Alors alph(u(v \ u)) = alph(u) U alph(v) = alph(uv). Par la

propriété 3 du lemme 1.31, on a donc w \ u(v \ u) = w \ uv. Par conséquent,
(uxv) *w=ulv\uv)(w\u(v\u) =uv\u)(w\uw).
De plus, par la propriété 1 du lemme 1.31, (v(w \ v)) \ u = (v \ w)((w \ v) \ u) et
wk (v*w) = u((v(w\v)) \ v) =u((v\ u)((w\v) \v)).
Par la propriété 2 du lemme 1.31, (w\v) \ u = w \ wv. On a donc
wx (vrw) = u(v\ u)(w\ w) = (uxv) *w.
Donc % est bien associative.

Montrons ensuite que (A*, ) est une bande réguliére & gauche. On note que tout

mot z tel que alph(z) 2 alph(u) satisfait aussi u \ z = . Par conséquent,
uxvxu=u(v\u)(u\w)=ulv\uv)e=ulv\u) =uxv.

Cela montre que (A*, ) est régulier & gauche. On montre que c’est une bande en

remplagant v par € dans l’équation précédente.

Finalement, il nous reste & démontrer que B4 est stable sous . Soit u,v € B4 et
a € A. Alors

luxvla = [u(v\ u)la = ula + v\ la.
Les deux mots u et v \ u ayant un alphabet disjoint, au plus une des deux valeurs

|ulq et |v\ u|, peut étre non-nulle, d’ott

|uxvle < max{lula, [v\ ula} < max{fuls, [v].} < 1.
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Donc u*v est un mot injectif. De plus, u* v n’est jamais le mot vide car u en est

un préfixe non-vide. [ |

La proposition suivante montre que (By4,*) est bien la bande réguliére & gauche
libre sur A. La preuve consiste essentiellement & bien appliquer la propriété uni-

verselle de At.

Proposition 1.33. Soit A un ensemble et v : A — By linclusion. Alors pour
toute bande réguliére a gauche B et toute fonction ¢ : A — B, il eziste un unique

morphisme @ : By — B qui satisfait $o 1 = .

Démonstration. On note que A est une partie génératrice de B4, et par conséquent
l'unicité découle directement de la relation @ o ¢ = ¢. Il nous suffit donc de

démontrer 1’existence de .

Par la propriété universelle du semi-groupe libre A*, la fonction ¢ s’étend en un
morphisme de semi-groupes A* — B. La restriction de ce morphisme & B4 nous
donne une fonction ¥ : B4 — B qui satisfait ¥ o . = ¢ par construction. Il nous

suffit donc de montrer que P est un morphisme pour ’opération x.

Soit a € A et u € By. Sia ¢ alph(u), alors u*a = ua et I’égalité P(uxa) =
P(u)@(a) est simplement une conséquence du fait que @ est la restriction d’un
morphisme de A*. Si au contraire a € alph(u), on a P(u xa) = F(u) et il nous
faut vérifier que P(u) = @(u)P(a). Or a € alph(u) entraine que u = pas, ou
p,8 € By, et donc B(u) = B(p)@(a)@(s). Comme B est une bande réguliére 3
gauche,
?(u) =2(p)p(a)?(s) = B(p)P(a)(s)P(a) = B(v)P(a).

Comme A engendre By, on conclut qu’a plus forte raison, @(u x v) = B(u)p(v)

pour tout v € A*. Donc @ est bien un morphisme. O
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La bande réguliére & gauche B4 ne dépend donc, & isomorphisme prés, que de
|A|. Pour tout n € N, on note B,, la bande réguliére & gauche libre sur ’ensemble
{1,...,n}. Par conséquent, si A est un ensemble fini, B4 est isomorphe & B, pour

un (unique) entier n.

1.4.3 Relation &Z

On va maintenant démontrer que la relation <5 d’une bande réguliére a gauche
libre sur un ensemble A est complétement déterminée par la relation correspon-

dante dans A*.

On observe d’abord que si u € B4 s’écrit comme la concaténation de deux mots
v1, Vg, alors ces mots sont aussi sans répétition et satisfont alph(v;)Nalph(v,) = @.
Il découle de cette observation que v, * v2 = v1v2 = u. En particulier, si v est un
préfixe de u, alors il existe s € A* tel que u = vs = v x s, et donc u <g v dans
Ba. Réciproquement, si u <g v, alors u = v xu = v(u \ v) et v est un préfixe de

u, c’est-a-dire que u <5 v dans le monoide libre A*.

Cette observation nous permet de décrire simplement les relations de couverture
de <4 dans la bande réguliére a gauche libre : une relation u <g v est une relation

de couverture si et seulement si u = va, a € A\ alph(u).

En particulier, le dual de l’ensemble ordonné (Bj4, <g) est rangé par la fonction
u — |alph(u)|. Dans le cas ou A est fini, alors (Ba, <g) est rangé par la fonc-
tion u — |A \ alph(u)| et 'ensemble des chambres de B4 est en bijection avec
les permutations de A. Les éléments maximaux de B, sont de rang |A| — 1 et
sont simplement les éléments de A. La bande réguliére & gauche B}, obtenue par
adjonction d’un élément neutre (c.f. §1.2.1), a pour maximum le mot vide, dont
le rang est |A|. De plus, chaque élément u € B, couvre exactement |A \ alph(u)]

éléments.
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Figure 1.3 Illustration de la structure récursive de Bj.

144 Structure récursive

Les bandes réguliéres & gauche libres ont, de maniére naturelle, une structure
récursive : la bande réguliére & gauche libre sur un ensemble A est la réunion
disjointe des bandes réguliéres & gauche libres sur A \ {a}, a € A. Si A est un
ensemble fini, le processus se termine éventuellement avec B; = {1}, ce qui nous

permet d’obtenir une formule explicite pour |By,|.

Fixons une lettre a € A. Alors la restriction a x B, est isomorphe a Bi\{a}- En
effet, tout élément de a x B, s’écrit, de maniére unique, comme la concaténation
de a et d’'un mot u € B} qui satisfait a ¢ alph(u). La régle p(au) = u définit

donc une fonction ¢ : By — B,lq\ {a}* Il s’agit d’'un morphisme car
p(au*x av) = p(a(uxv)) = uxv = p(u) * P(v).

Son inverse est la fonction 1 : B}L‘\ (a} —* Ba définie par 1 (u) = au, ce qui montre

que ¢ est un isomorphisme.

Si A={1,...,n}, ladiscussion qui précéde nous donne une famille de morphismes

L B},_l — Bp,ou 1 < i < net B, est alors la réunion disjointes des images
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im(¢;). En particulier, on obtient une relation récursive pour la cardinalité des

bandes réguliéres & gauche B} :
vneN, |BL,|=n|B|+1

Une preuve par récurrence tout a fait standard nous permet alors d’obtenir le

résultat suivant :

Proposition 1.34. Pour tout n € N,

n
1 _ n
1Bal=>" ( k) k!
k=0
Démonstration. Notons a, = |B}|. Le cas de base est évident et si la formule est

vérifiée pour a,_1, on a

w-1=n2 (3 =Bt - Lt - i ()

ce qui termine la récurrence. |

Une premiére conséquence de ce résultat est qu'une bande réguliére & gauche
finiment engendrée est finie. En effet, toute bande réguliére & gauche finiment
engendrée est 'image de B, par un morphisme surjectif pour un certain n € N,

et est donc finie. Les bandes réguliéres & gauche sont donc localement finies.

On donne une deuxiéme conséquence de ce fait dans le corollaire suivant, qui

concerne le nombre de bandes réguliéres & gauche engendrées par un ensemble

fini.

Corollaire 1.35. Soit A un ensemble fini de cardinalité n € N. Le nombre de
bandes réguliéres & gauche ayant A pour ensemble de générateurs est borné par le

nombre de congruences de B,,. |
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1 1 1 1 1
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31132 | 312 | 2

Figure 1.4 Les relations de Green dans la bande réguliére 4 gauche libre Bs.

Sachant que le nombre de congruences sur B, est borné par | B, X B,| = |B,|?, on
obtient une borne pour le nombre de bandes réguliéres & gauche engendrées par

un ensemble de cardinalité fixée.

1.4.5 Support

Soit A un ensemble. On a déja mentionné que alph : A* — 24 est le semi-
treillis universel du monoide libre A*. On va démontrer dans cette section que la
restriction de cette fonction & B4 nous donne aussi le support de B4 en tant que

bande réguliére 4 gauche. Plus précisément, on démontre le résultat suivant :
Proposition 1.36. Soit A un ensemble. Alors la fonction alph induit un isomor-
phisme ¢ : supp(Ba) = (24,U) qui satisfait o supp = alph.
Démonstration. On commence par remarquer que

Vu,v € A*, alph(uxv) = alph(uv) = alph(u) U alph(v).

Par conséquent, alph : B4 — (24,U) est un morphisme. Puisque 24 est un semi-

treillis, il existe par la propriété universelle de supp(B4) (proposition 1.21) un
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morphisme ¢ : supp(B4) — 24 tel que ¢ o supp = alph. La surjectivité de alph

entraine immédiatement la surjectivité de .

Montrons que ¢ est injective. Supposons que deux éléments u,v € B satisfont
alph(u) = alph(v). Alors u\v = &€ = v\ u, en sorte que uxv = u et vxu = v. Donc
uZv pour tout u,v € ker(alph), c’est-a-dire ker(alph) C ker(supp). La relation
wosupp = alph nous donne l'inclusion réciproque, d’ou ker(supp) = ker(alph). Par

le théoréme d’isomorphisme (proposition 1.1), on conclut que ¢ est injectif. W

Cette proposition nous permet de conclure que alph : B4 — 24 satisfait la pro-
priété universelle du support de B4. Pour la suite, on identifiera donc les deux
semi-treillis supp(Ba) et 24, et on se permettra de confondre les morphismes supp

et alph.

1.4.6 Présentations par générateurs et relations

De maniére analogue aux groupes, aux monoides ou aux semi-groupes, il est pos-
sible de définir une notion de présentation par générateurs et relations dans la
catégorie des bandes réguliéres a gauche. En fait, les définitions et résultats élé-
mentaires concernant les présentations dans les catégories usuelles (semi-groupes,

monoides, groupes) s’appliquent mutatis mutandis aux bandes réguliéres & gauche.

Fixons un ensemble A quelconque, et soit R C B4 x B4. Alors il existe une unique
congruence C de B4 qui contient R et qui est minimale pour cette propriété; on

'appelle la congruence engendrée par R. Le quotient B4 /C sera noté (A|R).

Définition 1.37. Soit B une bande réguliére 4 gauche. Une présentation de B par
générateurs et relations, ou simplement présentation de B, est un triplet (A, R, ¢)
tel que ¢ : (A|R) = B. L’ensemble A est appelé l’ensemble des générateurs et R

est appelé [’ensemble des relations.
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Le résultat suivant motive les notions introduites. La preuve est standard et repose

sur la propriété universelle de B4 et sur le théoréme d’isomorphisme.

Proposition 1.38. Soit B une bande réguliére a gauche et A une partie généra-

trice de B. Alors B admet une présentation de générateurs A.

Démonstration. Par la propriété universelle de B4, il existe un morphisme surjectif
¥ : B4 — B qui satisfait ¥(a) = a pour tout a € A. Par le théoréme d’isomor-
phisme, 9 induit un isomorphisme ¢ : Bu/ker() & B. On choisit ensuite un
ensemble R qui engendre la congruence ker(v), ce qui est toujours possible quitte

a prendre R = ker(%). On a alors que (A4, R, ¢) est une présentation de B. [

1.4.7 Bandes réguliéres a gauche libres partiellement commutatives

Les bandes réguliéres & gauche libres partiellement commutatives sont inspirées
de la notion analogue de monoides libres partiellement commutatifs, aussi appelés
monoides des traces (Cartier et Foata, 1969). Ces bandes réguliéres & gauche ont
été introduites dans (Margolis et al., 2015b) & cause de leurs liens avec certaines

marches aléatoires; voir par exemple (Chung et Graham, 2012).

Soit G un graphe (simple, non-orienté). On désigne par V(G) ’ensemble des som-

mets de G, et par £(G) ’ensemble de ses arétes.

Définition 1.39. Soit G un graphe, on appelle bande réguliére & gauche libre

partiellement commutative engendrée par G la bande réguliére a gauche
Ba = (V(G)|{(ab,ba) : {a, b} € E(G)}).
Soit G et notons V(G) = A. Le noyau de la surjection canonique 7 : B4 — Bg

est la congruence de B, engendrée par les paires (ab, ba) ou {a,b} est une aréte

de G. On va donner une description plus explicite de cette congruence. A cette
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fin, on définit la relation <> sur B4 de la maniére suivante : pour u,v € By, on
au ¢>g v si et seulement si u = p(zy)s,v = p(yz)s o p, s € B} et {z,y} € E(G).
Une relation de cette forme est appelée un systéme de réécriture, et il est bien
connu que la fermeture transitive de <>z coincide avec la congruence engendrée
par R (Grillet, 1995). Plus précisément, on a w(u) = m(v) si et seulement s’il existe

une suite finie d’éléments sy, ..., sx € B4 tels que

So=U, Sk=7v, 8i—1 R Si.

On voit aisément que la relation <»p préserve le support, au sens ol u <*g v
entraine supp(u) = supp(v). A plus forte raison, on conclut que 7(u) = 7(v)
entraine supp(u) = supp(v). Par conséquent, le morphisme supp : By — 24
induit un morphisme surjectif supp : Bg — 24 qui satisfait 5app o m# = supp. En
particulier, cela entraine que supp : Bg — 24 satisfait la propriété universelle du

support de Bg. On se permettra donc de noter supp au lieu de Supp.

Ceci étant, on veut étre capable de déterminer si deux éléments de B, donnés sous
la. forme d’un produit d’éléments de A, sont égaux ; autrement dit, on veut résoudre
le probléme du mot de Bg. La solution proposée dans (Margolis et al., 2015b)
repose sur une bijection entre les éléments de Bg et les orientations acycliques
des sous-graphes induits du complémentaire de G. La discussion qui suit détaille

cette bijection.

Le complémentaire de G est le graphe G de mémes sommets que G, et dont les

arétes sont données par

E(G) = {{a,d'} :a#d,{a,d'} ¢ E(G)}.

Le sous-graphe induit de G par un sous-ensemble A’ C V(G), noté G[A'], est le
graphe de sommets A’ et d’arétes £(G[A']) = E(G) N (A’ x A').
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Pour chaque mot u € B4, on définit une application p, : A — 24 par
pu(a) ={a' € A:3z,y,2 € A*, u=zd'yaz} N{d' € A: {a,d'} € £(G)}.

En d’autres mots, p,(a) est I’ensemble des lettres qui apparaissent & gauche d’une
occurrence de a dans u et qui ne commutent pas avec a. On observe que cet
ensemble est préservé par la relation ++g, et donc & plus forte raison par la
congruence ker(). En particulier, la fonction p, ne dépend que de 7(u). Le lemme

suivant montre que, réciproquement, 7(u) ne dépend que de p,,.

Lemme 1.40. Soit u,v € By tels que supp(u) = supp(v) et p, = p,. Alors

m(u) = m(v).

Démonstration. Notons A’ = supp(u) = supp(v). On fait la preuve par récurrence
sur |u| = |v|. L’énoncé est évident lorsque |u| = |v| = 1, car la condition supp(u) =

supp(v) suffit alors & assurer u = v. .

Fixons ag € A’ et v’ € B} tels que u = aou’. On a alors que p,(ag) = @ = p,(ag).
Par conséquent, on peut écrire v = v'agv” ot v',v" € B) et {a,a0} € E(G)
pour tout a € supp(v’). En particulier, m(v'ag) = m(apv’). Les mots v/ et v'v”
ont le méme support et satisfont de plus p,s = pyyr ; on peut donc conclure, par
par récurrence, qu’ils sont congrus modulo ker(w). On a finalement les égalités
suivantes :

m(u) = m(apu’) = m(agv'v") = w(vapv") = n(v).

Ainsi, deux mots u,v € B, définissent le méme élément de By si et seulement si
les fonctions p, et p, coincident. Or, la fonction p, nous permet aussi de construire
une orientation acyclique du graphe induit G[supp(u)]. Soit O, la relation définie
sur les sommets par

d'Oua < a' € p,(a).
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Cette relation donne une orientation des arétes de G[supp(u)]. En effet, si {a, a'}
est une aréte de G[supp(u)], alors on a soit a’ € p,(a) ou a € p,(a’), et ces deux cas
sont mutuellement exclusifs. De plus, I’existence d’un cycle dans le graphe orienté
défini par O, entrainerait 1’existence d’une lettre a € A qui satisfait a € p,(a), ce
qui est absurde. On conclut que O, est une orientation acyclique de G[supp(u)]

qui ne dépend que de 7(u).

Soit A’ C A et fixons une orientation acyclique O du sous-graphe induit G[A’]. On
va construire un mot u € B4 tel que O, = O. On propose la construction récursive
suivante : soit A” ’ensemble des sommets a € A’ dont le degré entrant est nul, et
v’ un mot sans répétition tel que supp(u') = A”. Sile complément A’\ A” est vide,
alors Qu, = O et on a terminé. Sinon, on considére la restriction de l’orientation
O sur le sous-graphe induit G[A’\ 4”], qu’on notera @’'. Comme A” est non-vide,
on peut trouver par récurrence un mot v tel que O, = O'. Le mot u = u'v satisfait
alors supp(u'v) = A’. De plus, pour toute aréte {a,a’} € £(G[A"]), on a aOya’

si et seulement si
a € py(a’) ou a €supp(u),a € supp(v).
Or, par construction, on a aussi aQa’ si et seulement si
a0d ou a€A”d ¢A"

Par conséquent, O = O,,. La proposition suivante résume ce qu’on vient de

démontrer.

Proposition 1.41. Soit G un graphe; alors les éléments de Bg correspondent
bijectivement aux orientations acycliques des sous-graphes induits de G par l’ap-

plication u — O,. |

La proposition qui précéde nous permet de comprendre la structure des bandes
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réguliéres & gauche libres partiellement commutatives engendrées par un graphe

biba:rti complet.
Proposition 1.42. Soit K., ,, le graphe biparti complet d’ordre (m,n). Alors

BKm,n = Bm X Bn.

Démonstration. Comme K, , est 'union disjointe des deux graphes complets K,
et K,, ses orientations acycliques correspondent aux paires d’orientations acy-
cliques de K, et K,,. Or, les orientations acycliques des graphes complets K, et
K, correspondent aux bandes réguliéres & gauche libres partiellement commuta-
tives engendrées par les graphes discrets D,,, et D,,. Ces bandes réguliéres a gauche
sont isomorphes & B,, et B,, de maniére évidente. Ces correspondances définissent

un isomorphisme By, & By, x By,. |

Mises & part quelques familles précises de graphes (comme les graphes bipartis
complets, les graphes complets, ou les graphes discrets), la structure des bandes
réguliéres & gauche libres partiellement commutatives semble avoir été assez peu
étudiée. La conjecture suivante nous pousse 4 croire que certaines bandes réguliéres
4 gauche libres partiellement commutatives ont une structure intéressante du point

de vue combinatoire.

Conjecture 1.43. Soit C,, le graphe cycliqgue d’ordre n et P, la chaine & n som-

mets. Alors

n
|Bc,| =nl, |Bp|=>_ kL.
k=1

1.5 Arrangements d’hyperplans

On étudie, dans cette section, certaines bandes réguliéres & gauche associées aux

arrangements réels d’hyperplans. Ces bandes réguliéres & gauche constituent 1’'une
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des principales motivations derriéres les développements récents de la théorie des
bandes réguliéres & gauche; voir par exemple (Bidigare et al., 1999), (Brown et

Diaconis, 1998), (Brown, 2000).

1.5.1 Définitions et propriétés élémentaires

La définition suivante introduit la notion principale de cette section.

Définition 1.44. Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie. Un arrange-

ment d’hyperplans -dans V est un ensemble fini A d’hyperplans affines de V.

Un arrangement A est dit central lorsque ()44 H # @. Un arrangement central
est essentiel si de plus [\gzc A = 0. Un arrangement central est, & translation
prés, un arrangement d’hyperplans vectoriels. Si A est central et W = [, H,
alors '’ensemble A = {H/W : H € A} est un arrangement essentiel, qu’on appelle

lessentialisation de A.

Etant donné un arrangement d’hyperplans .A, on peut toujours fixer pour chaque
H € A une forme affine g : V — R qui satisfait H = ker(ny) ; on dira alors que

A provient des formes ng.

Soit sgn : R — {—, 0, +} lapplication définie par
4

— siz <0,
sgn(z) =40 siz=0,

+ siz>0.

\

Un arrangement A provenant de formes affines ny détermine alors une application

o:V = {—,0,+}* définie par

o(v)(H) = sgn(nx(v))-

On utilise cette application dans la définition suivante.
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Définition 1.45. Soit A un arrangement d’hyperplans dans un espace V' prove-
nant de formes ny. Les fibres de la fonction o : V — {—, 0, +}* partitionnent V,

et on appelle face de A un membre de cette partition.

L’ensemble des faces de A sera noté F(.A) et il ne dépend pas du choix initial des
formes ny. Si F est une face, alors tous les éléments de F' sont envoyés par o sur
le méme élément de {—,0,+}*, qu'on appelle covecteur de F. Une fois qu’on a
fixé les formes ny, chaque face est complétement déterminée par son covecteur.
Néanmoins, il est possible que certains éléments de {—, 0, +}* ne soient pas le

covecteur d’une face, c’est-a~dire que o ne soit pas surjective.

Une face F' d’un arrangement d’hyperplans est contenue dans I’espace affine
L= () H
or(H)=0
qu’on appelle I’espace support de F. 11 s’agit du plus grand sous-espace affine de V
qui contient F' et qui est une intersection d’hyperplans de A. Si F n’est contenue
dans aucun hyperplan, on adopte la convention que £(F) = V. On note qu’une
face est toujours convexe et relativement ouverte dans son espace support. On

définit aussi la codimension d’une face F' par codim(F) = codim(L(F)).

1.5.2 Bande réguliére & gauche des faces

Soit F 1’ensemble des faces d’un arrangement d’hyperplans A. On va maintenant
définir un produit qui va faire de F une bande réguliére & gauche. Soit F,G € F,
on définit & partir de or et o¢ un nouvel élément orc € {—, 0, +}A par

O'F(H) si O'F(H)#O,

Upg(H) =
Ug(H) si O'F(H) =0.

Cette séquence de signes est en fait toujours le covecteur d'une certaine face,

comme le montre le lemme suivant.
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Lemme 1.46. Soit A un arrangement d’hyperplans et F,G € F(A). Fizons deuz
éléments u € F et v € G avec u # v, et notons ws = dv + (1 — §)u pour tout

6 > 0. Alors il existe ¢ > 0 tel que

0<6<e = o(ws) =0pc.

Démonstration. Soit V I'espace sous-jacent de A, et supposons que A provient de

formes affines ny. On rappelle que o : V — {—,0,+}* est définie par o(v)(H) =
sgn(nu(v)).

Pour chaque H € A tel que ng(u) # 0 il existe, par continuité de 7y, un certain

eg > 0 tel que

Iz —ull < enllv —u|| = sgn(nu(z)) = sgn(na(v)).

Soit € = min{ey : Ny (u) # 0} et fixons § > 0 tel que § < e. Pour tout H € A tel
que ny(u) # 0, on a

s — ull = 6llv — vl < enllv - ul,
en sorte que sgn(ny(ws)) = sgn(ny(v)). De plus, pour H € A tel que ny(u) =0,
ne(ws) = 61 (v) + (1 = 6)na (w) = 0 (v),
et donc sgn(ny(ws)) = sgn(nu(v)). Par conséquent, pour tout H € A,

sgn(ny(u)) = or(H) siop(H) #0,
o (ws) (H) = sgn(ng(w)) = { (111 (u)) = or(H) (H) #
sgn(nu(v)) = oc(H) siop(H)=0.

On a donc bien o(ws) = op¢g, ce qui termine la preuve. [ |

Ainsi, la séquence opg est le covecteur d’une face de A, qu'on notera FG. Le

lemme précédent permet de donner une interprétation géométrique au produit de
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deux faces : F'G est la premiére face qu’on rencontre lorsqu’on se déplace en ligne

droite d’un point de F' vers un point de G.

Etant donné trois faces Fy, F3, F3 d’un arrangement A, on vérifie que pour tout

He A,
’

UFl(H) si O'FI(H)#O,
onmm)(H) = omrr(H) = op(H) sior(H) =04#op(H),

(on(H) sion(H) = i () = 0

Comme une face est complétement caractérisée par son covecteur, on conclut que
(Fl F3)F; = Fi(FyF3). En d’autres mots, F(A) est un semi-groupe avec le produit
défini ci-dessus. Le lemme suivant nous aidera 4 mieux comprendre les relations %
et £ dans ce semi-groupe. Il s’agit d’une conséquence immeédiate de la définition
du produit des covecteurs.

Lemme 1.47. Soit F,G deux faces d’un arrangement d’hyperplans.

1. I =GF si et seulement si
VHe A, o¢(H)#0 = o¢(H) =or(H).
2. F = FGQG si et seulement si

VH € A, O'F(H)=0 = Ug(H)=O.

En particulier, F = GF = F = FQG. [ |

La proposition suivante donne une interprétation géométrique au préordre <g
dans ce semi-groupe. Cette interprétation fait intervenir I’opérateur d’adhérence

topologique, qu’on notera ad.

Proposition 1.48. Soit F,G deux faces d’un arrangement d’hyperplans. Les

- énoncés suivants sont équivalents.
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1. F<gG;
2. ad(F) 2 ad(G);
3. F=FG=GF.

Démonstration. Si F <4 G, alors FF = GX pour une certaine face X. Le lemme
1.46 permet alors de conclure que tout point de G est un point d’accumulation de

F, ce qui montre que ad(G) C ad(F). L’énoncé 1 entraine I’énoncé 2.

Supposons que ad(F) 2 ad(G). Fixons un hyperplan H de notre arrangement
avec H = ker(ny) et un élément v € G. Par hypothése, v € ad(F), et donc il

existe une suite (u,) de points de F' tels que lim u,, = v. Puisque ny est continue,
nu(v) = im ng (uy).
On en déduit alors que
oc(H) =+ = nu(v) >0 = IN nu(un) >0 = or(H) = +.
De méme, on a og(H) = — = opr(H) = —, ce qui montre que
o¢(H) #0 = og(H) = op(H).

Le lemme 1.47 permet alors de conclure que F' = GF = FG. Ainsi, I’énoncé 2

entraine 1’énoncé 3.

Enfin, le fait que ’énoncé 3 entraine 1’énoncé 1 est une conséquence évidente de
la définition de <g. O
Le corollaire suivant est alors immédiat en vertu de la proposition 1.9.

Corollaire 1.49. Le semi-groupe des faces d’une arrangement d’hyperplans est

une bande réguliére a gauche. =
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Enfin, on mentionne que le semi-groupe des faces d’un arrangement A est un
monoide si et seulement si 'arrangement est central, auquel cas (., H (la face

de covecteur identiquement nul) en est 1’élément neutre.

1.5.3 Support

On a vu que le semi-groupe des faces d’un arrangement d’hyperplans est une bande
réguliére & gauche et que la relation <g est équivalente & 1’inclusion renversée des
adhérences topologiques. On va maintenant établir une interprétation géométrique
pour la relation <, ce qui nous permettra de calculer le support de ces bandes

réguliéres & gauche.
Proposition 1.50. Soit F,G deuz faces d’un arrangement d’hyperplans. Alors

F<y G < L(F)D LG

Démonstration. Par la proposition 1.11 et le lemme 1.47, on a les équivalences :
FLeG < F=FG <= {H:or(H)=0} C {H:ag(H) =0}
De plus, par la définition des espaces supports, il est clair ‘que
{H:0r(H)=0} C {H:05(H)=0} < L(F) 2 L(G),

ce qui termine la preuve. O

Cela nous indique que I’ensemble des espaces supports est un candidat naturel
pour le support d’'une bande réguliére & gauche de faces. La structure de semi-

treillis des espaces supports est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 1.51 ((Orlik et Terao, 1992), définition 2.2). Soit F l’ensemble des
faces d’un arrangement d’hyperplans; on ordonne L(F) par inclusion renversée.

Pour tout X,Y € L(F),.
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1. XAY ={Z€L(F): XUY C Z}.
2. XVY=XNY siXNY #2.

On note que £ est un morphisme pour ’opération A du semi-treillis £(F), car
{H :0pc(H) =0} ={H :0r(H)=0}N{H : 0¢(H) =0}

La proposition suivante montre que ce morphisme satisfait la propriété universelle

du support.

Proposition 1.52. Soit F le semi-groupe des faces d’un arrangement d’hyper-

plans. Alors la fonction L induit un isomorphisme ¢ : supp(F) = L(F) qui
satisfait ¢ o supp = L.

Démonstration. Puisque £ est un morphisme de F vers un semi-treillis, la pro-
priété universelle du support (proposition 1.21) nous permet de conclure qu’il
existe un morphisme ¢ : supp(F) = L(F) qui satisfait ¢ o supp = L. La sur-
jectivité de  découle de celle de £. La proposition 1.50 nous permet de déduire
que ker(y) = ker(supp), et donc ¢ est injectif par le théoréme d’isomorphisme

(proposition 1.1). |

On se permet donc de confondre supp et £. La proposition suivante donne quelques
propriétés supplémentaires du treillis supp(F). En particulier, elle montre que la

codimension joue un réle clé dans les arrangements centraux.
Proposition 1.53 ((Orlik et Terao, 1992), lemme 2.3). Soit F le semi-groupe des
faces d’un arrangement d’hyperplans.

1. Toutes les chatnes saturées de supp(F) ont la méme longueur (autrement

dit, supp(F) est gradué).
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Figure 1.5 La relation <g dans le semi-groupe des faces de ’arrangement booléen

B; et de son support.

2. Soitr la fonction de rang du treillis supp(F). Si l’arrangement est central,

r(X) = codim(X) et r(X AY)+r(XVY) < r(X) +r(Y).

Si F est le semi-groupe des faces d’un arrangement central, alors le treillis supp(F)
est aussi atomistique (en anglais, atomic), ce qui en fait un treillis géométrique

(Orlik et Terao, 1992).

154 Arrangement booléen

Fixons n € N et notons 7; la projection de R" sur sa i-iéme coordonnée. On définit

l’arrangement booléen d’ordre n par

By =dker(m) : 1 < i € m}.

B, est un arrangement de n hyperplans et il satisfait (;_; ker(m;) = 0. Il s’agit
donc d’un arrangement essentiel. Son zonotope polaire est ’hypercube de dimen-

sion n (c.f. §A).

Etant donné z = (z,,... ,Zn) € R™ le covecteur de la face F' contenant z est

donné par op(m;) = sgn(z;). Par conséquent, tout élément de {—,0, +} détermine
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une face de B,, et on a une bijection F(B,) = {—,0,+}". Il s’agit en fait d’un
isomorphisme de semi-groupes, oit {—, 0,+}" est muni de I’opération définie sur
chaque composante par

2 szFEl
Y=
y siz=0

En particulier, cela entraine que le semi-groupe des faces d’un arrangement d’hy-
perplans quelconque peut toujours étre vu comme un sous-semi-groupe de F(B,)

pour un certain n € N.

Le support d’une face F € F(B,) est {z € R" : op(m) = 0 = m(z) = 0}.
La fonction H — {i : Vz e H,m;(z) = 0} est un isomorphisme de semi-treillis
supp(Bn) = 2", ou 2" est ordonné par inclusion. En particulier, I’arrangement
booléen a pour support le treillis booléen, d’ott son nom. On remarque au passage
que supp(B,) est le semi-treillis dual (au sens de la théorie des ensembles ordonnés)

du support de la bande réguliére a gauche libre B..

1.5.5 Arrangements graphiques et arrangements de tresses

Soit G un graphe, on définit pour chaque aréte a = {s,t} € £(G) un hyperplan
H, de RV par
H, = {z € RVO) : z(s) = z(t)}.

On définit l’arrangement graphique associé & G par
Ac ={H,:a € E(G)}.

L’arrangement graphique est toujours central mais jamais essentiel. En effet, si on

désigne par ~ la relation de connexité sur les sommets de G, alors

[l H={z R :s~t = z(s) = z(t)}.

HeAg
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Figure 1.6 Essentialisation de ’arrangement de tresses 7;.

On restreint maintenant notre attention au cas ou G est le graphe complet K.
L’arrangement Ag est alors appelé l’arrangement de tresses d’ordre n (braid ar-
rangement en anglais), et on le note 7,. Il s’agit de 'arrangement de R™ qui

contient, pour chaque couple ¢ < j € {1,...,n}, I’hyperplan défini par
H;j = {z e R* : mi(z) = m;(z)}.

L’arrangement de tresses 7, contient donc (’2‘) hyperplans, et il provient des formes
mi,; = ™ — 7j, 1 <4 < j < n. L'intersection des hyperplans de 7, est ’espace de
dimension 1

{z e R": m(z) = maz) = -+ = m(x)}.

Par conséquent, 1’essentialisation 7, est un arrangement d’hyperplans de R~
On a illustré ’essentialisation de 7 & la figure 1.6. Le zonotope polaire de 7, est

le permutaédre (c.f. §A).

Une chambre de 7, est complétement déterminée par le choix d’une permutation
de {1,...,n}, et donc 7, a n! chambres. Plus généralement, les éléments de F(7y,)

sont en bijection avec les partitions ordonnées de {1,...,n} (Brown, 2004). La
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Figure 1.7 Bijection entre les faces de I’arrangement de tresses 73 et les partitions

ordonnées de {1, 2, 3}.

correspondance est assez simple & décrire : fixons une face F' de B, et choisissons
un point z = (z1,...,%,) € F. Alors la relation i ~ j <= z; = z; est une
relation d’équivalence sur {1,...,n} qui ne dépend que de F. On ordonne les
classes de ~ en disant que la classe de i est plus petite que la classe de j si

z; < ;. On a illustré cette bijection & la figure 1.7.



CHAPITRE II

REPRESENTATIONS

Dans ce chapitre, on étudiera les représentations (linéaires) des bandes réguliéres
& gauche. On verra notamment que le radical de Jacobson des algébres de bandes
réguliéres & gauche est déterminé par la relation .# (en d’autres mots, par le
support), et on en déduira une formule explicite pour les représentations irréduc-
tibles. On discutera aussi des décompositions du modple régulier, et on arrivera &
déterminer ses sous-modules indécomposables grace & la construction d’idempo-
tents. On discutera finalement d’une des motivations derriére le développement de
la théorie des bandes réguliéres & gauche, & savoir la diagonalisation de certains

opérateurs sur le module des chambres.

Plusieurs résultats et définitions dans cette section reposent sur la théorie des
algébres non-unitaires et non-commutatives. L'annexe B donne des définitions

détaillées ainsi que plusieurs résultats utiles de cette théorie.

21 Notions préliminaires sur les représentations des semi-groupes

Dans cette section, on introduit les objets qui sont au centre de ce chapitre :
les représentations des semi-groupes. Notre premiére tache consiste & définir ces
objets et & expliciter leur lien avec les algébres. Cette connexion nous permettra

de formuler les résultats sur les représentations des semi-groupes en terme de



58

modules et d’algébres.

Dans les sections 2.1.2 et 2.1.3, on introduit des outils permettant de relier les
propriétés d’un semi-groupe avec les propriétés de son algébre. En particulier, on
présente dans la section 2.1.3 un théoréme qui nous permettra de calculer le radical
de Jacobson des algébres de bandes réguliéres & gauche en utilisant la structure

de leurs monoides locaux.

211 Représentations et algébres des semi-groupes

Commencons par définir ce qu’on entend par une représentation d’un semi-groupe.

Définition 2.1. Soit S un semi-groupe et R un anneau commutatif et unitaire.
Une représentation de S sur R est la donnée d’'un R-module m et d’un morphisme

de semi-groupes S — Endg(m).

Si S est un monoide, on dit que la représentation S — Endg(m) est unitaire si

elle envoie 1’élément neutre de S sur idy,.

On note que la représentation réguliére de la section 1.2.5 peut étre vue comme
une représentation au sens précédent en utilisant la propriété universelle du R-
module libre sur S. On peut donc utiliser le terme représentation sans véritable

confusion.

On notera RS le R-module libre sur un ensemble S. Formellement, ses éléments
sont les fonctions S — R qui s’annulent sur un sous-ensemble cofini de S, mais il
sera souvent utile de confondre s € S avec la fonction indicatrice d,. Ces fonctions
forment une R-base de RS, et on peut alors voir les éléments de RS comme des

combinaisons linéaires formelles des éléments de S.
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Si S est un semi-groupe le module RS est une R-algébre avec le produit

(gh)(z) = Y g(s)A(2),

st=x
appelé le produit de convolution. Les modules de cette algébre correspondent aux

représentations de .S, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.2. Soit S un semi-groupe, R un anneau commutatif unitaire et
¢ : S = RS Uinclusion. Pour toute représentation p : S — Endg(m), il existe
une unique structure de RS-module sur m, qu’on note p : RS — Endg(m), qui

satisfait p o = p. |

La situation est représentée par le diagramme suivant :

S —£ Endg(m)

s

Les notions usuelles de la théorie des algébres se transportent & la théorie des
représentations grace a cette correspondance : on peut ainsi parler de représen-
tations simples ou indécomposables, de sous-représentations, de sommes ou de
quotients de représentations, etc. On note que les représentations simples sont

souvent appelées irréductibles.

La construction des algébres de semi-groupes est aussi fonctorielle : toute fonction
¢ : S — T entre deux semi-groupes s’étend en un unique morphisme de R-modules
Ry : RS — RT, et cette extension est un morphisme d’algébres si et seulement

si ¢ est un morphisme de semi-groupes.

On termine cette section avec deux remarques :

1. Lorsque S est un monoide, la correspondance de la proposition 2.2 envoie

les représentations unitaires de S sur les modules unitaires de RS.
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2. On peut plonger ’algébre RS dans deux algébres unitaires différentes :
l'algébre du monoide S* (c.f. §1.1.2), et I’extension de Dorroh de RS (c.f.
§B.2). Il s’avére que ces deux algébres sont isomorphes (Okninski, 1991),

ce qui justifie I’'usage de la notation RS! pour désigner R(S!) et (RS).

2.1.2 Correspondance entre les idéaux et les congruences

Soit S un semi-groupe et C une congruence & gauche de S. Alors le R-module
R(S/C) est de maniére naturelle un RS-module & gauche, et la surjection cano-
nique 7 : S — S/C s’étend en un morphisme de RS-modules Rr : RS — S/C. Le
lemme suivant donne un ensemble de générateurs pour le noyau de ce morphisme;;

voir (Okninski, 1991), lemme 4.1.

Lemme 2.3. Soit C une congruence & gauche d’un semi-groupe S et w: S — S/C
la surjection canonique. Alors le noyau de R : RS — R(S/C) est engendré par
Vensemble {r — s : rCs}. u

Si C est une congruence de S, alors 7 devient un morphisme de semi-groupes, ce
qui fait de Rm un morphisme d’algébres. En particulier, le noyau ker(R7) est un

idéal bilatére de RS qu’on appelle ['idéal engendré par C, et qu’on note J(C).

Réciproquement, un idéal m de RS induit une congruence de S : en effet, notons
t : S = RS l'inclusion et 7 : RS — RS/m la surjection canonique. Alors la
composition 7 o ¢ est un morphisme de semi-groupes. Par conséquent, la relation
ker(m o) est une congruence de S, qu'on note €(m) et qu'on appelle la congruence
engendrée par m. La proposition suivante regroupe le corollaire 4.2 et le lemme

4.5 de (Okninski, 1991).

Proposition 2.4. Soit S un semi-groupe, C une congruence de S et m un idéal

bilatére de RS. Alors :
1. €(T(C}) =C:
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2. 3(€(m)) Cm.

De plus, T et € sont croissantes pour l'inclusion. [ |

On en conclut que J est injective, que € est surjective et que € o J = id. La
définition suivante introduit un cas important d’idéal engendré par un morphisme
de semi-groupes. On rappelle que 0 désigne aussi le semi-groupe groupe trivial,

qui est ’objet terminal de la catégorie Sg.

Définition 2.5. Soit S un semi-groupe et R un anneau commutatif unitaire.
On appelle morphisme d’augmentation, et on note ¢, le morphisme RS — R qui
étend 'unique morphisme de semi-groupes S — 0. Le noyau ker(e) est appelé

l'idéal d’augmentation et on le note wRS.

Le morphisme d’augmentation est décrit plus explicitement par la formule
e(f) =D £(s).
seS
On peut aussi décrire I’idéal d’augmentation en terme de représentations : on
munit R d’une structure de RS-module en faisant agir chaque s € S comme
'identité, et I'annulateur de ce RS-module est précisément 1’idéal wRS. Si R est
simple (par exemple, lorsque R est un corps), alors wRS est 'annulateur d’un
RS-module simple, ce qui montre que wRS contient le radical de Jacobson de RS

(c.f. §B.4).

Soit C une congruence de S. Comme C est contenue dans la congruence totale, la
proposition 2.4 entraine que J(C) C wRS. En particulier, J n’est pas une surjection
puisque RS est un idéal de RS qui n’est pas contenu dans wRS. Pire encore, il
existe parfois des idéaux de RS qui sont contenus dans wRS et qui malgré tout
ne proviennent pas de congruences. On donne un exemple de ce phénoméne a la

fin de 'annexe C.
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2.1.:3 Radical de Rhodes

On introduit maintenant le radical de Rhodes Jg(S), qui permet en quelque sorte
d’approximer le radical de Jacobson d’une algébre de semi-groupe. On y présente
aussi un théoréme qui rendra son calcul plus facile. La définition du radical de

Jacobson d’une algébre est donnée & la section B.4.

Définition 2.6. Soit S un semi-groupe, R un anneau commutatif unitaire. Le
radical de Rhodes de S sur R, noté Jg(S), est la congruence de S engendrée par

I'idéal J(RS).

Dans les notations de la section précédente, Jg(S) = €(J(RS)). Par la proposition
2.4, I'idéal engendré par Jg(S) est contenu dans J(RS), mais il ne lui est pas

forcément égal ; voir la derniére section de ’annexe C pour des exemples.

Si RS est artinien (par exemple si R est un corps et S est fini) alors le radical
de Rhodes de S est aussi la plus grande congruence de S engendrée par un idéal
bilatére nilpotent de RS. Par la proposition 2.4, une congruence provient d’un
idéal nilpotent si et seulement si elle engendre elle-méme un idéal nilpotent. Cette
observation motive l’étude des morphismes de semi-groupes qui engendrent des
idéaux nilpotents; on dira qu'un tel morphisme est R-nilpotent, ou simplement

nilpotent.

La prochaine proposition donne une caractérisation des morphismes nilpotents (les
morphismes de semi-groupes qui engendrent des idéaux nilpotents) en utilisant
le langage des pseudo-variétés de semi-groupes. Elle nous servira notamment &
calculer le radical de Rhodes des bandes réguliéres & gauche. Avant de 1’énoncer,
on rappelle quelques notations de la section 1.1.5. On désigne par G, la pseudo-
variété des p-groupes, ol p est un nombre premier, et par | la pseudo-variété qui

ne contient que le groupe trivial. Pour des raisons de commodité, on introduit
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aussi la notation suivante : si K est un corps de caractéristique p, on note Gy la

pseudo-variété de monoides définie par

G, sip#0,

I sip=0.

Gk =

La proposition utilise aussi les notions de variétés locales et de V-morphismes,
qu'on a définies & la section 1.1.5. Pour une présentation détaillée de ce résultat,

voir l'article (Almeida et al., 2009) ou ’annexe C de ce mémoire.

Proposition 2.7 ((Almeida et al., 2009), théoréme 3.5). Soit K un corps et ¢ un
morphisme de semi-groupes finis. Alors ¢ est un LGg-morphisme si et seulement

s’il est K-nilpotent. [ |

2.2 Représentations des bandes réguliéres & gauche finies

On a maintenant tous les outils pour étudier les représentations des bandes régu-
liéres & gauche finies. On commencera par calculer leur radical de Rhodes, ce qui
est rendu trés aisé grice aux résultats des sections précédentes. On s’intéressera
ensuite au quotient d’une bande réguliére & gauche par son radical de Rhodes, et
on montrera, grace 4 un théoréme de Solomon (Solomon, 1967), que son algébre
est semi-simple. A partir de ces résultats, on montrera que le radical de Rhodes
engendre le radical de Jacobson et on déduira une formule explicite pour les re-
présentations irréductibles d’une bande réguliére & gauche, valide sur n’importe

quel corps. On retrouve ainsi un résultat de (Brown, 2000).

On s’attaquera ensuite & I’étude de la représentation réguliére en donnant une mé-
thode pour construire des systémes complets d’idempotents primitifs orthogonaux
dans les algébres de bandes réguliéres & gauche, un résultat de (Saliola, 2006). On

terminera la section en étudiant certains opérateurs sur le module des chambres.
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2:9:] Radical de Rhodes

On a vu & la section 1.3.4 qu’une bande réguliére & gauche est un groupe local
si et seulement si elle coincide avec I’ensemble de ses chambres (corollaire 1.29).
Comme les chambres sont exactement les éléments de support minimal, on conclut
qu’une bande réguliére & gauche B est un groupe local si et seulement si B est
constitué d’'une unique .Z-classe. Dans ce cas, tous les monoides locaux de B sont
triviaux (corollaire 1.28), en sorte que B € LI C LG, pour tout premier p. On en
tire la caractérisation suivante des morphismes nilpotents de bandes réguliéres a

gauche.
Proposition 2.8. Un morphisme de bandes réguliéres a gauche finies est nilpotent

st et seulement si son noyau est contenu dans & .

Démonstration. Soit K un corps et ¢ : B — B’ un morphisme de bandes réguliéres
& gauche finies. Par le corollaire 1.28, les équivalences suivantes sont satisfaites

pour tout e € B’ :
¢ l(e) ELGr <= ¢ Y e) eLl <= {(s,t): p(s) =e=p(t)} C Z.
Puisque ker(y) = U, ez {(s:%) : ¢(s) = e = ¢(t)}, on obtient
 est un LGx-morphisme <=> Ve € B, !(e) € LGk <= ker(yp) C .Z.

La caractérisation des morphismes nilpotents de semi-groupes (proposition 2.7)

nous donne alors la conclusion voulue. |
Par conséquent, .2 = ker(supp) est la plus grande congruence de B qui engendre
un idéal nilpotent de K B. On vient donc de démontrer :

Corollaire 2.9. Le radical de Rhodes d’une bande régquliére & gauche sur n’importe

quel corps est la congruence .Z. [ |
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222 Semi-simplicité des algébres de semi-treillis

L’objectif de cette section est de présenter le théoréme de Solomon (Solomon,
1967) sur la structure des algébres de semi-treillis. En fait, le résultat de Solo-
mon est plus général, et on démontre ici une version simplifiée pour nos besoins.
On mentionne du méme souffle qu’il existe une autre généralisation, due & Stein-
berg, permettant d’appliquer ce résultat aux algébres des semi-groupes inversifs

(Steinberg, 2006).

Pour les besoins de ce théoréme, on introduit quelques notions de la théorie des

ensembles ordonnés. Les notions présentées sont tirés de (Stanley, 2012).

Soit P un ensemble ordonné. On dira que P est localement fini si tous les ensembles
de la forme {z € P: z < z < y} sont finis. On dira que P est fortement localement
fini si tous les ensembles de la forme {2 € P : 2 < y} sont finis. Clairement,
un ensemble ordonné fortement localement fini est aussi localement fini, mais la

réciproque est fausse.

Soit P un ensemble ordonné localement fini et R un anneau commutatif unitaire.
On définit lalgébre d’incidence de P sur R, noté Incg(P), comme ’ensemble des
fonctions @ : P x P — R qui satisfont a(z,y) = 0 si z £ y. La structure de
R-module est définie de la maniére usuelle et le produit d’algébre est défini par

convolution :

(@B)(z.9) = S ae, )8(z,y) = 3 alz, 2)8(z,y).

z€P z€(z,y)

Incr(P) est une algébre associative et unitaire. L’élément neutre pour la multi-
plication est la fonction § de Kronecker, définie par 6(z,z) = 1 et 6(z,y) = 0
si z # y. Les éléments inversibles sont caractérisés dans le lemme suivant (voir

(Stanley, 2012), proposition 3.6.2).
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Lemme 2.10. Un élément a € Incg(P) est inversible si et seulement si oz, z)
est un élément inversible de R pour tout x € P. Si a est inversible, son inverse

est donné par la formule

Six=j

_a(y1 y)_l Ez§t<y a(m, t)a_l (ti y) stz <y.

En particulier, la fonction indicatrice de la relation < est un élément inversible de
Incr(P). On note { cette fonction et son inverse, notée u, est appelée la fonction
de Mobius de P. Le lemme suivant est essentiellement une reformulation de la
classique formule d’inversion de Mébius, qu’on retrouve par exemple dans (Stanley,

2012). Sa preuve est une simple vérification de routine.

Lemme 2.11. Si P est fortement localement fini, alors la régle
(- f)(z) = )l v)f(v)
y2z
définit une action linéaire du semigroupe multiplicatif de Incgr(P) sur le R-module

des fonctions P — R. En particulier, (- f =g < g=u- f. O

Soit L un ensemble et R un anneau commutatif unitaire. L’ensemble des fonctions
L — R, vu comme un R-module, admet naturellement une structure de R-algébre
qu’on note RE. Le produit de cette algébre, noté ©, est défini par (f ® g)(z) =
f(z)g(z). On appelle © le produit de Hadamard. L’algébre R est le produit direct

indexé par L de copies de R dans la catégorie Algp.

Supposons maintenant que L est un semi-treillis fortement localement fini. On
peut voir L comme un semi-groupe et considérer son algébre de semi-groupe RL.

Le lemme 2.11 nous permet alors de faire agir Incg(L) sur le R-module sous-jacent
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de l'algébre RL. Chaque élément de Incg(L) définit un morphisme de R-modules
RL — RE. Si L est fini, RL et R” ont le méme R-module sous-jacent et Incg(L)
agit sur ce module par endomorphismes. On vérifie aisément que cette action est
unitaire, et qu’en particulier u et ¢ définissent des isomorphismes de R-modules
mutuellement inverses. La proposition suivante montre que ces isomorphismes de

R-modules sont en fait des isomorphismes d’algébres.

Proposition 2.12 ((Solomon, 1967)). Soit L un semi-treillis fini et R un anneau
commutatif unitaire. Alors { : RL — RY et u: RL — RL sont des isomorphismes

d’algébres mutuellement inverses.

Démonstration. Sous les hypothéses de la proposition, ¢ et u sont des isomor-
phismes entre les R-modules sous-jacents de RL et RL. 1l nous suffit donc de
vérifier que ¢ est un morphisme d’algébres. Soit f,g € RL et s € L. Alors
(€ FOC-9)(8)=(C-FNC-9()) = D FB)9(®).
t,t'>s
En regroupant les terme de la somme précédente selon la valeur de I'infimum ¢¢/,
on obtient
(- FOC-g)s)=2" D> f)e(t") =D (f9)®) = (- fo)(s).
t>s t/t/=t t>s
Comme cette formule est vérifiée pour tout s € S,ona ¢-(fg)=((-f)O(-9),

ce qui termine la preuve. ° |

Il s’agit d’un résultat riche en corollaires :

Corollaire 2.13. Soit R un anneau commutatif unitaire et L un semi-treillis fini.
1. RL est unitaire.

2. L’ensemble {p-s: s € L} est un ensemble complet d’idempotents orthogo-

naux de RL.
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3. Si R est un corps, les idempotents u - s sont primitifs, RL est artinienne

semi-simple et tous ses modules simples sont de dimension 1 sur R.

Si R est un corps, alors ’algébre RL est, dans la terminologie d’usage, une algébre
semi-simple déployée (Assem, 1997). On note que dans ce cas, les u- s constituent
I'unique famille compléte d’idempotents primitifs orthogonaux. Notons e; = - s
dans la base naturelle de RL,
By = Zu(t, s)t.
t<s
Le corollaire précédent montre que RL = @, e;RL est une décomposition de RL
comme somme directe d’idéaux simples. Les e, forment une base de RL comme
R-module, et les coordonnées d’un élément ¢ € L sont données par la formule

t =) < €s En particulier, e;t = ((s,t)e, pour tout t € L, d’ott e,RL = e;R.

2.2.3 Radical de Jacobson et représentations irréductibles

Les résultats des sections précédentes nous permettent maintenant de calculer

facilement le radical de Jacobson des bandes réguliéres & gauche finies.

Proposition 2.14. Le radical de Jacobson de l’algébre d’une bande réguliére a

gauche finie B sur un corps K est l’idéal engendré par la relation & .

Démonstration. D’une part, J(£) = I(Jx(B)) C J(KB) par le corollaire 2.9.
D’autre part, le morphisme K supp est surjectif et donc par la proposition B.12,
K supp(J(KB)) C J(Ksupp(B)). Or par le théoréme de Solomon (proposition

2.12), K supp(B) est artienne semi-simple, donc sans radical de Jacobson. Par

conséquent, J(K B) C ker(K supp) = J(Jx(B)) = J(L). |
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On sait, d’aprés la proposition B.12, que les K B-modules simples correspondent

aux K B/ J(K B)-modules simples, et d’aprés la proposition précédente,
KB/ J(KB) = KB/3(¥) = K supp(B).

En particulier, on peut décrire les représentations irréductibles d’une bande régu-

liére & gauche finie grace au théoréme de Solomon.

Proposition 2.15 ((Brown, 2000), théoréme 3). Soit B une bande réguli¢re d
gauche finie et K un corps. Les représentations irréductibles de KB sont de di-

mension 1. Elles correspondent auzx éléments X € supp(B) et sont décrites par

idg st supp(b) > X
px(b) =
0 sinon.

224 Familles eulériennes et sections homogénes

Le support d’une bande réguliére & gauche B est un semi-treillis, et donc le théo-
réme de Solomon ﬁous donne, pour tout anneau commutatif unitaire R, une dé-
composition Rsupp(B) = P xesupp(B) F€x O
Bx = Z uY, X)Y.
Y<X
Notre objectif dans cette section est de présenter la méthode de Saliola (Saliola,
2006) qui permet de relever les idempotents ex le long du morphisme d’algébres
induit par supp. Cette méthode nous permettra d’obtenir un ensemble complet
d’idempotents orthogonaux de RB; dans le cas ou R est un corps, cette famille

sera aussi primitive.

On réserve un terme spécial pour désigner certains ensembles d’idempotents or-
thogonaux de I'algébre de B; cette terminologie provient de (Aguiar et Mahajan,

2017).
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Définition 2.16. Soit R un anneau commutatif unitaire et B une bande réguliére
a gauche finie. On appelle famille eulérienne une fonction f : supp(B) — RB qui

satisfait
L. f(X)(s) = 0 si supp(s) £ X.
2. f(X)(s) # 0 pour au moins un s tel que supp(s) = X.
3. F(X)f(Y) =8(X,Y)f(X).

Soit u : Rsupp(B) — RB une section de Rsupp (i.e. un inverse a droite de
cette fonction) qui est aussi linéaire. On dit que u est homogeéne si pour tout
X € supp(B), u(X) est une combinaison linéaire des éléments de la Z-classe X.
Puisque Rsupp(B) est libre sur supp(B), on peut spécifier une section homogéne
de Rsupp en choisissant, pour chaque X € supp(B), une combinaison %(X) des
éléments de X qui satisfait e(u(X)) = 1. Le lemme suivant montre que les sections

homogénes de Rsupp donnent lieu 4 des idempotents.

Lemme 2.17. Soit A une algébre sur un anneau commutatif unitaire R, E une
famille d’idempotents telle que ef = e pour tout e, f € E et v une combinaison
non-nulle des éléments de E. Alors v est idempotent si et seulement si la somme

de ses coefficients vaut 1.

Démonstration. Soit o la somme des coeflicients dans ’écriture de v comme com-
binaison linéaire des éléments de E. Pour toute combinaison R-linéaire d’éléments

2

de FE, la relation zv = ax est vérifiée. En particulier v = aw, et donc v? = v si et

seulement si o = 1. |

On va maintenant construire, avec la donnée d’une section homogéne de R supp,
une famille eulérienne de RB. Afin de procéder 4 notre construction, on introduit
quelques notations. On appelle chaine une suite finie non-vide strictement crois-

sante d’éléments d’un ensemble ordonné. La notation ¢ : X — Y signifie que c est
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une chaine d’origine X et de fin Y. La longueur d'une chaine c sera notée £(c). La
notation H*Zec désigne un produit indexé par les éléments de c pris dans I’ordre

décroissant.

Définition 2.18. Soit B une bande réguliére 4 gauche finie, R un anneau commu-
tatif unitaire et u une section homogéne de Rsupp. On notera f, : supp(B) - RB
la fonction définie par

)= )" > (1) I}, u(2).

Y<XcY—=X

On va démontrer que f, forme une famille eulérienne, qu’on appellera la famille

eulérienne associée a u.

Par le lemme 2.17, les u(X) sont idempotents et par conséquent u(X)f.(X) =
fu(X). La proposition suivante montre que les f,(X) satisfont une relation de

récurrence.

Proposition 2.19. Soit B une bande réguliére & gauche finie, R un anneau com-

mutatif unitaire et u une section homogéne de Rsupp. Pour tout X € supp(B),

FuX) = u(X) = > u(X) fu(Y).

Y<X

Démonstration. Fixons un X € supp(B). On note d’abord que

X)) =uX)+ ) 3 D] u(2)
Y<X Yo X Zec
Pour chaque Y < X, on a l’égalité

> (DO [[u@) =—ux) Y Y DO u@).

cY—=X Zee YSW<X YW Zéec
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En conséquence,

> 2 CVOM[w@=—(X)) " Y > D[

Y<XeY—oX AL Y<XY<W<X YW Zee
=—uX) Y > 3 ()] *u(z)
W<XY<W YW ZEe
=—u(X) Y fu(W).
W<X
Donc,

W<X

Cette formule est en fait suffisante pour définir f, ; c’est cette définition qui est
utilisée dans (Saliola, 2006). On donne comme une conséquence de la définition
récursive et de I'idempotence des u(X) la relation
VX €supp(B), u(X)= Y u(X)fu(Y).
Y<Xx
On observe, au passage, que la relation entre u et f, présente une ressemblance

frappante avec la formule d’inversion de Md&bius.

Le lemme suivant, auquel on référera sous le nom de lemme de Saliola, porte sur

une propriété essentielle des f,(X).

Lemme 2.20 ((Saliola, 2006), lemme 4.1). Soit B une bande réguliére & gauche
finie, R un anneau commutatif unitaire et u une section homogéne de Rsupp. Soit

X € supp(B) et s € B tels que supp(s) 2 X. Alors sf,(X) =0.

Démonstration. La preuve est par induction sur X. Si X est le minimum de

supp(B), alors supp(s) > X est toujours vrai et ’énoncé est trivial. On fixe ensuite
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X € supp(B) et on suppose que 1'énoncé est vérifié lorsque Y < X. Fixons s € B
tel que supp(s) Z# X. Alors :
sfu(X) = su(X) = D su(X) fu(Y) = su(X) = Y su(X)sfu(Y).

Y<X Y<X

Par hypothése de récurrence, sf,(Y") = 0 lorsque supp(s) 2 Y, en sorte que
sfu(X) = su(X) = Y su(X)sfu(Y) = sux — sux > ),
Y<z Y<z
ott Z = X Asupp(s). Par construction, supp(su(X)) = X Asupp(s) = Z, en sorte
que su(X)u(Z) = su(X). On a donc

sfu(X) = su(X) — su(X) Z W Z) fuY ) = su(X) — su(X)u(Z) =0D.

Une conséquence immédiate du lemme de Saliola est le fait que w(Y)vf,(X) =0

pour tout v € RB! lorsque Y ? X. Par conséquent,

Fu(¥)fulX) = w(Y) £u(X) = D u(Y) fu(2) £u(X) = 0.

LV
On est maintenant prét & démontrer que f, forme une famille eulérienne.

Proposition 2.21. Soit B une bande réguliére a gauche finie et R un anneau
commutatif et unitaire. Pour toute section homogéne u de Rsupp, f., est une

famille eulérienne.

Démonstration. Les conditions 1 et 2 de la définition de famille eulérienne (défi-
nition 2.16) découlent directement de la définition de f,. Il nous reste & montrer

que fu(X)fu(Y) =0 lorsque X # Y et que f.(X)? = fu(X).
Tout d’abord, par le lemme de Saliola (lemme 2.20)

FulX)? = u(X) fulX) = Y w(X) fu(Y) fu(X) = w(X) fu(X) = fu(X).

Y<X
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Supposons ensuite que X,Y € supp(B) et X # Y. On a déja remarqué que
fu(Y)fu(X) = 0 lorsque Y # X, en sorte qu’'on peut supposer que X < Y.

Ecrivons

Fu¥) fu(X) = u(Y) fu(X) = Y u(Y) fu(W) fu(X).

W<y
Si W < X, alors f,(W)fu.(X) =0, et donc 'expression précédente devient

FuV)F(X) =u)fu(X) = Y u@)fu(W)Fu(X).
On raisonne par récurrence : supposons que f,(W)f,(X) = 0 pour tout W satis-
faisant X < W < Y. Alors
Fu¥)fu(X) =uM)fu(X) = D u¥)fu(W)fu(X)
X<W<Y
= u(Y) fu(X) — w(Y) fu(X)?
= u(Y)f(X) - u(Y)fulX)
= 0.

La proposition suivante porte sur une propriété surprenante des familles eulé-

riennes associées aux sections homogénes.

Proposition 2.22. Soit B une bande réguliére & gauche finie, R un anneau com-
mutatif unitaire, u une section homogéne de Rsupp. La somme Xesupp(B) Ju (X)

est un élément neutre & droite de RB.

Démonstration. Notons f = 3 yco.np) fu(X) et fixons un élément s € B. On
va démontrer que sf = s. Soit X = supp(s) et g la fonction de ’ensemble des
chaines de supp(B) vers RB définie par

g(e) = (-1 [ *su(2).

Zec
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En vertu du lemme 2.20,

sf=) sful)=) > gl

Y<X

On sépare la somme précédente en trois morceaux :

Xo=su(X)=s, X = Z Z g(c), X2=Z Z Z g(c).

WX aeWaX Y<X WY WY

Etant donné une chaine de la forme ¢ : W - Y ou Y < X , on note cX la
concaténation de la chaine c avec I'unique chaine ¥ — X de longueur 1. La
fonction ¢ — ¢X donne une bijection entre les termes de A; et les termes de A%.

De plus, pour toute chaine ¢c: W - Y avec Y < X,

g(eX) = (1) su(X) [ [ *su(2) = —su(X)g(c) = —g(c)-
Zec
Par conséquent, X + X =0et sf = X = s. O

On démontre maintenant que f, reléve les idempotents donnés par le théoréme

de Solomon le long de Rsupp. L’argument est simple et purement combinatoire.

Proposition 2.23. Soit B une bande réguliére & gauche finie, R un anneau
commutatif unitaire. La famille eulérienne associée & une section homogéne u
de Rsupp satisfait la relation suivante pour tout X € supp(B) :
Rsupp(fu(X)) = ) _ u(Y, X)Y.
Y<x
Démonstration. Fixons Y € supp(B) avec Y < X. Comme u est une section

homogéne de Rsupp, Rsupp(u(Y)) =Y, et & plus forte raison, pour tout chemin
c:Y - X,

Rsupp (H ~Lu(Z)> =¥.

Zec
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Soit ck(Y, X) le nombre de chemins ¢ : Y — X de longueur ¢(c) = k; alors il
découle de ’équation précédente que
Rsupp(fu(X ZZ ck (Y, X)Y.
Y<X k>0
Or, par le théoréme de Philip Hall (Rota, 1964),
> (—1)Fer(Y, X) = u(Y, X).
k>0

On a vu qu’une section homogéne de Rsupp donne lieu & une famille eulérienne.
On donne maintenant la construction inverse, tirée de (Aguiar et Mahajan, 2017).
Soit f une famille eulérienne de RB. Pour chaque X € supp(B), notons us(X) la
somme des termes de support X dans f(X). Par la condition 2 de la définition

2.16, us(X) est non-nul. Mieux encore :

Proposition 2.24 ((Aguiar et Mahajan, 2017), lemme 11.15). Soit B une bande
réguliére & gauche finie, R un anneau commutatif unitaire et f une famille eulé-
rienne de RB. Pour chaque X € supp(B), notons ug(X) la somme des termes de

support X dans f(X). Alors us est une section homogéne de R supp.

Démonstration. Fixons X € supp(B). Par construction, us(X) est une combi-
naison des éléments de supp~!(X), et clairement Rsupp(us(X)) = e(us(X))X.
Ecrivons f,(X) = us(X) + v. Comme f, est une famille eulérienne, v est une
combinaison d’éléments de support strictement inférieur & X. De plus, f,(X) est

idempotent et donc
up(X) +v = (up(X) +v)% = up(X)? + up(X)v + vus(X) + v

Tous les termes de us(X)v + vus(X) + v? ont un support strictement inférieur &
f f

X, en sorte que 1’équation précédente entraine que us(X) est idempotent. Comme
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u(X) est non-nul (par la condition 1 de la définition 2.16), le lemme 2.17 entraine

que e(us(X)) = 1. Donc Rsupp(us(X)) = X, ce qui termine la preuve. [ |

On appelle la section uy la section homogéne associée a f.

Les deux constructions uy et f, sont inverses I’'une de 1’autre.

Proposition 2.25 ((Aguiar et Mahajan, 2017), proposition 11.9). Soit B une
bande réguliére a gauche finie, R un anneau commutatif unitaire. Soit f une fa-
mille eulérienne de RB et u une section homogéne de Rsupp. Alors u est la section

homogéne associée a f si et seulement si f est la famille eulérienne associée a u.

Démonstration. Fixons X € supp(B). Si f est la famille eulérienne associée & u,
on a par définition

fX)=uX)+ 3, > [[(@),

Y<XcY—=2X Zec

et on note que pour chaque Y < X, l'expression ) ., x [I5c.'%u(Z) est une
combinaison de termes de support Y. En particulier, u(X) = us(X) et u est la

section homogéne associée a f.

Réciproquement, supposons que u est la section homogéne associée & f. Fixons
X € supp(B) et supposons par récurrence que f(Y) = f,(Y) lorsque Y < X.
Notons e = f(X) — fu(X). L’hypothése de récurrence entraine que pour tout
Y < X, ef(Y) =0. Pour s € B, notons J, la projection RB — Rs. Soit ¢t € B tel
"que supp(t) =Y < X; si §,(e) = 0 pour tout s tel que supp(s) > supp(t), alors

le lemme de Saliola (lemme 2.20) permet de démontrer que

Se(ef(Y)) = dele)-

En particulier, s’il existe un ¢ tel que supp(t) < X et §(F) # 0, alors on peut
sans perte de généralité supposer qu'il est maximal et on a alors &;(ef(Y)) # 0,

une contradiction. |
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En conséquence, les sections homogénes de Rsupp sont en correspondance bijec-
tive avec les familles eulériennes, et les familles eulériennes donnent des ensembles
complets d’idempotents orthogonaux. Ainsi, une section homogéne u détermine
une décomposition de RB par une famille eulérienne :

RB= (P RBfu/X).

Xesupp(B)

Notre prochain objectif est d’étudier les modules RBf,(X) afin de comprendre
sous quelles conditions ils sont indécomposables. On commence calculer une base
de ces modules dans la proposition suivante, qui est essentiellement une spéciali-

sation du corollaire 4.4 dans (Margolis et al., 2015a).

Proposition 2.26. Soit B une bande réguliére a gauche finie, R un anneau com-
mutatif unitaire et u une section homogéne de Rsupp. Pour tout X € supp(B),

I’ensemble suivant est une base du R-module RBf,(X) :

{bfu(X) : b€ B,supp(b) = X}.

Démonstration. Fixons X € supp(B) et notons Bx = {b € B : supp(b) = X}. On
montre d’abord que RBx fu(X) = RBf,(X). Soit a € B tel que supp(a) #? X.

Alors par le lemme de Saliola (lemme 2.20),
afu(X) = 0 € RBx fu(X).
De plus, si a € B satisfait supp(a) > X, alors au(X) € Bx et
afu(X) = au(X)fu(X) € RBx fu(X).

Cela démontre que RBf,(X) C RBx fu(X), d’ott RBf,(X) = RBx fu(X).

Montrons ensuite que By f,,(X) est linéairement indépendant sur R. Soit b € By

et mp la projection 7, : RB — Rb = R. On a d’abord que

bfu(X) = bu(X) + 3 bu(X)fu(Y) =b+ D bfu(Y).

Y<X Y<X



9

On remarque ensuite que tous les termes de f,(Y') ont un support plus petit ou

égal 3 Y, et donc m(bf,(Y)) = 0 lorsque Y < X. En particulier,

Va,b € Bx, m(bfu(X)) = m.(b) = 6(a,b),
ce qui entraine immédiatement ’indépendance linéaire de By f,(X) sur R. [ |
On utilise maintenant la base de la proposition précédente pour étudier I’algébre
des endomorphismes du module RB f,(X).

Proposition 2.27 ((Margolis et al., 2015a), proposition 4.5). Soit B une bande
réguliére a gauche finie, R un anneau commutatif unitaire et u une section homo-
géne de Rsupp. Alors : ’

Endgg(RBf.(X)) & R.

Démonstration. Fixons un élément ¢ € Endgg(RBf,(X)). Comme By f,(X)
est une base de RBf,(X), il existe un unique élément ¢, € RBx qui satisfait

o(fu(X)) = cpfu(X). Soit ® : Endgs(RBf.(X)) — R la fonction définie par

O(p) = e(cy)-

On vérifie aisément que ® est un morphisme de R-modules. Pour vérifier que c’est

un morphisme d’algébres, on fixe deux endomorphismes ¢, ¥ et on calcule que

o P(fu(X)) = ey fulX)) = cypp(fu(X)) = cycp fu(X).

Par conséquent,

O(p o) = elcycy) = e(cp)e(cy) = 2(0)2(¥).

Afin de montrer que @ est un isomorphisme, on remarque d’abord que

Va € Bx,Vc € RBx, acfu(X) = ¢e(c)afu(X).
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Par conséquent, pour tout a € By,

plafu(X)) = ap(fu(X)) = ac, fu(X) = e(cp)afu(X) = (p)afu(X).

A plus forte raison, ¢(z) = ®(¢)z pour tout z € RBf,(X). La conclusion découle

directement de cette observation. |

Puisque les décompositions d’'un module correspondent aux ensembles complets
d’idempotents orthogonaux de ses endomorphismes (proposition B.15), la pro-
position précédente permet de conclure que RBf,(X) est indécomposable si et
seulement si R ne contient aucun idempotent non-trivial (i.e. distinct de 0 et
1). C’est le cas notamment lorsque R est un anneau local, c’est-a-dire lorsque R

posséde un unique idéal maximal, et en particulier lorsque R est un corps.

Dans (Aguiar et Mahajan, 2017), il est démontré que tous les ensembles complets
d’idempotents primitifs orthogonaux de K B sont des familles eulériennes lorsque
B est le semi-groupe des faces d’un arrangement central d’hyperplans et K est un

corps. On conjecture que ce résultat se généralise de la maniére suivante :

Conjecture 2.28. Soit B une bande réguliére a gauche finie, R un anneau com-
mutatif unitaire. Alors tout élément neutre & droite de RB est la somme d’une

famille eulérienne.

2.2.5 Diagonalisation de I’action a gauche sur les chambres

On présente maintenant une série de résultats qui constituent 1’'une des moti-
vations derriére 1’étude des représentations des bandes réguliéres & gauche. Le
résultat principal de cette sous-section donne des formules explicites pour les va-
leurs propres de certains endomorphismes du module des chambres d’une bande
réguliére & gauche. Il nous faudra travailler sur le corps R, et nos résultats porte-

ront sur l’action & gauche des éléments positifs de RB sur RC (B), ou B est une
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bande réguliére & gauche finie. Le résultat, initialement démontré dans (Brown,
2000), a par la suite été étendu dans (Saliola, 2012) en utilisant les idempotents
définis & la section précédente. On reprend ici les idées de la preuve proposée dans

(Saliola, 2012).

On commence par quelques notions de base concernant les endomorphismes posi-

tifs. Les définitions suivantes nous seront utiles :

Définition 2.29. Soit V' un R-espace vectoriel de dimension finie et v une base
de V. On dit qu’'un vecteur u est positif relativement & v si ses coordonnées dans
la base v sont positives. Soit ¢ € Endg(V"), on dit que ¢ est positif relativement

a v si p(z) est positif relativement & v pour tout z € v.

On introduit aussi, pour énoncer le prochain résultat, les notations suivantes : soit
¢ un endomorphisme d’un-R-espace V, on désigne par spect(y) I’ensemble de ses
valeurs propres, et on note p(p) = max{|A| : A € spect(¢)}. On appelle p(p) le

rayon spectral de .

La proposition qui suivante résume les propriétés des endomorphismes positifs
dont on aura besoin. 1l s’agit essentiellement du théoréme de Perron-Frobenius
généralisé aux endomorphismes positifs; pour la démonstration, voir (Horn et

Johnson, 1985), théorémes 8.1.22 et 8.2.2.
Proposition 2.30. Soit V un R-espace vectoriel de dimension fini, v une base
de V et ¢ un endomorphisme de V positif relativement v.

1. p(yp) est une valeur propre de ¢.

2. ¢ admet un vecteur propre de valeur propre p(yp) positif relativement a v

3. mingey 8y < p(p) < maxyey Sz, 0U S, est la somme des coordonnées de

o(z) dans la base v.
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On va maintenant démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.31 ((Saliola, 2012)). Soit B une bande réguliére a gauche finie et p €
RB positif relativement & B. Alors il existe un vecteur u € RC(B) satisfaisant

stmultanément :

1. pu = ¢(p)u.
2 elp) =1.

3. u est positif relativement & C(B).

Démonstration. Notons C = C(B). Soit ¢, I'’endomorphisme de RC défini par
¢p : T+ px. Alors ¢, est un endomorphisme positif relativement & la base C. De
plus, pour tout ¢ € C, la somme des coordonnées de ¢,(c) dans la base C est

DD p(s) =) _n(s) = ep).

deC se=d se€B
Par la partie 3 de la proposition 2.30, €(p) est le rayon spectral de ¢,. Par les
parties 1 et 2 de la proposition 2.30, €(p) est une valeur propre de ¢, qui admet
un vecteur propre u € RC positif relativement & C, et on peut supposer que

€(u) = 1 sans perte de généralité. Par construction, pu = ¢,(u) = €(p)u. |

Ce lemme nous permet de démontrer la proposition suivante, de laquelle notre

résultat principal découlera aisément.

Proposition 2.32 ((Saliola, 2012), théoréme 4). Soit B une bande réguliére d
gauche finie et p € RB positif relativement & B. Pour tout X € supp(B), no-
tons px la projection de p sur la contraction RByx. Alors il eziste une section

homogéne u de Rsupp qui satisfait

VX € supp(B), pxu(X)=e(px)u(X).
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De plus, la famille eulérienne associée a u satisfait

p= Y, elpx)fu(X):
X esupp(B)
Démonstration. La section u est obtenue en appliquant le lemme précédent & px
pour chaque X € supp(B). La somme des f,(X) est un élément neutre & droite

de RB (proposition 2.22), en sorte que

= Z pfu(X)

X esupp(B)

Pour chaque X € supp(B), on a pf,(X) = px fu(X) par le lemme 2.20. Or on a
aussi u(X) fu(X) = fu(X) en sorte que

px fu(X) = pxw(X) fu(X) = e(px)u(X) fu(X) = e(px) fu(X),

car pxu(X) = e(px)u(X). |

On est maintenant prét a présenter le résultat principal de cette sous-section. La
motivation derriére cette proposition provient de ses liens avec certaines marches
aléatoires sur les chambres d’arrangements d’hyperplans, et plus généralement de
bandes réguliéres a gauche (la matrice de transition de ces marches aléatoires
coincide avec la matrice de ’action & droite p dans la base naturelle de RC(B));

voir notamment (Brown, 2000), (Bidigare et al., 1999), (Brown et Diaconis, 1998).

Proposition 2.33. Soit B une bande réguliére o gauche finie dont l'algébre RB
est unitaire. Soit p € RB positif relativement & B. Pour tout X € supp(B), on

note px la projection de p sur la contraction RB>x.
1. L’action & gauche de p sur RC(B) est diagonalisable.

2. Les valeurs propres de 'action a gauche de p sur RC(B) sont toutes de la

forme e(px) pour un certain X € supp(B).
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3. Il existe une famille eulérienne f de RB telle que la multiplicité de la valeur

propre €(px) coincide avec dimg(f(X)RC(B)) pour tout X € supp(B).

Démonstration. Soit u la section homogéne de R supp donnée par la proposition
2.32. La somme de la famille eulérienne associée & u est un élément neutre & droite
de RB (proposition 2.22), mais comme RB est unitaire, il s’agit aussi d’un élément

neutre & gauche. Par conséquent, on a une décomposition du module RC(B) :

RC(B)= D A(X)RC(B).
(B)

X €supp

Comme p =}y cqupp(n) €(Px) fu(X), on conclut que fu,(X)RC(B) est un espace
propre de valeur propre ¢(px) pour tout X € supp(B). [ |

On termine la section en mentionnant qu'’il existe une formule plus élégante pour
les multiplicités dans le cas des arrangements d’hyperplans. La preuve de cette
formule est basée sur un théoréme de Zaslavsky sur le nombre de chambres d’un

arrangement d’hyperplans; voir (Saliola, 2012), corollaire 7, pour les détails.

Proposition 2.34. Soit F [’ensemble des faces d’un arrangement d’hyperplans
et p € RF positif relativement & F. Pour tout X € L(F), la multiplicité de e(px)

comme valeur propre de laction d gauche de p sur RC(F) est donnée par :

S k@Y

YeL(A)
€(py )=¢(px)



CHAPITRE III

PROPRIETES HOMOLOGIQUES

Ce chapitre vise & donner un avant-goit de ’étude des propriétés homologiques
des bandes réguliéres & gauche. On commence par une introduction & 1’algébre
homologique, qui culmine avec la définition (non-triviale) du foncteur Ext. On
discute ensuite d’une résolution projective pour les modules simples des bandes
réguliéres & gauche associées aux arrangements d’hyperplans. On sera en mesure,

grace & cette résolution, de calculer les valeurs du foncteur Ext sur ces modules.

3.1 Notions préliminaires d’algébre homologique

On introduit dans cette section les notions et résultats de base en algébre ho-
mologique, afin de pouvoir étudier ces notions dans le contexte des bandes ré-
guliéres & gauche. On suit en grande partie le traitement de (Assem, 1997). Les
ouvrages (Benson, 1998), (Cartan et Eilenberg, 1956) et (Rotman, 2009) ont aussi

été consultés et sont des références utiles sur ce sujet.

3:1.1 Complexes et homologie

La premiére notion importante est celle de complexe descendant :

Définition 3.1. Soit A une algébre. On appelle compleze descendant, ou simple-

ment compleze, une paire (c,, d,) Ol
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e ¢, est une suite indexée par Z de A-modules;

e ¢, est une suite indexée par Z de morphismes &, : ¢, — ¢,_; tels que

Vn € Z, 6n_1 o 671 =0.
Les modules ¢,, sont appelés les composantes du complexe et les morphismes 9,

sont appelés ses différentielles.

Les différentielles d’un complexe satisfont im(é,) C ker(6,—1). On dit qu'un com-
plexe est ezact en n si im(d,,) = ker(d,—1). Un complexe est dit ezact s’il exact en

tout n € Z.

Etant donné une algébre A, les complexes de A-modules forment une catégorie
qu’on notera Comp,. Un morphisme entre deux complexes (¢, ds) €t (De,7e) €St
une séquence de morphismes de A-modules ¢, : ¢, = 0, tels que ¢,_; 06, =
Yn © @n. En d’autres mots, on demande que le diagramme suivant soit commutatif

pour tout n € Z :

é
Cn = > Ch—1

Jen =

Ys
On — [ ]

On introduit maintenant les modules d’homologie d’un complexe :

Définition 3.2. Soit A une algébre et (co,d.) un complexe de A-modules. On

appelle n-iéme module d’homologie de (¢.,8,), n € Z, le A-module
H, (¢, 0.) = ker(6,)/ im(bn41)-
On peut vérifier qu'un morphisme de complexes induit naturellement des mor-

phismes au niveau des modules d’homologie. A partir de 13, il n’est pas difficile

de vérifier la proposition suivante (voir (Assem, 1997)) :
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Proposition 3.3. Soit A une algébre. Alors pour tout n € Z, l’application H, :

Comp, — amod définit un foncteur additif. |

Il existe aussi une notion duale de compleze ascendant, ol les différentielles vont
dans la direction opposée. On notera Comp}® la catégorie formée par les complexes
ascendants. L’équivalent des modules d’homologie dans Comp?® sont les modules
de cohomologie et on les note par H"(c,,d.). Les résultats et définitions concer-
nant les complexes descendants peuvent étre aisément adaptés aux complexes

ascendants.

Un endofoncteur additif de la catégorie des modules s’étend naturellement en un
foncteur sur les complexes. Selon la variance du foncteur d’origine, cette extension
préservera ou renversera l'orientation des complexes. On présente maintenant en

détails un cas particulier de cette construction qui nous sera utile pour la suite.

Fixons un complexe descendant (c,, &,) de modules sur une algébre A. Etant donné

un A-module n, le foncteur homy (—, n) envoie (¢, d,) sur le complexe
homy((cs,ds),n) = (homy(c,, n), homy (e, 1)).

Le fait que homy (—, n) est un foncteur additif sur les A-modules permet aisément

de se convaincre qu’il s’agit bien d'un complexe. En effet, on a pour tout n € Z,
homy (0,41, n) 0 homp (,, 1) = homy (65 © 641, n) = homa (0,n) = 0.

On se convainc ensuite, de maniére analogue, qu’il s’agit d’un foncteur (contra-
variant) Comp, — Compy®. Le lemme suivant montre qu’il s’agit en fait d’un

bi-foncteur.

Lemme 3.4. Soit (¢c.,0.) un compleze descendant. Alors homa((c,, ), —) définit

un foncteur covariant ymod — Compy’.
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Démonstration. On sait déja comment ce foncteur est défini au niveau des objets ;
il nous reste & le définir au niveau des morphismes. Etant donné un morphisme

de modules ¢ : n — n’, on pose

hompy ((¢q, 0 ), ©)n = homy (¢, ).

Il nous faut vérifier que homy ((co, ds), ) est bien un morphisme de complexes, ce

qui revient a vérifier pour tout n € Z la commutativité du diagramme suivant :

homp (

TIReY
homy (¢, ) il homy (¢ap1, n)

lhom A(tn,0) lhomA (cn+1,40)

I
homy (¢, n') M homa (¢pq1, 1)

Or, une simple vérification montre que les deux compositions envoient un mor-

phisme ¢ € homy(¢,, ) sur le morphisme 6,41 0% 0 ¢ € homp(¢,yg, n).

Enfin, on vérifie que homp ((cs, de), —) préserve la composition et les morphismes

identités en utilisant la fonctorialité de homy(¢,, —) sur chaque composante. W

On montre maintenant que les morphismes de complexes induisent des transfor-

mations naturelles de ces foncteurs.

Lemme 3.5. Soit ¢, : (o, 0e) = (De,7Ye) un morphisme de complezes descendants

de A-modules. Alors @, induit une transformation naturelle :

homa (e, —) : homp ((De,7), —) == homy((cs,ds), —)

Démonstration. Soit £ : n — n’ un morphisme de A-modules; on doit vérifier que
P q

le diagramme suivant est commutatif :

hom(1)e,n)

hom(p,,n) ————— hom(q,,n)
lhom(p.,{) lhom(qnvf)
hom(p,, ') Lo hom(g.,n’).



89

Comme la composition de morphismes de complexes se fait composante par com-
posante, il suffit de montrer que le diagramme précédent est commutatif pour

k € Z fixé. On termine donc la preuve en vérifiant que pour tout x € hom(p, n),

hom(tx, 1) o hom(py, £)(x) = ¥k o x © § = hom(gs, €) o hom(k, n') (x).

On termine cette sous-section en présentant la notion d’homotopie, qui est souvent

utile pour comparer ’homologie de deux complexes.

Définition 3.6. Deux morphismes de complexes ., s : (¢, 8s) —> (94,7, ) somit
dits homotopes, noté @, =~ 1,, s'il existe une séquence &, : ¢, — 0,43 de mor-
phismes tels que

On — Pn = Op41 € + En—1 © Yn.

Le lemme suivant est 'une des propriétés les plus importantes de la relation d’ho-

motopie ; il s’agit du lemme IX.1.6 de (Assem, 1997).

Lemme 3.7. Si ¢, et 9, sont des morphismes de complexes homotopes, alors

Hp(po) = Ha(¥s). u

Autrement dit, deux morphismes homotopes induisent les mémes morphismes en
homologie. On définit la relation d’homotopie pour les morphismes de complexes
ascendants de maniére analogue, et le lemme précédent a une version duale : deux
morphismes homotopes de complexes ascendants induisent le méme morphisme

en cohomologie.

Suivant ces observations, on introduit aussi la terminologie suivante : on dira
qu'un morphisme de complexes ¢, est un homotopisme s’il existe un autre mor-

phisme de complexes v, tel que ¢, o ¥, ~ id et ¥, 0 ¢, ~ id. Clairement, les
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S 5 0 Y P ’B
/I l‘P (4 ,/'

¥ 1/) ’,13_

A > B > 0 I & 7%

Figure 3.1 Les notions de modules projectifs (& gauche) et injectifs (& droite).

foncteurs induits par I’homologie et la cohomologie envoient les homotopismes sur

des isomorphismes.

< 18 0 Objets projectifs et injectifs

On introduit maintenant la notion de module projectif.

Définition 3.8. Un module p est dit projectif si pour tout morphisme ¢ : p — b

et tout morphisme surjectif ¢ : a — b, il existe un morphisme @ : p — b tel que

oy =g

On peut montrer, en utilisant leur propriété universelle, que les modules libres
sont projectifs. La proposition suivante donne un critére utile pour reconnaitre les

modules projectifs (voir (Assem, 1997), proposition IV.2.3)

Proposition 3.9. Une somme directe de modules est projective si et seulement

si chagque facteur de la somme est projectif. [ |

La notion duale, celle de module injectif, s’avérera moins importante pour nos

besoins, mais on l'introduit tout de méme par soucis de symétrie.

Définition 3.10. Un module i est dit injectif si pour tout morphisme ¢ : a — i
et tout morphisme injectif ¢/ : a — b, il existe un morphisme % : b — i tel que

poyY =
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La caractérisation des modules projectifs ci-dessus admet un analogue, dual, pour
les modules injectifs : un produit de modules est injectif si et seulement si chaque

facteur est injectif (Assem, 1997).

Bl Résolutions projectives et foncteur Ext

L’objectif de cette sous-section est d’'introduire le foncteur Ext. On peut construire
ce foncteur & partir du foncteur hom en utilisant des résolutions projectives;
on commence par introduire la notion de résolution. Soit I C Z; on dit qu’un
complexe (¢,, J,) esf concentré en I lorsque ¢, = 0 pour tout n ¢ I. Un complexe

concentré en N est dit positif.

Définition 3.11. Une résolution d’un module m est un complexe positif (c,, &,)
tel que Ho(ce,d.) = m, Hy(c,,d,) = 0 si n # 0. Une résolution est projective si

toutes ses composantes le sont.

Une résolution projective est donc une suite d’objets projectifs de la forme

Sn+1 8 8 &
S Py =2 .. — Py —2 P

v
e

qui satisfait po/im(d;) = m. La surjection canonique 7 : py — m nous permet

alors d’obtenir un complexe exact

6n+1 " Jn 62

> P ——> ... > P > Po

On notera p, — m pour indiquer que 7 est la surjection qui permet de prolonger

la résolution en un complexe exact.

Le lemme suivant est un résultat fondamental connu sous le nom de théoréme

de comparaison. Il va nous permettre de montrer que les résolutions projectives
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définissent un invariant homologique. On peut trouver une preuve dans (Assem,

1997), au théoréme 1X.2.1.

Lemme 3.12. Soit m et m’ deuz modules avec des résolutions p, — m et p’, ™ m.
Si p. est projective, alors pour tout morphisme de modules ¢ : m — W', il eriste un
morphisme de complezes @, : po — P, qui satisfait m’ o g = p o w. Le morphisme

Yo €st unique a homotopie preés. |

Un morphisme de complexes ¢, qui satisfait la propriété du lemme précédent est
appelé un relévement de . Plus concrétement, un relévement de ¢ prend la forme

d’un diagramme commutatif dont les lignes sont des complexes exacts :

On+1 )

T P —> ... > P1 > P —— m > 0
llpn l‘Pl l‘Po l‘ﬂ

Snt1 5 s s

Ty ph — . —p] — pp T w s 0

En résumé, le théoréme de comparaison nous dit qu’un morphisme de modules
admet un relévement lorsque la résolution du domaine est projective, et que ce
relévement est unique & homotopie prés. Les relévements peuvent aussi étre com-
posés :si g :n = n' et ¢ : v > n” sont des morphismes qui admettent des
relévement ¢, et ¢, alors ¢, o ¢, est un relévement de ¢’ o . En particulier, ces
observations nous permettent de conclure que tout relévement d’un isomorphisme

est un homotopisme.

On est maintenant en mesure de définir le foncteur Ext; sa définition exige une
justification, qui prend forme dans la proposition suivante. Cette proposition dé-
montre que les résolutions projectives d’'un méme module donnent lieu au méme

foncteur lorsqu’on passe aux modules d’homologie.

Proposition 3.13. Soit p, —» m et q. — n des résolutions projectives de A-

modules. Alors un isomorphisme ¢ : m = n induit, pour tout n € Z, un isomor-
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phisme naturel entre les compositions de foncteurs :

" : H" o hOmA(P., _) ~ H" o homA(q., —)

Démonstration. Soit 1 'inverse de . Par le théoréme de comparaison (lemme
3.12), ¢ et ¥ admettent des relévements ¢, et 1,. Le fait que ¢ et 9 soient des
isomorphismes mutuellement inverses entraine que , et 1, sont des homotopismes

mutuellement inverses.

Par le lemme 3.5, homa (@., —) et homy (., —) définissent aussi des transforma-
tions naturelles entre les foncteurs homya (qe, —) et homa(pe, —). Par conséquent,
les compositions ®* = H*ohomy (., —) et ¥* = H™ohomy (¢,, —) induisent aussi

des transformations naturelles entre les foncteurs appropriés pour tout n € Z.

Fixons un module t et vérifions que les composantes ®7 et ¥ sont des isomor-

phismes mutuellement inverses. Par définition,
@7 = H™ o homy (., t), U = H™ o homy (1, t).

En vertu du lemme 3.7, il suffit de démontrer que homy (., t) et homy (s, t) sont
des homotopismes mutuellement inverses. Or, on a déja que ¢, et 1, sont des
homotopismes mutuellement inverses. Comme homa (—, t) est un foncteur additif,

il préserve les homotopismes et obtient la conclusion voulue. |

On est maintenant prét a donner la définition des foncteurs Ext.

Définition 3.14. Soit m un module et p, une résolution projective de m. On

définit le foncteur Ext™(m, —) : omod — pmod par

Ext™(m, —) = H" o hom(p., —).
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Evidemment, des choix de résolutions projectives différentes peuvent trés bien
donner lieu & des foncteurs Ext différents, mais on sait maintenant que les fonc-

teurs obtenus sont tous naturellement isomorphes.

Le foncteur Ext est un bi-foncteur, et on peut le construire sur son autre variable
en remplagant les résolutions projectives par des résolutions injectives. On peut se
référer & (Rotman, 2009) pour les détails. On mentionne aussi que la construction
du foncteur Ext découle d’une construction p11_1s générale appelée foncteur dérivé.
Cette construction fonctionne sur n’importe quel foncteur additif entre deux ca-
tégories abéliennes (pas seulement le foncteur hom). Voir par exemple (Benson,

1998) pour les détails de cette construction.

3.2 Propriétés homologiques des arrangements d’hyperplans

Gréce aux chapitres 1 et 2, on en sait maintenant beaucoup sur les bandes régu-
liéres & gauche associées aux arrangements d’hyperplans : on connait & la fois leur
structure de semi-groupe et la structure de leurs algébres. On va, aller un peu plus

loin en déterminant les valeurs du foncteur Ext sur leurs modules simples.

La section commence par une bréve introduction aux orientations dans les espaces
vectoriels réels. Ces notions sont ensuite utilisées pour construire un complexe
descendant de modules sur 1’algébre d’un semi-groupe de faces, appelé le complexe
de Brown-Diaconis. On terminera la section en montrant que ce complexe permet
d’obtenir des résolutions projectives des modules simples, et on 'utilisera pour

calculer, avec une facilité relative, les valeurs du foncteur Ext sur ces modules.

3.2.1 Orientations et fonctions d’incidence

Fixons un espace vectoriel réel V' de dimension finie n > 0 avec un choix d’ap-

plication multilinéaire alternée non-nulle det : V™* — R. Une telle application
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caractérise les bases de V : une suite de vecteurs v est une base de V si et seule-

ment si det(v) # 0 (Bourbaki, 1958).

On dit que deux bases u, v de V' définissent la méme orientation de V si det(u) et
det(v) sont dans la méme composante connexe de R\ {0}. Cette relation ne dépend
pas du choix initial de la forme det. De maniére équivalente, u et v définissent la

méme orientation si la matrice de passage de u vers v a un déterminant positif.

On vérifie aisément que définir la méme orientation est une relation d’équivalence
sur I’ensemble des bases de V. Cette relation a deux classes d’équivalence, cor-
respondant aux deux composantes connexes de R \ {0}. On utilisera la notation

GL(V) pour désigner ’ensemble des bases de V.

Définition 3.15. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. On appelle orien-

tation de V une fonction 7 : GL(V) — {—1,1} telle que

7(u) =7(v) <= u et v définissent la méme orientation.

Le fait d’étre une orientation s’exprime aussi avec un diagramme commutatif.
Soit mo(R \ {0}) I’ensemble des composantes connexes de R \ {0} ; on note aussi
7o : R\ {0} — mo(R \ {0}) la projection associée (en d’autres mots, my est le
'0-iéme groupoide d’homotopie de R \ {0}). Alors 7 : GL(V) — {—1,1} est une
orientation de V si et seulement s’il existe une bijection ¢ : {—1,1} = m(R\ {0})

qui rend commutatif le diagramme suivant

GL(V) —% 5 R\ {0}

I |

{-1,1} —— m(R\ {0})

Prenons un arrangement central d’hyperplans .A. Rappelons que F(.A) désigne la
bande réguliére & gauche des faces de A et que supp(F(A)) désigne le support de

F(A), qui correspond aussi au treillis des espaces supports (c.f. §1.5).
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Pour chaque élément X € supp(F(A)), on fixe une orientation 7x de X. On va
utiliser ces orientations pour associer, & chaque relation de couverture de F(.A)

un élément de {—1,1}.

Fixons une relation de couverture F' < G dans F(A), et notons X = supp(F),
Y = supp(G). Soit u = (uy,...,u,) une base de Y telle que 7y (u) =1 (i.e. u est
positivement orientée). Si v € F, alors (u,v) = (u1,...,un,v) est une base de X,

et la quantité 7x(u, v) ne dépend pas du choix de v. On peut donc définir
[G: F] = mx(u,v).

On appelle cette quantité le nombre d’incidence de G dans F. On fait quelques

observations sur cette définition.

1. Une fois qu’on a fixé une orientation pour chaque espace support, on obtient
une fonction [— : —] sur 'ensemble des relations de couverture de F(.A), &

valeurs dans {—1,1}. On appelle [— : —] une fonction d’incidence.

2. La définition d’une fonction d’incidence est compatible avec I'opération de
contraction. Si on oriente chaque espace support de F(A), alors on oriente
aussi chaque espace support des contractions F(.A)> x, et les fonctions d’in-

cidences obtenues sont compatibles.

3. Si F € F(A) est une face de codimension 1, alors il existe exactement deux
éléments de codimension 0 (i.e. des chambres) couvrant F. Si on note C et
C’ ces deux éléments, alors quelle que soit la fonction d’incidence choisie,
onal[F:C]=—[F:C".
La relation de 1’observation 3 ci-dessus découle du fait que si v € C, alors la
réflexion de v par I'hyperplan supp(F) est dans C’. Voir (Brown et Diaconis,
1998) pour les détails.

Ces observations permettent de démontrer le lemme suivant, qui s’avérera impor-

tant dans la construction du complexe de Brown-Diaconis.
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Lemme 3.16 ((Brown et Diaconis, 1998), lemme 2). Soit F, G deux faces d’un
arrangement central A telles que G est une face de codimension 2 de la contrac-
tion Assupp(r). Alors Uintervalle ouvert (F,G) dans l’ensemble des faces contient

eractement deux éléments H,, H, et

(G : Hy|[H, : F] = —[G : Hy][H, : F]

382 Le complexe de Brown-Diaconis

Soit F l’ensemble des faces d’un arrangement central d’hyperplans. Pour tout
X € supp(F), on note Fx I’ensemble {F € F : supp(F) = X}. Soit R un anneau

commutatif unitaire et p > 0, on considére le R-module

RF,= & RFx.

codim(X)=p
En particulier, R Fj est le R F-module des chambres. En fait, chaque R Fx est
un R F-module par

FA sisupp(F)> X
VFe F,Ae Fx, F.-A= ()

0 sinon.
On note que ces modules sont isomorphes aux modules R F f(X), ou f est une fa-
mille eulérienne de R.F (c.f. §2.2.4). Puisque les R F f(X) sont des facteurs directs
de R F (car les familles eulériennes forment des ensembles complets d’idempotents
orthogonaux), on conclut que les modules R Fx, et donc & plus forte raison les

modules R F,, sont R F-projectifs.

Définition 3.17. Soit F ’ensemble des faces d’'un arrangement central d’hy-

perplans, R un anneau commutatif unitaire et p > 1. La différentielle d’ordre
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p associée & une fonction d’incidence [— : —] est I’application RF, — RF,
définie par
VA€ F, &(A)=> [A:B]B.
B<A
Le lemme 3.16 permet de démontrer par un calcul direct que d, o d,41 = 0. De
plus, on peut vérifier que les §, commutent avec ’action de F sur R F, et R F,_;,

en sorte que J, est un morphisme de R F-modules. On a donc :

Proposition 3.18 ((Brown et Diaconis, 1998), lemme 3). Soit F [’ensembles
des faces d’un arrangement central. Alors la suite suivante est un complexe de

R F-modules :

ol e s G R Ea

On appelle compleze de Brown-Diaconis de A le complexe de la proposition pré-
cédente. On a déja remarqué que ce complexe est composé de R F-modules pro-
jectifs, ce qui nous pousse & soupgonner qu’il s’agit d’une résolution projective du
module de dimension 1 défini par le morphisme d’augmentation. La proposition
suivante le confirme en démontrant que le complexe de Brown-Diaconis est une

résolution. L’argument présenté résume celui de (Brown et Diaconis, 1998).

Proposition 3.19 ((Saliola, 2009), corollaire 7.3). Soit F le semi-groupe des faces
d’un arrangement central A. Le compleze de Brown-Diaconis est une résolution

projective du R F-module défini par le morphisme d’augmentation. |

Démonstration. Comme on sait déja qu’il s’agit d’'un complexe descendant de
modules projectifs, il nous suffit donc de montrer qu’il s’agit d’une résolution. A

cette fin, on utilise le zonotope polaire de ’arrangement .A. Il s’agit d’un zonotope
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Z 4 dont I’ensemble des faces, ordonnés par I'inclusion, est isomorphe & (F, <g);

voir ’annexe A pour les détails.

L’isomorphisme entre F et F(Z,) envoie la fonction d’incidence de F sur une
fonction d’incidence du CW-complexe déterminé par les faces de Z4, au sens de
(Cooke et Finney, 1967). Par conséquent, le complexe de Brown-Diaconis est iso-
morphe au complexe augmenté des faces de Z 4. Mais Z4 est un espace topologique

contractile et donc le complexe augmenté de ses faces est une résolution. |

8.2:3 Résolution projective des modules simples

Le complexe de Brown-Diaconis nous permet d’en dire beaucoup sur les propriétés
homologiques des faces d’un arrangement central .A. On rappelle (c.f. §2.2.3) que
les représentations irréductibles d’'une bande réguliére & gauche B sur un corps
K correspondent aux éléments de son support : la représentation correspondant
a X € supp(B) est l'application px : B — K,

idg  si supp(b) > X

px(b) =

0 sinon.

En particulier, les K B-modules simples sont obtenus en prenant l’extension li-

néaire de px & KB (proposition 2.2).

Soit R un anneau commutatif unitaire, on notera Rx le RB-module correspondant
& la représentation px ci-dessus. Le complexe de Brown-Diaconis nous permet
d’obtenir, par contraction, une résolution projective de ces modules (et donc des
modules simples si R est un corps). L’essentiel pour le vérifier est contenu dans le

lemme suivant :

Lemme 3.20 ((Margolis et al., 2015a), corollaire 4.8). Soit B une bande réguliére

a gauche finie, R un anneau commutatif unitaire et f une famille eulérienne de
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RB. Pour tout X € supp(B), on a la décomposition

RB = RBsx ® (EB RB f(Y)) .

YZX

On démontre maintenant :

Proposition 3.21 ((Saliola, 2009), proposition 7.4). Soit F l’ensemble des faces
d’un arrangement central et R un anneau commutatif unitaire. Pour tout X €
supp(F), le compleze de Brown-Diaconis de la contraction F>x est une résolution

projective du R F-module Ryx. |

Démonstration. Par la proposition 3.19, le complexe de Brown-Diaconis de F5x
est une résolution projective de Rx comme R .JF>x-module. Il nous suffit donc de
montrer que les R F > x-modules projectifs sont aussi des R F-modules projectifs.
Mais un R F > x-module est projectif si et seulement s’il est un facteur direct d'un
R F>x-module libre, auquel cas il est aussi un facteur direct d'un R F-module

libre par le lemme précédent. |

Avec cette résolution projective en main, on peut calculer les valeurs des foncteurs
Ext sur les K F-modules simples, oi K est un corps. Il s’agit de notre dernier

résultat pour ce chapitre.

Corollaire 3.22 ((Saliola, 2009), lemme 8.3). Soit F le semi-groupe des faces

d’un arrangement central et K un corps. Pour tout X,Y € supp(F),

Ky Y >X et codimy(Y) = p,

IR

Ext’}’{f(Kx, Ky)
0 sinon.
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Démonstration. Fixons un élément X € supp(F). Les composantes du complexe
de Brown-Diaconis de la contraction K F>x sont données par
K(Fsx)p= P KF:

codimx (Z)=p
Ainsi, les modules Ext} ~(Kx, Ky) sont les modules de cohomologie du complexe
de composantes

homg 7(K(Fox)p Ky) = €D  homgr(K Fz, Ky).
codim x (Z)=p

On verra qu’il est en fait suffisant de calculer les modules homg (K Fz, Ky).

Soit f une famille eulérienne de K F et u la section homogéne de Rsupp associée
a f. Alors on a un isomorphisme K Fz & K F f(Z). Par conséquent, un mor-
phisme ¢ € homg #(K F f(Z), Ky) est complétement déterminé par son image

sur u(Z)f(Z) = £(Z). Comme ¢(f(Z)) = ¢(f(Z)?) = f(Z)¢(f(Z)), on obtient
un isomorphisme de R-modules homg (K F f(Z), Ky) & f(Z)Ky.

Pour tout élément W € supp(F), f(W) est une combinaison de termes de support
au plus W. En particulier, f(W)Ky = 0 lorsque W < Y. En utilisant la formule

récursive pour les familles eulériennes (proposition 2.19), on a donc

fV)Ky = (u(Y) - u(Y) f(W)) Ky = u(Y)Ky = Ky.

W<Y
Comme les familles eulériennes déterminent des idempotents orthogonaux, on
conclut que
0 siZ£Y
homg (K F f(Z), Ky) = f(Z)f(Y)Ky =
Ky siZ=Y.
Par conséquent, le complexe des homy (K (Fsx)p, Ky) est nul si Y 2 X, et est

concentré en p = codimy (Y’) sinon. La conclusion est alors immédiate. |






CONCLUSION

On a vu dans ce mémoire que les relations de Green déterminent la structure de
semi-groupe des bandes réguliéres & gauche. Puis, on a montré comment, & son
tour, la structure de semi-groupe des bandes réguliéres & gauche nous aide & com-
prendre leurs représentations et, en particulier, nous permettent de décomposer
leurs algébres. Enfin, on a expliqué comment ces décompositions peuvent &tre uti-
lisées pour calculer des invariants homologiques de certaines bandes réguliéres &

gauche.

Dans le premier chapitre, on a d’abord étudié en détail les relations de Green
dans les bandes réguliéres 4 gauche et on a vu que celles-ci donnent lieu & plu-
sieurs constructions utiles. En particulier, le préordre <g définit un ordre partiel
et la relation . est une congruence. Le quotient d’une bande réguliére & gauche
par cette congruence est un semi-treillis, appelé le support, qui satisfait plusieurs
propriétés importantes. On a aussi étudié en détail les bandes réguliéres & gauche
libres, ainsi que les bandes réguliéres & gauche associées aux arrangements d’hy-

perplans.

. Au chapitre 2, on a démontré que le radical de Jacobson de 1’algébre d’une bande
réguliére & gauche était complétement déterminé par la relation .#. Pour ce faire,
on a d’abord étudié les idéaux de l'algébre engendrés par les congruences de la
bande réguliére 4 gauche, notamment grace & un résultat d’Almeida et al. On a en-
suite présenté un théoréme de Solomon qui montre que les algébres de semi-treillis
sont semi-simples, et donc sans radical. On a utilisé ces résultats pour calculer les

représentations irréductibles des bandes réguliéres & gauche. On a ensuite poussé
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un peu plus loin notre étude des algébres de bandes réguliéres & gauche en don-
nant une méthode pour construire des familles complétes d’idempotents primitifs
orthogonaux. Ces familles, appelées les familles eulériennes, nous ont aussi permis
de retrouver des résultats de diagonalisation sur certains opérateurs du module

des chambres.

Enfin, on a vu au chapitre 3 comment les résultats des deux chapitres précédents
peuvent étre utilisés pour calculer certains invariants homologiques des bandes
réguliéres & gauche associées aux arrangements centraux. Plus précisément, on a
présenté la construction d’un complexe de modules qui s’avére étre une résolution
projective des modules simples, puis on a utilisé ce compleke pour calculer les
valeurs du foncteur Ext sur ces modules. Ces quelques calculs homologiques sont
& 'orée des connaissances actuelles sur ce sujet : on peut non seulement tirer
beaucoup plus du complexe de Brown-Diaconis, mais aussi généraliser ce complexe

en étudiant 1’action des bandes réguliéres & gauche sur les CW-complexes.

On mentionne, en terminant, quelques questions ouvertes.

1. Méme si on comprend assez bien comment les relations de Green se com-
portent dans les bandes réguliéres & gauche, on en sait assez peu sur les
bandes réguliéres & gauche elles-mémes. En particulier, il n’existe, & ma
connaissance, aucune véritable classification des bandes réguliéres & gauche
finies. Un bon point de départ pour établir une telle classification serait

d’étudier les congruences des bandes réguliéres a gauche libres.

2. Les bandes réguliéres a gauche libres partiellement commutatives semblent
avoir une structure combinatoire intéressante. On a énoncé dans le cha-
pitre 1 une conjecture sur la cardinalité des bandes réguliéres & gauche
déterminées par les graphes cycles et les graphes chaines, qui suggére des
relations combinatoires avec des ensembles de permutations. Il n’existe &

ma connaissance aucune explication de ces phénomeénes.
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3. Un résultat étonnant de Margolis et al. (Ma.réolis et al., 2015a) montre que
'algébre d’une bande réguliére & gauche est unitaire si et seulement si toutes
ses contractions sont Z-connexes. La preuve actuelle utilise beaucoup de
machineries de la théorie de la représentation et est assez peu transparente.
Il serait intéressant d’en trouver une preuve plus élémentaire, peut-étre en

utilisant les familles eulériennes de la section 2.2.4.

4. Les résultats de la section 2.2.5, qui concernent les valeurs propres de cer-
tains opérateurs sur les algébres de bandes réguliéres 4 gauche, reposent en
partie sur le théoréme de Perron-Frobenius. L’apparition de ce théoréme
semble incongrue et limite la portée des formules. Des calculs effectués
sur les bandes réguliéres & gauche libres B, et B; me poussent & croire
qu’il serait possible de remplacer le théoréme de Perron-Frobenius par des

arguments combinatoires.

5. Comme on I’a déja mentionné, les résultats obtenus au chapitre 3 se géné-
ralisent aux bandes réguliéres & gauche qui agissent sur des CW-complexes.
De maniére générale, les valeurs du foncteur Ext sont déterminées par la
topologie de I’ensemble ordonné associé 4 la relation <g (Margolis et al.,
2015a). Ces résultats présentent une ressemblance frappante avec des résul-
tats classiques de Gerstenhaber et Schack sur la cohomologie de Hochschild
(Gerstenhaber et Schack, 1986). Personne, & ma connaissance, n’a encore

trouvé d’explication & cette ressemblance.






ANNEXE A

ZONOTOPES POLAIRES

Cette annexe vise & donner un exposé détaillé de la construction du zonotope
polaire & un arrangement d’hyperplans. Cette construction est notamment uti-
lisée dans le chapitre 3 pour démontrer qu’'un certain complexe de modules est
acyclique. La référence principale pour cette annexe est (Ziegler, 1998). Le livre

(Bjorner et al., 1999) et l’article (McMullen, 1971) ont aussi été consultés.

Al Polytopes et zonotopes

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension fini. On appelle polytope un sous-
ensemble P C V qui est l'enveloppe convexe d'un ensemble fini de points. En

d’autres mots, P est de la forme P = Conv(S) pour un certain ensemble fini 3.

Soit H un hyperplan affine de V et P C V un polytope. On dit que H est un
hyperplan valide de P si P est contenu dans 1'un des deux demi-espaces fermés
déterminés par H. Une face de P est une intersection de la forme PN H ot H
un hyperplan valide de P. Par convention, P est aussi une face de P. On notera
JF(P) l'ensemble des faces non-vides de P. Le choix d’exclure la face vide de cette
notation sera justifié un peu plus loin lorsqu’on donnera une bijection entre les
faces d'un arrangement central d’hyperplans et les faces non-vides de son zonotope

polaire.
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On note qu’un sous-ensemble non-vide de P est une face si et seulement s’il maxi-
mise une forme linéaire. En effet, si F' maximise une forme linéaire n: V — R, ou
bien 7 = 0 et alors F' = P est bien une face; ou alors 7 # 0 et F' est 'intersection

de P avec ’hyperplan valide

H = {v: n(v) = max(n(P))} .

Cette définition sera pratique pour nos besoins, et on 1’utilisera fréquemment.

On va maintenant introduire une classe de polytopes qui sera pour nous d’un
intérét particulier. Avant d’arriver & leur définition, on commence par introduire
une opération sur les polytopes. Etant donné deux sous-ensembles X,Y C V, on
note X +Y I'ensemble {r+y:2z € X,y € Y}. Cette opération est appelée la
somme de Minkowski, et on peut vérifier qu’elle préserve les polytopes. En fait,
si S1, S, sont deux sous-ensembles de V, alors on a Conv(S; + Sp) = Conv(S;) +
Conv(Ss).

On appellera zonotope un sous-ensemble de V' qui est une somme de Minkowski
d’un nombre fini de segments. .Comme un segment est ’enveloppe convexe de
ses extrémités, un zonotope est une somme finie de polytopes; il est donc & son
tour un polytope. On peut aussi caractériser les zonotopes comme les projections

linéaires d’hypercubes (Ziegler, 1998).

A2 Zonotope polaire d’un arrangement d’hyperplans

Pour cette section, on fixe un arrangement central d’hyperplans .A dans un espace
vectoriel réel V' (c.f. §1.5). Notre prochain objectif est de définir le zonotope polaire

associé a I’arrangement .A.

Supposons que ’arrangement A provient de formes linéaires 1y, H € A. Alors la
somme de Minkowski des segments [—7g, 7y] est un zonotope de ’espace dual V*.

Comme il s’agit de I’'objet central dans cet annexe, on lui consacre une définition :
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Définition A.l. Soit A un arrangement central d’hyperplans réels provenant de
formes linéaire 1y, H € A. Le zonotope polaire de A est

Za=_[-nu,nu)

HeA

Les éléments de Z 4 sont donc les formes linéaires n qui s’écrivent sous la forme

n=> ammu, ot —1<ag<l
HeA

Le zonotope polaire étant un polytope du dual V*, ses faces non-vides sont déter-
minées par les formes linéaires V* — R, c’est-a-dire les éléments du double-dual
V**. Comme V est un espace de dimension finie, on a un isomorphisme canonique
V £ V**. On convient de noter ev, I'image de u € V sous cet isomorphisme. On

rappelle que ev, est décrit par la formule
Vne V*, evy(n) =nu).

Ainsi, un vecteur u € V' détermine 4 la fois une face de A (de covecteur o(H) =

sgn(nu(u))) et une face de Z4 (le sous-ensemble de Z4 qui maximise ev,,).

A3 Bijection entre les faces d'un arrangement et de son zonotope polaire

On va maintenant construire une bijection entre F(Z4) et F(A). La premiére
étape de cette construction consiste & mieux comprendre la face de Z4 qui corres-
pond & un vecteur u € V. Pour des raisons de commodité, on identifiera {—, 0, +}

avec {—1,0,1}.

Lemme A.2. Soit A un arrangement central d’hyperplans qui provient de formes
linéaires ny. Fizons u € V et soit la séguence o, € { —,0,+}* définie par
ou(H) = sgn(nu(z)). Soit ay,H € A, des scalaires qui satisfont —1 < ay < 1.
Alors l'inégalité suivante est satisfaite :

(Z amm) <Y ou(H)na(w),

HeA HeA
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avec égalité si et seulement si :

VHe A, o,(H)=0ouo,(H)=ay.

Démonstration. Soit o, = Yy 4 ou(H)na(u) et considérons
ay—evu(n) = Y (ou(H) —au)na(w) = D (ou(H) — an)nu(v).
HeA Uu,(H)#O
Cette derniére somme n’a que des termes positifs. En particulier, elle est nulle

si et seulement si chaque terme est nul, ce qui revient précisément a dire que

o.(H) = ay dés que o,(H) # 0. [ |

Avec les notations du lemme précédent, I'unique face F' de A qui contient le vecteur
u € V a pour covecteur o = g,. On en déduit alors facilement la proposition

suivante :

Proposition A.3. Pour toute face F' d’un arrangement central d’hyperplans A,

l'ensemble suivant est une face du zonotope polaire Z 4 :

oF)=¢ Y awmg+ Y. or(H)mg:-1<apg<1
or(H)=0 or(H)#0

Démonstration. Fixons une face F' € F(A) et soit u € F. Alors le lemme précé-
dent montre que ®(F) est précisément le sous-ensemble de Z 4 qui maximise ev,,

et donc &(F) € F(Z4). u

On va démontrer que P est en fait une bijection, et méme un isomorphisme d’en-

sembles ordonnés.

Commencons par nous débarrasser de la surjectivité, qui n’est pas trop difficile
& déduire de ce qui précéde. Fixons une face G € F(Z,). Alors G est I’ensemble

qui maximise une certaine forme linéaire ev,. Mais on a vu dans la preuve de la
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derniére proposition que cet ensemble est précisément ®(F) lorsque F est la face

contenant u. Par conséquent, ®(F) = G et on a la surjectivité.

La proposition suivante achéve de démontrer que ® est un isomorphisme d’en-
sembles ordonnés. Sa preuve repose sur le lemme 1.47, qui caractérise les faces qui

satisfont ' = FG ou F = GF.

Proposition A.4. Soit A un arrangement central d’hyperplans et deuz faces
F,G € F(A). Alors
F<aG < ®(F) C 9(G).

Démonstration. D’abord, supposons que F <g G, et soit n € ®(F). Ecrivons

= Z apny + Z or(H)nu, ot —1<ap<1

op(H)=0 op(H)7#0
Comme F <z G, on a que o¢(H) = op(H) lorsque og(H) # 0 (lemme 1.47) en
sorte que '
= Z aHNy + Z or(H)ng + Z oc(H)ng € (G).
op(H)=0 op(H)#0 oa(H)#0 .
oc(H)=0

Donc ®(F) C ®(G).

Réciproquement, supposons que ®(F) C ®(G). Fixons u € G et considérons

I’élément suivant de ®(F) :

n=Y_ or(H)na.

HeA
Puisque ®r(H) C ®¢(H), n maximise ev, sur Z4. De plus, sgn(ng(u)) = oc(H)

pour tout H € A, et donc par le lemme A.2, on conclut que
Ug(H) =0 ou O'G(H) = O'F(H).

Le lemme 1.47 entraine alors F <g G. |
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Figure A.1 L’arrangement booléen Bz et son zonotope polaire.

Le corollaire suivant est alors immédiat.
Corollaire A.5. Soit A un arrangement central d’hyperplans, alors I’application

® définit un isomorphisme d’ensembles ordonnés (F(A), <g) = (F(Z4),C). N

On note que (F(A), <z) et (F(Z4),C) sont en particulier des treillis, et ® est

donc un isomorphisme de treillis.

A4 Exemples

On calcule dans cette section les zonotopes polaires des arrangements booléens et

des arrangements de tresses (c.f. §1.5).

On rappelle que 'arrangement booléen B, provient des formes linéaires de R
définies par la projection sur chaque coordonnée. En notant {ey,...,e,} la base
canonique de R™, on peut donc voir ces projections comme les éléments de la base

duale standard, et le zonotope polaire est alors donné par
Zp, ={ne (R")": -1<mn(e) <1}.
En particulier, Zg, est simplement I’hypercube dans (R")*.

Le zonotope polaire de I’arrangement de tresses 7, est un polytope bien connu

appelé le permutaédre. On définit souvent le permutaédre d’ordre n comme 1’enve-
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loppe convexe de 1'orbite de (1, ..., n) dans R™ sous 'action du groupe symétrique
Sy Plus généralement, on appelle permutaédre un polytope qui est ’enveloppe
convexe dans R™ d’un point & coordonnées distinctes sous ’action du groupe sy-
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