UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL

MODELES DE CHAINES DE MARKOV CACHEES ET DE CHAINES DE
MARKOV COUPLES APPLIQUES AU NOMBRE DE DEFAUTS EN RISQUE

DE CREDIT

MEMOIRE
PRESENTE
COMME EXIGENCE PARTIELLE

DE LA MAITRISE EN MATHEMATIQUES

PAR

JEAN-FRANGOIS FOREST-DESAULNIERS

JUILLET 2018



UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL
Service des bibliotheques

Avertissement

La diffusion de ce mémoire se fait dans le respect des droits de son auteur, qui a signé
le formulaire Autorisation de reproduire et de diffuser un travail de recherche de cycles
supérieurs (SDU-522 — Rév.10-2015). Cette autorisation stipule que «conformément a
Particle 11 du Reéglement no 8 des études de cycles supérieurs, [I'auteur] concéde a
'Université du Québec a Montréal une licence non exclusive d’utilisation et de
publication de la totalité ou d’'une partie importante de [son] travail de recherche pour
des fins pédagogiques et non commerciales. Plus précisément, [Iauteur] autorise
'Université du Québec a Montréal a reproduire, diffuser, préter, distribuer ou vendre des
copies de [son] travail de recherche a des fins non commerciales sur quelque support
que ce soit, y compris I'Internet. Cette licence et cette autorisation n’entrainent pas une
renonciation de [la] part [de 'auteur] & [ses] droits moraux ni a [ses] droits de propriété
intellectuelle. Sauf entente contraire, [Pauteur] conserve la liberté de diffuser et de
commercialiser ou non ce travail dont [il] posséde un exemplaire.»






REMERCIEMENTS

D’entrée de jeu, je désire remercier les professeurs et chercheurs en actuariat, en
finance et en mathématiques du Département de mathématiques de I’Université du
Québec & Montréal, Jean-Philippe Boucher et Mathieu Boudreault. Leur soutien
financier et psychologique tout au long de ma maitrise fut grandement apprécié.
Je tiens particuliérement a remercier Jean-Philippe Boucher pour son dévouement
et sa patience & mon égard. De plus, j'aimerais souligner 1’aide de Mohamed El
Yazid dans la validation de mon code pour modéliser les chaines de Markov couples

(normale bivariée).






TABLE DES MATIERES

LISTE DES TABLEAUX ... .............. TR R Y ix
BETE DETFHEERER © ca. du s o9 0w oot 08 Glasns i é ulés xi
e e e e Lol e e O b e = te s e s xiii
INTRODUCTION . . . . . e e e e e e e e |
0.1 Fondement historique . . . . . . .. ... ... ... ... . ..., 1
03 Rivgaedoanddib: . o - o« 0.t G166 0d 06 86% sw db s h'h bn dlas &
s\ EOR Uil o oq s 79 015 PG5 B §2u 2O O E BE G DT B Bk 4
0.4 Modélisation du risque de crédit . . . . . . . .. ... ..., 6
05 ContenndumBmoite . . o o % oo o o @ b s ale e nw om0 b beomEs 8
CHAPITRE I
CONCEPTS GENERAUX . . . .. . et s e 9
1.1 "Données decomptage. . « <« ¢ dc o 0 ws 0w we sk 5 e boe oalk = 4
111 Disteibutionda Polssom: . ¢« » « « o e 66 i6 v o w66 o o s s 9
1.1.2 Distribution de Poisson avec régresseurs . . . .. .. ... .. 10
1.1.3 Estimateur par maximum de vraisemblance (EMV) . . . . .. i\ |
1.1.4 EMYV - Poisson et Poisson avec régresseurs . . . . . .. .. .. 13
1.1.5 Distribution conditionnelle . . . . . . . ... ... ... .. .. 15
1.2 Série temporelle de comptage . . . . ... .. ... ... ... 16
1.2.1 Propriété de dépendance de Markov . . ... ... ... ... 17
1.2.2 Fonction de vraisemblance des séries temporelles. . . . . . . . 17
1.3 Multiplieateur deliagrange . <o & o0 s 2 evd e o0 o b e sk s 18
et | Soritre Al et B 5 6 5@ o0 Wae ow 60 w2 sl o'l s bie 18 Bl& G 19
1.5 Propriété des distributions de mélanges . . . . . ... ... ... ... 19

CHAPITRE II



vi

CHAINES DE MARKOV CACHEES . .. ................. 21
2.1 Notionsdebase . . . . ... .. ... .. ... e 21
2.2 Fonction de vraisemblance et Complete-data log-likelihood pour le mo-
déle HMM simuple . . o« v« o nw o« 06 @ 0 ¢ mie o 60 oo oo e vie 24
2.3 Paramétrisation du modéle HHM simple . . . . ... ... ... ... 26
2.4 Estimation du modéle HHM simple . . . . . . .. .. ... ... ... 29
2.4.1 Parameétres initiaux de l’algorithme EM, utilisés dans I’estima-
tion des EMV pour le modéle HMM simple . ... ... ... 30
2.4.2 Algorithme Espérance-Maximisation . ... ... .. .. ... 31
R APRICEER s s AAlr @ mia NS ma tais 8 Be AiRe Be a8 Ve s 35
2.5.1 HMM simple - Poisson avec régresseurs . . . . . .. ... ... 37
2.5.2 Représentation graphique du modéle HMM simple. . . . . . . 38
2.6 Chaines de Markov cachées dusecond ordre . . . . .. ... ..... 39
CHAPITRE 1II
CHAINES DE MARKOV COUPLES . .. .. .. .... ... ... ... 43
3.1 Notionsdebase . . . . ... .. ... . ... 43
3.2 Log-vraisemblance des données complétes du modéle PMC . . . . .. 45
3.3 Paramétrisation du modéle PMC . . . .. .. ... ... .. ..... 46
il EPRICREIEHE 6 5 e ot sib e ik B0 s lhe BG e b G B E Ve BG E 48
341 Applicstiondun modada PMO .« s s s 64 v mns 0w s s s « 48
3.4.2 Modéle PMCindépendant . . . . .. .. ... ......... 50
3.4.3 Représentation graphique du modéle PMC . . . . . ... ... 52
3.5 Lienentre PMCet HMM . .. ... ... ... ... ........ 53
3.6 Reconnaissance d’image a ’aide du modéle PMC . . . ... .. ... 54
S50, Ehldrtleant . . & .« o5 e e tle e b B ac oD s e ee s 55
3.6.2 Application PMC 3a la segmentation d’image . . . . . .. . .. 56

CHAPITRE IV
APPLICATION DE MODELES HMM ET PMC A DES DONNEES FI-
NANCIERES . . . . o s s s, 63



vii

41 Basededonnées . . ... ... ... ... ... e 63
dile]l TOPESSEIIS & o< = 7a b6 FLE 5 P B /s & 8 oE BhE nE be s 65
4.1.2 Nombre de compagnies (exposition) . . . . .. ... ... ... 68
4.1.3 Données empiriques . . . . . . . . .. ..o 69

4.2 Application-Poisson . . . . .. .. ..o L oL 71

4.3 Bllection du mddBlE .« ¢ 55 c 5w v s d B § e E b ke e e 74

4.4 Application - Poisson avec régresseurs. . . . . . . ... .. ... ... 75

4.5 Application -BHMM POIBSON . . « « « « o s o v 5 6 v v 0 s 0 5 4 8 v 77

4.6 Application - HMM Poisson avec régresseurs . . . . . . . .. .. ... 80

4.7 Application - HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y|C;) . . 82

4.8 Application - HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y'|C;, Cy—1) 85

49 Application - PMC-INPoisson. . . . . ... .. ... ......... 89
4.10 Application - PMC-IN Poisson avec régresseurs . . . .. ... .. .. 91
4.11 Tableau sommaire des différents modéles . . . . . . ... ... .. .. 94
CIMERCEERING « aime oo a6 a2 @e 6o des sk Ale 848 06 Bs 1868 B e o 97
ANNEXE A
DEMONSTRATIONS HMM - CHAPITRE2 . . ... .. ... ...... 99
ANNEXE B
DEMONSTRATIONS PMC - CHAPITRE3 . . ... ........... 109
ANNEXE C
BASE DE DONNEESBRD - PRIXIPC ... ... ... ......... 121
ANNEXE D
NOMBRE ANNUEL DE COMPAGNIES ACTIVES ... ......... 123
ANNEXE E
MODHELES ANALYSES & 2. o 6 56 fe ki sa sl acomann 8oe 5id b 125

BEFERERCESE - 5 nn ava e 52r 008 e = mim we s RiE £ 2V8 matls vis 8 127






Tableau
3.1

4.1
4.2
4.3
4.4

4.5

4.6
4.7
4.8
C1
D.1

LISTE DES TABLEAUX

Résultats de ’application des modéles PMC, PMC-IN et HMM
comparé 3 l'image originale du zébre (voir figure 3.5) . . . .. ..

EMV f; - Poisson régresseur . . . . . . . . . v v v v i v u o0 ..
EMVT, et F;-HMM Poisson . . .. ..............
EMV T, §;, F; et B; - HMM Poisson avec régresseurs . . ... . .

EMV T, §;, F; et B; - HMM second ordre Poisson avec régresseurs
GV s B ae & £8 amaar 58 BE SAB BE Be Sa0 BE & 68

EMV T, §;, F; et B; - HMM second ordre Poisson avec régresseurs
(Rl M acd < 5 ¥ie 6 L6 5% bid oD 2 20008 b DL

EMV ¢, Mjjet A% -PMC-INPoisson . . . .. ...........
EMV c;;, Fl

3> Fii et B; - PMC-IN Poisson avec régresseurs
Tableau sommaire des différents modeéles . . . . .. ... ... ..
BRD - Actifrequis . . ... ... .. .. ... ... ... ...,

Nombre annuel de compagnies actives . . . . . . . .. .. ... ..

Page






Figure
0.1
0.2
2.1
232

2.3

3.1
3.2
3.3

3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
4.1

4.2
4.3

LISTE DES FIGURES

Page
Evolution des défauts et événements économiques importants . . . 4
Tableau comparatif des grandes agences de crédit (Wikipedia, 2014) 6
Schéma de transition modéle HMM simple . . . .. ... ... .. 22

Schéma de transition modéle HMM second ordre (distribution condi-
tionnelle des valeurs observées : V;|C; =1 (1=1,2,...,m)) . . . . . 40

Schéma de transition modéle HMM second ordre (distribution condi-
tionnelle des valeurs observées : Y;|Cy—1 = 4,Cy =7 (1,5 = 1,2,...,m)) 41

Schéma de transition modéle PMC général . . . .. ... ... .. 43
Schéma de transition modéle PMC-IN . . ... ... ... .... 50
Exemple schéma balayage aller-retour. Ce schéma provient de Ar-

Ytnnoe & ol GNIB]. & mo 5w is 4 b s BlEs b s WAL bE 56
Balayage d’Hilbert-Peano . . . . . .. .. ... ... ........ 56
Image originale duzébre . . . . . .. .. ... ... ... 57
Image embrouillée du zébre . . . . . . ... .. ... 58
Imape apres PRIC @0'86B8 . ¢ o0 so6 6 s a a6 o 56 ms 6/t &b o 59
Image aprés PMC-INduzébre . . . . .. .. ... ... ...... 60
Image aprés HMM duzébre . . . .. .. ... .. ... .. .... 61
Evolutions temporelles du nombre de compagnies actives avec un

actif > 100,000,000% en valeur de 1980. . . . . . .. ... ... .. 69
Evolutions temporelles des défauts . . . . .. ........... 70

Distribution empirique des défauts . . . .. .. ... ... .... 7l



xii

4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15

4.16
4.17
4.18
4.19

Application = POIBEGI . .« « ¢« prwie s:0 Ela0E b5 B4 5 ©C bk bid § B 72
Application - Poisson avec exposition . . . . ... ... ... ... 73
Série temporelle des régresseurs du modéle 13 . . . . .. ... .. 75
Application - Poisson avec régresseurs . . . . . .. ... ... ... 76
Application - HMM Poisson . . . . .. .. .. ... ... ..... 78
Probabilité {;(t) - HMM Poisson . . . . . . ... .oovo ... 79
Application - HMM Poisson avec régresseurs . . . . . . ... ... 80
Probabilité ¢;(t) - HMM Poisson avec régresseurs . . ... ... . 82

Application - HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y;|C;) 83
Probabilité {;(t) - HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y;|C;) 84
Application - HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y;|C;_,, C;) 86

Probabilité (;(t) - HMM second ordre Poisson avec régresseurs

(B el s b 56 BE Wo't s et S- dr it 38 olam o8 & 87
Application - PMC-IN Poisson . . . . . . ... ... ... ..... 89
Probabilité ¢;(t) - PMC-IN Poisson . . . . ... .......... 90
Application - PMC-IN Poisson avec régresseurs . . . .. .. ... 92

Probabilité ¢;(t) - PMC-IN Poisson avec régresseurs . . . . . . . . 93



RESUME

La modélisation du risque de crédit est un sujet de plus en plus important pour
les institutions financiéres. Depuis la récente crise économique en 2008, plusieurs
traités internationaux et lois nationales exigent des institutions financiéres une
trés grande rigueur dans la modélisation et le calcul du risque de crédit, et ce, afin
de couvrir les risques de défaut. Le sujet de ce mémoire est la modélisation du
nombre de défauts en risque de crédit 4 ’aide de modéles de chaines de Markov
cachées (Hidden Markov models - HMM) et de modéles de chaines de Markov
couples (Pairwise Markov Chain - PMC). Les principes importants des modéles
HMM et PMC sont d’abord définis. Par la suite, ces modéles sont appliqués &
une série temporelle de données empiriques du nombre de défauts de grandes
compagnies américaines. Pour appliquer les modéles HMM et PMC, ’algorithme
d’Espérance-Maximisation (EM - Expectation Mazimization) est utilisé afin de ca-
librer les paramétres de ces modéles (Estimateur par maximum de vraisemblance
- EMV). A l'aide des EMV, la modélisation et la prédiction de 1’évolution du
risque de défaut sont possibles. L’analyse des résultats montre que ’'utilisation
d’un modéle HMM capte mieux les mouvements non stationnaires de la série de
défauts a 1’étude que les modéles PMC. En effet, les modéles PMC - principa-
lement utilisés en reconnaissance d’image - nécessitent un trés grand nombre de
paramétres, ce qui détériore significativement la qualité de ce modéle étant donné
le peu de données disponibles.

Mots-clés
Chaine de Markov caché (HMM - Hidden Markov Models), Chaine de Markov
couple (PMC - Pairwise Markov Chain), Série temporelle, Risque de crédit






INTRODUCTION

0.1 Fondement historique

Le risque de crédit se traduit par le risque qu’une contrepartie ayant contracté un
prét soit dans ’incapacité de rembourser cette dette a la compagnie émettrice. Il
s’agit donc d’un danger financier trés important pour les institutions financiéres.
En effet, si une banque contracte une hypothéque avec un client et que celui-ci ne
rembourse jamais cette dette, la banque subira une perte. Si tous les clients de
la banque ne sont plus capables de rembourser leurs dettes, alors la banque aura
de fortes chances de déclarer faillite. Il est donc primordial pour les institutions
financiéres de modéliser le risque de crédit, puis d’instaurer des régles quant aux

montants accordés a chacun de ses clients.

En ce sens, plusieurs agences réglementaires (nationales et internationales) sur-
veillent de prés le risque de crédit. Cette surveillance s’effectue pour toutes les
institutions qui ont un apport financier important, en fonction de leur pays d’occu-
pation. Ainsi, comme au Québec avec I’Autorité des Marchés Financiers (AMF),
il existe des agences réglementaires pour un territoire donné. Cesdites agences
veillent & ce que les institutions financiéres maintiennent suffisamment de capitaux
afin de surmonter des périodes de crise financiére et ainsi éviter la faillite. L’une
des agences les plus reconnues est la Bank for International Settlements (BIS)
qui s’assure du respect des exigences du Basel Committee on Banking Supervision
(BCBS) (voir BIS, 2016). En effet, le BCBS, comité fondé en 1974, a mis sur pied
une série d’accords internationaux ayant pour objectif d’assurer la solvabilité des

grandes institutions financiéres. Ces accords portent le nom de d’Accords Bale



(ou simplement Béle), plus connus sous le nom anglais de Basel Accords (ou Ba-
sel). Or, Bale fut amélioré plusieurs fois depuis sa version originale afin de suivre
I’évolution des produits disponibles sur le marché et de traquer ’amélioration des
modéles utilisés dans le calcul des risques économiques. La version actuelle (en

date de 2018) de Bale est la III (Committee et al., 2010).

0.2 Risque de crédit

En plus du risque de crédit, les institutions financiéres font face & deux autres
grands types de risques; le risque de marché et le risque opérationnel (Dowd
et Rowe, 2004). Le risque de marché concerne l'incertitude actuel de 1’économie
mondiale (globale). Il est difficile de modéliser ce risque, puisque 'analyse se fait
sur de trés courtes périodes de temps. Quant au risque opérationnel, il s’agit du
risque de pertes dii & des problémes de processus, de systémes et de personnel, ou
encore d’événements externes autres que le défaut de paiement. Il est par définition
difficile de modéliser ces risques de par leur rareté et leur caractére inattendu. Dés
lors, la rareté des données constitue un tout autre obstacle & la modélisation de

ce risque.

Bien qu’il soit important de modéliser tous les types de risques financiers, ce
mémoire traite principalement du risque de crédit. En effet, ce risque est d’une
importance capitale pour les institutions financiéres puisqu’un trop grand nombre
de défauts peut mener a la faillite de celles-ci. La création d’agences gouverne-
mentales qui veillent & ce que les institutions financiéres se prémunissent contre
ce risque est d’ailleurs un autre indice du réle central qu’il occupe dans le monde

financier.

Le capital économique du risque de crédit (EC - Credit risk economic capital)
correspond & la portion de capital qu’une institution financiére doit conserver

pour faire face au risque de crédit. En prenant des hypothéses sur les probabilités



de défaut de ses clients, 'institution financiére peut générer une distribution de
perte afin d’estimer le capital économique nécessaire pour couvrir les défauts de

paiement.

Pour illustrer ce phénoméne, prenons ’exemple d’un consommateur qui achéte
des biens dans un magasin avec une carte de crédit émise par une institution
financiére. Si cette personne fait défaut sur le paiement de sa carte de crédit,
c’est alors & l'institution financiére de payer les achats réalisés au magasin. Si
beaucoup d’individus font défaut de paiement sur leur carte de crédit en méme
temps, l'institution financiére sera a court de liquidité et ne pourra pas payer ses
créanciers (dans notre exemple, il s’agit du magasin). Cependant, si 'institution
financiére se couvre contre le risque de crédit grace & des réserves (soit le capital
économique de risque de crédit), elle pourra payer ses créanciers et ainsi éviter

une potentielle faillite.

Le capital économique est utilisé comme protection en excédent de la moyenne
des pertes. L’EC peut aussi étre vu comme les pertes non anticipées. Il n’y a
pas de consensus autour de la définition de 'EC, mais son objectif est toujours
de prévenir ’insolvabilité de ’institution financiére. La définition de ’EC qui est
utilisée dans ce mémoire est celle de Moody’s. Selon cette définition, ’'EC est la
différence entre la VaR. ( Value-at-Risk, valeur au risque) et ’espérance des pertes

(EL - Ezpected loss, perte anticipée)(Chorafas, 2004), soit
EC =VaR - EL.

La VaR est la valeur maximale de perte possible qu’une institution financiére peut
subir avec une certaine probabilité (aussi appelé seuil). Par exemple, une VaR au
seuil de 99.99% serait le montant en perte tel qu’au maximum 99.99% des pertes
ne dépassent pas ce seuil. La VaR ne doit pas étre vue comme la simple addition

de tous les risques de maniére indépendante. En effet, le calcul de la VaR prend



en considération la corrélation entre chacun des risques.

La figure 0.1 illustre que le défaut de compagnies actives sur les marchés semble
positivement corrélé aux événements économiques importants, comme les crises
économiques et les récessions. Or, il est donc primordial pour une institution

financiére de modéliser ce risque, afin d’éviter de grandes pertes.
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Figure 0.1 Evolution des défauts et événements économiques importants

0.3 Cote de crédit

La figure 0.1 utilise des lettres pour désigner la cote de crédit d’une compagnie.
Cette cote est évaluée par de grandes agences spécialisées dans ce domaine, telles
Standard & Poor’s et Moody’s Investors Service. Dans la figure 0.1, la charte
utilisée est celle fournie par Standard & Poor’s. Les chartes de cotes sont trés utiles,

car elles permettent de déterminer le risque de défaut d’une compagnie simplement,



en regardant son indice. A la figure 0.2, un comparatif des chartes de cotes des plus
grandes agences américaines est illustré. De maniére générale, une cote de A ou
B représente un investissement ayant peu de risque de crédit. En ce qui concerne
les cotes de crédit plus basses, elles représentent un investissement spéculatif,
aussi appelé investissement risqué et dangereux. Les investissements & risque sont
fortement affectés par les crises financiéres en comparaison aux investissements peu
risqués (voir figure 0.1). L’utilisation des cotes de crédit semble donc une bonne
méthode pour différencier les compagnies en bonne santé financiére de celles ayant
une plus grande probabilité de défaut. Cependant, le modéle de cote de crédit n’est
pas infaillible. En guise d’exemple, la banque américaine Lehman Brothers était
cotée A2 par Moody’s Investors Service jusqu’a 5 jours avant qu’elle ne déclare
faillite le 15 septembre 2008, lors de la crise financiére globale (Moody’s, 2008).
Cela démontre que les modéles de risque de crédit ne sont pas encore parfaits, et

c’est pourquoi il est primordial de poursuivre le développement de ceux-ci.
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Figure 0.2 Tableau comparatif des grandes agences de crédit (Wikipedia, 2014)

0.4 Modélisation du risque de crédit

La modélisation du risque de crédit est un sujet qui fait ’objet d’études acadé-
miques depuis les années 1970. L’une des premiéres modélisations pour ce risque
fut introduite par Merton (1974). Merton compare la probabilité de faire défaut
(suffisance des fonds propres) a 1'évaluation d’une option d’achat ( call) sur Pactif
de la compagnie (sous-jacent) et utilise la valeur de la dette comme prix d’exer-
cice. La méthode utilisée par Merton pour trouver la fréquence de défaut espérée
(Ezpected default frequency - EDF') est similaire & celle de Black et Scholes (1973).

Par la suite, le modéle de Black et Cox (1976) reprit cette idée, en ajoutant la



possibilité que le défaut puisse arriver & n’importe quel moment avant ’échéance
(cette approche s’appelle typiquement "modéle de premier passage"). Plus ré-
cemment, plusieurs auteurs ont écrit sur la modélisation du risque de crédit et
plusieurs compagnies ont commencé & utiliser ces modéles afin de mitiger leurs

risques.

De nos jours, un modéle fortement utilisé dans I’industrie est celui développé par
KMV Corporation puis racheté par Moody’s. Le modéle KMV fait le calcul de
I'EDF en utilisant la distance au défaut (distance to default - DD). La DD est un

indice de défaut se calculant ainsi

Vo— L
DD =
Vaov ’

ou Vy est la valeur de l'actif au temps initial, L est la somme des dettes de
la compagnie & rembourser dans la prochaine année et oy est la volatilité des

rendements de 'actif.

D’autres modéles sont aussi utilisés dans P’industrie. RiskMetrics (voir Reuters,
2017) modélise le risque de crédit a I’aide de matrices de transition sur les cotes

de crédit.

Creditrisk+, développé par Credit Suisse Financial en 1997 (voir CSFBI, 2017),
modélise le risque de crédit & ’aide de modéle statistiques appliquées aux don-
nées historiques. Contrairement au modéle KMV, Creditrisk+ n’attribue pas la

structure de capital d’une compagnie 4 une cause de défaut.

De plus en plus de publications traitent de la modélisation du risque de crédit.
Giampieri et al. (2005) utilisent les modéles de chaines de Markov cachées avec
une distribution binomiale pour modéliser les cycles financiers de plusieurs secteurs
d’industrie (détail, énergie, média, transports). Plus récemment, les modéles de

réseaux de neurones ont aussi été utilisés pour modéliser le risque de crédit (voir



Hamdy et Hussein, 2016). Le risque de crédit est donc un domaine en constante
évolution et 'intérét des institutions financiéres pour des modéles plus performants

ne cesse d’augmenter.

0.5 Contenu du mémoire

L’'importance de la modélisation du risque de crédit n’est plus & prouver et le
présent mémoire s’inscrit dans la florissante recherche faite sur le sujet. Plus pré-
cisément, ce mémoire traite de la modélisation du nombre de défauts en risque
de crédit. Pour se faire, les modéles de chaines de Markov cachées ainsi que les
chaines de Markov couples sont appliqués sur une série mensuelle du nombre de
défauts de grandes compagnies américaines. Le défaut de la compagnie est observé
lorsque celle-ci rempli un document de Chapitre 7 ou 11 du rapport annuel 10-
K du SEC (Securities and Ezchange Commission )(respectivement liquidation et
réorganisation comme définie par le United States Bankruptcy Code). Cette série
va de 1980 & 2017 et provient du Département de droit de I’Université de Califor-
nie, Los Angeles (UCLA). Le nom de cette base de données est UCLA-LoPucki
Bankruptcy Research Database (BRD) (voir UCLA, 2017). Le chapitre 1 traite
des concepts de base en mathématiques et plus spécifiquement en probabilités et
séries temporelles. Les chapitres 2 et 3, quant & eux, développent les caractéris-
tiques et formules essentielles pour la modélisation de séries temporelles & l'aide
des chaines de Markov cachées et des chaines de Markov couples. Finalement, le
chapitre 4 applique les modéles aux données empiriques. Une fois appliqué, il sera
possible de déterminer si les modéles de chaines de Markov cachées ainsi que les
chaines de Markov couples sont de bons mandataires pour déterminer le risque de

défaut.



CHAPITRE I

CONCEPTS GENERAUX

1.1 Données de comptage

Les données de comptage sont utilisées dans plusieurs domaines tels que 'actuariat
(Denuit et al., 2007), la finance (Rose, 1990) et la modélisation de la démographie
en économétrie (Winkelmann, 1995). Ce mémoire utilise plusieurs modéles de

comptage pour modéliser le nombre de défauts, et ainsi le risque de crédit.

Les données de comptage prennent des valeurs entiéres dans l'intervalle [0, co)
(Np). L’utilisation de modéles sur de telles données permet de comprendre la

distribution du nombre d’occurrences d’un événement.

1.1.1 Distribution de Poisson

La distribution de Poisson est une distribution discréte proposée par Poisson
(1837) qui permet de calculer la probabilité qu'un certain nombre d’événements
se réalisent sur une certaine période de temps. La fonction de masse de la loi de
Poisson s’exprime comme suit :

e ANV

y!

" g=1{1.-8 A0 (L)

oll A est le seul paramétre de la distribution de Poisson. L’espérance de Y est égale

a A (E[Y] = )) et la variance de Y est égale & A (Var[Y] = )). Tout au long de
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ce mémoire, la lettre Y est utilisée pour représenter le nombre d’occurrences d’un
événement quelconque et y est utilisée pour représenter une observation. L’indice
de temps t est ajouté & y afin de définir la période de temps durant laquelle
I'observation a lieu, soit y;. La variable aléatoire (v.a.) représentant le nombre

d’occurrences au temps t est Y;.

132 Distribution de Poisson avec régresseurs

Les régresseurs sont des phénoménes observables qui ne sont pas corrélés a la va-
riable 4 ’étude. Cependant, ils sont corrélés avec celle-ci. Par exemple, le nombre
d’heures d’étude (régresseurs, variable indépendante) peut expliquer la note ob-
tenue 4 un examen (variable dépendante). Les régresseurs sont donc possiblement

prédictifs du phénoméne a 1’étude.

Le taux de chémage, le revenu familial, I'indice des prix & la consommation (IPC)

sont tous des exemples de régresseurs se rattachant & la finance.

Les régresseurs peuvent étre fixes ou évoluer dans le temps. Par exemple, ’age
d’une personne évoluera dans le temps, tandis que sa grandeur sera stable si cette
personne est d’dge adulte. La valeur du régresseur 7 au temps ¢t est z;; et le

paramétre se rattachant i cette variable est §;.

Il est possible de rendre ’'unique paramétre A de la distribution de Poisson dé-
pendant de plusieurs régresseurs variant dans le temps (pour plus de détails sur

ce sujet, voir Cameron et Trivedi, 2013). En effet, si

A = exp(x},8), (1.2)

ot B est un vecteur des paramétres (fo, ..., Bp) et x; est un vecteur transposé de
la. valeur de chacun des p régresseurs au temps t, alors la valeur de \; varie dans

le temps par rapport & I’évolution de la valeur des régresseurs.
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D’autres distributions de comptage peuvent étre utilisées et la majorité des distri-
butions peut étre modifiée afin d’admettre des régresseurs. Toutefois, le paramétre
A, de ces distributions, ne sera pas nécessairement lié de la méme fagon avec le

score x;(3.

1.1.3  Estimateur par maximum de vraisemblance (EMV)

L’estimateur par maximum de vraisemblance (EMV) fut introduit par Fisher
(1912, 1922). Cette technique permet de retrouver les paramétres d’une distri-
bution qui maximisent la vraisemblance d’obtenir un certain échantillon d’obser-

vations (yt).

L’EMV maximise donc la fonction de vraisemblance. La fonction de vraisemblance
est la fonction de masse de probabilité de Y évaluée en y, conditionnellement &
la valeur du vecteur 8, ou 6 représentant un vecteur de paramétres. Pour une

distribution de comptage, la fonction de vraisemblance s’écrit :

L(01 Y1, "')yT) = LT

= ]P(Yl — y17Y2 = Yo, '--7YT == yTle) (13)
T
t=1

Le passage de 1'équation (1.3) & (1.4) se fait en supposant que yi,...,yr sont
des réalisations de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(iid) Y3,..., Y7, ou T la taille de I’échantillon. Comme 0 < P(Y; =y;) < 1, la va-
leur de L tendra vers 0 plus T sera grand. Généralement, puisque la dérivée d’un
produit est plus difficile & effectuer que la dérivée d’une somme, il est préférable
d’utiliser le logarithme de la vraisemblance (qui sera nommé log-vraisemblance),
soit :

l(gayla "',yT) = lT = lOg LT-
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Par la suite, le vecteur de paramétres 6 est estimé en maximisant la fonction de

log-vraisemblance par rapport au paramétre 6. Cet estimateur est dénoté 6.

Pour trouver la valeur des 8, il est possible d’utiliser une large variété d’algo-
rithmes numeériques, dont la méthode de Newton-Raphson (pour des détails au

sujet de cet algorithme, voir Ypma, 1995).

Soulignons que la maximisation par l’algorithme de Newton-Raphson n’est pas
toujours nécessaire. En effet, si la fonction ne posséde qu’un seul paramétre, la
résolution de la premiére dérivée de I par rapport a ce paramétre donne la valeur
de 6. La résolution analytique & plusieurs dimensions est faisable, mais cette tache

est complexe.

La maximisation de la fonction de vraisemblance est généralement utilisée pour
trouver la valeur des paramétres. L’EMV est choisi pour ses caractéristiques in-
téressantes d’estimation. Quatre des caractéristiques principales de 'EMV sont

(Woodcock, 2014) :

1. Convergence : L’EMV converge en probabilité vers la vraie valeur du

parameétre estimé, soit :

phm é-,;’n = 0-,;,

n—oo

ol 0;, est le éme paramétre de 6 et l'indice n représente le nombre d’ob-

servations pour estimer le paramétre 6;.

2. Asymptotiquement normale : plus le nombre d’observations augmente,
plus la distribution du paramétre estimé tend vers une loi normale de moyenne
6; et de variance égale & I'inverse de la matrice d’information de Fisher du
paramétre §; (Z;'), soit :

lim ;, ~ N(6:, 1),

n—oo
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ou N(a,b) est une loi normale de moyenne a et de variance b. De plus,

__[ee Y, ..., Ya)
=8 [ =G5

1

3. Invariance : Si éi,n est 'EMYV de 6;, alors peu importe la fonction v = g(.),

I'EMYV de v est :

1') = g(éi,n)-

4. Asymptotiquement efficiente : La variance de 6; atteint la borne infé-
rieure de Cramér—-Rao avec un nombre d’observations tendant vers 1’infini,
soit :

lim Var(6;.) > Z;".

n—ro0

Puisque lim,_,o Var(éi,n) =T, 1 alors 'EMV est un estimateur pleinement

efficient.

1.14 EMYV - Poisson et Poisson avec régresseurs

La fonction de la log-vraisemblance d’une distribution de Poisson s’écrit

/&
Lr = [[P(Y: = w)
i=1

T
I =" log (P(¥; = 1))
=1
Fre(20)
= (6]
i=1 : vil

=) A+ vilog(X) — log(w:))],

i=1
ol Y1, ..., Yy € Ny sont des observations. Pour trouver la valeur de TEMV de ), il

ne reste plus qu’a trouver la valeur de A qui maximise /;. La valeur du paramétre

peut étre déterminée en dérivant [, par rapport au paramétre recherché. Il s’ensuit
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que :

?9? = Z [ + i log(X) — log(yi!))]

ﬁozi[ 1+§‘] (1.5)

=1

T
oi=Zml

= (L.6)

A Téquation (1.5), la valeur de zéro provient du fait que le maximum du logarithme

de la fonction de vraisemblance est recherché.

L’EMV des paramétres d’une Poisson avec régresseurs peut aussi étre trouvé.
L’équation 1.7 représente la fonction de log-vraisemblance d’une loi de Poisson ou
At = exp(zx}3). L’équation 1.8 représente, qu’en a-t-elle, la premiére dérivée par

rapport & 3 de I’équation 1.7

~~

pour des détails au sujet des équations 1.7 et 1.8,

voir Cameron et Trivedi, 2013).

o [ N

Ly = ]P(Yt = yt)

t=1
T

log(Lr) = Y _ =X + v log(X:) — log(ue!)
t=1
A

Ir(8) =) —exp(),B) + v} — log(v!); (L.7)

t=1

azT _ 9

T
38 Z exp(x;3) + yexy B — log(vs!)

1=

—

I
wE

) (ve — M); (1.8)

o~
1]

1

ol A; = exp(x}B). Pour trouver les paramétres de la loi de Poisson avec régres-
seurs, la technique élaborée dans la section 1.1.3 peut étre utilisée, ou bien un

algorithme de maximisation sur Ir, tel fmincon de Matlab.
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Les algorithmes de maximisation (tel Newton-Raphson) sont itératifs. Ces algo-
rithmes requiérent donc des valeurs initiales pour les paramétres & maximiser, soit
6©, La notation suivante est introduite, 8™, soit la valeur des 4 la (n+1)-iéme
itération d’un algorithme de maximisation itératif. Donc les 8™ ont toujours un
retard de 1 par rapport a l'itération de 1’algorithme de maximisation. Par exemple,
les valeurs de 6 sont utilisées dans la premiére itération, soit n+1=0+1=1.
Il s’en suit que é§"), représente 1’estimation de 6; a la (n + 1)-iéme itération. Les
valeurs de 6 (paramétres initiaux) sont définies par 'utilisateur. L'utilisateur

doit donc choisir celles-ci avec soin.

Pour la Poisson, il est préférable de mettre tous les ﬁi(o)(z' € [0,p]) initiaux de

Palgorithme & zéro a ’exception de ﬁ((,o) = log (Z%ﬂi), soit
n
60 — [log (—Eizl y) 0, 0} .

1185 Distribution conditionnelle

Empiriquement, il est connu que les séries de comptages admettent plus souvent
une surdispersion (Cameron et Trivedi, 2013), c’est-a-dire que la variance empi-

rique du phénoméne & I’étude est supérieure i son espérance.

Une technique simple pour générer de la surdispersion consiste en I’ajout d’une va-
riable aléatoire F' modifiant le paramétre A. La distribution de Y est conditionnel-
lement indépendant & la v.a. F'. Ce modéle s’appelle le modéle avec hétérogénéité.

Par exemple, une distribution Y est supposée équidispersée, soit :
E[Y] =Var[Y] = A\

L’ajout d’une variable aléatoire F' & cette distribution, a donc l'effet suivant sur
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I’espérance et la variance de cette distribution :

E[Y] =E[E[Y|F]]
=E[\F]
=AE[F];

Var[Y] =Var[E[Y|F]] + E[Var[Y|F]]
=Var[AF] + E[AF]
=\*Var[F] + AE[F] .

Si la variance de F' # 0, la variance de Y est donc plus grande que 1’espérance

de Y soit :

N Var[F] + AE[F) > AE[F]
< Var[Y] > E[Y].

12 Série temporelle de comptage

Une série temporelle est une suite d’observations d’un phénoméne dans le temps.
Les observations seront faites 4 des intervalles de temps discrets, de mémes durées
et peuvent leurs valeur peuvent dépendre en fonction de la période d’occurrence.
En effet, la valeur de ’observation au temps ¢ (y;) peut varier par rapport a la
période d’occurrence (t) et de la valeur des observations passées (soit yi, ..., Yt—1)-
L’objectif de la modélisation des séries temporelles est de prédire les valeurs futures
de la série temporelle. L’évolution de la valeur de I'indice financier S&P 500 est

un exemple classique de série temporelle.

Jung et Tremayne (2011) ont défini plusieurs modéles de séries de comptage, soit
les modéles & régression statique, les modéles autorégressifs & moyenne condition-
nelle, les modeéles autorégressifs naturels (INAR) et les modéles linéaires généra-

lisés autorégressifs & moyenne mobile (GLARMA).
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121 Propriété de dépendance de Markov

Deux propriétés fort utiles que I’on peut admettre pour une série temporelle sont
celles des dépendances de Markov (voir Paroli et Spezia, 2000). Ces deux propriétés
sont :

— Indépendance conditionnelle : Il a été mentionné 3 la section 1.2 qu’une
série temporelle peut utiliser les valeurs obtenues antérieurement (en s =
0,...,t — 1) pour prédire la valeur de la période actuelle (en t). La pro-
priété d’indépendance conditionnelle prévoit que toute 'information sur le
passé est inutile et que simplement la valeur actuelle est importante pour

déterminer la valeur future (voir Durrett, 2010), soit :
P(Yis1 = ye41lYs, Yie1, ., Y1) = P(Yia = yt+1|Yt)-

— Dépendance contemporaine! : La distribution de Y; conditionnelle-
ment aux variables (X, ..., X;), ne dépend que de la valeur présente (contem-

poraine) de la variable X, soit :
IP(Yt — ytlxt,Xt—l» ---,Xl) = IP(Yt = ytIXt)-
La v.a. X représente un quelconque phénoméne dont la v.a. Y dépend.

122 Fonction de vraisemblance des séries temporelles

L’équation (1.3) est la forme générale de la fonction de vraisemblance. En présence
de séries temporelles, cette équation tient toujours. Cependant il est, en général,
plus simple d’utiliser 1’équation qui suit pour effectuer le calcul du maximum de

vraisemblance, soit :

1. Ceci est la traduction libre de contemporary dependence.
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Ly =P(Y, =y, Y2 = 42,..., Y = y7)
= ]P(Y(T) = y(T)) (1'9)
=PVi=y)xP(Ye=p|Y1=p) x PV =y =9,Y2=12) (L10)
X ... x P(Yp = yp|Y T = (T-1)) |

ot YT) représente toute I’information du temps 1 & T, soit YY) = Y1, Y5, ..., Y.

Il est trivial de voir que si Y; ne dépend d’aucune valeur Y;, (ou ¢, < T), alors

I’équation (1.9) est égale & I’équation (1.4).

1.3 Multiplicateur de Lagrange

La méthode des multiplicateurs de Lagrange est une technique introduite par La-
grange (1788), utilisée pour retrouver le maximum de fonctions qui comportent des

contraintes d’égalité. Par exemple, une fonction de masse a toujours la contrainte

que [, fz(z)dz = 1.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange modifie la fonction & maximiser avec
des paramétres \; qui représentent chacune des contraintes. Cette nouvelle fonc-
tion & maximiser est appelée Lagrangien. L’exemple suivant de Lagrangien s’ap-

plique sur la fonction f(z;, 2, ..., Zp) :

W(CL‘l, T, ...,.'I?p; )\1, )\2, tan s )‘p)
= f(z1, 2, ..., Tp) + M1 {c1 — g1(Z1, T2y -, Tp))

+ )\2(62 — 92(1121, T2, ..., CL‘p)) +aa )\p(cp — gp(xl, T2, ...,.'I:p)),
ou les ¢; et g; représentent des conditions & respecter, soit

¢ = gi(z1, %2, ..., Zp), pouri =1,2,...,p.



19

1.4 Critére AIC et BIC

Le critére d’information d’Akaike (AIC - Akaike, 1974) et le critére d’information
bayésien (BIC - Schwarz et al., 1978) sont deux mesures utilisées pour la sélec-
tion du modeéle. L’utilisation des EMV dans la fonction de la log-vraisemblance
maximisera cette fonction. La valeur maximisée donne une mesure de comparai-
son pour des modéles ayant le méme nombre de paramétres. Lorsque les modéles
n’ont pas le méme nombre de paramétres, la comparaison de la valeur maximisée
des log-vraisemblances a I’aide des EMV est non représentative. C’est ce qui ex-
plique l'utilité des mesures AIC et BIC. En effet, ces deux mesures prennent en
considération le nombre de paramétres, ainsi que le nombre d’observations (BIC

seulement). Le calcul de ces critéres d’information utilise les équations suivantes :

AIC =2k - 2lp
BIC = klog(n) — 2lr,

ou k est le nombre de paramétres & estimer, n le nombre d’observations, et I1 est
la valeur maximisée de la log-vraisemblance & 1'aide des EMV telle que définie

plus tot.

1.5 Propriété des distributions de mélanges

La fonction de densité d’une distribution de mélange est créée en additionnant le
produit des proportions w; aux fonctions de probabilités f;(y). Ces distributions
ont les propriétés suivantes, et ce, peu importe les distributions qui sont mélan-

gées entre elles (pour plus d’informations sur les distributions de mélange, voir
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Frithwirth-Schnatter, 2006) :
fly) = Z wifi(y)
F(y) =) wiFiy)
E[Y*] = Z wiE;[Y¥)
Var[Y] = IE;[Yz] — E[Y]%,

ou f(y) est une fonction de densité associée a la distribution de mélanges, F(y)
est une fonction de répartition associée a la distribution de mélanges et E[Y*] est

le moment k.



CHAPITRE II

CHAINES DE MARKOV CACHEES

2.1 Notions de base

Les modéles de chaines de Markov cachées (aussi appelés HMM pour Hidden
Markov Model) ont été introduits par Baum, Eagon, Petrie, Soules et Weiss (1966,
1970, 1972). Ces modéles sont constitués d’une série temporelle observée (ayant
comme notation y) ainsi que d’une série temporelle inobservée (ayant comme
notation ¢). La série temporelle observée est le phénoméne a ’étude. Dans ce
mémoire, cette série sera le nombre de défauts (voir ’application au chapitre 4).
Quant a la série temporelle cachée, il s’agit d’une série fictive qui est générée par
l’algorithme qui construit le modéle HMM. Cette série représente un changement

de régime (état).

Tout au long de ce mémoire, la v.a. C est utilisée pour représenter un 1’état inob-
servé quelconque et ¢ est utilisée pour représenter une réalisation de C. L’indice
de temps t est ajouté & c afin de définir la période de temps durant laquelle la
réalisation a lieu, soit ¢;. La v.a. de I’état inobservé au temps ¢ est dénoté par
C;. La série temporelle inobservée prend une valeur % (pour 7 = 1, ...,m) & chaque
période de temps t. Cette valeur représente ’état caché au temps ¢. Par exemple,
I’évolution de la valeur d’un titre financier peut étre utilisée pour déterminer qu’il

existe deux états cachés (m = 2). Une analyse pourrait démontrer que lorsque les
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marchés sont plutdt stables, il s’agit de I’état ¢ = 1 et lorsque ceux-ci sont trés vo-
latiles, il s’agit de 1’état ¢ = 2. Le fait de diviser un phénoméne en m états permet
de dire qu’il y a m distributions conditionnelles pour la série temporelle observée.
Toujours avec l'exemple des marchés financiers, ’état ¢ = 1 pourrait avoir un
rendement ainsi qu’une volatilité plus faible, alors que 1’état ¢« = 2 pourrait avoir

un plus grand rendement, mais aussi une plus grande volatilité.

Afin de mieux comprendre ce qu’est un HMM, un schéma de transition trés simple
montrant le lien entre les périodes de temps et les réalisations observées et inob-

servées (cachées) est illustré & la figure 2.1.

® ®
@—Cr—@—

Figure 2.1 Schéma de transition modéle HMM simple

Le modéle HMM illustré & la figure 2.1 a comme hypothése 'indépendance condi-
tionnelle ainsi que la dépendance contemporaine des chaines de Markov, tel qu’énoncé
a la section 1.2.1. De plus, ¥; et Y*~V sont indépendants sachant C; (indépen-

dance conditionnelle des ¥; sachant C;), soit :
P(Y|C;, YY) = P(Y|Cy), (2.1)

Dans ce mémoire, le terme HMM stmple désignera le modéle de HMM illustré

a la figure 2.1.

La série cachée change ou non d’état a chaque période de temps. C’est pourquoi
les modéles HMM utilisent une matrice de transition I', également inobservée,

pour représenter toutes les probabilités de transitions. En utilisant les propriétés
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d’indépendance conditionnelle (voir la section 1.2.1), il s’ensuit que :
]P(Ct = leCl =6, Ct—l = C,;) = ]P(Ct = Cj|0t—1 = Ci) = ")’,;j. (22)

Le parameétre -y;; est la probabilité de passer de 1’état i au temps ¢ — 1 & I’état j

au temps t, sachant 1’état 7 au temps ¢t — 1. La matrice I' est définie comme :

M1 o Mim
= : : . (2.3)

TYml *° Ymm

Tel qu’énoncé plus tot, le paramétre m représente le nombre d’états cachés pos-
sibles du modéle en question (m est donc préalablement défini). Puisque cette
matrice est cachée, le vecteur de réalisations observées (soit y;) doit étre utilisé
afin d’estimer les valeurs de I'. Sachant que chaque ligne de la matrice I représente
des probabilités conditionnelles & 1’état de départ, il s’ensuit que la somme des
probabilités de chacune des lignes est égale & 1. Il est donc possible de redéfinir

cette matrice en omettant les v, (pour ¢ = 1, ...,m), soit :

T T e d= Z;n;ll "
=1 F & = : : (2.4)
Ym1 Ym2 = ZT:_II Ymj

Pour simplifier la notation, le paramétre 7(t) est introduit :
n(t)=[P(C=1) .. P(C;=m)], pourteNN. (2.5)

L’équation (2.5) représente le vecteur des probabilités d’étre 4 ’état i au temps ¢

(pour ¢ = 1, ...,m). Par conséquent :
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ol & est le vecteur des probabilités d’étre a ’état ¢ (pour ¢ = 1,...,m) au temps
t = 0. Ce vecteur peut étre choisi au départ, ou peut aussi se calculer en supposant
que ses valeurs sont égales au vecteur stationnaire de I', soit (voir Zucchini et

MacDonald, 2009, p.68) :
6= Jl,m(Im =3 Jm,m)—l, (2'6)

ou I, est une matrice identité de m x m et J,  est une matrice de dimension a x b
dont tous les éléments sont égaux 4 1. En d’autres mots, dans cette situation, &
est le vecteur de probabilités de se retrouver 3 I’état i lorsque ¢ — oo. Le vecteur

4 sera aussi nommé le vecteur stationnaire de la matrice T

2.2 Fonction de vraisemblance et Complete-data log-likelihood pour le modéle
HMM simple

Les modéles de chaines de Markov cachées sont des séries temporelles ou la dis-
tribution de Y; dépend de Y1), Le calcul de la fonction de vraisemblance se fait

donc & partir de ’équation (1.9), soit Ly = P(Y{D) = ¢(D),

Toutefois, la distribution de Y; dépend aussi des C™), ot CT) représente toute
l'information sur les états inobservés du temps 0 & T'. Il s’ensuit que (voir Zucchini

et MacDonald, 2009, p.37) :

Ly =P(Y® =yT)
m
= 3 PY®=yD,c?=cM), (2.7)

€0,C1,C2;...,cT=1

De I’équation ci-dessus et en admettant que les états inobservés sont connus, la

fonction de vraisemblance des données compléte ( Complete-data likelihood - CDL)
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est définie comme suit :

]P(Y(T), c)
= P(Yr, FeLT=1Y, G
= ]P(YT|Y(T_1), CP(YT-Y, cD)

= P(Y7|Y TV, CONP(Yyr_ [Y T2, CD) ... P(V1|CTYP(CT)

Py, cD)P(CD)

I
=

L
I
—

P(Y;|Y ¢V, cO)P(Cr|cT-D)P(CT-Y)

[l
=

T
I

T
= P(Co) [[P(valY &1, cD)P(C,|Ct D). (2.8)

t=1
Avec les deux propriétés de dépendance de Markov (voir 1.2.1), ainsi que ’hypo-

thése d’indépendance conditionnelle des Y; sachant C; (voir ’équation (2.1)), il

est possible de dire que :

T
P(Y™,C™) = P(Co) [] P(C.IC-1)P(ViIC). (2.9)

t=1
La fonction de vraisemblance de I’équation (2.7) peut donc étre réécrite a 1’aide

de I’équation (2.9), soit :

m T
Lr= ), PG)]]PCIC)PXICr). (2.10)
€0,C1,62,-.,c7=1 t=1

Cette expression peut étre réécrite avec une notation matricielle :

Lr = 6TP(y,)..T'P(yr)1’, (2.11)
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ou
m (yt) A 0
Py)=| : + =+ i |,
0« 0 pm(w)
et p;(y;) représente la probabilité observée y; au temps t sachant I'état ¢ au temps
t, soit :

pi(yt) = P(Y: = 4:|Cy = 9).

Le logarithme de la fonction de vraisemblance des données complétes (complete-
data log-likelihood - CDLL) est un concept primordial pour maximiser la fonction
de la log-vraisemblance dans un modéle HMM. L’équation (2.9) peut se réécrire
ainsi :

T T
log P(Y™),C™)) =logbg, + Y _log 70, ...+ ) 10gpc, (vr)- (2.12)

t=1 t=1
ou ¢, = P(Cy = cp). De nouveaux paramétres sont introduits au modéle afin

d’exprimer la probabilité de se retrouver dans un état & une période de temps

donnée :
] 1, si Ct =
— G(3) =
0, sinomn.
1, 81 Cii=1et Co =7
- ¢t(zaj) =

0, sinon.

Finalement, ’équation (2.12) peut ainsi &tre réécrite sous la forme suivante :

m m m i i
log P(Y™),CM) =3 " ¢(3)logdi + > Y (Z ¢t(i,j)> logw;  (213)
=1 t=1

i=1 j=1

+ Xm: Z Ge(%) log pi(ye)-

i=1 t=1

28 Parameétrisation du modéle HHM simple

Pour résumer, pour un modéle HMM simple, les parameétres sont les suivants :
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1. Un total de m x (m—1) valeurs de 7;; (2,7 = 1,2, ..., m)(définies & '’équation
(2.2)). La soustraction de m paramétres, provient du fait que la matrice I’
est de dimension m X m et la somme de chaque ligne devra étre égale a 1.

Il en résulte que ym =1 — E;":_ll 7v; (voir la matrice (2.4)).

2. Aucun ou m — 1 paramétre(s) pour 8. La soustraction de 1 paramétre (soit
—1 de m — 1), provient du fait que la somme du vecteur é est de 1, donc il

est possible d’exprimer &, ainsi,

Dans ce mémoire, le vecteur & utilisé sera formé & partir de la matrice T,

comme indiqué 3 I’équation (2.6).

3. Un nombre indéterminé de paramétres pour les distributions de Y |C. En
effet, ce nombre de paramétres varie en fonction des distributions de Y;|C; =
i (i =1,2,...,m). Par exemple si les distributions de Y;|C; = i sont des lois
de Poisson, un total de m paramétres serait & évaluer. Le m vient du fait
qu’il y aura toujours m distributions de Y |C;(i = 1,2, ...,m), car celles-ci re-
présentent les m états possibles. Dans cet exemple, il y a donc m paramétres

A, soit A\; ou i (2 =1,2,...,m) représente 1’état inobservé.

A noter que le vecteur de tous les paramétres des modéles HMM est noté 6.

Il est possible de réécrire le maximum de la fonction de vraisemblance avec une
autre paramétrisation. Les notions de probabilités Forward et Backward!, ainsi
que plusieurs autres probabilités, indispensables sous cette paramétrisation, sont
introduites pour les modéles HMM. Les notations et équations (2.14)-(2.23) sont

définies :

1. Certaines publications francaises utilisent les termes passe-avant et passe-arriére, cepen-

dant les termes Forward et Backward sont usuellement utilisés pour désigner ces probabilités.
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— La probabilité d’obtenir Y; = 4;,Y2 = vs,..., Y; = ¥ et C; = i, soit une

probabilité Forward, est notée :
(i) = P(Y® = y® C, =4). (2.14)

Le vecteur de toutes les valeurs o;(3) pour ¢ = 1, ..., m, soit , peut s’ob-

tenir & partir de la formule récursive suivante :
a1 = L P(y41). (2.15)
Par hypothése, ay = § et donc le vecteur a; peut aussi s’écrire ainsi :
a; = 8T P(y, )T P(y2)..T'P(y:). (2.16)

La démonstration de ces trois équations se trouve & la proposition 4 de

I'annexe A.

La probabilité d’obtenir Y;;1 = yiy1, Yie2 = Yit2, ---, Y = Y7 sachant que

C; = 1, soit une probabilité Backward, est notée :

Bi(3) = IP(Y;L = sz+1|0¢ =1), (2.17)
ol
b (R 1 AT . (2.18)

Il ne faut pas confondre les coefficients S;(i = 1,2,...,p) d’un modéle de
Poisson avec régresseurs avec les probabilités Backward. Le vecteur de
toutes les valeurs f;(i) pour ¢ = 1,...,m, soit (3;, peut s’obtenir & partir

de la formule récursive suivante :

By = TP (ys41)8;4,:- (2.19)

Par hypothése, Br est un vecteur de taille m composé de 1 uniquement et

donc le vecteur B; peut aussi s’écrire ainsi :

Bl =T P(y.11). TP(yr)T'. (2.20)
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La démonstration de ces trois équations se trouve & la proposition 5 de
I’annexe A.

— La probabilité d’obtenir YT) et d’étre dans I’état 4 en £ :
0 (1)By(5) =P (YD = ¢yD, C, =1). (2.21)

La démonstration de cette équation se trouve & la proposition 6 de ’annexe
A.
— La probabilité d’étre a 1’état ¢ au temps ¢, sachant la valeur de Y, soit

les probabilités marginales a posterior: :

CAt(Z) =P (C’t =YD = y(T)) — M. (2.22)
T
La démonstration de cette équation se trouve & la proposition 7 de I’annexe

A.
— La probabilité d’étre a I’état ¢ au temps t—1 et 4 I’état j au temps ¢, sachant
la valeur de YT) soit les probabilités marginales jointes a posteriori :

1 ()50 (Y ) B () .

$u(6,5) =P (Croa = 0, Ce = § YD) = T (2:23)
La démonstration de cette équation se trouve & la proposition 8 de I’annexe
A.
— La valeur de la fonction de vraisemblance :
a8, =P (YD =¢yD) = Ly (2.24)

La démonstration de cette équation se trouve & la proposition 9 de I’annexe
A.
Les formules récursives de cette paramétrisation viennent diminuer la difficulté du

calcul du maximum de vraisemblance.

24 Estimation du modéle HHM simple

Pour utiliser un modéle HMM afin de faire des prévision & partir de celui-ci, les

paramétres du modéle sont nécessaires. Ceux-ci sont donc estimés par les EMV
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(voir la sous-section 1.1.3). Pour estimer la valeur des EMV d’un modéle HMM,
Palgorithme itératif Espérance-Maximisation (EM) est appliqué sur celui-ci. Pour

débuter ’algorithme EM, des valeurs initiales de paramétres sont nécessaires.

Puisque qu’une des étapes de 1’algorithme EM requiert la réestimation de nouvelles
valeurs au vecteur de paramétre @ a chaque itération, celui-ci est réécrit comme,
0™ . Le vecteur O™ représente les valeurs que l’algorithme itératif utilise a la
(n + 1)-iéme itération. Les paramétres initiaux représentent donc le vecteur 6©

utilisé & la premiére itération de ’algorithme.

24.1 Paramétres initiaux de ’algorithme EM, utilisés dans l’estimation des
EMYV pour le modéle HMM simple

Pour un modéle HMM simple, le vecteur 0 est construit ainsi :

— Pour la matrice de transition T, les probabilités +;; (pour ¢ = 1, ..., m) seront
égales 4 0.9 et les v;; (pour i # jet 4,5 = 1,...,m) & L. L’attribution d’un
poids plus élevé aux paramétres ; vient de ’hypothése qu’un processus
aura une plus grande probabilité de conserver son état actuel (stationnarité
du processus) (voir Tsay, 2005). Les transitions 7;; ont donc, en général,
des probabilités supérieures aux transitions <;;. La matrice initiale de I’

ressemblera 3 la matrice suivante :

[ 0l Bi 0.1

IR == =7 ¢ en
0.1 0. 0.1

e T (2.25)
01 01 01

gt el e o 0.9 |

— Avec 'équation (2.6), le vecteur & est déterminé.
— Pour ce qui est des paramétres des distributions Y;|C; =i (i = 1,2, ...,m),
les valeurs initiales peuvent étre estimées & partir de la méthode des mo-

ments.
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24.2 Algorithme Espérance-Maximisation

L’algorithme Espérance-Maximisation (EM) appliqué & un modéle HMM est une
méthode itérative développée par Baum et al. (1970). Celle-ci est utilisée lorsque
certaines données sont manquantes pour calculer les EMV. Dans le cas des HMM,
les données manquantes sont les états possibles de la série inobservée C. L’al-
gorithme EM s’effectue en deux étapes. Premiérement, le calcul de I’espérance
conditionnelle de la log vraisemblance des données manquantes en utilisant les
paramétres @1 est effectué. Cette étape sera dénoté étape E, soit pour re-
présenter le E de I'algorithme EM. Par la suite, la maximisation de I’espérance,
obtenue & P'étape E, est effectuée afin de trouver les nouveaux parameétres 6.
Cette étape sera dénoté étape M, soit pour représenter le M de l'algorithme EM.
Les paramétres 8™, obtenues & la fin de 'étape M, sont donc les paramétres
maximisant ’espérance de I’étape E. Ces 2 étapes sont répétées jusqu’a ce qu’il y

ait convergence des EMV.

Pour trouver les EMV du modéle HMM, la maximisation de Iy par rapport & un
élément de @ est requis. Par conséquent, le calcul suivant est & effectuer (& partir

de ’équation (2.7)) :

1 P (YD c?D|g)|.
a,rg;na.x og (Z ( | ))

T

L’utilisation de l'algorithme EM requiert seulement la maximisation du CDLL
(voir équation (2.12)) pour trouver les EMV. Il n’est pas trivial de voir que I’al-
gorithme EM maximise la fonction de vraisemblance en utilisant le CDLL. C’est

pourquoi la dérivation de I’algorithme EM est démontrée. En partant de ’équation
q g
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(2.7), il est possible de dire que :

log P(Y'"0) = 1(6)
=log) P(Y™,CM)|6)

c(T)

P Y(T),C(T) 0
=10gZQ(C(T)) ( q(C(T)) | )

(T)

P Y(T),C(T) 0
ZZQ(C(T))IOE ( 2(CD) | )

e(T)

=: L(q, ) (2.26)

L’inégalité ci-dessus vient de lutilisation de I'inégalité de Jensen (1906) qui dé-

montre que :
¢(E[X]) < E[¢(X)),

ou ( est une fonction convexe quelconque. L’expression £(g, ) est donc une borne
inférieure de log P(Y'(™|0). 11 est & noter que la fonction g est une fonction de

masse quelconque de C{T). L’expression de £(g, 8) est donc divisée en 2 parties.

£(3,0) =) ao(CT)logP (YD,CD[6) -3 q(CT)logg(CT). (227)

o(T) o(T)

J

E ccmy [CDLL] 6 absent

vl

Pour obtenir les EMV, la fonction de vraisemblance est maximisée en dérivant
par rapport & chaque élément du vecteur 8. Dans ’équation (2.27), la deuxiéme
partie de ’équation ne dépend pas de 0. La premiére partie de ’équation est le
CDLL (voir la section 2.2). La maximisation de la vraisemblance revient donc &

maximiser ’espérance du CDLL.

Bien que I’équation obtenue soit beaucoup plus simple & maximiser que I’équation
(2.7), 1a distribution ¢(C™) qui maximise Ly n’est pas connue. Comme mentionné

ci-dessus, ’algorithme EM se divise en 2 parties. A I’étape E de I’algorithme EM, la
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valeur g(C™)) qui maximise £(g, 8) est donc déduite. Ainsi & partir de ’équation
(2.26) :

P (Y(T) C(T)| g)
(T P
2_9(CT)log—— 7y

c(T)
P (CTD|6,YD)P (YD|6)
= c™l :
2, 9Ctos 4(C)

P (C(T)| 0, YD)
=5 g(C™)log 1) +3 " g(CT)logP (Y| 6)

c(T) c(T)
= —KL(g(C||P (C™D|6,YTD)) +1logP (YD|8), (2.28)
Kullback-Leibler (K L(g||p)) a(CT)) absent

ou KL(q||lp) est la divergence de Kullback-Leibler (voir Byrne et Eggermont,
2011). L’équation (2.28) représente une deuxiéme méthode pour exprimer £(g, 8).

Si cette équation est maximisée par rapport & ¢(C™D), alors
g(CD) =P (CD |6, Y<T>) .

Le paramétre 1 représente le vecteur des paramétres obtenus 3 la fin de
litération n — 1 de l'algorithme EM. Si ’équation (2.28) est dérivée par rapport
a4 g(C™M), 1a seconde partie devient 0 et la premiére partie est maximisée lorsque
g(CM) =P (CD| 41, Y(T)). Ceci découle des propriétés de K L (voir Byrne
et Eggermont, 2011). En effet, le résultat de K L(g||p) sera toujours plus grand
que 0, sauf lorsque ¢ est égale & p. Dans ce cas particulier, la valeur de KL est
0. Le maximum de K L(q||p) (dérivé par rapport & g) est obtenu en utilisant les

multiplicateurs de Lagrange (voir 1.3). Le Lagrangien a résoudre est le suivant :
a;
W(g, M) = KL(pl|q) + M (1 — ZQi) - Z(Ii log IT + A (1 - th)-
i i i i
Si W(q, A1) est dérivé par rapport & g; et A;, alors :

oL = loggi—logpi +1— X\ = 0= ¢ =piexp(\ — 1)

= = ¢ = Pi-
S =1-2a=0=>3¢=1
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Lorsque ’équation (2.28) est maximisée par rapport & g(C™), il s’ensuit que :
g(CD) =P (CD|§=-Y, Y(T)) .

Si g(C™M) =P (CD)| é("‘l),Y(T)), alors & partir de 1’équation (2.28), 1’égalité

suivante est obtenue :

L(q,6) = —KL (q(C(T))”]P (CD| g, Y(T))) +logP (YD)
=KL (]P (C™| -, Y(T>) P (CD)] -, Y(T)))
+logP (Y™ 0)
=logP (Y| 6) = Ir.

L’étape E, de I’algorithme EM, assure donc que la nouvelle log-vraisemblance est
au moins égale & Ir lorsque g(C™M) = P (CT)| é("‘l),Y(T)). Maintenant que
les g(C™) sont connus, ces valeurs sont incorporées dans I’équation (2.27) pour
obtenir les nouvelles valeurs de @ (soit ™). L’étape M de P’algorithme EM est
effectuée en dérivant E o)) (CDLL) par rapport & un élément du vecteur 6, soit
argmax Zq(C(T))logIP (Y™, c™| )
D

= argmax E o) (CDLL).
o

Ceci termine une itération de ’algorithme EM, ce qui engendre 'inégalité sui-

vante :

(") gaper L@™,60%7Y) gann LG™07) g (@)

Jensen

Il ne reste plus qu’a itérer entre les étapes E et M jusqu’a convergence du vecteur

~

6.

Pour résumer l'algorithme EM se construit en deux étapes répétées jusqu’a la

convergence :
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1) Calcul de ’Espérance : Comme mentionné ci-dessus, I’étape d’Espérance
de I'algorithme EM consiste & trouver Eyc(r))[CDLL], o
g(C™) =P (CD| -, Y(T)) , & partir de la valeur des paramétres trou-
vée par la maximisation de l'itération précédente (6™1). Lorsqu’il s’agit
de la premiére itération, les valeurs sont telles que définies 4 la sous-section

2.4.

2) Maximisation : L’étape de Maximisation de 1’algorithme EM utilise (o) [CDLL]
et maximise celle-ci par rapport 4 @ pour trouver de nouveau 8™, Ici, c’est
le CDLL qui est maximisé, et non la fonction de la log-vraisemblance, car
’algorithme EM admet 'hypothése que la distribution des C; (t = 1, ..., T),
conditionnelle aux Y™ et aux parametres =1, soit (C,|[Y ™, §-1), est

connue.

L’algorithme EM passe par les étapes d’Espérance (1) et de Maximisation (2),
et ce, jusqu’a convergence des paramétres (EMV). La convergence de la log-

vraisemblance peut étre utilisée pour déterminer la convergence de ’algorithme.

2.0 Application

L’algorithme EM est utilisé pour trouver les EMV d’un modéle HMM.

Les étapes du calcul de ’espérance et de la maximisation de I’algoritme EM ap-

pliqué au modéle HMM sont donc définies ainsi :

Calcul de I’Espérance : Les paramétres (é("‘l)) sont, utilisés pour trouver la
valeur des probabilités Forward et Backward & la n itération (voir 2.3). Pour la
premiére itération, le vecteur 8@ est constitué des paramétres initiaux. Avec les
probabilités Forward et Backward, les valeurs de ft(z) et @t(z’, j) sont déterminées

(voir équations (2.22) et (2.23)). Ces valeurs sont essentielles, car E ;o) [CDLL]
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doit étre résolu. A partir de ’équation (2.13), il s’ensuit que :

m m m T
Eycrn[CDLL] = Eycy) l Co(4) log 6; + Z ( ¢t(’i,j)> log v;;
1 i=1 =1 \t=1

i=

m m m T
= > boli)log &+ 33 (Z Pilisg )> log 7

= partie 1 + partie 2 + partie 3. (2.29)

Maximisation : Si d est un vecteur de paramétres 4 déterminer par maximisation
de la vraisemblance (et non déterminé par la stationnarité de I'), alors le CDLL se
divise en 3 parties indépendantes les unes des autres (équation (2.29)). En effet,
la partie 1 ne dépend que des §; (2 = 1,2,...,m), la partie 2 de T et la partie 3
des p;(y:) (soit tous les paramétres des distributions Y;|C; = ¢ (i = 1,2,...,m)).
Ecrit sous cette forme, il est simple de maximiser chacune des 3 parties en fonc-
tion des paramétres dont elles dépendent. Les trois maximisations suivantes sont

effectuées :

1. Maximiser Y ;" , Co(i) log &; (partie 1) par rapport & ;. Soit & = E_Z"j)CoW

2. Maximiser Y ", Y7, (23;1 Ve, 5 )) log 7v;; (partie 2) par rapport aux 7;;.
Soit Y5 = fi/ Lioy Figs 00 fig = Yoy %5, 4)-

3. Finalement, maximiser 37, 37 (:(i)log pi(y:) (partie 3) par rapport &

(aux) paramétre(s) des distributions p;(y;). Les distributions p;(y;) varient

en fonction des hypothéses choisies.

Dans ce mémoire, il est admis que & est le vecteur stationnaire de I'" tel qu’indi-

qué & la section 2.3, donc la partie 1 et la partie 2, de I’équation (2.29), doivent
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étre regroupées. Puisque la maximisation des deux parties conjointement est com-
plexe, un algorithme de maximisation peut étre utilis¢é pour trouver les EMV

(fminsearch de Matlab par exemple).

28 HMM simple - Poisson avec régresseurs

Pour différencier les paramétres )\ de chacune des distributions Y;|C; = 2 (i =

1,2,...,m), indice i est ajouté au parameétre A;, soit A ;.

Si ¥|C; =i (i = 1,2,...,m) suit une loi de Poisson avec régresseurs et que le

paramétre \;; est égal 3 :
At = eXP(wQIB)Fi = AFi,

alors le paramétre F; peut étre vu comme un nouveau régresseur qui sera différent
pour chacune des distributions de Y;|C; =i (¢ = 1,2,...,m). Ce paramétre ameéne
donc une différence dans la valeur du paramétre A;; et représente ainsi plusieurs
états d’'un modéle HMM. Les p paramétres de (3 (régresseurs) sont les mémes, peu

importe ’état de la série inobservée.

La partie 1 et la partie 2 de I’équation (2.29) seront toujours les mémes, dans
un modéle HMM simple, peu importe le modéle utilisé pour les distributions
conditionnelles des Y (7). 1l ne reste donc plus qu’a définir la partie 3 lorsque les
distributions conditionnelles des Y (*) suivent une loi de Poisson avec régresseurs
(qui sera nommé HMM simple - Poisson avec régresseurs), soit :

m T

CDLLs = {i(i) logpi(ye)

1 1

o+
||

]

" =M F; AV
&.(i) log [—e ﬁtﬂ)y ]
.|

Il
e
1M 104

~

£(2) [=AeFi + ye log (A Fi) — log(ye!)] -

[
.Ms

..,
I
ALs
L
1|
-
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La log-vraisemblance partielle de la 3° partie (équation (2.29)) du CDLL est notée

CDLL;3. L’équation ci-dessus est donc & maximiser par rapport & B et F;. Il n’y a

pas de condition sur les paramétres [3;, mais les valeurs de F; doivent toutes étre

positives. Une simple modification de F; pour F; = exp(F]) permet d’utiliser une

fonction de maximisation sans condition qui, en général, converge beaucoup plus

vite.

Pour initialiser I’algorithme EM pour le modéle HMM simple - Poisson avec ré-

gresseurs, les valeurs des paramétres suivants sont utilisées :

i)
i)

iii)

Le vecteur 4 et la matrice I seront tels que définis dans la section 2.4.

Puisque )\;; = exp(x}B)F;, il y a donc p régresseurs & définir et m paramétres
F; (i =1,2,...,m). Pour la valeur initiale des régresseurs, une analyse préli-
minaire peut étre effectuée. En effet, la valeur initiale de ces paramétres peut
étre obtenue en modélisant la série de réalisations par rapport & un modéle

de distribution Poisson avec régresseurs (voir section 1.1.4).

Pour les paramétres F;, il n’est pas toujours évident de trouver des valeurs
initiales qui seront idéales. Puisque les paramétres initiaux des régresseurs
représentent en quelque sorte la moyenne, soit \; = exp(mg,@), §i =13
(nombre d’états), les valeurs initiales des F; peuvent, par exemple, &tre les
suivantes :

05 1 14].

Ces trois valeurs représentent, dans cet exemple, un état avec un résultat plus
petit, égal et plus grand que la moyenne. Soit trois distributions de Poisson

avec une moyenne de 0.55\t, 5\t et 1.55\t.

2.9.2 Représentation graphique du modéle HMM simple

Une fois les EMV trouvés, ces paramétres peuvent étre utilisés pour faire une re-

présentation graphique du HMM. 1l est intéressant de comparer la série temporelle
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de données A la série temporelle obtenue grace au modéle HMM. Pour obtenir la
valeur moyenne du HMM & un temps ¢ (pour ¢ = 1,...,T) la technique du filtrage

est utilisée.

Pour I’évaluation au temps ¢, seulement les réalisations v, ¥s, .11 (y®~") sont
utilisées. La valeur de E[Y;|Y ¢~1)] est donc recherchée. La distribution condition-

nelle est la suivante :

]P(:Yt =Y, Y(t_l))
IP(Y(‘"I))
_ O6T'P(y,)..TP(y)1
T OTP(y). TPy )1’
at_ll"P(y)l’
- at_ll’ .

P(Y; = yl¥ V) =

Si k=ay_1/a;_11’ et que I = kT alors :
P(Y: = y|YO) = " lipi(w),
i

ol [; est I’élément i du vecteur l. Avec la probabilité conditionnelle, il s’ensuit

que :
PO <oV D) = 3D kn() 25
E[y,[Yy®V] = Zj : Z Lipi(7) (2.31)

VarlGy ] =3 5% 3 S lini(s) - BI[Y P,
j g

2.6 Chalnes de Markov cachées du second ordre

Il est possible d’utiliser exactement tout le contenu de ce chapitre afin de créer
des chaines de Markov cachées du second ordre. Une chaine de Markov cachée du

second ordre admet que la valeur observée au temps ¢ dépend des états inobservés
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au temps t et t — 1. La seule différence dans la construction de ce modéle, en
comparaison au modéle HMM simple, est la matrice I'. Une chaine de Markov

cachée du second ordre admet que :

IP(Ct == k|Ct._1 = j, Ct-—2 = Z) =,é IP(Ct = k|Ct_1 = ])
La matrice I' pour ce modéle est donc la suivante :

1) (1,2) ... (1,m) (2,1) (2,2) ... (2,m) (3,1) ... (m,m-=1) (m,m)

(1,1) Y111 Y112 -+ Yilm 0 1] 000 1] 0 oo (1] (1]

(1,2) 0 6F e [ Y121 7122 .-+ Yizm o ... 0 o
r-=(1,3) 1] 0 1] 0 1] 0 Y31 ... 1] 1]

(m,m)| © o ... o 0 00 o= (0 0 ii Tmm(m—1) Ymmm

ol 7 représente la probabilité de transition & 1’état k au temps ¢ sachant qu’a
la période ¢t — 2 et t — 1 le processus était a 1'état 7 et j respectivement. Dans
cette matrice, il doit toujours y avoir un lien entre les couples d’états de départ
et d’arrivée. Par exemple de la cellule (1,1) seulement les transitions aux cellules
(1,z) (pour z = 1,...,m) sont possibles. Autre exemple, si I’état actuel est (10,8),
la transition & (8,2) est possible et représente donc la probabilité de transition &
I’état 2 au temps ¢ sachant qu’a la période ¢ — 2 et t — 1 le processus était & 1’état

10 et 8 respectivement, soit 7ig3g2-

Les figures 2.2 et 2.3 illustrent le schéma de transition de modéles HMM du second

ordre :

Figure 2.2 Schéma de transition modéle HMM second ordre (distribution condi-

tionnelle des valeurs observées : Y;|C; =i (i = 1,2, ...,m))
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Figure 2.3 Schéma de transition modéle HMM second ordre (distribution condi-

tionnelle des valeurs observées : Y;|Ci—; =4,Ci =5 (4,5 = 1,2,...,m))

Ces deux figures sont des modéles HMM du second ordre tel que défini ci-dessus,
mais la seconde figure admet de plus que la distribution des valeurs observées
varie par rapport a I’état actuel et I’état précédent, soit Y;|C;—y = 4,Cy = j (4,5 =

1.2 )

La modélisation du second modéle ci-dessus est semblable & celle d’'un modéle
HMM du second ordre simple. En effet, il y a m? états qui sont reliés & m?n valeurs
de paramétres de la distribution conditionnelle des valeurs observées (ou n est le
nombre de paramétres d’une distribution conditionnelle des valeurs observées).
La matrice I" est donc modifiée comme mentionnée ci-dessus et la matrice P est

aussi modifiée, soit :

P(y) = : P : : (2.32)
0 - 0 pm(ye)

Les modéles du présent chapitre seront appliqués sur des données financiéres au

chapitre 4.






CHAPITRE III

CHAINES DE MARKOV COUPLES

3.1 Notions de base

Les chaines de Markov couples ( Pairwise Markov Chain - PMC) sont des modéles
plus généraux que les modéles HMM et ont été présentés pour la premiére fois
par Pieczynski (2003). La figure 3.1 illustre le schéma de transition d’un modéle
PMC général (voir Rafi et al., 2011), soit :

Figure 3.1 Schéma de transition modéle PMC général

Dans la figure 3.1, il est possible de constater qu’il existe un lien entre Y; et Y;_4,
mais aussi un lien entre Y;, C; et C;_;. Le modéle PMC voit la distribution de Y;
et C; comme un couple qui sera dénoté Z, = (Y;, C;). Malgré la structure quelque
peu différente de celle d'un HMM, le modéle PMC utilise les mémes concepts
de probabilité Forwaerd et Backward ainsi que plusieurs autres caractéristiques se

rattachant aux modéles HMM.



44

La fonction de vraisemblance de ce modéle est la suivante :

Ly =Y P(Z,)P(2,|2y)- - P(Zr|Zr_y). (3.1)

()
La fonction de masse de probabilité Z; conditionnelle & Z;_; est la suivante :

P(Z;1, Z;)
P(Z;_,)
P(Ci_1,Y:1;C, Yh)
]P(Ct—h )/t—l)
]P(K—lztlct—lzt)]P(Ct~la Ct)
IP(Ct—h )/t—l) ’

]P(Zt,Zt—l) =

ou
Yt =Y, Y,
et
Ci1.t = Ci-1,Cs.
Si les états CT) sont connus, alors le CDL est égal 4 (avec les équations (3.1) et
ied

cDL = P(z1>1P(z2|z1> - P(Zr|Zro1)

T
1
= | | P(Cs-11) X == X | | P(Y:1:4|Ci—1:t)- (3.3)
H 1= P(2) t[[z

Puisque les modéles PMC peuvent admettre une dépendance entre Y; et Y;_; et que
la fonction de masse de probabilité Z; conditionnelle & Z,_; nécessite la fonction
de masse de probabilité Z;_,, alors il est nécessaire de définir cette fonction de

masse de probabilité. Sachant que :
P(Z,_1, Z;) = P(Y;-1:4|C-14)P(Cs-1, Cy), (3.4)

alors :

P(Z, 1) =) P(Z.1,2)

=Y "P(Ci1,Ci=15) Y _ fis(l,m),

JEQ
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ou f;j(l,m) = P(Yie1 =1, Y: = m|C:_1 = i,C; = 7). A la section 2.4, I’algorithme
EM a été développé de maniére générale afin que celui-ci s’applique sur quelconque
modéle ayant des parameétres cachés. Les étapes de 1'algorithme EM & appliquer
sont donc les mémes pour trouver les EMV du modéle PMC. C’est pour cette
raison que la section estimation n’est pas présente dans de chapitre. Pour ’étape
E de 'algorithme EM, les probabilités Forward et Backward sont & déterminer

afin de trouver les paramétres ;(z) et 94 (4, 5).

5.2 Log-vraisemblance des données complétes du modéle PMC

A partir de la définition de Ly (équation (3.1)), la fonction de la log-vraisemblance

des données complétes (CDLL) est définie par :

t=2 t=2 (Zt) t=2
F T-1 T
= Z log ]P(Ct—l:t) - Z log ]P(Zt) 2l Z log ]P(Yt—1:t|Ct—1:t)
t=2 t=2 =2
vy T-1 T
=) logc — » logP(Cy,Yy) + > logP(Yi14|Ci1a),  (3.5)
=2 t=2 t=2

ot P(C;_14) = ci;. En utilisant la méme logique que celle appliquée 4 la section

2.2, les parameétres suivants sont énoncés :

/ ]., si Ct =1
— G(d) =
0, sinon.
o 14 SiCt_lzietCtzj
_ 'lpt(l,]) =

0, sinon.
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Avec les parameétres ci-dessus, I’équation (3.5) peut étre réécrite ainsi :

CDLL =YY" (i, j)logcij — ‘2 > G0 1og P(C, V) (3.6)

t=2 i jeQ? t=2 i€
75
+D D (i) log P(Yer1, Y:|Crma, Co).
t=2 i,jeN?

3.3 Paramétrisation du modéle PMC

Il est possible réécrire le maximum de la fonction de vraisemblance avec une
autre paramétrisation. Les notions de probabilités Forward et Backward, ainsi que
plusieurs autres notions de probabilités indispensables sous cette paramétrisation,
sont introduites pour les modéles PMC aux équations (3.7)-(3.12). Dans certaines
situations, ces équations sont identiques aux équations du modéle HMM (voir la
section 2.3).

— La probabilité d’obtenir Y7 = y;,Y2 = 92, ..., Y: = y; et C; = 4, soit une

probabilité Forward est notée (voir Pieczynski, 2003) :

a1(i) =P(C1 =1, Y1) (3.7)
as1(d) = Y cu(i)P(Ze41| Z2) (3.8)
i€

= IP(CH_I — j, Y(H-l)).

La démonstration de cette équation se trouve & la proposition 14 de ’annexe
B.
— La probabilité d’obtenir Y; ;1 = y¢t1, Yire = Yty2, ..., Y7 = yr conditionnelle

a (Cy = 1,Y;), soit une probabilité Backward, est notée (voir Pieczynski,
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2003) :
Br(i) =1
ﬂt(i) = Z ,3t+1(j)]P(Zt+1|Zt) (3-9)
JjeQ

= P(Y;1112:(3)).

ou Z;(i) = (Y;, C; = 1). La démonstration de cette équation se trouve 3 la
proposition 15 de ’annexe B.

— La probabilité d’obtenir Y'(T) et d’&tre dans 1’état i en ¢ :
a(1)Bs(3) = P (YD = yD ¢, =4). (3.10)

La démonstration de cette équation se trouve a la proposition 16 de ’annexe
I

— La probabilité d’étre a 1’état i au temps ¢, sachant la valeur de Y™, soit
les probabilités marginales a posteriori (voir Lanchantin, 2006) :

2o ou(8)Ba(d)
W) = S DB

La démonstration de cette équation se trouve & la proposition 17 de I’annexe

B.

(3.11)

— La probabilité d’étre a ’état ¢ au temps t—1 et 4 ’état j au temps £, sachant

la valeur de Y7, soit les probabilités marginales jointes a posteriori (voir

Lanchantin, 2006) :
A= -1 (8)P(Z:| Z:-1) B ()
' Zi,jeﬂz at—l(i)]P(ZtIZt—l),Bt(j)
La démonstration de cette équation se trouve a la proposition 18 de ’annexe

B.

(3.12)

— La valeur de la fonction de vraisemblance :
a8, =P (YT =yD) = L. (3.13)

La démonstration de cette équation se trouve a la proposition 19 de ’annexe

B.
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3.4 Applications

341 Application d’un modéle PMC

Lanchantin (2006) trouve une forme analytique de la maximisation du CDLL
du modéle PMC & l'aide des multiplicateurs de Lagrange. Grace a ce résultat,
I’algorithme EM peut s’appliquer. A I’étape E de ’algorithme EM, la fonction a
maximiser (I’espérance du CDLL) est déterminée. A partir de I’équation (3.6),

I’espérance du CDLL est déterminée, soit

q(c(r)) [C' DLL]

= E,m) Z S 9™, 5) log i — ZZ ¢ (4) log P(Cy, Yr)

t=2 {jeN? t=2 ieQ

+Z Z »™ (i, §) log P(Yi1, Y;|Ce—1, Cy)

t=2 i,jeq?
—Z > 90, 9) log ey — ZZ (" (5) 10g P(C, Y3)
t=2 {,5e02 t=2 ieQ

+Z 3 97, 5) log P(Yie1, Yi|Cint, Co)

t=2 {,5e02

= Q(8l6™),

ou lexposant (n) représente la (n + 1)-iéme itération de ’algorithme EM. Les

contraintes utilisées pour le Lagrangien sont les suivantes :
1) E(i,l)EQXIR C‘LJ]P(K = l'; }/t+l = mICt = i) Ct+l = .7) = b](m))
i) g mene PV =5 Yo = m|C, =4, Cop = ) = 1,
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Le Lagrangien est donc le suivant :

L{cij, fiis A1 Ajmy As) = Q(0]0™) — Xy Z cj — 1 (3.14)
(i.5)eq?
= Y dm| Y aifialm) - bi(m)
(5,m)eQxR (i,)eNXR

o )\3 (Z fi,]-(l,m) - 1) .
lm

En dérivant par rapport a tous les termes (cij, fij, A1, Ajm, As) (et en utilisant les

contraintes (i), (ii) et (iii)), les résultats suivants sont obtenus :

Z s ) = Z zt—2 (n)( )
J A1 + Zl,meRz A_7,1'nf1,.7 (la m)

(,5)eq? (i,5)eQ?

=’ T=:1
A1 + Zl ,meR2 A ',mfi,j(l: m) '

(.9)en?
Z Ju(lym) =1 = Z Zt=2.yt_1.t_;,m) 5 (3, 5)
tpeHiEEs (1;m)eR? 3
s ZZ:2 én)(z ])
A3

De ces résultats, les formules de réestimation des paramétres suivantes sont dé-

terminées et I'’étape M de ’algorithme EM est terminée, soit :

= S 619
) B, g
f(n+1)(, m) = Zt =2:(yt—1,yt) ((-rl;)m b ( ‘7), (3.16)

t—2t( )

ou I’exposant (n + 1) représente les valeurs au début de la (n + 2)-iéme itération
de l’algorithme EM, soit le vecteur 4D Voir la proposition 10 de ’annexe B

pour la démonstration de ces résultats.
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3.4.2 Modéle PMC indépendant

Lanchantin (2006) définit le modéle PMC indépendant (PMC-IN). Ce modéle est

un modéle PMC avec de 'indépendance entre les réalisations, soit :

P(Y;-1:t|Ci-1, Ct) = P(Y3—1|Cs—1, Ci)P(Y2|Ci—1, Cy) (3.17)
fii(l,m) = fi(1) f3(m).

L’équation (3.17) montre qu'’il y a indépendance entre les réalisations et que Y; est
dépendant du passé (¢ — 1), présent (t) et future (¢ + 1) des réalisations de la série

inobservée. La figure 3.2 illustre le schéma de transition d’un modéle PMC-IN.

Figure 3.2 Schéma de transition modéle PMC-IN

De ’équation (3.17) et (3.2), il s’en suit que :

P(Yi-1|Ct-1, Ct) P(Y|Ct1, C:)P(Ci—1, Ct)

P(Z:|Z;:-,) = P(Y;—1,Ci1)

En utilisant cette équation dans le CDLL du modéle PMC (voir la section 3.2),
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alors :

CDLL =log (P(Z,)P(Z,|Z,) - - - P(Z7|Zr_1))

zl, Z,)  P(Zr, ZT))
(Z)) P(Zr_1)

log IP(ZI

|

log (glp Ci-1, Cy) x m X H]P(K—l:t|ct—1:t)>

t=2

T

1
—J| P(Ci—1,Ct) X ——5—— X P(Y;—1|Ci—1.
og H t—1 t Hz;-zl]P(Zt) g (tll tlt)

L

X

,’:]H

IP(YtICt-lzt))

T-1

= Zlogl? (Cem1,Ce) = D logP(Zy) +Zlog1P Yer1|Cio1)

t=2 t=2 t=2
T

+ Y log P(Y,|Cy_14).

t=2

t

||
)

Dans le modéle PMC-IN, la probabilité de Z;_; se calcule ainsi :

P(Z:-1) EIP Zi 1, Zy)

= Z]P Ct—l,Ct—] Zf‘l] l m

JEQ

=Y e ) KD fi(m

JjER m

= Z Cijfi(l)

JEQ
Si les distributions Y;_;|C;_1, C; et Y;|Ci—1, Ct, d’'un modéle PMC-IN, sont toutes
deux des distributions de Poisson avec régresseurs, alors

—/\gFl ()\ Fl')yt—l M FE ()\ )

P(Y;_. = _'C—-=Z‘)C:.
(Yi-14 = Yt-14|C D= Ye_1! Ye!

L’indice ¢7 de F' représente I’état caché au temps £ — 1 et ¢t. Les exposants 1 et 2

de F représentent les distributions de Y;_;|Ct_1, C: et Y;|Ci—1, C; respectivement.
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3.4.3 Représentation graphique du modéle PMC

Comme 4 la section 2.5.2, la technique de filtrage est appliquée afin de représenter
graphiquement les modéles PMC. La valeur de P(Y; = y|Y ¢~V) est déterminée,
soit :

P(Y; =y, Y1)
P(Y (D)
IP(Z]_)]P(ZgIZl)IP(Zt_llzt_Q)IP(Y; ==Y Ct|Zt_1)

P(Z,)P(Zo|Z,).. P(Z_y| Zs_s)

y P(Ct—l,Ct,n—l,I/t:U)
H-1 (z) P(Ci-1,Yi-1)

> 0-1(9)
A P(Yi= C—,C,Y_ P(C| Z:_1YP(Z,_
() (Ye=y|Cs—1 tPt(Zlg)q() 2| Ze—1)P(Ze—1)

> a-1(2)
at—l(i)]P(Y;. = y|0t—1, Ct,Yt—l)]P(Ct|Zt—1)
PR TN ()
_ a1 (HP(Y: = y|Cy, Z1)P(Ch| Z-1)
2o ae-1(4) ’

P(Y, =y|Y* V) =

ol

= Cijfij(yt—l)
P(GlZ-) = > i fi (Y1)
et
P(Z:\Z;_1)  fij(ye—1, Yo = y)_

B~ dl® gz iy fulond)

Avec les paramétres
Qp—1 (Z )

LS

et
L(G) = kP(Ch|Ze-y) = iP(C: = j|Yiey = ye1, Ceey = ),

alors la probabilité de Y; conditionnelle 3 Y =1 est déterminée, soit :

P(Y, = y[Y V) = 3 L(5)P(Y: = y|Ci, Zea)
i,j

= Zli(j)]P(Yt =4|Ci1=14,C; = §, Y1 = Y1)
i,
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Avec la probabilité conditionnelle, il s’ensuit que : -

Y
P(Y: <y[YO D) =" L(G)PY, = k|Cp1 =4,Ce =5, Y1 =9-1)  (3.18)
k=0 i,

Y
EY,[Y® D] =Y "k> L(G)P(Y: = k|Cy =i,C =, Y1 = ye-1)  (3.19)
k=0 4,7

y
VarlY[Y D] =3 "k " L()P(Ye = k|Ceo1 = 4, Ce = 5, Yie1 = ta1)
k=0 i
. E[ydy(t—l)]2
3.5 Lien entre PMC et HMM

Afin de démontrer que le modéle PMC est plus général que le modéle HMM et

aussi mieux expliquer celui-ci, le lien entre ces deux modéles sera démontré.

Comme il a été mentionné au début de la section 2.1, dans un modéle HMM
simple, Y; ne dépend que de Ci, et C; ne dépend que de C;_;. Si ces concepts
sont repris dans I’équation (3.4) du modéle PMC, il est possible de dire que (voir

Pieczynski, 2003) :

P(Z, 1, Z;) = P(Y;-1:4|Ct-1.1)P(Cs_1, Cy)
= P(Y|C)P(¥;-1|Ce1)P(Ci-1, Ct). (3.20)

Si l’égalité (3.20) est remise dans la probabilité P(Z;|Z;_,), définie a I’équation
(3.2), il s’en suit que :

_ P(Y|C)P(Yit|Cot)P(Cos, C)
P(Z|Zi1) = =@, 1100 )P(C)
_ P(YC)P(Yers|Cr)P(CCr1)P(Cirv)
B ]P(Yt—llct—l)]P(Ct—l)

= P(%|C;)P(C;|C-a). (3.21)

A partir de 1’équation du CDL du modéle PMC, équation (3.3), et de I’équation
(3.21), alors le CDL d’un modéle HMM simple est retrouvé (voir équation (2.9)),
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soit :

CDL = P(Z,)P(Z,|Z,) - - - P(Zr| Zr1)
= P(C1, Y1)P(C;|C1)P(Y2|C2)P(Cs3|C2) P(Y3]Cs)
P(Cr|Ce-1)P(Y7|Cr)
= P(C1)P(Y1|C1)P(C2|C1)P(Y2|C2)P(Cs|C2) P (Y5|Cs)
P(Cr|Ce-1)P(Y7|Cr)
= P(Co) ﬁ]P(YtWt)P(CACt—l)-

t=1
Cette derniére égalité démontre que le modéle PMC est plus général que le modéle

HMM.

3.6 Reconnaissance d’image 4 I’aide du modéle PMC

La majorité des publications qui traitent du modéle PMC utilise celui-ci en ad-
mettant que :

Yi1:4|Ce1 =4, Cr = § ~ N (Y124, 15, Zij)-

Soit, la distribution de I’état connu sachant 1’état caché est une normale bivariée de
moyenne L;; et une matrice de variance-covariance ¥;;. Avec les équations (3.15)

et (3.16), les équations des paramétres re-estimés sont déterminés, soit :

G = )

4 = Et=2 Y t¢t ( 7)
ij T
Et=2 t(n) (Z .7)

(n+1) _ Ef=2(Yt—1t /1£J+))(Yt #E;H-l)) n)(iaj)

ij
T (i, 9)

Tous les éléments indispensables afin d’apphquer le modéle PMC A& la reconnais-
sance (segmentation) d’image sont déterminés. Le modéle PMC a été développé

dans le but de déchiffrer des états cachés dans une image. Par exemple, il arrive
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parfois que la photocopie d’une page de document ne soit pas parfaite et que
les informations contenues sur ’endos de la feuille soient visibles sur le recto de
celle-ci. Il est donc possible, i ’aide d’'un modéle PMC, de décoder la photocopie
afin d’en faire ressortir les éléments appartenant au recto et au verso. Les modéles
HMM peuvent aussi étre utiles pour cette tache. Dans la sous-section suivante,

Palgorithme d’Hilbert-Peano, utilisé dans la décomposition d’image, est introduit.

3.6.1 Hilbert-Peano

11 est possible de lire une image comme la combinaison de nombres (un nombre
représente la couleur d’un pixel). En effet, pour une image de 126x126 pixels, il y
a donc 15876 données. Pour appliqué le modéle PMC a une image, celle-ci doit-
étre transformée en vecteur. En effet, I'image en deux dimensions (2D, matrice)
doit é&tre transformée en une dimension (1D, vecteur). Cette transformation n’est
pas triviale. En effet, un simple aller-retour (row prime order scan) des pixels
horizontaux peut étre exécuté, mais ne serait pas optimal. Pour une image de 4x8,
par exemple (voir la figure 3.3), le pixel & la cellule 0 représenterait le premier
élément du vecteur (1,32). Si un simple aller-retour est exécuté, alors le pixel &
la cellule 15 serait 1’élément (1,16) du vecteur. Ce n’est pas optimal, car il y a de
grandes probabilités que ces 2 pixels appartiennent au méme état. Un exemple de

balayage aller-retour est illustré a la figure 3.3.

L’algorithme d’Hilbert-Peano (voir Peano, 1890 ; Griffiths, 1985 ; Hilbert, 1891)
vient corriger ce probléme et conserve la propriété de localité 2D. A noter que le
balayage (scan) d’Hilbert-Peano fait partie de la famille des courbes de remplis-
sage (space filling curves). La description exhaustive du balayage d’Hilbert-Peano
n’est pas faite dans ce mémoire. Cependant, une représentation graphique de ce
balayage est illustrée a la figure 3.4 (cette figure provient de Hilbert, 1891) : Le

balayage passe donc par plusieurs pixels & proximité avant de se déplacer vers une
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Figure 3.3 Exemple schéma balayage aller-retour. Ce schéma provient de Artyo-

mov et al. (2005).
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Figure 3.4 Balayage d’Hilbert-Peano

autre région. Ce balayage n’est pas parfait, mais toutefois mieux qu’un simple
gl

aller-retour.

3.6.2 Application PMC 3 la segmentation d’image

Le modéle PMC a été principalement créé pour la reconnaissance d’image. Dans
cette section, le modéle PMC est appliqué & la reconnaissance d’images afin de
répliquer les papiers de la littérature. Les modéles du présent chapitre seront

appliqués sur des données financiéres au chapitre 4.
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Pour appliquer le modéle PMC 4 la reconnaissance d’image, une image représen-

tant un zébre est utilisée. La photo originale est illustrée a la figure 3.5.

Figure 3.5 Image originale du zébre

Pour vérifier I'efficacité de la reconnaissance des signaux noirs et blancs avec un
modéle PMC, cette image a été volontairement embrouillée (busy signal). Au-
trement dit, elle a été embrouillée & 1'aide d’un ordinateur. La figure 3.6 illustre

I'image du zébre embrouillée.

Le zébre est toujours visible dans la figure 3.6, mais moins que dans la figure
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Figure 3.6 Image embrouillée du zébre

3.5. Le balayage d’Hilbert-Peano est appliqué une premiére fois afin d’obtenir un
vecteur de nombres représentant des couleurs. Par la suite, I’algorithme EM, avec
un modéle PMC, est appliqué sur ce vecteur de données. Finalement, le vecteur
de résultats est transformé en une matrice qui est transformée a son tour (grace a
Matlab) en une image possédant seulement 2 couleurs (soit noir et blanc). Lors de
lapplication de I’algorithme EM au modéle PMC, le nombre d’états a été délibé-
rément mis & 2 états, car 'image originale ne posséde que 2 couleurs (noir/blanc).

Le résultat de l'application d’un modéle PMC sur I'image embrouillée est illustré
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a la figure 3.7. La distribution de Y;.,,|Ct.+41 du modéle PMC est, par hypothése,
une distribution normale bivariée. Les figures 3.7-3.9 représentent les états cachés
et non I'application de ’algorithme de filtrage. En effet, la réplication des valeurs
observées importe peu ici. La formule utilisée pour déterminer ’état caché au
temps t est C; = ma.x((ft), ot {; représente le vecteur des ft(z) (pour ¢ = 1,...,m).
La valeur du maximum ((;(i)) n’est pas le résultat final, il s’agit de Détat 4. Dans

ces figures, I’état 1 représente la couleur noire et ’état 2 la couleur blanche.

Figure 3.7 Image aprés PMC du zébre

Le résultat de ’application d’un modéle PMC-IN sur I'image embrouillée est illus-
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tré & la figure 3.8. Les distributions Y;|Cl.t41 et Yii1|Criyr du modéle PMC-IN

sont des distributions normales.

Figure 3.8 Image aprés PMC-IN du zébre

Finalement, afin de comparer le modéle PMC, le résultat de ’application d’un
modéle HMM sur 'image embrouillée est illustré a la figure 3.9. Le modéle HMM

admet une loi normale comme distribution de Y|C.

Pour comparer ces 3 résultats, les pixels, aprés ’application de chacun des modéles,

sont comparés aux pixels de la figure 3.5. Le pourcentage de correspondance des
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Figure 3.9 Image aprés HMM du zébre

pixels est donné dans la table 3.1. Les trois modéles sont sensiblement égaux. Le
modéle PMC-IN obtient des résultats légérement supérieurs aux deux autres. Les

résultats sont similaires & ceux publiés dans Lanchantin (2006).



62

Tableau 3.1
Résultats de 'application des modéles PMC, PMC-IN et HMM comparé & I'image

originale du zébre (voir figure 3.5)

Modéle Pourcentage de correspondance (%)
PMC 96.10

PMC-IN 97.09
HMM 97.01




CHAPITRE IV

APPLICATION DE MODELES HMM ET PMC A DES DONNEES
FINANCIERES

Dans ce chapitre, les modéles de chaines de Markov cachées et de chaines de
Markov couples développés aux chapitres 2 et 3 sont appliqués sur des données
financiéres. Ces modéles sont appliqués 4 une série temporelle de nombre de dé-
fauts. La section 4.1 précise la provenance de ces données. A la section 4.3, les
régresseurs utilisés lors des différentes analyses sont déterminés. Aux sections 4.2,
44, 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9 et 4.10, les modéles élaborés aux chapitres précédents
sont appliqués a ces données. Les EMV des paramétres de chaque modéle y sont
de plus présentés. Le maximum de la fonction de vraisemblance, le AIC et le
BIC de ces mémes modéles se retrouvent & la section 4.11, et ce, afin de faire la

comparaison de 1’ajustement des modéles.

4.1 Base de données

La base de données utilisée dans ce mémoire provient du Département de droit de
I"Université de Californie & Los Angeles (UCLA). Le nom de cette base de données
est UCLA-LoPucki Bankruptcy Research Database (BRD) (UCLA, 2017). Celle-
ci a été congue dans le but de réunir toute I'information disponible sur les faillites
(événement de défaut) de grandes entreprises publiques américaines. La BRD

contient plus de 1000 événements de défauts recensés du 1°* octobre 1979 & ce jour.
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Pour les fins du présent mémoire, les données comptabilisés jusqu’en novembre

2017 sont utilisées.

Une compagnie doit remplir un rapport annuel 10-K du SEC (Securities and Ez-
change Commission) pour &tre considérée dans cette base de données (voir SEC,
2017a). Le 10-K est un rapport financier que les grandes compagnies publiques
américaines doivent remplir annuellement. Une compagnie publique doit remplir,
selon le US Bankcruptey Code, le chapitre 7 ou 11 du rapport 10-K afin de signa-
ler tout événement de défaut & ses actionnaires. Le chapitre 7 s’applique en cas
de faillite, ce qui implique que le débiteur (dans ce mémoire, le débiteur est une
compagnie publique) n’a plus d’obligation de paiement envers ses créanciers (dans
ce mémoire, les créanciers sont les actionnaires). Le chapitre 11 concerne les cas
de restructuration de la dette et la poursuite future des opérations du débiteur.
Bien que la dette soit simplement restructurée dans le cas du formulaire de cha-
pitre 11, le créancier souffrira souvent de cette restructuration. Pour obtenir des

informations plus détaillées au sujet du chapitre 7 et 11, voir SEC (2017b).

Pour faire partie de la BRD, la compagnie doit, de plus, avoir une valeur d’actifs
de plus de 100 millions en dollars de 1980. L’indice des prix & la consommation
(IPC) est utilisé afin de convertir la valeur d’actifs en dollars de 1980. Le tableau
C.1, en annexe, présente la valeur annuelle minimale des actifs requis pour faire

partie de cette base de données.

La base BRD comprend un total de plus de 200 colonnes d’'informations qui ré-
pertorient tous les enregistrements de compagnie ayant rempli le chapitre 7 ou
11 du rapport 10-K. Dans ce mémoire, seulement la colonne DateFiled, qui re-
présente la date de 1’événement de défaut, est utilisée. Dans la base BRD, il y
a 24 compagnies ayant rempli le chapitre 7 et 1071 pour le chapitre 11. Pour ce

mémoire, les chapitres 7 et 11 sont considérés comme un événement de défaut
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quelconque. De plus, les événements de défaut d’un méme mois ont été regroupés
afin d’obtenir une série temporelle mensuelle du nombre d’événements de défauts

(risque de crédit).

4.1.1 Régresseurs

Les régresseurs utilisés sont reliés & des séries temporelles financiéres. Ces séries
sont disponibles dans les bases de données en ligne sur le site de la FRED (Federal
Reserve Bank of St. Louis Economic Data - voir FRED, 2017a). Les bases de don-
nées canadiennes n’ont pas été utilisées, puisque la BRD comptabilise seulement

les grandes compagnies publiques américaines.

Les indicateurs économiques sont les séries temporelles les plus utilisées pour
modéliser des séries temporelles quelconques se rattachant au domaine financier.
Ce style de série donne en général une bonne vue d’ensemble de I’économie & un
moment voulu. Pour ce mémoire, les séries temporelles les plus classiques ont été
prises, soit celles énoncées dans Lahiri et Moore (1992), Griliches (1990), Sullivan
(2003), Quandl (2017), FRED (2017b) etc. De plus, les séries sélectionnées sont
faciles & interpréter d’un point de vue économique. Les indicateurs utilisés dans ce
mémoire sont présentés ci-dessous. Le code & utiliser pour les retrouver facilement
sur le site de FRED, ainsi qu’une bréve description de chacun d’entre eux, est

fourni.

1. Produit intérieur brut réel (PIB réel) : (FRED : GNPC96) Le PIB réel
représente la production économique qu’un pays peut produire, et ce, pour
tous produits et services confondus. Le PIB réel, en comparaison au PIB,
est un indice en dollar constant. Une augmentation du PIB est, en général,
accompagnée d’une amélioration de 1’économie, donc d’une diminution du

taux de défauts.
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Le PIB réel n’est pas disponible en valeur mensuelle, car celui-ci est seule-
ment enregistré trimestriellement. Ce régresseur ne sera donc pas retenu.
Toutefois, il a été démontré par Okun (1963) qu’il y a une forte corrélation
entre le PIB réel et la différence du taux de chémage. Afin de vérifier cette
hypothése, le calcul de la corrélation entre les régresseurs trimestriels a été
effectué sur la période a I’étude. Il est possible d’observer une corrélation de
-65% entre le PIB réel et la différence du taux de chémage. Le chémage est

donc utilisé comme régresseur mandataire du PIB réel.

. Taux de chémage : (FRED : UNRATE_CHG) Le taux de chémage re-

présente le pourcentage de la main-d’ceuvre active qui n’a pas d’emploi. Une
augmentation du taux de chémage est, en général, accompagnée d’une dé-
térioration de ’économie, donc d’une augmentation du taux de défauts. La

différence mensuelle du taux est utilisée.

. Indice S&P 500 : (FRED : SP500) Le S&P 500 est un indice boursier

qui représente 1’état financier des 500 plus grandes compagnies américaines
cotées en bourse. Une augmentation de I'indice S&P 500 est, en général, ac-
compagné d’une amélioration de I’économie, donc d’une diminution du taux
de défauts. Les log-rendements sont utilisés, soit log (%’;), ou S, représente
la valeur de l'indice au temps t; et S, représente la valeur de !'indice au

temps 1y

. Ecart de rendement entre les obligations corporatives (BAA) et

celle du gouvernement fédéral (Spread) : (FRED : BAA1QY) Le Spread
représente ’écart du rendement des obligations qu'une compagnie cotée Baa
offrira en comparaison au taux obtenu avec des obligations du Trésor. Les
obligations du Trésor sont des obligations émises par le gouvernement et
considérées sans risque. Cet indice économique représente l'incertitude du

marché face aux investissements considérés risqués. Une augmentation du
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Spread est, en général, accompagnée d’une détérioration de ’économie, donc

d’une augmentation du taux de défauts.

5. Indice des prix 4 la consommation (IPC) : (FRED : CPIAUCSL_ PCH)
L’TPC représente I’évolution moyenne du prix des biens et services offerts.
Une augmentation de I'IPC est, en général, accompagnée d’une amélioration
de ’économie. Cependant, cet effet peut n’étre que temporaire. Le pourcen-
tage de différence mensuelle est utilisé.

6. Taux directeur (Fed fund rate) : (FRED : FEDFUNDS) Le taux di-
recteur est le taux d’intérét que les institutions financiéres doivent payer
lorsqu’elles empruntent d’une autre institution financiére. Une augmenta-
tion du taux directeur est, en général, accompagnée d’une détérioration de
I’économie, donc d’une augmentation du taux de défauts.

7. VIX : (FRED : VIXCLS) Le VIX est un indice boursier qui représente
la volatilité & court terme espérée sur les marchés. Puisque cet indice est
seulement disponible depuis le début des années 1990, ce régresseur ne sera
pas utilisé. La corrélation du VIX avec le log-rendement du S&P 500 est de
plus de 60%, donc le S&P 500 est utilisé comme régresseur mandataire du

VIX.

La matrice de corrélation est calculée pour les régresseurs mensuels, soit :

Chomage Spread FEDFUNDS IPC  S&P 500

Chomage [ 1 0286 0096 0002 —0.015 \
Spread 0.286 1 —0.388 —0.311 —0.058
FEDFUNDS| 0.096  —0.388 1 0.497  —0.006
IPC 0.002  —0.311 0.497 1 —0.031
S&P 500 \ —0.015 —0.058  —0.006  —0.031 1

Avec cette matrice, il est possible de voir que les régresseurs ne sont pas fortement

corrélés entre eux.
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4.1.2 Nombre de compagnies (exposition)

Le nombre de compagnies actives (exposition) vient affecter le nombre de dé-
fauts. En effet, il est normal de remarquer un plus grand nombre de défauts si le
nombre de compagnies actives est plus élevé. Pour obtenir le nombre annuel de
compagnies actives, les bases de données de Compustat (2017) ont été utilisées.
En guise de rappel, seules les compagnies américaines ayant un actif de plus de
100,000,0009% en dollar de 1980 ont été comptabilisées. Afin de déterminer la va-
leur minimale d’actifs qu’elles devaient posséder annuellement, le tableau C.1 a
été utilisé. Puisque le nombre de compagnies est présenté sur une base annuelle, la
valeur obtenue par Compustat est considérée comme le nombre de compagnies a
la mi-année. Le nombre de compagnies aux autres dates est obtenu a l’aide d’une
spline polynomiale cubique (voir Judd, 1998). Les valeurs obtenues de Compustat

se trouvent a 'annexe D.

La figure 4.1 illustre le nombre de compagnies annuelles répondant aux critéres
énoncés. La diminution du nombre de compagnies depuis la fin des années 1990
est causée par une augmentation des fusions-acquisitions et par la crainte des

nouvelles compagnies 4 devenir publique (voir Schumpeter, 2017).

Pour prendre en considération l’exposition au temps ¢, le paramétre \; de la loi

de Poisson est modifié, soit :

M = exp(x)8 + log(Ey)), (4.1)

ot FE; est I'exposition au temps t. L’exposition est donc considérée comme un

régresseur avec un parameétre de valeur un.

Puisque le nombre annuel de compagnies est élevé, le nombre de compagnies

observées en 1979 sera considéré comme ayant une valeur de un et les autres



69

4200 — T T T T T — T

4000

3800 - £ \H, .

/
3600 / -

=

w
B
(=
(=]
=1

Nbre de compagnies
w w
o (]
o o
(=) o
| S
1 t

P §

2800 —/

2600 / -
2400 - / 1

N

2200 1 1 1 L 1 L A
1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015

Période

Figure 4.1 Evolutions temporelles du nombre de compagnies actives avec un actif

> 100,000,000% en valeur de 1980.

valeurs seront un ratio de cette valeur, soit :

N;
= )
Nigrg

E,
ol N; est le nombre de compagnies observé 4 ’année 3.

4.1.3 Données empiriques

La figure 4.2 représente 1’évolution de la série temporelle de défauts qui est &

I’étude dans ce mémoire :

Les statistiques descriptives de cette série temporelle sont fournies 4 titre indicatif :
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— Sy = 2.5443 : 1l semble y avoir une certaine surdispersion.

— Coefficient d’asymétrie = 1.7246 : Il est normal de voir une valeur posi-
tive pour le coefficient d’asymétrie(skewness), puisque les observations sont
bornées a 0.

La distribution empirique est illustrée a la figure 4.3.

La distribution empirique a aussi été comparée & une distribution de Poisson de
T

moyenne ;‘?ﬂ = 2.4026. La distribution empirique n’est pas bien ajustée par la

distribution de Poisson. En effet, la distribution empirique a une trés longue queue

(grande distance de certaines données en comparaison 4 la moyenne) et présente
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Figure 4.3 Distribution empirique des défauts

une plus grande probabilité d’observer zéro ou un défaut, en comparaison & une
distribution de Poisson. De plus, un test du X? d’adéquation (voir Pearson, 1900)
sur la loi de Poisson rejette ce modéle & un seuil de 1%. La p-value de ce test est

inférieure 8 10759,

4.2 Application - Poisson

La figure 4.4 représente 'application d’une distribution de Poisson & la série de
défauts. La figure 4.5 représente le méme modéle, mais cette fois-ci en considé-
rant ’exposition. Pour obtenir la valeur du paramétre );, ’équation (1.6) a été
utilisée. Pour trouver le paramétre du modéle de Poisson considérant I’exposition,

I’équation (4.1) a été utilisée. Cependant, il n’y a pas de régresseur (celui-ci est
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considéré constant), soit :

A = exp(z,B + log(E:)) (4.2)
= exp(Bo + log(Ey)).

Pour le reste des applications de ce chapitre, ’exposition est toujours considérée.

De plus, le paramétre [, est seulement utilisé dans ce modéle.
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Figure 4.4 Application - Poisson

Dans les figures 4.4 et4.5, la ligne rouge représente simplement 1’espérance au
temps t, soit A;. Dans la premiére figure, cette ligne est constante, car I’exposition

n’est pas prise en compte. La ligne pointillée représente un intervalle de confiance
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Figure 4.5 Application - Poisson avec exposition

(IC) a 95%, soit la valeur a 2.5% et 97.5% du quantile d’une distribution de

Poisson. L’équation (1.1) est utilisée pour calculer la fonction cumulative, soit :

= e M)k
P(Y: < y)= Zk T (4.3)

k=0

L’intervalle de confiance au temps ¢ sera affiché dans toutes les figures suivantes
d’application de modéle. Il est & noter que la borne inférieur de I'IC sera en

générale de zéro, donc celle-ci ne sera pas visible.

Dans les deux graphiques ci-dessus, il est possible d’observer que la distribution
de Poisson (avec et sans exposition) n’est pas la meilleure modélisation possible.
En effet, la ligne représentant la moyenne espérée i chaque période ¢ se trouve

parfois trés loin de la valeur observée. La période de 2007 & 2010 représente la
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derniére crise financiére. Si la moyenne selon une loi de Poisson est comparée avec
les valeurs empiriques de cette période, il est possible de constater que la Poisson
sous-estime cette période. Méme aux valeurs limites d’un IC & 95%, ce modéle
se trouve parfois trés loin de la valeur empirique. La plus grande faiblesse de ce

modéle vient du fait que la loi est stationnaire.
La valeur de 'EMYV de ces modéles est de A = 2.4026 et 5y = 0.5371.

4.3 Sélection du modéle

Puisqu’il est parfois avantageux d’ajouter ou d’enlever des régresseurs, 31 modéles
possibles ont été créés, soit 2° — 1 possibilités. Le —1 de 2° — 1 représente la
possibilité o il n’y a aucun régresseur, soit une simple distribution de Poisson
(voir section 4.2). L’utilisation conjointe de quelconque régresseur est possible,
car ceux-ci ne sont pas fortement corrélés entre eux (voir sous-section 4.1.1). Le
nombre d’états du modéle HMM a, de plus, été testé avec des valeurs entre 2
et 4. Pour ce mémoire, le modéle 13 a été utilisé (voir 'annexe E) avec 2 états.
Ce modéle s’avérait celui qui, mathématiquement, s’ajustait mieux a la série de

données. Le modéle utilise donc les régresseurs Spread, Fed fund et S&P 500.

La figure 4.6 illustre les séries temporelles représentant le taux Spread, le taux Fed

fund et les log-rendements du S&P 500.

Dans les modéles qui suivent, si des régresseurs sont présentés, le régresseur f;
sera donc By==Spread, fo=Fed fund et B3=S&P 500. L’explication économique de

ces régresseurs se trouve & la sous-section 4.1.1.
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Figure 4.6 Série temporelle des régresseurs du modéle 13

4.4 Application - Poisson avec régresseurs

La figure 4.7 représente ’application d’une distribution de Poisson avec régresseurs
4 la série de défauts. La technique décrite & la sous-section 1.1.4 a été utilisée pour

trouver la valeur des EMV. Les régresseurs utilisés sont ceux du modéle #13.

La distribution de Poisson avec régresseurs semble mieux s’ajuster aux données
empiriques en comparaison a la distribution de Poisson sans régresseur. La ligne
rouge (série ajustée) est obtenue en appliquant, & chaque période de temps, I’équa-
tion (4.2). L'IC est calculé, & chaque période de temps, selon ’équation (4.3). La

valeur de )\; dans I'IC se calcule & partir de 1'équation (4.2). Les valeurs maximales
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Figure 4.7 Application - Poisson avec régresseurs

de I'IC semblent capter une plus grande portion des observations. Cependant, du-

rant les périodes de grande volatilité, ce modéle ne semble pas trés bien capter

toute la variabilité des observations. En effet, pour la période de 1998 & 2004 la

distribution de Poisson avec régresseurs sous-estime la valeur des ;.

La valeur des EMV de ce modéle est fournie au tableau 4.1.
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Tableau 4.1
EMYV p; - Poisson régresseur

B | Valeur S;
B | 31.0618
B2 | -5.5884
Bs | 0.9904

4.5 Application - HMM Poisson

La figure 4.8 représente ’application d’un modéle de chaine de Markov cachée
simple & la série de défauts. Les distributions de Y conditionnelles & C (Y|C)
utilisées sont toutes des distributions de Poisson (sans régresseur). L’algorithme

EM a été utilisé pour trouver la valeur des EMV (voir section 2.5).

La ligne rouge (série ajustée) est obtenue en appliquant, & chaque période de
temps, ’équation (2.31). L’IC est calculé, a chaque période de temps, selon ’équa-

tion (2.30). La valeur de );; se calcule & partir de I’équation suivante :
Aei = exp(log(Ey))F; = M F;. (4.4)

En comparaison avec le modéle de Poisson avec et sans régresseur, les périodes
plus volatiles sont mieux modélisées et I'IC capte presque tout 1’éventail des ob-

servations. La valeur 4 97.5% (IC) capte plusieurs valeurs extrémes.

La figure 4.9 illustre la probabilité de se situer dans chacun des états & chaque
période de temps ¢, soit le paramétre {;(t) (voir équation (2.22)). L’état 1 semble
couvrir des périodes de peu de défauts et I'état 2, les périodes avec le plus de

défauts.

La valeur des EMV de ce modéle est fournie au tableau 4.2.
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Figure 4.8 Application - HMM Poisson

Tableau 4.2
EMV T, §; et F; - HMM Poisson

0.9760 0.0240
0.0986 0.9014

d; | Valeur 6; F; | Valeur F;
6y | 0.8046 Fy | 0.3848
do | 0.1954 F, | 1.8083
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4.6 Application - HMM Poisson avec régresseurs

La figure 4.10 représente ’application d’un modéle de chaine de Markov cachée &
la série de défauts. Les distributions de Y conditionnelles & C' (Y'|C) utilisées sont
des distributions de Poisson avec régresseurs. L’algorithme EM a été utilisé pour

trouver la valeur des EMV (voir la section 2.5).
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Figure 4.10 Application - HMM Poisson avec régresseurs

La ligne rouge (série ajustée) est obtenue en appliquant, & chaque période de
temps, I’équation (2.31). L’IC est calculé, a chaque période de temps, selon I’équa-

tion (2.30). La valeur de \;; se calcule & partir de 1’équation suivante :

A = exp(x,B + log(Er)) Fi = A Fi. (4.5)
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En comparaison avec le modéle de Poisson avec régresseurs, les périodes plus
volatiles sont mieux modélisées et la variance vient capter presque tout 1’éventail
des observations. Le modéle HMM Poisson avec régresseurs semble mieux ajuster
les périodes de variabilité en comparaison au modéle sans régresseurs. De plus,
I'IC est beaucoup plus concentré autour des observations lorsqu’il y a présence
de régresseurs. En effet, pour la période de 1998 4 2002, le modéle HMM avec
régresseur semble suivre la tendance a la hausse sans pour autant faire comme le

modéle sans régresseur qui admet simplement un trés grand IC.

La figure 4.11 illustre la probabilité de se situer dans chacun des états & chaque
période de temps %, soit le paramétre C}(t) (voir equation (2.22)). Le premier
état semble représenter les périodes peu a risque. L’état 2 semble représenter les

périodes avec les plus grandes valeurs et variabilités.

La valeur des EMV de ce modéle est fournie au tableau 4.3.
Tableau 4.3
EMV T, §;, F; et 5; - HMM Poisson avec régresseurs

0.9882 0.0118
0.0425 0.9575

,Bi Valeur ,Bi
d; | Valeur §; F; | Valeur F;

B | 23.2473
& | 0.7824 F | -0.2277

B2 | -5.4745
&2 | 0.2176 Fy | 0.8081

Bs | 1.1960
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Figure 4.11 Probabilité éj (t) - HMM Poisson avec régresseurs

4.7  Application - HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y |C;)

La figure 4.12 représente I’application d’un modéle de chaine de Markov cachée
du second ordre & la série de défauts. Les distributions de Y conditionnelles & C
(Y|C) utilisées sont des distributions de Poisson avec régresseurs. L’algorithme
EM a été utilisé pour trouver la valeur des EMV (voir la section 2.5) avec une

légére modification sur la matrice I' (voir la section 2.6).

La ligne rouge (série ajustée) est obtenue en appliquant, & chaque période de
temps, l’équation (2.31). L’IC est calculé, & chaque période de temps, selon I’équa-

tion (2.30). La valeur de \;; se calcule & partir de I’équation (4.5).
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Figure 4.12 Application - HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y;|C;)

La figure 4.13 illustre la probabilité de se situer dans chacun des états & chaque

période de temps ¢, soit le paramétre éj(t) (voir I’équation (2.22)). Cette figure

comporte 4 états pour représenter les 4 mélanges d’états C;_; = i et C; = j

(pour 4,5 = 1,2) possibles. Le premier état semble représenter les périodes peu

a risque. L’état 4 semble représenter les périodes avec les plus grandes valeurs et

variabilités. Les états 2 et 3 ne semblent pas étre utilisés.

La valeur des EMV de ce modéle est fournie au tableau 4.4.

Bien que la figure 4.12 semble montrer que ce modéle ajuste bien les observations,
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Figure 4.13 Probabilité ¢;(t) - HMM second ordre Poisson avec régresseurs
(¥2|Cy)

I'utilisation de 4 états n’est peut-étre pas optimale puisque certaines probabilités

7i; sont proches ou égales a 100%.
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Tableau 4.4
EMV T, §;, F; et 5; - HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y;|C;)

0.9757 0.0243 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.5817 0.4183

I =
1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0381 0.9619
é; | Valeur ¢;
B; | Valeur S;
61 | 0.7601 F; | Valeur F;
51| 23.4084
b9 | 0.0185 F; | -0.2456
Ba | -5.4938
8 | 0.0185 F,| 08073
B3 1.2431
64 | 0.2030

4.8 Application - HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y|C, C;_1)

La figure 4.14 représente ’application d’un modéle de chaine de Markov cachée
du second ordre a la série de défauts. Les distributions de Y; conditionnelles & C;
et Cy—1 (Y2|Ct, Ci—1) utilisées sont des distributions de Poisson avec régresseurs.
L’algorithme EM a été utilisé pour trouver la valeur des EMV (voir la section
2.5) avec une légére modification de la matrice I" (voir la section 2.6) ainsi qu’une

modification sur les probabilités P(y;) (voir la matrice 2.32).

La ligne rouge (série ajustée) est obtenue en appliquant, & chaque période de
temps, 1’équation (2.31). L’IC est calculé a chaque période de temps selon I’équa-

tion (2.30). La valeur de \;; se calcule & partir de ’équation (4.5).

La figure 4.15 illustre la probabilité de se situer dans chacun des états i chaque
période de temps t, soit le paramétre ;(t) (voir 'équation (2.22)). Cette figure
comporte 4 états pour représenter les 4 mélanges d’états C;—; =i et C; = j (pour

i,7 = 1,2) possibles. Ce modéle ne semble pas bien ajuster les réalisations, puisque
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Figure 4.14 Application - HMM second ordre Poisson avec régresseurs

(¥2|Ct-1,Cr)

seulement 1’état 1 semble significatif.

La valeur des EMV de ce modéle est fournie au tableau 4.5.

Encore une fois ici, I'utilisation de 4 états n’est peut-étre pas optimale puisque la

probabilité §; est de 100%. De plus, le graphique semble moins bien ajuster les

réalisations.
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Tableau 4.5
EMV T, §;, F; et 3; - HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y;|C;—1, C;)

1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.1495 0.8505

=
0.9398 0.0602 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.7758 0.2242
0; | Valeur §; F; | Valeur F;
,Bi Valeur ,Bi
61 | 1.0000 F; | -0.3489
By | 41.0366
o9 | 0.0000 F, | 1.5824
By | -3.7584
63 | 0.0000 F; | 3.2509
Bz | 1.2447
64 | 0.0000 Fy | 4.9469
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Application - PMC-IN Poisson

La figure 4.16 représente 'application d’un modéle de chaine de Markov couple
gu

& la série de défauts. Les distributions de Y;_; et Y; conditionnelles & C;_; et C;

(Yi—1, Y;|Ci—1, C;) utilisées sont des distributions de Poisson indépendantes (voir

la sous-section 3.4.2). L’algorithme EM a été utilisé pour trouver la valeur des

EMV (voir 3.1).
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Figure 4.16 Application - PMC-IN Poisson

La ligne rouge (série ajustée) est obtenue en appliquant, & chaque période de

temps, I’équation (3.19). L’IC est calculé & chaque période de temps selon I’équa-

tion (3.18). La valeur de );; se calcule & partir de 'équation (4.4).
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La figure 4.17 illustre la probabilité de se situer dans chacun des états & chaque
période de temps ¢, soit fj (t). I est possible de constater que les 2 états ne sont

pas trés bien identifiés en comparaison au modéle HMM.
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Figure 4.17 Probabilité {;(t) - PMC-IN Poisson

La valeur des EMV de ce modéle est fournie au tableau 4.6.

En comparaison au modéle HMM Poisson sans régresseur, le modéle PMC-IN sans
régresseur semble mieux ajuster les observations. Cependant, celui-ci comporte 11

parameétres en comparaison a seulement 4.
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Tableau 4.6
EMV ci;, AL et A2 - PMC-IN Poisson
J 7] (7]

0.0008 0.0043
0.9946 0.0003

Cj =

Valeur 4,5 | Valeur )\}; Valeur A2
i=1,75=1 0.0522 1.7896
i=1,7=2 0.0226 0.5966
i=2j=1| 00161  1.1094
1=2,7=2 0.5834 4.0096

4.10 Application - PMC-IN Poisson avec régresseurs

La figure 4.16 représente ’application d’un modéle de chaine de Markov couple
a la série de défauts. Les distributions de Y;_; et Y; conditionnelles & C;_; et C;
(Yi1, Y;|Ci—1, Ct) utilisées sont des distributions de Poisson indépendantes avec
régresseurs. L’algorithme EM a été utilisé pour trouver la valeur des EMV (voir

3.1).

La ligne rouge (série ajustée) est obtenue en appliquant, 4 chaque période de
temps, I’équation (3.19). L’IC est calculé 4 chaque période de temps selon ’équa-

tion (3.18). La valeur de A;; se calcule & partir de I’équation (4.5).

La figure 4.19 illustre la probabilité de se situer dans chacun des états a chaque
période de temps t, soit (}- (t). Il y a une amélioration de l'identification des états

entre le modéle PMC avec et sans régresseur.

La valeur des EMV de ce modéle est fournie au tableau 4.7.
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Figure 4.18 Application - PMC-IN Poisson avec régresseurs

Le modéle PMC-IN semble ajuster aussi bien les données que le modéle HMM
Poisson avec régresseurs. Cependant, celui-ci comporte 14 paramétres en compa-

raison & seulement 7.
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Tableau 4.7

0.9429 0.0007
Ci; =
0.0003 0.0561

Valeur 4,5 | Valeur Fj; Valeur FJ
i=1,7=1 0.0367 0.6748
i=1,5=2| Diise 1.3113
1=2,7=1| 78.4986 1.0706

i=24j=2

79.6185 2.2012

|

2004

2009

B; | Valeur S;
B | 31.1987
B2 | -5.7910
Bs | 1.8041

=10

93

Nbr défauts

Nbr défauts
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4.11 Tableau sommaire des différents modéles

Afin de déterminer le meilleur modéle entre tous ceux appliqués dans le présent

chapitre, le tableau 4.8 illustre pour chacun des modéles les valeurs de AIC et BIC

(information sur AIC/BIC voir 1.4). De plus, la valeur de la log-vraisemblance et

le nombre de paramétres de chacun des modéles y sont présentés.

Dans ce tableau, c’est la log-vraisemblance de chaque modéle qui y est comparé,

et non le CDLL (voir 2.2 et 3.2 pour information sur CDLL). En effet, pour les
modéles HMM et PMC :

ZaT(i) = Z]P(YT, Cr=1i)=P(YT) = L.

Donc, la valeur de la log-vraisemblance s’obtient directement grace aux probabi-

lités Forward.

Tableau 4.8

Tableau sommaire des différents modéles

Modéle # | Nombre de paramétres —1xLog-Vraisemblance AIC BIC
1 1 1065.0932 2132.1865 2136.3111
2 il 992.4796 1986.9592 1991.0838
3 3 893.2929 1792.5857 1804.9598
4 4 851.1057 1694.2114 1726.7102
5 7 784.5388 1583.0776 1611.9504
6 9 784.1560 1586.3120 1623.4341
7 11 888.8276 1799.6552 1845.0267
8 11 806.3172 1634.6344 1680.0059
9 14 771.3811 1570.7622 1628.5078

La liste ci-dessous fait la correspondance des numéros de modéle énoncé dans le

tableau 4.8.
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1. Poisson

2. Poisson avec exposition

3. Poisson avec régresseurs

4. HMM Poisson

5. HMM Poisson avec régresseurs

6. HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y;|C;)

7. HMM second ordre Poisson avec régresseurs (Y:|C;—1, Cy)
8. PMC-IN Poisson

9. PMC-IN Poisson avec régresseurs

Le tableau 4.8 présente le résultat de tous les modéles appliqués dans ce mémoire.
Les modéles ayant mieux ajusté les données de défaut sont les modéles HMM
Poisson avec régresseurs (selon le BIC) et PMC-IN Poisson avec régresseurs (selon
le AIC). Le modéle PMC-IN Poisson avec régresseurs a réussi a surpasser les
modéles HMM pour la valeur du AIC, mais pas pour la valeur du BIC. Cela
s’explique notamment par le fait que les modéles PMC sont formés de beaucoup de
paramétres, donc, selon la valeur du BIC, le modéle HMM Poisson avec régresseurs
semble étre un meilleur modéle que le modéle PMC-IN Poisson avec régresseurs
pour des données financiéres. Il est aussi important de noter que les modéles
PMC ne sont pas vraiment adaptés pour les séries temporelles. En effet, par
construction, Y; dépend de la valeur présente et future de 1’état caché, soit C; et
Ci41- Or, dans une série temporelle, le futur ne sera jamais connu. En contexte
de reconnaissance d’image, le modéle PMC est plausible, mais avec une série

temporelle, c’est inadéquat.






CONCLUSION

Le but de ce mémoire était de modéliser une série temporelle du nombre de dé-
fauts en risque de crédit a ’aide de modéles de chaines de Markov cachées ainsi
que de modéles de chaines de Markov couples. Pour ce faire, la base de données
du Département de droit de I’Université de Californie & Los Angeles (UCLA), qui
contient plus de 1000 enregistrements d’événements de défaut de grandes compa-

gnies américaines de 1980 & aujourd’hui, a été utilisée.

Pour arriver a effectuer cette tache, les modéles HMM et PMC ont été définis afin
de mieux comprendre leur fonctionnement. Plusieurs formules et résultats indis-
pensables 4 la bonne compréhension de ces modéles et & I’obtention de résultats
ont été démontrés. Finalement, 'application des modéles a été effectuée sur la

base de données BRD.

Les résultats obtenus démontrent que les modéles HMM ajustent mieux les obser-
vations de défaut que les modéles PMC, selon la valeur du BIC. La performance
des modéles HMM et PMC est cependant trés semblable. En effet, la valeur du
AIC du modéle PMC-IN Poisson avec régresseurs était légérement supérieure a

celle de tous autres modéles utilisés dans ce mémoire.

Les modéles PMC n’étaient pas les meilleurs puisqu’ils comportent beaucoup de
paramétres. Le nombre de paramétres de ceux-ci était élevé par rapport a la
dimension de la base de données. Les modéles PMC ont été créés & des fins de
reconnaissance d’image. Les plus petites images utilisées dans la littérature sont
souvent de 126x126 pixels, soit de plus de 15000 données. Il est évident que les

modéles PMC n’auront pas la méme stabilité avec seulement 457 observations
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comme ce qui a été utilisé dans ce mémoire avec la base de données BRD. De
plus, en contexte financier, le modéle PMC est inadéquat. En effet, ce modéle
admet que I’état caché au temps ¢+ 1 (Cyy1) est connu au temps ¢. Or, dans une

série temporelle de défauts, le futur ne peut pas étre connu.

Il serait possible d’appliquer les modéles de chaines de Markov triplet (Triplet
Markov Chain - TMC) (Pieczynski, 2013) créés par M.Pieczynski aprés la concep-
tion du modéle PMC. Encore une fois, l’ajustement 4 des données financiéres ne
sera peut-&tre pas idéal, car ces modéles ont aussi été créés a des fins de segmen-

tation d’images.

Il serait aussi possible d’utiliser les modéles HMM multivariés, soit des modéles
HMM ayant plus d’une série temporelle & I’étude (voir Zhao, 2010). Il serait inté-
ressant d’utiliser ce type de modéle HMM en utilisant une série pour les compa-
gnies moins bien cotées et une autre série pour les compagnies mieux cotées. En
effet, comme la figure 0.1 l'illustre, les compagnies moins bien cotées ont une plus

grande probabilité de défaut en période de crise financiére.

Enfin, les modéles comme le HMM démontrent énormément de potentiel pour
modéliser des séries temporelles financiéres. En ce sens, une forte croissance de

I’application de ces modéles dans le domaine professionnel est trés souhaitable.



ANNEXE A

DEMONSTRATIONS HMM - CHAPITRE 2

Proposition 1.

Pour0<t<T -1

P (Y,|C:) = P (Y{|C) P (Y,1,|C:) (A.la)

Démonstration. Cette égalité montre ’indépendance conditionnelle entre la dis-

tribution de Y et YT, sachant C;.
Premiérement,
P(Y®,CD) = P(Y],CF)

T
= P(Cy) H P(C|Cr—1)P(Y%|Ck)

k=1
t T

= P(Co) [ [ P(CkICk-1)P(¥i|Ck) ] P(Ck|Cror)P(YiICk).
k=1 k=t+1

(A.2)
St :

T
P(Y51,Cf) =P(C) [] P(CklCr1)P(Yi|Ch),
k=t+1
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alors

¢ 'l
H (CelCr—1)P(Yx|Ck) J] P(CklCk-1)P(Yi|Ck)

k=t+1
= P(YY, Co)pras (C’) P(C) [] P(CkICr-1)P(Yi|Ck)
¢ k=t+1
= ]P(},lt’ctt))mlp(},tila C;F) (A.3)

Si la somme des ¢ * et ¢f,; sur P(Y(D),CM) est effectuée, alors :

> > PY/,CP)

cOv'-;ct—l:l Ct41 1---,CT=1

_]P(},I’Ct) (16') (},til’ct)

Finalement,

m m 1

Z Z ]P(},IT’ Cg‘) = ]P(},lt’ Cf«) ]P(Ct) (},til’ Cf«)

€0,--sCt—1=1 Ci41 sersCP=1

P(YY",C) = P(Y{'|Cy)

=,

(G p
(Cs)
Y LICOP(C)

t+1|Ct)

P(Y,},|C)P(Cr)

'%

P(Y,"|C:)P(Ce) = P(Y|C:)P

(
]P(Y1T|Ct) T ]P(Y1t|Ct)]P(

La proposition 1 sera utilisée dans les propositions 5 et 6.

Proposition 2.

PourT>t+1
P(YT,CitY) = P(YY, C)P(Cepa |C)P(Y; 14| Crar) (A.4a)




101

Démonstration. Si la somme des c5! et cl,, sur I’équation (A.3) est effectuée,
42

alors :

Z Z ]P(Y(T), C(T)) = Z Z ]P(},lt’ CO) ]P(C )]P(},tzlv CT)

€0yeenCt—1=1 Ct42,...,c7=1 COseersCl— 1—16t+2. ser=1

P(Y{",Ci*) = P(Yf,Ct)]P(C) (Y, G

]P(C ) (nzllcf-i-l)lp(ct, Ct+1)

P(Ct’ Ct+1)
P(C)

= P(YY, C)P(Cea|Co)P(Y1|Cr1)-

IP(},lt, Ct)
=P(Y{,Cy) P(Y;1lCe1)  (A5)

Dans I'équation (A.5), P(Y;T,|Cit!) = P(Y,D,|Ciy1), car YT, est indépendant de
C:.

La proposition 2 sera utilisée dans les propositions 4 et 8. O

Proposition 3.

Pour1 <t<T-1

P(Y;].|Cs11) = P(Y1,|Ci, Cita) (A.6a)

Démonstration. Le cOté droit de I’équation ci-dessus peut aussi s’écrire comme :

1
P(Y11Ct, Cepa) = MZP (¥, CF)
t+2
1
= P(C..0rm) 2 >_PEHICHP(EC)

t+2

T
I\
= T P(Ck|Cr-1)P(Ct, C P(Y:|C
]P(Ct,Ct+1);kE_2 Al t+1)k££1 G

t+2

=3 11 P@ilGm) T] PG
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Le c6té gauche de I’équation ci-dessus peut aussi s’écrire comme :

1

P(Y},|Ce1) = PCor) ; | 3k 2 eI

Cit2

R T | (AT T
- ]P(Ct+l) Z:]P(Y::+1|Ct+l)]P(Ct+l)

Cita
il

P(Cey1) H P(Ck|Cr-1)P(Cry1) H P(Yi|Cr)

k=t+2 k=t+1

T
Cit2

:Z H ]P(Cklck_l) H ]P(Yk|ck)

el k=t+2 k=t+1

Il y a donc une égalité entre le terme de droite et de gauche.

La proposition 3 sera utilisée dans la proposition 5.

Proposition 4.

Pour1<t<T
oy(j) =P(C =5, Y1),
a1 = TP (Y1)
et

a; = 6T P(y1 )T P(y,).. T P(y,)

Démonstration. Sachant que g = 9, alors :

a1(5) = 6;p5(y1)
o1(j) = P(C1 =4, Y1).

Il s’en suit que

o) = 6P(‘y1)
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Pour la période de temps ¢ + 1 la démonstration s’effectue a partir de la formule

récursive (2.15), soit :

a1 = ol P(ys41)
m
= on1(4) = Y _ 0a(8) 7505 (ve41)
=1

=Y P(YY,C; = i)P(Cip1 = 5|C; = i)P(Ya11|Cosr = J).
B
La proposition 2 est utilisée pour obtenir :
Z P(Y®,C, = i)P(Cot1 = jIC: = i)P(Ye41|Ciy1 = 5)
B

= Z ]P(Y(t+l)a Ct = i? C’t+1 = .7)
i

= ]P(Y(t+1), Ct+1 = ])

La formule récursive étant démontrée pour tout ¢ + 1, alors il est admis par
induction que celle-ci est vrai pour tout ¢ (0 < t < T'). Finalement, puisque

oy = L' P(ys41), alors
a1 = oL P(yey1)

= 01T P(y: )T P(ys41)

= aoI'P(y1) ... TP(y:)T P(ye11)
= 0TP(y1) ... TP (%) P(yet1)-

La proposition 4 est définie pour la premiére fois aux équations (2.14), (2.15)
et(2.16).
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Proposition 5.

Pour1l<t<T-1
Bii) = P(Y14|C, = 4)
B: = TP (yi41)Bi41
et

B; = T P(yy41)..TP(yr)l’

Démonstration. Premiérement, le relation suivante est démontrée, soit

,3,7‘—1 = FP(yl)ll

(A.8a)
(A.8b)

(A.8c)

La vecteur 1’ vient de ’hypothése que Br = 1’. Pour un élément (une probabilité)

du vecteur Br_;, soit Br_i1(i) = P(¥Yr|Cr—1 = i), ’équation matricielle ci-dessus

peut ce réécrire ainsi,

Br-1(i) = Z P(Cr = j|Cr—1 = ))P(Yr = y7|Cr = j).

Avec la proposition 3, il s’en suit que :

> P(Cr = j|Cr—1 = i)P(Yr = yr|Cr = j)
J
= Z]P(CT = j|Cr-1 = 4)P(Yr = yr|Cr_1 = 4,Cr = j)
5
P(Yr = yr, Cr—1 = i,Cr = j)

_Z]P Cr = j|Cr-1 =1) P(Cr =34,Cr_, =1)

> Z YT—?/T,CT—1 =1i,Cr =3j)
CT—l :'L)

1
S —— P(Yr =ypr,Cr_1=4,Cr=3j
]P(CT_1='L); (T Yyr, L1 T J)

_ Pl =y, Cr1=1)
]P(CT—I - 2)
= ]P(YT = yT|CT_1 = 2)
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De ceci, fr—1(i) = P(Yr = yr|Cr-1 = ). Pour la période de temps ¢t la démons-

tration s’effectue & partir de la formule récursive (2.19), soit :

Bt = TP (y41)Bi41
= B:()) = Y 1P(Yer1 = ys1|Con1 = H)P(YiT2 = 9510|Cor1 = 7).

)

Avec les proposition 1 et 3, il s’en suit que :
P(Yi41 = y141/|Crp1 = J’)lP(Yiz = y£r2|0t+1 =J)= lP(YtﬂICt, Ci1)- (A.9)

Si P(Yir1 = yer1|Cinr = 5)P(VE; = yfyalCria = ) est substitué par (A.9) dans
Bi(2), alors

Z’Yij]P(YtH = 4141|101 = 5P (Y2 = Yi1alCoa = J)
j

=Y " P(Cep1 = §|C: = )P(Y{1|C: = 3, Cop1 = 5)
J

P(Y1:, G =i, G = §)
IP(Ct = ’i)Ct-i-l = .7)

=Y P(Ci1 =§|C:=1)
J

L 4 . ;
oy P(}ftilv Ct = ’l)
PGy =1)

= ]P(},tillc’t = Z)

La formule récursive étant démontrée pour tout ¢, alors il est admis par induction

que celle-ci est vrai pour tout temps ¢ (0 < t < T'). Finalement, puisque 8; =
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TP (y:+1)Bi41, alors

B = TP (ye41)B111
= TP (y41)T P(Ye+2)Biyo

= FP(?/t+1)---FP(yT),3’iP
=TP(ys41)..T'P(yr)1'.

La proposition 5 est définie pour la premiére fois aux équations (2.17), (2.19) et

(2.20).

Proposition 6.

Pour0<t<T

@ (8)B:(3) = P (YD, C, = ) (A.10a)

Démonstration. Premiérement :

a,(1)Bi(3) = P(Ce = i, Y O)P(Y1,|C; = 1)
= P(C. = )P(Y?|C, = )P(YV],|C: = 9).

Avec la proposition 1, il s’en suit que :

P(C; = i)P(YD|C, = )PV, |C: = 4)
=P(C, =3P (YT|Cy)
=P(Y],C).
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La proposition 6 sera utilisée dans les propositions 7 et 9. De plus, la proposition

6 est définie pour la premiére fois & ’équation (2.21).

Proposition 7.

Pour0<t<T

at(iL)ﬁt(i) — P(C, = i[Y™) (A.11a)

Démonstration. A I’aide de la proposition 6 :
Ly PY®D=yD)
P(C; =i|lYD = yMP(Y D = yM)
P(YD = yM)
=P(C; = i|lYD = ¢yD),

O
La proposition 7 est définie pour la premiére fois 4 1’équation (2.22).
Proposition 8.
Pour0<t<T
Olt—l(Z)'Yifj(yt)ﬂt(J) = P05, Cp = jlY(T)) (A.12a)
T
Démonstration. Premiérement, puisque p;(y:) = P(Y;|C; = j) et que
P(Y;|C; = 5)P(Y;11IC: = j) = P(YTIC; = §),
alors,
o1(8)7iP5 () Be(§) _ P(Cor =13, Y D)y () P(Y,14 |Ce = 5)
Te P(YD)
. ]P(Ct—l == 7:, Y(t—l))'yijIP(IYiT'Ct — .7) (A..].3)

P(Y ) :



108

La proposition 2 est utilisée sur le numérateur de (A.13), soit :

P(Cy1 =1, YD)y, P(YT|C, = j)

P(Y @)
PlCra=5hEC— 1.3
- P(Y @)
P(Ci-1 =1i,C = jlYD)P(Y D)
- P(Y @)

=P(Cs1 =4, Cy = j|YD).

La proposition 8 est définie pour la premiére fois 4 ’équation (2.23).

Proposition 9.

Pour 0 <t<T

atﬂé = Lt

Démonstration. A aide de la proposition 6 :

B = au(i)Bii)
=Y PYP =y®,C =1

=Y "P(YD = yD|C, = 5)P(C, = 1)

13
_P(YD = y™)

La proposition 9 est définie pour la premiére fois & I’équation (2.24).

(A.14a)



ANNEXE B

DEMONSTRATIONS PMC - CHAPITRE 3

Proposition 10.

7,(n)
cij = Et—;}b_ 1(z %)) (B.1a)
Et:z:(ﬂt-l ye=(l,m)) ’I,&én) (i’ J)
2 i(l,m) = = B.1b
AR >t %) o

Démonstration. L’équation L suivante (définit & l’équation (3.14)) :

L(cij, fij> M, Ajym, Ag) = Z > MG, 5) log ey —ZZ M) (1) log by (m

t=2 1,,]692 t=2 ieQ
+Z 3 PG D log figlhm) =M | S ey-1
1=2 1':.7€92 (‘L,])GQz

(m)eQxR (3,D)eQxR

- A3 (/ fis(l,m) — 1) ;
(1,m)€R?

sera dérivée par rapport & c;j, fij, A1, A3 et les Ajn,. Ainsi, pour les différents

- Y /\j,m( LB q,-f,-,,-(l,m)—bj(m))

parameétres, il s’en suit que : A; :

= Z Cij = 15, (B2)



Agym
oL
= =0= D Cifislm)=b(m)
s (1) ENXR
= Y cyfis{lm) = by(m),
(G1)EQXR
A3 5
oL
—=0=/ f.,.l,m _1
OAs (I,m)eR? ”( )
o fii(lm) =1 (Version continue),
(Il,;m)eR?
= Z fig(l,m) =1 (Version discréte),
(L, m)eN?
C-,;j
7
2 PSRN 8 P
t= meR leR
= = Zt=2 "wbtn) (4, )

AL+ 2 mer Aim 2ier fig(hm)
Si le résultat en (B.2) est utilisé, alors :

Z cij = 3= z:(z,y)es'z2 Et_z "»b(n)( )
AL+ o mer Aim 2ier fii(bm)

_ T-1

T At Lner Aim Lier fui (b m)

=>A=(T-1)- Z /\j,mz fis(l,m

meR leR

(B.4)

En remettant cette derniére équation dans (B.4), ceci donne les résultats suivants :

- S Wi (i, )
T M+ mer Aim 2ier fii(lm)
YT, 9™, 5)

B ( - 1) Zme]R, ’\J',m Ezen fi 1,5 (l m) + EmER ’\J',m Zlen [ 1,5 (l, m)

Lo 90, g)
T-1 ’




fij(l,m) 5
oL £ o
e = 0 = 7 J . A
0fi; (1, m) t=2:(m§=(l,m» R CE o v fm(l m) 0
231:2:(1/,_1 ,yg=(l,m)) &tn) (?:) j)

= fiil,m)= e

Avec le résultat en (B.3), il s’en suit que :

T ~(n) .
—2. S P (4,
E : fi,j(l,m) = o= § : Et 2:(ye—1,ye=(l,;m)) *1 ( ‘7)

(1,;m)eN? (L,m)eN? A3

_ 96,9
A3

T
==Y 9V, 5).
t=2

Si cette derniére égalité est remise dans ’équation (B.5), alors :

Zt—2 (ye—1,ye=(,m)) d)t (?' ‘7)
S ¥, )

fi,j (l’ )

111

O

La proposition 10 est définie pour la premiére fois aux équations (3.15) et (3.16).

Proposition 11.

Pour0<t<T-1
P(Y(9|2,) — P (Y:1Z) P (¥, 2,)

Démonstration. Premiérement,
p]
P(Y(™,C?) = P(2)) [[ P(Zens| Z)

k=1
t—1 =1

=P(Z)) | [ P(Zk111Zk) [ [ P(Zk41]21).
k=1 k=t

(B.6a)

(B.7)
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Si
T-1
P(Y",CT) =P(Z,) | [ P(Zk+1|20),
k=t
alors
t—1 T—-1
P(Z1) [ [ P(Zks1|Zk) [ | P(Zk11]20)
k=1 k=t
IP(Z ) T-1
=P(Y®, 0= ] P(2444] 2
( )IP(Zt) g ( k+1| k)
1
=P(Y", C(‘))MP (Y50 Oy Zi) < (B.8)

Si la somme des ¢i* et ¢f\; sur P(Y™),CM) est effectuée, alors :

m m

> D> PELCD
€15--,Ct—1=1 Ct41,...,c7=1
m m 1
= Z Z P(Y(t)’ C(t))—]P (Y;zl’ Ct:q-l’ Zt)
€1,--,0¢—1=1 Ct41,....,c7=1 ]P(Zt)

i

=PV, Z)g
t

P (Y51, Ze) .-

Finalement,

P
P(Y™|Z,)P(Z,) = P(Y“V|Z,)P (Y].|2.) P(Z))
P

i i

P(Y™|2,) =P(Y" V| Z)P (Y],|Z:).

La proposition 11 sera utilisée dans la proposition 16.
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Proposition 12.

PourT>t+1

P(Y™", Z)
P(Z;)

= IP(}’IT, Ct, Ct+1) (ng)

P(Y{ Y2, 2, Z11) = P(Y,, 2, Z, 1) (B.9a)

Démonstration. Cette démonstration débute & partir de I’équation (B.8), soit :

1
O oty__—__ T o . 7
Y, )]P(Zt)]P(YtH’ t+1s t)
1
—P(Y® ¢cOY——P(YT. CT :
(Y® c )]P(Zt) (Y2 Cliar Ze, Zoyr)

Finalement, si la somme des ¢i™" et ¢, sur P(YT), C™) est effectuée, alors :

m m m m 1
2. 2 RELCD= 3, ), PWO,CO5P (Y, Cla 2 Zin)

ClyesCt—1=1 Ct42,...,.c7=1 C1yeyCt—1=1 Ct42,...,c7=1
1
IP(.Y’IT, Ct, Ct+l) = P(Y(t—l), Zt)mlp (}’tib Zta Zt+1) .

La proposition 12 sera utilisée dans les propositions 14 et 18.

Proposition 13.

Pour1l <t<T-1

]P(K£2|Zt+1) = P(Kizlzh Zi1) (B.10a)
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Démonstration. Le coté droit de 1'équation ci-dessus peut aussi s’écrire comme :

1

P(Y;} 2| Zs, Zit1) = m

Z IP( Yt+2, Zy, Zt+1ct+2)

t+2

ZP (v;".cl)

t+2

1
]P(Zta Zt+1

T-1

E S PZP(Zea2) [] P(Zenlz)

]I (Zta Zt-|-
1 —_
t o k=t+1

]P(Zt (Zt+112y)
= P(Zy+1|Zk)
P(Z;, Z¢41) ; kg_l e+1]2k)

=Z 1:[ P(Zi11| Zs).

k=t+1

ct+2

Le c6té gauche de I’équation ci-dessus peut aussi s’écrire comme :

P(Y3o\Zer) = gy O P Vi Zena, CE)

t+2

P(YZ,, c
]P(ZH_I Z t+1 t+1)

t+2

T-1
> P(Zu) 1] P(2411|2)

u AY [ |
]P(Zt"’l) I,y Pt

=Z 1:[ P(Zit1| Z).

k=t+1

ct+2

Il y a donc une égalité entre le terme de droite et de gauche. d

La proposition 13 sera utilisée dans les propositions 15 et 18.

Proposition 14.

Pour 1 <t<T

ay(j) =P(C, = j,YW) (B.11a)
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Démonstration. Puisque oy = P(Z;) = P(Y;, C)), alors :
o (i) = Z P(i, 7) Z fii (Yt Yet1)-
JEQ Ye+1

De ceci, ay(i) = P(C; = ,Y7). Pour t + 1, cette démonstration débute avec la

récursive (3.8) :

NgE

Ott+1(j) = Olt(73)]P(Zt+1|Zt)

.
1
-

P(C; =i, YP(Z,,.1|Z,)

I
WgE

o
Il
-

[
.Ms

Il
-

P(C; =i, Y") P(Z;, Z¢,1).

P(Z,)

1

Par la suite, la proposition 12 est utilisée pour obtenir :
"‘ 1
> P(Cy =1, Y(t))WP(Z“ Zi11)

i=1 :
= Z P(Y* U Z:5), Zoi(5))
=Y P(Y®H, 0, =4, Cpq = j)

=P Gl =),

ou Zt(Z) = (}/t = yt,Ct = Z) O

La proposition 14 est définie pour la premiére fois & 1'équation (3.8).

Proposition 15.

Pour1l<t<T-1

Be(3) = P(Y;1,12:(3)) (B.12a)
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Démonstration. Cette démonstration débute avec la formule récursive (3.9) :

= S B P(Za0)26)
= Z IP(}/;+2|Zt+l (G))P(Z141(5)| Z:(3)).

Avec la proposition 13, il s’en suit que
> P(Y1o| 2 (1) P(Ze41 (7)) 24(2))
J

= YR Zn (A PIGIZ), Zen )

_ Z Zt+1 ))P(n£2|zt(z'), Z11(5))

Z]P t+2v Zt+l( ))

_ ]P(Y;?—l) Zt(i))
- P(Z(3)

= P(Y;11]2:(1)).

-
La proposition 15 est définie pour la premiére fois & ’équation (3.9).
Proposition 16.
Pour0<t<T
o (8)Be(s) =P (YD, C, = 1) (B.132)

Démonstration. Premiérement,

a(i)B,(1) = P(Cy = 4, Y O)P(Y 31| Z4())
= P(Y V| Z,(0))P(Z,(1))P(Y.]11 Z:(2)).
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Avec la proposition 11, il s’en suit que :
P(Y )| Z,(2))P(Z:(5))P(Y; 11| Z:(3))
=P(Z,(2))P (Y9|Z,(2))
=P (Y9, Z,(3))
=R Ce=1).

O

La proposition 16 sera utilisée dans les propositions 17 et 19. De plus, la proposi-

tion 16 est définie pour la premiére fois & I’équation (3.10).

Proposition 17.

Pour0<t<T

_w@B) _ peo iy
> i 0 (4)Be(d) P(C: =iY™™) (B.14a)

Démonstration. Avec ’aide de la proposition 16 :
a(i)f(i) _ PYD =yD,C=9)
Yia(i)B(i) X, PYTD =yD,C =)
_ PG, = z’lY(T) = y(T))]p(Y(T) = y(T))
B P(Y® = ()

=P(C, =iy D = yD).

O
La proposition 17 est définie pour la premiére fois 4 I’équation (3.11).
Proposition 18.
Pour0<t<T
Zi,jz;?c(!z)_ll)((i?]ﬂ(szlétﬁjg)ﬁt(j) =P(Cey =4,C, = j|YT) (B.15a)
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Démonstration. Premiérement,

at—l(i)P(Zt|Zt—1),3t(j) _ ]P(Ct—l = 1, Y(t—l))]P(Zt|Zt—1)]P(Yt£1|Zt(j))
Ei,jeﬂz at—l(i)IP(Zt|Zt—1),Bt(j) Zi,jem at—l(i)]P(Zt|Zt—1),Bt(j)
_ P(Cr1 =14, YD) g —P(Zi-1, Z)P(Y1] Z(5))

Zi,jen2 a-1(8)P(Z;| Z;-1) B (5)

En utilisant les propositions 12 et 13, il s’en suit que

P(Ci-1 =4, YV )gd —P(Zi1, Zo)P(Y,]1| Z:(5))
> ienr @-1(0)P(Z:| Z,-1)B:(7)
P(Ct-1 =4, YD) 5t P(Zs1, Z)P(Yi111Z-1(4), Z1(5))
> i ez @-1(0)P(Z:]| Z,-1) Bi(5)
P(Cy_y =i, Y(t_l))P(th_l)]P(Y;L, Z; (1), Z4(5))
>ijear A1) P(Z| Z,-1)Bi ()
_ PYT,Ci,C)
- Yisen POV, Cenr, Cr)
P(Y",C;1,Ci)
P(Y{")
_ P(Ci1, GV )P(YY)
P(Y{")

=P(C,-1, GYY").

La proposition 18 est définie pour la premiére fois & ’équation (3.12).

Proposition 19.

Pour0<t<T

a.f; = Lr (B.16a)
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Démonstration. Avec I'aide de la proposition 16 :
B = ou(3)Bi(i)
i
- Z P(YTD = y@ C, =)
i
=Y "P(Y®D = yD|C, = i)P(C: =1)
i

=P(YD = y™)
= L.

La proposition 19 est définie pour la premiére fois & I’équation (3.13).






ANNEXE C

Tableau C.1
BRD - Actif requis

Année Index IPC  Actif requis
1980 82.4 $100,000,000
1981 90.9 $110,315,534
1982 96.5 $117,111,650
1983 99.6 $120,873,786
1984 103.9 $126,092,233
1985 107.6 $130,582,524
1986 109.6 $133,009,709
1987 113.6 $137,864,078
1988 118.3 $143,567,961
1989 124.0 $150,485,437
1990 130.7 $158,616,505
1991 136.2 $165,291,262
1992 140.3 $170,266,990
1993 144.5 $175,364,078
1994 148.2 $179,854,369
1995 1524 $184,951,456
1996 156.9 $190,412,621
1997 160.5 $194,781,553
1998 163.0 $197,815,534

BASE DE DONNEES BRD - PRIX IPC

Année Index IPC  Actif requis
1999 166.6 $202,184,466
2000 172.2 $208,980,000
2001 1771 $214,927,184
2002 179.9 $218,325,200
2003 184.0 $223,300,971
2004 188.9 $229,247,573
2005 195.3 $237,014,563
2006 201.6 $244,660,941
2007 207.342  $251,628,640
2008 215.303  $261,290,049
2009 214.537  $260,360,437
2010 218.056  $264,631,068
2011 224.939 $272,653,333
2012 229.594  $278,633,495
2013 232,957  $282,714,806
2014 236.736  $287,300,971
2015 237.017  $287,641,990
2016 240.007  $291,270,631
2017 245.120  $297,475,700
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ANNEXE D

NOMBRE ANNUEL DE COMPAGNIES ACTIVES

Tableau D.1

Nombre annuel de compagnies actives

Année Nombre de compagnies Année Nombre de compagnies
1979 2311 1998 4030
1980 2242 1999 4137
1981 2231 2000 4114
1982 2249 2001 3861
1983 2320 2002 3768
1984 2373 2003 3761
1985 2440 2004 3791
1986 2545 2005 3735
1987 2622 2006 3673
1988 2712 2007 3599
1989 2729 2008 3484
1990 2710 2009 3444
1991 2709 2010 3445
1992 2802 2011 3472
1993 3404 2012 3518
1994 3519 2013 3531
1995 3642 2014 3521
1996 3784 2015 3435

1997 3888 2016 3248
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ANNEXE E

MODELES ANALYSES

Les 31 combinaisons possibles des 5 régresseurs sont présentées dans cette annexe.
La premiére colonne représente le numéro du modéle et les autres colonnes repré-
sentent chacun des régresseurs. S’il y a un 1 dans une colonne, alors le régresseur

est utilisé, sinon le régresseur n’est pas utilisé et la valeur sera de zéro.

# modéle | Chomage Spread Fed funds IPC S&P 500
1 0 0 0 0 1
2 0 0 0 1 0
3 0 0 0 1 1
4 0 0 1 0 0
5 0 0 1 0 1
6 0 0 1 1 0
7 0 0 1 1 1
8 0 1 0 0 0
9 0 1 0 0 1
10 0 1 0 1 0
11 0 1 0 1 1
12 0 1 1 0 0
13 0 1 1 0 1
14 0 1 1 1 0
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