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RESUME

Cette recherche discute 1’algébre de Hecke, et plus spécifiquement 1’algébre de
Hecke associée aux groupes de réflexions, comme le groupe symétrique,par exemple.
Lors de I’étude de ces algébres, nous considérerons deux bases dont les éléments
sont indexés par les permutations du groupe symétrique S, : une base standard
et une autre canonique. Les éléments de chacune de ces bases sont reliés entre eux
par les polynémes de Kazhdan-Lusztig.

Le mémoire commence par l'introduction de la notion d’algébre de Hecke. Il s’agit
de I’algebre des opérateurs d’entrelacement de la représentation induite de la re-
présentation triviale du sous-groupe B des matrices triangulaires supérieures de
GL,(K) & GL,(K).

Cette représentation induite peut étre réalisée comme espace vectoriel complexe
ayant une base indexée par les drapeaux complets de l'espace vectoriel K™. La
représentation induite dans ce cas est la représentation par permutation sur ces
drapeaux complets par I’action naturelle de GL,(K).

Le mémoire va étudier I’algébre de Hecke associée au groupe symétrique S, en
définissant une involution i sur cette algébre. Cette involution permet de définir
algébriquement 1’ordre de Bruhat, ainsi que des polynémes R, , pour chaque paire
de permutations (z, y).

Finalement, nous allons définir une nouvelle base {C,, | w € S,} de ’algébre
de Hecke telle que chacun des C,, est invariant sous l'involution. Cette base est
appelée la base de Kazhdan-Lusztig et elle permet de définir les polynémes de
Kazhdan-Lusztig. Nous calculons ces polynémes pour les groupes S,, lorsque n est
petit.

MOTS CLES : groupe de coxeter, algébre de Hecke,groupe linéaire,un corps
fini, drapeaux complets, ordre de Bruhat, base T, base C, polynéme R, involu-
tion, polynéme de Kazhdan-Lusztig.






INTRODUCTION

Ce mémoire met ’accent sur 1’algébre de Hecke associée au groupe général linéaire
GL,(K). Ici K est un corps fini de caractéristique p et ayant ¢ éléments. Lors de
I’étude de ces algébres, nous considérerons deux bases dont les éléments sont
indexés par les permutations du groupe symétrique S,, : une base standard et une
autre canonique. Les éléments de chacune de ces bases sont reliés entre eux par

les polynoémes de Kazhdan-Lusztig.

Le mémoire commence au chapitre 1 par l'introduction de la notion d’algébre de
Hecke. Il s’agit de 1'algébre des opérateurs d’entrelacement de la représentation
induite de la représentation triviale du sous-groupe B des matrices triangulaires

supérieures de GL,(K) & GL,(K).

Cette représentation induite peut &tre réalisée comme espace vectoriel complexe
ayant une base indexée par les drapeaux complets de I’espace vectoriel K". La
représentation induite dans ce cas est la représentation par permutation sur ces
drapeaux complets par 'action naturelle de GL,(K). Maintenant ’algébre de
Hecke est ’algébre des opérateurs d’entrelacement de cette représentation et ceci
nous mene directement & étudier ’action diagonale de GL,(K) sur les paires de
drapeaux complets de K". L’algébre de Hecke a une base indexée par I’ensemble
de ces orbites. Au chapitre 2, nous allons étudier ces orbites et montrer comment
associer a chaque orbite : une permutation de S, au moyen de lé. notion de position
de drapeaux. Ainsi 1’algébre de Hecke aura une base {T,, | w € S,} indexée par
les permutations de S,, et il est possible de lui donner une présentation au moyen

des permutations de Sy,.



Nous allons poursuivre notre étude de ’algébre de Hecke associée au groupe sy-
métrique S, en définissant une involution i sur cette algébre. Ceci est le sujet du
chapitre 3. Cette involution permet de définir algébriquement 1’ordre de Bruhat,

ainsi que des polynémes R, , pour chaque paire de permutations (z,y).

Finalement au chapitre 4, nous allons définir une nouvelle base {C,, | w € S,} de
I’algébre de Hecke telle que chacun des C,, est invariant sous !'involution ¢ définie
au chapitre 3. Cette base est appelée la base de Kazhdan-Lusztig et elle permet
de définir les polynémes de Kazhdan-Lusztig. Nous calculons ces polynémes pour

les groupes S, lorsque n est petit.

Il est & noter que les démonstrations sont prises des deux références :

1- "Reflection Groups and Coxeter Groups", rédigée par HUMPHREYS, J. E. en
1992.

2-"On some geometric aspects of Bruhat orderings. I. A finer decomposition of

Bruhat cells", rdigée par DEODHAR, V. V. en 1985.



CHAPITRE I

DEFINITION DE L’ALGEBRE DE HECKE

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion d’algébre de Hecke. Nous com-
mencerons par définir la notion de drapeau complet d’un espace vectoriel V et
laction du groupe linéaire GL(V') sur I’espace des drapeaux complets. Une autre
notion importante est la construction d’une représention induite pour le groupe
GL(V), ou V est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps fini. L’espace
de cette représentation induite est un espace vectoriel complexe ayant une base
indexée par les drapeaux complets de V' . En utilisant cette représentation induite,

nous définirons ’algébre de Hecke.

1.2 Drapeaux et groupe linéaire

Définition 1.1. Soit un corps K et un espace vectoriel V sur K de dimension
dimg V = n. Un drapeau complet F de V est une suite de sous-espaces vecto-
riels de V' :

F:VcVaC---CV,=V, oudimg(V)=:.

Nous noterons par (V) : 1 ’ensemble de tous les drapeaux complets de V.

Exemple 1.1. Si V est un espace vectoriel de dimension n = 3, tout drapeau



complet de V est de la forme L C P C V, ou L est une droite vectorielle de V' et

P est un plan vectoriel de V.

Définition 1.2. Soit le groupe linéaire G = GL(V') sur ’espace vectoriel V. Si
geGet F:VicV,C..CV,=V e V), g-F désignera le drapeau complet

g-F:9gW)Cg(Va) C---Cg(Vi) C--- Cg(Va)

En effet, g - F est un drapeau parce que g(V;) est un sous-espace vectoriel de

dimension ¢ pour tout g € GG et tout ¢. Nous obtenons ainsi une fonction
U:GxFV)—3FV), (gF)—g-F
et il est facile de vérifier que cette fonction ¥ est une action du groupe G sur
F(V), c’est-a-dire que
(9192) - F =91+ (g2 - F)

pour tout g;,92 € G et F € (V)

Pour le reste de ce chapitre, K désignera un corps fini F, ayant ¢ = p® éléments,
ou p est un nombre premier, et V désignera un espace vectoriel de dimension n

sur K.

Lemme 1.1. Soit un espace vectoriel V sur le corps K de dimensionn > 1.

(a) La cardinalité de G = GL(V') est égale a

IGl=(@"-1("—q)...("—¢"") = ﬂ(Q" -q)

(b) La cardinalité de F(V') est égale a

@-D@EP-1) @2-1) @-1)_r [q"—lJ
g-1) ople-t

BI=4TD @-n @D

2



Démonstration. (a) Il est bien connu que les éléments de G sont en correspondance
biunivoque avec les bases de V. Ainsi la cardinalité de G est égale au nombre de

bases de V. Il nous faut donc compter le nombre de bases {v;,v2,...,v,} de V.

Il y a (¢® — 1) choix pour le premier vecteur v, de la base, car ce vecteur v, ne
peut pas étre nul, c’est-a-dire v; # 0. Il y a (¢" — ¢) choix pour le deuxiéme
vecteur v, de la base, car ce vecteur v, ne peux pas étre un multiple de v;. Il y a
(g™ — ¢?) choix pour le troisiéme vecteur vs de la base, car ce vecteur vs ne peut
pas étre un vecteur du plan engendré par les deux premiers vecteurs : v, et v,
et ce plan contient g2 vecteurs. Nous poursuivons ainsi. Il y a (¢® — ¢¢~1) choix
pour le i®™¢-vecteur v; de la base, car ce vecteur v; ne peut pas étre un vecteur
du sous-espace engendré par les (i — 1) premiers vecteurs : vy, vs,...,v;—;. Donc
la cardinalité de G est
n—1
IGl=("-1)(@"—q)...(¢"—¢" ") =[] (a" - 6.

1=0

(b) Un élément de F(V) est delaforme Vi C Vo C---C Vi C--- CV, =V. Nous
pouvons partionner ’ensemble F(V') en considérant les droites vectorielles de V.
Ainsi

svy=][vicvac---cVic---cVa=VeFV) | Vi=L}
L

ou L parcourt ’ensemble des droites vectorielles de V. Le sous-ensemble corres-

pondant & la droite vectorielle L :
icvec:.--cVic---cVa=VeFV) | i=L}
est en bijection avec §(V/L) en utilisant la fonction
Mcwc---cV,c---CcVp,=VegFV) | i=L}) — FV/L)
définie par .

icec---cV,c---CVo,=V—WV/Lc.--cV,/LC---CV,/L=V/L.



Pour compléter la preuve, nous procédons par induction. Si n =1, il y a un seul

drapeau complet et la formule est vraie dans ce cas, car

(g-1)
(g—1)

Le nombre de droites vectorielles de V est (¢" —1)/(¢—1). En effet, il y a (¢" — 1)

=1

vecteurs non nuls dans V et, étant donné un de ces vecteurs v; non-nuls, nous
obtenons une droite vectorielle . = Kwv,. Mais cette droite L est obtenue par
(g — 1) vecteurs non-nuls distincts. Donc le nombre de droites vectorielles de V'
est (¢" —1)/(g — 1). Par récurrence, nous connaissons la cardinalité de F(V/L),

parce que V/L est un espace vectoriel de dimension (n — 1) sur K. Ainsi

"V -1)(¢g"?P-1) (¢"P-1) (¢-1)

Sv/nl= T e e

et nous obtenons

@ -1 -1("?-1) @P-1) (¢-1)

BVI==D @-D @=D 7 @-D -1

1.3 Représentation induite

Nous allons maintenant décrire une représentation complexe de GL(V). Il s’agit
d’une représentation induite.
Notation 1.1. Soit ’espace vectoriel I sur le corps C ayant une base
B={er| FeF(V)}
indexée par les éléments de §(V'). Ainsi la dimension de I est égale &
gil=i
w171

Pour tout g € GL(V'), nous noterons par p(g) : I — I : I'unique transformation

linéaire définie sur la base B est p(g)(er) = eg.x pour tout F € F(V). Il est facile



de vérifier que p(g) est une transformation linéaire inversible pour tout g € GL(V)

et la fonction
p:GL(V) — GL(I) définie par g — p(g)

est un homomorphisme de groupes. Ici nous utilisons le fait que ¥ est une action

de groupes. I est 'espace de la réprésentation p.

Exemple 1.2. Soit le corps fini K = F5 et ’espace vectoriel V = K? de dimension

n = 2. Indexons les droites vectorielles de V' de la fagon suivante :

.-
1
Fs , 8siieFs
1
L; =
- -
0
IFs sit=00
1
\ —

Dans ce cas, la cardinalité de de F(V') est |F(V)| = 6 et un drapeau complet de
F(V) est

Fi:L;cV, ouieFsU{o0},

31
Sig= , nous pouvons facilement déterminer ’action de g sur F(V). Nous
0 ‘
obtenons

g'-F0=]:0’ g]:l =]:3y g']:2=]:00)
g-Fs=F, g-Fs =Fy 9 Feo=Fa.

Ainsi, la matrice [p(g))g de la transformation linéaire p(g) : I — I relativement



ala base B = {ex | F € F(V)} est la matrice de permutation

0
0
p@ls= | °
1
0
0

= O O O O O
S = O O O O

0
0
1
ol
0
0

o O O O O
o O O o = O

14 Algebre de Hecke

Nous allons maintenant définir ’objet de ce mémoire : 1’algébre de Hecke de

GL(V).

Définition 1.3. Soit un nombre naturel n > 1. L’algébre de Hecke H,, est
’ensemble des transformations linéaires T : I — I sur C telles que T'p(g) = p(¢)T

pour tout g € GL(V), c’est-a-dire que
H,=Endcg(l) ={T:1 — 1€ End(l) | To(g) = p(9)T, Vg€ GL(V)}

Nous disons aussi qu’une transformation linéaire T € H,, est un opérateur d’en-

trelacements.

Vérifions qu’il s’agit bien d’une algébre avec la multiplication de transformations

linéaires. Essentiellement il faut noter le lemme suivant.

Lemme 1.2. Soit un nombre natureln>1. Si Ty, T, € H, eta € C :

Ti+T, aT;, TiT, sont des transformations linéaires € H,.

Démonstration. 1l est bien connu que T1+73, aT; et T1T5 sont des transformations

linéaires. Il suffit d’étudier leurs relations avec p(g) pour tout g € GL(V). Nous



avons

(Th + T2)p(g) = (T1p(9)) + (T20(9)) = (p(9)T1) + (p(9)T2) = p(9)(T1 + T2)

pour tout g € GL(V), car Ty, T, € H,.

(aTh)p(g) = a(T1p(g)) = a(p(9)T1) = p(9)(Th)

pour tout g € GL(V), car T) € H,,.

(ThT2)p(g) = Ta(T2p(g)) = T1(p(9)T2) = (T1p(9))T2 = (p(9)T1)T2 = p(g)(T1 T2)

pour tout g € GL(V), car T1, T € H,,.

Nous allons maintenant décrire ’algébre de Hecke #, dans la cas oil n = 2.

Proposition 1.1. Soit les deur transformations linéaires suivantes sur l’espace

compleze I :

I:IT—1 e S:I1—I

définies sur la base B = {ex | F € F(V)} par
Ier)=er et S(er)= Ze_p’
fl

ou, dans cette derniére somme, les drapeauz parcourus F' sont tous les drapeauz

de §(V) sauf F, dans ce cas :
(a) Les deux transformations linéaires : I et S appartiennent a H,

(b) Hz est une algébre de dimension 2 sur C pour laquelle {I, S} est une base,
c’est-a-dire que tout élément de Hy est de la forme ol + BS, ot a et B sont

des nombres complexes uniques.

(c) S satisfait la relation suivante : S? = gl +(q¢—1)S. Ici rappelons que ¢ = |K|.
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Démonstration. (a) Le cas de la transformation linéaire I est évident, car I est la
transformation identité. Il sufffit seulement de montrer que p(g)S = Sp(g) pour

tout g € GL(V'). Nous vérifierons ceci sur la base B.
So9)er) = Slegr) = 3 er

ol, dans cette derniére somme, F’' parcourt 1’ensemble des drapeaux complets

79 F

Pour tout drapeau complet F’ in §(V), il existe un drapeau complet F” € F(V)
telle que F' = g - F". En effet, il suffit de prendre F” = g~! - F’. Donc

{(Fed(V)| F#g-Ft={g-F'€3(V)|g-F'#g-F}
={g-F' e3(V)| F"# F}
De ce qui précéde
D) =3 ey =3 plg)err = plg)S(ex)
Fr Fr
ol, dans cette derniére somme, F” parcourt I’ensemble des drapeaux complets

# F. Donc S € H,.

(b) Soit T' € H,. Nous voulons montrer qu'’il existe des nombres complexes «, 3
tels que T = al + S. Pour tout vecteur ex € B, nous noterons les entrées de la
matrice [T'|g de T relativement & la base B par cx r € C, c’est-a-dire que V
Z Cri.F EF
FeF(V)
ou ¢y r € C. Du fait que Tp(g) = p(g)T pour tout g € GL(V), nous pouvons

décrire des relations pour les entrées de [Ts.

(To(9))(er) = T(eg.5) Z Cri.gF €F
FIEF(V)
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et

(p(9)T)(er) =plg) Y., crrrerm= D cpiregrn

Freg(v) Freg(v)

En comparant les entrées pour le vecteﬁr eg.7» de B dans ces deux sommes, nous
obtenons czv r = cg.5nq.Fr pour tout g € GL(V) et toute paire de drapeaux
F",F € F(V). En d’autres mots, si nous considérons I’action diagonale de GL(V)
sur (V) x §(V) définie par g - (F",F) = (g F", g F), la fonction suivante

[':¥V)xFV)— C définie par (F',F)+—rcrnr
est constant sur les orbites de cette action.

Cette derniére action a exactement deux orbites :
Oo = {(F', F) (V) xF(V) | F' = F}

et
O={(F",F)eFV)xFV)|F"#F}

lorsque la dimension de V est égale & 2. En effet, il est évident que ces deux
sous-ensembles Op et O; sont stables par ’action de GL(V'). Prenons maintenant
(F1, F1), (F2,F2) € Op. Dans ce cas, F1: Ly CV et Fo: Ly C V,o0u L; et Ly
sont des droites vectorielles de V. 1l est bien connu qu’il existe une transformation
linéaire g € GL(V) telle que g(L;) = L,. Il suffit de prendre une base B; de V dont
le premier vecteur appartient & L; et une seconde base B; de V dont le premier
vecteur appartient & L,. Ensuite il suffit de prendre une transformation linéaire g
transportant la premiéfe base B sur la seconde B;. Pour cette transformation g,

nous avons g - (F1, F1) = (Fz, F2) et ceci montre que Oy est une orbite.

Pour O;, prenons maintenant (F{,Fy), (F§,F2) € O1. Done, F{ : L] C V,
F:LyCcV,F :LfCcVetF: L CV,oulf, L, L} et L, sont des
droites vectorielles de V. De plus comme (F7, F1), (Fy, Fz2) € O, alors L] # L,
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et Ly # L. Il est bien connu qu’il existe une transformation linéaire g € GL(V')
telle que g(LY) = L4 et g(L,) = L. Il suffit de prendre une base B; de V dont
le premier vecteur appartient & L] et le second vecteur appartient & Ly et une
seconde base B, de V' dont le premier vecteur appartient a L et le second vecteur
a L. Ceci est possible parce que L} # L, et Ly # L,. Ensuite il suffit de prendre
une transformation linéaire g transportant la premiére base B, sur la seconde Bs.
Pour cette transformation g, nous avons g - (F;,F1) = (F4,F2) et ceci montre

que O, est une orbite.

Posons a = ¢z 7 si (F',F) € Op et B = cr 5 si (F',F) € O;. Ceci est bien défini
parce que I est constante sur les orbites de GL(V'). Pour tout F € §(V),
Ter)= Y, crrem=a > ex+B > er=oal(er)+pS(er)
FeFV) F'eF(V) F'eF(V)
(F'.F)eOo (F',F)e0:

4 cause de notre description ci-dessus des orbites. Donc T = ol + 38S.

Comme n = 2 et S # ~I pour tout v € C, alors I et S sont des transforma-
tions linéaires linéairement indépendantes. De ceci, nous pouvons conclure que les

nombres complexes « et 3 sont uniques.

(c) Rappelons que la cardinalité de §(V') est (g + 1). Nous avons

$e=s| ¥ en|=| ¥ sem)|= ¥ | T en
FeF(V) FeF(V) Feg(v) | Freg(v)
FI£F F'#£F FIAF \ FI#F
Dans la somme intérieure ci-dessus, le drapeau F apparait q fois, une fois pour

chacun des drapeaux F' # F et le drapeau F" # F apparait (g — 1) fois, une fois
pour chacun des drapeaux F "+ F,F". Donc

S%(er) =qer +(g—1) E er | =aql(er) + (g —1)S(er)
FEF(V)
FAF
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et nous obtenons bien la relation voulue S? = ¢I + (¢ — 1)S.

O

Nous pouvons décrire une base de H,, lorsque > 2 en procédant de fagon ana-

logue & ce que nous avons fait pour n = 2.

Notation 1.2. Si O est une orbite de GL(V') pour 'action diagonale de GL(V)
sur F(V) x F(V) définie par g- (F",F)=(g- F",g-F),notons par T : I — I :

la transformation linéaire sur I définie sur la base B = {ex | F € F(V)} par
To(er) = er
fl

ol, dans cette derniére somme, F' parcourt I’ensemble des drapeaux de F(V) tel

que (F',F) € O. Nous noterons par O : I’ensemble des orbites de GL(V) sur
(FV) x F(V)).

Proposition 1.2. Avec les notations ci-dessus, nous avons

(a) Pour toute orbite O € O, To € H,.

(b) H, est une algebre de dimension |O| sur C et {To | O € O} est une base de

lalgébre H,,, c’est-a-dire que tout élément T de H,, est de la forme

Zao To
o

ot, dans cette somme, O parcourt l'ensemble des orbites de O et les nombres

complezes ap sont uniques.

(c) Soit un entieri, 1 <i < n. L’ensemble O(i) des paires de drapeauz (F', F) €
F(V) telles que

F:VicV,c---cV]/c---cV,_,CcV,=V,

F:hhcWwc---ciCc---CVaCVa=V
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et Vi =V, pour tout 1 < j < n, j#iet V] #V, est une orbite de GL(V)
sur (F(V) x F(V)), c’est-a-dire que O(i) € O et nous avons que

T = 4l + (¢ — 1)Tog)

ot I : 1 — 1 est la transformation linéaire identité.

Démonstration. (a) Il sufffit seulement de montrer que p(9)To = Top(g) pour

tout g € GL(V) et O € 9. Nous vérifierons ceci sur la base B.
(To p(9))(er) =To(egr) = Ze}-,

oll, dans cette derniére somme, F' parcourt ’ensemble des drapeaux complets tels

que (F',g-F) € O.

Pour tout drapeau complet F' in F(V), il existe un drapeau complet F” € F(V)
telle que F' = g - F". En effet, il suffit de prendre 7" = g~! - F'. Donc

{(Fe3WV)|(F.g-F)eOt={g-F'€3(V)|(g-F',g-F) €O}
={g-F' eFV)|(F',F)e O}
De ce qui précéde
(Top(g))(er) =D egrn = plgerr = p(g)Tolez)
F Fr
ol, dans ces derniéres sommes, F” parcourt ’ensemble des drapeaux complets tels

que (F",F) € O. Donc Tp € H,.

(b) Soit une transformation linéaire T : I — I appartenant & #,. Ecrivons
Z Cr .7 EF
FEF(V)
ou ¢y 7 € C. Du fait que Tp(g9) = p(¢9)T pour tout g € GL(V), nous obtenons

comme dans la preuve de (b) de la proposition 1.1 que crv r = 45747 POUr
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tout g € GL(V) et toute paire de drapeaux F”, F € §(V). En d’autres mots, la

fonction suivante
F:FV)xFV)— C définie par (F',F)— crn 5
est constant sur les orbites O € O.

Posons ap = ¢z 7 si (F',F) € O. Ceci est bien défini par notre observation &

propos de I'. Pour tout F € §(V),

T(er) = Z CrFEFp = Z Z CrrErp = Z Qo Z €rr.

FEFV) 0eo (J;eﬁ)(gé 0eo (J;e;)(gé

Donc T =Y a0 To.

Il nous reste a vérifier que I’ensemble des transformations linéaires Ty, ot O € 9O,
est linéairement indépendant. Supposons que ) ,.n a0 To = 0, nous voulons
montrer que ao = 0 pour toute orbite @ € 9. Soit une orbite O; € O et considé-
rons deux drapeaux F', F € §(V) tels que (F', F) € O, et calculons la composante
crF au vecteur de base ex de ) oo aoTo(er). Comme ), aoTo = 0, nous

avons que cette composante est cx r = 0. Mais aussi parce que

Z (7] To(e}') = Z (870) Z ernr | = 0 = o, =Cpr g = 0,
0o 0eo Fre§(V)
(F', F)eo

car (F',F) appartient seulement a l'orbite O;. Nous obtenons que ap, = 0 pour
tout @; € O et 'ensemble des transformations linéaires Tp, o O € O, est

linéairement indépendant.

(c) Pour montrer que O(i) est une orbite, nous procédons comme nous I’avons
fait & la proposition 1.1. Il est facile de voir que O(3) est stable pour I’action de

GL(V). En effet, si nous considérons une paire de drapeaux (F’, F) € O(i) telles
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que
F:VicVyc---cV/c.-cVi_,CVi=V,
FVicVhc--cVic--CVu 1 CVp=V

et V/=V,pourtout 1 <j<n,j#ietV/#V,etsige GL(V), g-(F,F)=
(g-F',g-F) sera une paire de drapeaux telle que

g-FigW)cgVz)c---cgVi)c---Cg(Vp) CVo =V,

g-F:gWV)cgVe)c--cgVi)CT--Cg(Vo1) CTVa=V

et g(V) = g(V;) pour tout 1 < j < n, j # iet g(V/) # g(Vi). Ceci signifie que
g (F',F) € Oi).

Soit maintenant deux paires de drapeaux (Fj, F1), (F3, F2) € O(z) oi
F:VWcVic.--cV/ic---CcVi_,CV.=YV,
FooVicVhc---CcViC--CVp  CV,=V

et V/=V;pourtout 1 <j<mn,j#ietV#V, ainsi que
F:UicU,c---cUc---CcU,_,cU,=V,

F:-uycUhc---cU;c---CcUp,CcU, =V

et U} = U; pour tout 1 < j < n, j # i et U] # U;. Nous avons facilement que
VinVi=V_,,V/+ V=V, =V, UnU=Uet U +U; =U,, = Ui
Si i = 1, nous notons Vj = {0} et Uy = {0}. De cette observation, nous pouvons

maintenant conclure qu’il existe une base B; de V telle que
/
B, = {U17U27 <oy Uim1, V5, Vg, Vi, - - - ,Un}

o {v1,vy,...,v;} est une base de V] = V; pour 1 < j < i, {v1,v,...,vi-1, v} est

une base de V/, {v1,vs,...,vi_1,v;} est une base de V;, {v1,vo,...,vi—1,V,v;} est
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une base de V;;; et {vy,v,...,%-1,Y,0;,...,7;} est une base de V; = V; pour

i+ 1 < j < n. Pour la méme raison, il existe une base B; de V' telle que

7
B, = {U1,U2, ooy Ui, Uy, Ug, Ujy2y - - - ,Un}
ou {uy,us,...,u;} est une base de U; = U; pour 1 < j <4, {ug,ug,...,ui_1,ui}
est une base de U], {uy,us, ..., Ui-1, u; } est une base de U;, {uq,ug, ..., ui—1, ul, u;}
est une base de Usyq et {uy,ug, ..., ui—1, U}, u;,...,u;} est une base de U; = U;

pour i + 1 < j < n. Considérons I'unique transformation linéaire g : V — V
définie sur les bases par
g(Uj)=Uj Sll_<_]$ﬂ,]#l,2+1, g(‘U:)=U: et g('Ui)='U,,'.

Par ce choix, nous obtenons que g - (F, F1) = (F3, F2) et O(2) est une orbite.

Nous voulons maintenant montrer que T‘_?,(,.) =gl + (¢ — 1)To(). Nous avons

TC2J(i) (6_7.-) = TO(i) E EF | = E TO(i) (6_7.'/)
F'eF(V) Fe§(V)
(F',F)eO() (F',.FIEO)

et conséquemment

Tc%(i)(ef) = Z Z EFn

FeF(V) F'eg(V)
(F' F)eO(i) (F",F)eO()

SiF:-icV,c---cV,c---CcV,_; CcV,=YV,ledrapeau F’' dans la somme

ci-dessus est de la forme :
.F':V1CV2C'"CV;'_1CV,-ICV;'+1C"'CVn—1CVn=V

ou V/ est un sous-espace compris entre les deux sous-espaces fixes V;_; et V;;; du
drapeau F et V/ # V. Les sous-espaces V; compris entre les deux sous-espaces

fixes V;_, et V;;; du drapeau JF sont en bijection avec les droites vectorielles de
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I’espace quotient V;.;/V;_;. Comme cet espace quotient est de dimension 2 sur
K, il y a conséquemment (g + 1) droites vectorielles, c’est-a-dire qu’il y a (¢ + 1)
sous-espace V; compris entre les deux sous-espaces fixes V;_; et V;;; du drapeau
F. Comme V # V;, il y a ¢ drapeaux F' dans la somme ci-dessus. Pour chacun
de ces drapeaux F’, le drapeau F sera un des termes dans la somme intérieure
sur les drapeaux F”. Si F"” # F,. ce drapeau apparait (¢ — 1) fois, une fois pour

chacun des drapeaux F’ # F, F".

Ainsi nous avons

Té(er) = ger + (g — 1) Z er | = ql(er) + (g — 1)Togler)

FeFV)
(F, F)eo()

et nous obtenons la relation Té(i) =gl + (¢ — 1)Tow O

Nous verrons au chapitre suivant une fagon de paramétriser les orbites de GL(V')
sur (§(V) x§(V)), ainsi que d’autres relations pour les éléments T ;) de H,, entre

cux.



CHAPITRE 11

ALGEBRE DE HECKE SUR LE GROUPE SYMETRIQUE

2.1 Introduction

Nous avons vu dans le premier chapitre les notions de drapeau complet, d’action
du groupe linéaire GL(V') sur I’espace §(V') des drapeaux complets d’un espace
vectoriel V', de représentation induite I du groupe linéaire fini GL,(F,) et finale-
ment la définition de ’algébre de Hecke H,,. Pour cette algébre, nous avons aussi
montré que celle-ci avait une base indexée par I’ensemble des orbites pour ’action

diagonale de GL(V) sur F(V) x F(V).

Dans le présent chapitre, nous allons poursuivre notre étude de 1’algébre de Hecke
‘H,, associée au groupe symétrique S, en utilisant le fait que S, est un groupe
fini de réflexion engendré par les transposition s; = (4,4 + 1) pour i, 1 < i < -
(n — 1). Nous commencerons par étudier la bijection entre les orbites de GL(V)
sur F(V) xF(V) avec les matrices de permutation, c’est-a-dire avec les éléments de
Sy via la position relative entre deux drapeaux complets. Aprés cela, nous allons
utiliser le fait que { T | O est une orbite de GL(V') sur §(V) x §(V)} forme une

base de H,, pour prouver que ’algébre de Hecke sur le groupe symétrique S, est
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engendrée par : { T, To, T3 ..., T,_; }, avec, pour 1 < 1,5 < (n—1),

T?=qT. + (¢ — 1)T;;
T.T, = T, si Ji — j| > 1;
LTT; = T;T;T;, sili—jl=1;

ou I'élément T; correspond & I’élément To(;, € H, défini & la proposition 1.2 du

chapitre 1 et T, est 1’élément unité de H,.

2.2 La position relative de deux drapeaux complets

A une paire (F, F’) de drapeaux complets d’un espace vectoriel V de dimension
n sur le corps K , nous allons associer une matrice de permutation w(F, F’) € Sp.
Cette matrice représentera l'orbite de GL(V') sur (V) x (V') contenant la paire
(F,F). |

Définition 2.1. Etant donné deux drapeaux complets F: Vi C Vo C ... CV, =V
et F': V/ CV§ C .. C V] =V, nous définissons la position relative de la
paire de drapeaux (F,F’) comme étant la matrice w(F,F’) de format n x n

définie par

ayl Qa2 Ain
as1 QA Aon
7
w(F, F)=| o 1,
Ap1 Qp2 ... Qpp
ou
v.nVv!
: J
a;; = dim

VieanV)) + (VN Vi)

Ci-dessus nous avons convenu que Vo = Vj = {0}.

Lemme 2.1. (a) Pour toute paire (F,F') de drapeaur complets de l’espace vec-

toriel V, w(F,F') € S,.
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(b) Pour toute paire (F,F') de drapeaur complets de l’espace vectoriel V et g €

(c) Pour toute paire (F,F') de drapeaux complets de l’espace vectoriel V, w(F', F) =
w(F,F)~ L

Démonstration. (a) Dénotons la matrice w(F, F') par

ail; Qa2 Qin
az QGz2 ... Q2
!
wFF)=_ - |
Qn1 Qp2 ... Qpp

Il est clair que les entrées de cette matrice sont des entiers a;; > 0. Montrons

maintenant que

n
Za,-j =1 pourtoutjl<j<n
=1

et

n
Za.-j =1 pourtouti,1<i<n.
=1

Soit b;; = dim(V; N V}) pour 0 < ¢,j < n. Rappelons que nous avons convenu
que Vp =Vy = {0}. Comme F et F' sont des drapeaux complets, nous avons que
VianV))n(VinV_,) = V;_,NV,_; et la dimension dim((V;_,NV}) +(VinV]_,))
de (Vi-1NV])) + (ViNV]_;) est égale &

dim(Vi-1 N VJ') +dim(V;N le—l) —dim(V;_; N VJ-I_I) = b(i—l)j + b,-(j_l) - b(,-_l)(j_l)
Nous obtenons

a;; = b,‘j - b(i—l)j - bi(j—l) + b(i—l)(j—l) pour tout 1 < Z,_] <n.

Nous allons maintenant montrer que » .-, a;; = 1 pour tout 5, 1 < j < n. Si



22

7 =1, nous avons que

bll) sit= 1,
a1 =
b, — b(i—l)l, sil<i<n.

Ainsi
Zail =bn + Z(bu —bi—1)1) = bn1 =1
i=1 =2

car dim(V;, NV/) =1 et que la somme se télescope. Si j > 1, nous obtenons

blj - bl(j—l): sii= 1,
aij =
bij — bi—1); — bi-1) + ba-1)Gg-1), sil<i<mn.
Ainsi

> ain = (b = big-n) + Y (b — b1y ~ big-n) + bu-1g-n)

i=1 =2
= bnj e b'n.(j—l) = dlm(‘/JI) - dim(Vj'_l) =1
car dim(V, NV]) = j, dim(V, NV]_;) = (j — 1) et que la somme se télescope.
Ceci compleéte la preuve que ) .., a;; = 1 pour tout j, 1 < j < n. La preuve que

Z?:l a;; = 1 pour tout ¢, 1 < i < n est similaire.

Parce que les entrées a;; sont des entiers > 0 et que les sommes des entrées sur
chacune des lignes et des colonnes sont égales & 1, nous obtenons que w(F,F') €

Sr et (a) est démontré.

(b) Parce que g € GL(V), nous avons dim(g(U)) = dim(U) pour tout sous-espace

vectoriel de V et ainsi

dim [ g(Vi) ng(Vj) ] _ dim [ g(v:nVj) ]
(9(Vi-1) ng(V})) + (9(Vi) N g(V]_1)) g(VieanV)) + (VinV[,))
. (vinv))
—dim [(VH AV)+ (Vin V;_l)]

De cette observation, nous obtenons que w(g - F,g- F') = w(F,F') pour toute

paire (F, F') de drapeaux complets.
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(c) De la définition de la position relative, il est clair que w(F’, F) est la transpo-
sée w(F,F')T de w(F,F'). Comme w(F,F') est une matrice de permutation et

conséquemment une matrice orthogonale, nous avons w(F’, F) = w(F,F)~}. O

Proposition 2.1. Soit un espace vectoriel V de dimension finie n sur le corps K

et l'ensemble O des orbites de GL(V) sur F(V) x (V). Dans ce cas
0 — S, O — w(F,F) ou(F,F')eO

est une bijection bien définie.

Démonstration. Montrons premiérement que O — w(F,F’) ou (F,F') € O est
bien définie, c'est-a-dire que si (Fy, F), (Fa, F3) € O, w(F,F|) = w(Fz, Fi).
Comme (F1, F}), (F2, F3) € O, il existe g € GL(V) tel que (F2, F3) = g- (F1,F})
et par le lemme précédent, nous avons que w(Fi, F]) = w(F2, F3) et la fonction
est bien définie. Il nous faut maintenant montrer que la fonction est surjective et

injective.

Commencons par la surjectivité. Soit une permutation

1 2 ... (n-1) n
w=
w(l) w2) ... win-1) w(n)

et une base {vy,vs, ..., s} de V. Considérons les drapeaux complets suivants :

F:hcV,Cc---CcVa V=V,
ol V; est le sous-espace linéaire de V engendré par {vy,vs,..., v} pour1<i<n
et

F:V\cV,c---CVi,CVa=V
ol V; est le sous-espace linéaire de V' engendré par {vy(1), Yw(2), - - -, Yw()} pour

1 < i < n. Il nous suffit maintenant de montrer que w(F,F’) = w. Par notre
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construction, nous avons pour tout 1<14,7<nque
dim(V; N VJ') =N{1,2,...,i} N {w(1),w(2),...,w(7)}

Posons comme dans la preuve du lemme précédent

apnn are A1in
Qg1 QAo (157
Y
w(F,F)=1 o o,
Lanl Ap2 ... Qpp

et b; = dim(V; N V}) pour tout 1 <4, j < n. Rappelons que

(

b1, sit=1etj=1;

bi1 — b1, siit>1letj=1;
a;; =

blj_bl(j—l)a sit=1letj>1,

\bij = ba-1; — bi-1) + ba-1G-1), sit>1letj>1.

Nous voulons maintenant montrer que

1, sii=w(j)pourtoutl<j<n;

a,-j =
0, sinon.

Nous avons

a1 =by = ‘{1}0 {w(l)}‘ _ 1, siw(l)=1;

0, sinon.

Pour ¢ > 1 et j = 1, nous avons
ain = b — b = (1,2, i} 0 {w(D} - {12, G = D} N {w(1)}

1, siw(l)=1;

0, sinon.



car

0, sik<w(l);
br1 =

1, sik>w(1).
Pour i =1 and j > 1, nous avons

a15 = bij — by

= |{1} N {w(1), w(2),. ..,w(j)}| _ |{1} N {w(1), w(2), ..

1, siw(f)=1;
0, sinon.

car

0, siw(k)<l;
bk =

1, siw(k)>1.

Pour i > 1 et j > 1, nous avons cing cas & considérer :

1) i = w(k) pour k < j et w(j) < 1;
2) i = w(k) pour k < j et w(j) >1i;
3) i=w(j);

4) i =w(k) pour k > j et w(j) < 1;

5) i = w(k) pour k > j et w(j) > i.

')w(j - 1)}
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Pour chacun de ces cas, nous pouvons déterminer chacun des termes de la formule

de aij = bij — b(i—1); — bi(j-1) + b(i-1)(j-1) Nous avons respectivement pour chacun

de ces cas :

1) bij = b-ny(-1) + 2, b-1); = ba-1G-1) + 1, big-1) = b-1)i-1) + 1 et a;; =0;

2) bij = bu-1-1) + 1, b-1); = ba-1G-1), big-1) = bi-1)g-1) + 1 et a;; = 0;

3) bij = bi-1G-1) + 1, be-1)j = ba-1)G-1)s bi-1) = bi-1)G-1) et @y = 1;

4) bij = bi-1G-1) + 1, be-1j = ba-1)G-1) + 1, big-1) = bi-1)(-1) et a;; = 0;
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5) bi; = bi-1)(-1), be-1); = b-1)(j-1): big-1) = b—1)(j-1) et az; = 0.

Ceci compléte la preuve de la surjectivité.

Nous voulons maintenant montrer I’injectivité. Soit deux drapeaux complets F :
icVoc.cVpa=VetF : V] CV,cC.. cCV,=1V,tels que la position
relative w(F, F') de la paire (F, F') € F(V) x F(V) est la matrice de permutation

correspondant i

1 2 ... (n=1) n
w =
w(l) w(2) ... wn-1) w(n)
Nous allons premiérement construire une base {v;, v, . .., v, } bien adaptée & cette

paire de drapeaux complets et 4 leur position relative. Plus précisément, soit un
vecteur v; non nul de NV, _, 1) Donc {v;} est une base de V;. Supposons que,
pour 1 < k < m, les vecteurs vy, vs,. .., Ux sont construits tels que {vl, Vg, ... ,vk}
est une base de Vi et vy est un vecteur de Vi NV, _, *) dont 'image dans l'espace

vectoriel quotient
!
(Vk N Vw—l(k) )

((‘/k—l N Vul,—l(k)) + (‘/k N Vul,—l(k)_l))

est non-nulle. Noter que cet espace quotient est de dimension 1 par notre définition
de position relative. Considérons maintenant un vecteur v,,,; dont 'image dans
I’espace vectoriel quotient

(Vm+1 N Vu,,—l(m+1))
(Vi O Vismeny) + Vit OV iy 1)

est non-nulle. Cet espace quotient est de dimension 1 par notre définition de
position relative. Noter que v, € Vi,, sinon nous aurions que 'image de vp,41
serait nulle dans ’espace quotient. Ainsi I’ensemble {v;, Vs, .. ., Um+1} €st une base
de Vj,+1. En procédant jusqu’a la dimension n de V', nous obtenons la base désirée.
Par construction, celle-ci est telle que {vy(1), Vw(2), - - - Vw(k)} st une base de V}

pour tout 1 < k < n.
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Nous pouvons maintenant démontrer l'injectivité. Soit deux paires de drapeaux
complets : (Fy, F]) et (Fa, F3) dont les positions relatives w(Fy, Fi) et w(Fa, Fy)
sont égales, nous voulons montrer qu'il existe au moins un élément g € GL(V)
tel que (F3, Fy) = g - (F1, F}). Considérons une base B, = {v},v},...,vl} de V
adaptée a la paire de drapeaux complets (F;, F]) et & leur position relative, ainsi
qu'une base By = {v?,vZ,...,v2} de V adaptée A la paire de drapeaux complets
(F2, F3) et & leur position relative. Comme ces deux paires ont la méme position
relative et considérons 'unique élément g € GL(V') tel que g(vi) = vZ, alors nous
avons que (Fz,F;) = g - (F1,F)) par notre construction des bases B, et B,. La
preuve de l'injectivité est compléte. ‘ O
Notation 2.1. Si w € S,, nous noterons 'orbite de GL(V) sur (F(V) x F(V))
correspondant & w par la bijection de la proposition 2.1 par O(w). Nous noterons

aussi la longueur de w par £(w). Rappelons que la longueur ¢(w) est définie par
bw) = |{(i,5) | 1 <i<j<n, w(i)>w(i)}

Exemple 2.1. Si V est de dimension finie n = 2 sur le corps K, I’ensemble F(V)

des drapeaux complets de V est

F(V)={F:L CV|ou L est une droite vectorielle}

Le groupe symétrique S> a deux éléments :

1 2 1 2
S2= e = ,S=
1 2 21

De la proposition 2.1, nous savons que F(V) x F(V) se décomposera en deux
orbites : O, et O, sous ’action de GL(V'). Les orbites peuvent &tre décrites de la

facon suivante.

O.={(LcV,L cV)eFV)xFV)|w(LCV,L'CV)=¢e}
={(LcV,L'cV)eFV)xFV)|L=L"}
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car la matrice de permutation correspondant i e est

et nous devons avoir dim(LN L) =1.

O, ={(LcV,L'cV)eFV)xFV)|wLcV,L'CcV)=s}
={(LcV\L'cV)eF(V)xFV)|L#L'}

car la matrice de permutation correspondant a s est

01
10

et nous devons avoir dim(LN L") = 0.

Exemple 2.2. Si V est de dimension finie n = 3 sur le corps K, l'’ensemble (V)

des drapeaux complets de V est

ou L est une droite vectorielle
FWV)=XF:LCcPCV
et P est un plan vectoriel

Le groupe symétrique S3 a six éléments :

( 3

1 2 3 1 23 1 23
e = y s = y t:
1 2 3 21 3 1 3 2
S3 = < 4
1 2 3 1 23 1 2 3
st = , ts = , Sts=
\ 2 31 31 2 32 1))

De la proposition 2.1, nous savons que §(V') xF(V') se décomposera en six orbites :
O, Os, Oy, Oy, Oy5 et Oy, sous Paction de GL(V). Pour ¢ € S, alors I'orbite

correspondante 4 ¢ est

O,={(LcPcV,L'cPcV)|lwlLcPcV,LcP cCcV)=o0}



et ces orbites peuvent étre décrites plus explicitement de la fagon suivante.

O.={(LCcPcCV,IcCcPcCcV)eFV)xFV)|L=L,P=P}
car la matrice de permutation correspondante a e est

100
010
0 01

O,={(LcPcV,LcP cV)eFV)xFV)|LAL,P=P =Le L}

car la matrice de permutation correspondante & s est

010
100
0 01

O ={(LCPCV,L'CPcV)eF(V)xFV)|P£P,L=L=PnP}
car la matrice de permutation correspondante a t est

1 00
0 01
010

Ou={(LCPCV,LCPCcV)egF(V)xFV)|PNnP =L,LoL =P}

29
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car la matrice de permutation correspondante & st est

001
100
010

Os={(LcPcV,LcP cV)eg(V)xFV)|PNP =L, Lo L =P}
car la matrice de permutation correspondante a ts est

010
0 01
100

Ops={(LCPCV,L'CP cV)eFV)xFV)|LnP =L'NnP={0}}
car la matrice de permutation correspondante a sts est

0 01
010
100

2.3 Relations dans ’algébre de Hecke H,

Soit un espace vectoriel V de dimension finie n sur le corps fini K = F,. A
la proposition 1.2 du premier chapitre, nous avons défini pour chaque entier ¢,
1 < i < (n—1) une orbite : O(i) de GL(V) sur §(V) x F(V) et nous avons
étudié 1’élément Tp(;) € H,. Nous allons poursuivre notre étude de ces éléments

Tow € Hn et démontrer dans cette section différentes relations entre eux. Il
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est facile de vérifier que cette orbite O(i) correspond dans notre bijection de la

proposition 2.1 & la réflexion simple

o[t 2 e G- i (@D (+2) ..on
C\l2 o GeD G i G42) ..om

a savoir la transposition (i, (i + 1)) de ¢ et (i +1).

Notation 2.2. Dans ce qui suivra K désignera le corps fini F, et V' sera un espace
vectoriel de dimension finie n sur le corps K. Nous dénoterons 1'élément To;) de
’algébre de Hecke H,, par T; pour 1 < ¢ < (n — 1). Nous noterons l’ensemble des

réflexions simples du groupe symétrique S, par S = {s1,82,...,8n-1}-

Lemme 2.2. Soit w € S, et F € §(V). Alors le nombre de drapeaur complets
F" € V) tels que (F", F) € O(w) est ¢™), ou (w) est la longueur de w.

Démonstration. Soit F : V1 Cc Vo, C --- C V,_; C V, = V. Fixons un drapeau
complet 7' : V/ c Vy C--- C V) _, C V) =V tel que (F,F) € O(w). Si

B={geGL(V)|g(V;)=Vipour tout i, 1 <i<n}={ge€ GL(V) | g-F = F},

alors

{(FlegV) | (F',Fye O(w)}={b-F | be B}.

En effet, si (F”, F) € O(w), alors il existe g € GL(V') tel que (F”, F) = g-(F', F).
Mais g - F = F signifie que g € B. Donc F” =b- F' pour un b € B.

Comme nous I’avons vu a la proposition 2.1 et parce que w(F',F) = w € Sy,
alors w(F,F') = w™! et il existe une base B = {v;,vs,...v,} de V telle que
{v1,v2,..., v} est une base de Vi et {vy-101), Vy-1(2), - - -, Vw-1(k) } €st une base de
Vi pour tout k, 1 < k < n. Fixons une telle base B, alors les éléments de B sont

représentés lorsque nous considérons les matrices correspondates relativement a la
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base B par les matrices triangulaires supérieures inversibles. Ainsi la cardinalité
de B est
|B| = (g — )g" /2

et celle de {b- F' | b € B} est

|B|

{o-F'|be B} = BN M_'BM,)|

ou M, est la matrice de permutation correspondant & la permutation w € S,,.

BNM_!BM,, est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de la forme

(011 a2 a3

A1(n-1)
0 ax ax a2(n—1) Son
0 0 a3 a3(n-1) a3n
0 0 O An-1)(n-1) CQ(n-1)n
\0 0 0 0 Gnn |

Q1n \

ouaj € Fgpour tout 1 <i<j<mnavecaw #0pourl <k <neta;=0
lorsque 1 <i < j < net w(i) > w(j). Donc

IB ) MuleMw| — (q _ l)nqn(n—l)/Zq—l(w).

Donc

|B| __(g=1rgren2
IBAM.'BM,| (q— 1rg"-Dig—tw) 1

(b-F |be B} =
O

Proposition 2.2. Dans l’algébre de Hecke H,,, les éléments T1,T5,...,T,_1 sa-
tisfont les relations suivantes : Pour tout i, j tels que 1 < i,j < (n — 1), nous

avons

a) T? =ql + (¢— 1)T;, ou I est Vélément neutre de Hr, ;
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b) T.T; = T;T;, sili— j| > 1;
¢) TIyT, = TyTTy, sili— 4] = 1.

Démonstration. a) a été démontré & la proposition 1.2.

b) Nous allons supposer que i < j. Soit O(i) et O(j) : les deux orbites correspon-
dantes & 7 et j respectivement. Par notre notation 1.2, nous avons que
= ¥ e @ Thed= Y Y em
(F', F)eO() (F',F)e0() (F",.F')eO)
Il nous faut décrire les drapeaux complets apparaissant dans cette derniére somme.

Si nous dénotons le drapeau complet F par
F:VicVyc---cVi,cV,cViuC---CVo CVo=V

alors les drapeaux F' apparaissant dans la premiére somme sont de la forme
F:VichC - CViaCV/ CVinC - CVa CVo=V

avec V # V;. Il y a q tels drapeaux complets. En effet ils sont en bijection avec les
droites vectorielles du plan V;;,/V;_, différentes de la droite V;/V,_;. Pour chacun
de ces drapeaux complets F’, alors les drapeaux F” apparaissant dans la seconde

somme sont de la forme
F'hc-.cVincV/cVipc---cViuacVjcViuc---cVp=V

avec V] # V;. Il y a q tels drapeaux complets. En effet ils sont en bijection avec les
droites vectorielles du plan V;,1/Vj_ différentes de la droite V;/V;_;. Ces ¢° dra-
peaux complets F” sont en position relative la matrice de permutation w(F”, F)
correspondant & s;s;. De plus, chacun des drapeaux complets F" en position
relative w(F",F) = s;s; apparait avec un coefficient égal & 1 dans T;T;(er),
c’est-a-dire

T;Tiex) = . ern ol (F",F)€ O(s;si)
.F'”ES(V)
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De fagon similaire, nous obtenons que
Tﬂ-}(e}-) = Z erm OU (f”l,f) c O(S,'Sj)
FrEsv)

Comme s;s; = s;s;, alors T;Ti(er) = T;T;(er) pour tout drapeau complet F et

b) est démontré.

c¢) Nous avons
Mate)- Y Y Y e
(F1,F)EO(3) (F2,F1)€0(i+1) (F3,F2)EO(H)

Il nous faut déterminer les drapeaux complets F3 apparaissant dans la derniére

somme. Si le drapeau complet F est
F:VicVac---CcViyCcVicVinCVipC---CVp1CVp=V

alors les drapeaux complets F; sont de la forme
Fi:vicVhoc---cViacV/cViyuCVieCo-C Vo CV,, =V

ou V/ est un sous-espace vectoriel tel que V;/V;_; est une droite vectorielle de
I’espace vectoriel de dimension 2 : V;,;/Vi_; et cette droite est différente de la
droite V;/V;_1 . Il y a ainsi ¢ sous-espaces vectoriels V. Nous avons que V,NV/ =

Vimet Vi =Vi+ V.
Pour ce qui est des drapeaux complets F3, ceux-ci sont de la forme
ForVicVoC---CcVincV/cVi,CVipC---CVaqC V=V

ou V/,, est un sous-espace vectoriel tel que WH /V! est une droite vectorielle de
I’espace vectoriel de dimension 2 : Vio/V/ et cette droite est différente de la
droite Vi41/V; . Nous avons Vi1 NV, = V/ et Vo = Viy1 + V). Pour un

drapeau F fixé, il y a ainsi ¢ sous-espaces vectoriels V/, ;. En laissant varier les
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drapeaux complets F;, nous voyons qu'il y a ¢? tels drapeaux complets F, au
total. Plus précisément, il ne peut pas y avoir deux drapeaux complets distincts
F1 et F] tels que (Fy1, F), (Fi, F) € O(t) et qu’il existe un drapeau complet F,
avec (Fy, F1), (Fa, F1) € O(3).

Il nous reste maintenant & considérer les drapeaux complets F3;. Ces drapeaux

sont de la forme
Fa:VicVoC---CVimacV/CV,,CVieC---CVaaCVp=V

ou V! est un sous-espace vectoriel tel que V}”/V;_; est une droite vectorielle de
I’espace vectoriel de dimension 2 : V,,/V;_1 et cette droite est différente de la
droite V/V;_; . Il y a ainsi ¢ sous-espaces vectoriels V. Nous avons V"NV =V,_,

et V' +V/ =V},

Nous allons maintenant montrer que la position relative w(F3, F) est la matrice
de permutation correspondant & 1’élément s;s;,18; € Sy,. Il faut étudier les inter-

sections entre les sous-espaces de ces drapeaux complets.

Premiérement V;” # V;, sinon nous aurions que V; C V/,,. Ainsi
Vin=VitV))CViunVy,, = Vii=Vin,

mais ceci est impossible par nos constructions.

Deuxiémement Vi1 NV = Vi-1. En effet, V.1 C Vi1 NV et ainsi dim (V1 N
V") =2 (i - 1). Si dim(Viy1 NV") = 4, alors

V,'” cVin = V,'I =ViaN ,'{4.1 = Villy

mais ceci est impossible par nos constructions. Nous obtenons 1’égalité en compa-

rant les dimensions de ces sous-espaces.
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Troisiémement V; NV}, = V;_;. En effet V;_; C V; NV}, et si nous n’avons pas
I’égalité, alors
VicVih = V/=VihnVia=V,

mais ceci est impossible.
En notant que V/,; NViy1 =V}, V;;1 NV, =V} et nos trois observations ci-dessus,

nous obtenons que la position relative w(Fs3, F) est bien la matrice de permutation

correspondant 4 1’élément s;s;,18; € Sp.

Il nous faut maintenant compter combien de drapeaux F3 différents nous obtenons
dans cette somme. Nous avons au plus ¢° tels drapeaux distincts. En laissant
varier la paire de drapeaux complets F; et F, satisfaisant nos conditions ci-dessus,
alors il y aura ¢® drapeaux complets distincts F3. Plus précisément il ne peut
pas y avoir deux paires distinctes de drapeaux complets : (Fi, F2) et (Fi, F3)
tels que (F1,F) € O(i), (Fa2,F1) € O@ + 1), (Fs, F2) € O@), (Fi,F) € O@),
(F3, F1) € O3 + 1), (F3,F3) € O(4). En effet, nous avons

F:vcwc---cViscV,cVuCcVie - CVpaCVa=V
FAaicVc---CcViyacV/ Vi CVigaC---CVyCV, =V
Fi:vicVoCc---CViyCcV/CVip1 CVipoC--- CVpy CV =V
Fo:VicVoCc---CcViaCcV/CV,,CVipaC--CVpi CVo=V
FopvicVoc---cVincV/'cVi,CcVipaC---CVauiC Vo=V
FsVicWec---cViqncV"cVi,CVipeC---C Vo CVp =V
avec, a cause de positions relatives des drapeaux, les égalités suivantes :
V.nV/=Vi.,, VinV/=Vy, ViunV, =V, VianVi =V,

— no__ !
ainsi que V/ ; = V!, = V] ;. De tout ceci, nous avons facilement que F, = F) et

Fo=F



37

Comme pour chacune des ¢* paires de drapeaux complets (F,, F2), nous avons q

drapeaux complets distincts F3 et 4 cause du lemme 2.2, nous obtenons que

TTinTi(er) = E € = TO(3i3i+lsi)(e}-)'
(F!, F)EO(siSi+18:)

En procédant de fagon similaire, nous obtenons que

Ti+1Tin+1(e}') = § e}-' = TO(B.’+18,‘8.’+1)(6}_)'
(F' . F)EO(s:+18i8i11)
Comme $;5;115; = 8;+15:8i+1 dans Sy, et O(s;8;118;) = O(8i+18i8i+1), nous obte-
nons que

T.T;1Ti(er) = Ti41TiTisa(ex) pour tout F € F(V).

c) est ainsi démontré. O

24 Régles récursives pour la multiplication dans H,,

Nous voulons maintenant décrire la multiplication récursivement en utilisant la

longueur des éléments de S,,.

Proposition 2.3. Soit un élément w € S,, et une réflerion simple s € S. Alors

Taw, st f(sw >ew ;
. (su) > tw)

qTew + (¢ — )T, sif(sw) < f(w).

Démonstration. Soit F € (V). Par définition, nous avons
Tw(e;) = Z EF
(F', F)eO(w)

Comme conséquence du lemme 2.2, nous avons qu’il y a ¢?®) drapeaux complets
distincts apparaissant dans cette derniére somme. Nous allons considérer premié-

rement le cas oi s = s;, 00 1 < i < (n—1) et £(s;w) > £(w) et nous voulons



38

vérifier que T,T,, = T,,. Nous allons esquisser cette preuve. Nous avons

TsTw(e_r) = Z Ts(e}-/) = Z Z Exn.

(F',F)eO(w) (F', F)eO(w) (F",F)eO(s1)
En laissant varier les drapeaux complets F’, nous voyons qu’il y a au plus ¢/®)+!
drapeaux complets distincts F” au total dans cette derniére somme. Plus préci-
sément, il ne peut pas y avoir deux drapeaux complets distincts F; et Fj tels
que (F{, F), (F},F) € O(w) et qu’il existe un drapeau complet F” tel que nous
ayons aussi (F”, Fy),(F",F3) € O(s;). La preuve de ceci dépend du fait que
¢(s;w) = £(w) + 1. De plus, chacun des drapeaux F” apparaissant dans la somme
ci-dessus est tel que (F”, F) € O(sw). Nous obtenons donc lorsque £(sw) > ¢(w)
que
T.T,(er)= D, em et T.T,=Tu.
(F" . F)eO(s;w)
Pour ce qui est du cas ou (sw) < #(w), il suffit de noter qu'’il existe un élément

v € Sy, tel que w = sv avec {(w) = £(v) + 1. Ainsi Ty, = T, = T, T, et
T.T, =TT, = (gl + (¢ — VT,)T, = qT, + (¢ — V)T,T, = qTo, + (¢ — 1)T,

par la premiére partie de la preuve et la proposition 2.2. O

Nous pouvons constater notre relation quadratique pour 7, comme cas particulier.

Exemple 2.3. Soit une réflexion simple s € S et w = s. Alors {(sw) = {(e) =
0 < ¢(w) = £(s) = 1. Par la proposition précédente, nous avons la relation
quadratique :

T.T, =T? = qT. + (¢ — 1)Ts.
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Exemple 2.4. Soit le groupe symétrique S; et les réflexions simples s, ¢t définies
a ’exemple 2.2.

a) Siw =t, alors {(sw) = €(st) =2> l(w) =L(t) =1 et T,T; = T,.

b) Siw = st, alors {(sw) = £(s%t) = £(t) = 1 < l(w) = 2et T, T,y = qT;+(q—1)T:.

c) Si w =ts, alors {(sw) = {(sts) =3 > l(w) = 2 et T,T;5 = Ty,






CHAPITRE III

LES POLYNOMES R

3.1 Introduction

Nous avons vu que {T,, | w € S,} est une base de l'algébre de Hecke H du
groupe symétrique S,, sur n éléments. Gréce & cette base, nous allons définir dans
ce chapitre une involution i : H — H de l'algébre H et, pour chaque paire
d’éléments z, w € W, un polynéme R, ,.(q) € Z[g]. 1l sera possible de calculer ces

polynémes par récurrence sur la longueur £(w) en utilisant les relations

qT s + (g — 1)T,,, sié(sw)=£4(w)—1;
. (€= DTu, s flsw) = £(w) o
Tow, si {(sw) = f(w) + 1.

Ces polynémes permettent de définir autrement 1’ordre de Bruhat du groupe de

Coxeter (W, S).

Jusqu’a présent, g désignait une puissance d’'un nombre premier ¢ = p®. Pour
ce chapitre, ¢ sera un parameétre et nous allons considérer 1’algébre de Hecke
H comme une algébre sur 'anneau des polynémes de Laurent Z[g,q!] ayant
{Tw | w € W} comme base et avec les mémes relations pour les éléments de cette
base. Dans d’autres textes, souvent pour décrire ceci, les auteurs utilisent une

nouvelle variable v et ce que nous considérions aux deux chapitres précédents est
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tout simplement la spécialisation de v & gq.

3.2 L’inversibilité des éléments T,.

Lemme 3.1. a) Pour tout s € S, T, est inversible et
Tl =q¢'T,— (1 - ¢ "T..

b) Pour tout w € W, T, est inversible.

Démonstration. a) Considérons (¢7'T; — (1 — ¢ !)T,) et multiplions ce terme par
T,.
(q‘lTs -(1- q_l)Te)Ts =q ' T?-(1—-¢ T,
=q! (qTe + (g - 1)Ts) —(1-¢™"T,
T,
Ainsi T; est inversible et (¢7'T, — (1 — q~!)T,) est son inverse.
b) Soit une expression réduite s;s;...s, de w. A cause des équations (1), nous

avons que T,, = T,, T, ... T,, est un produit d’éléments inversibles. Conséquem-

ment T, est inversible. O

3.3 L’involution 3.

Dans cette section, nous allons définir une involution d’algébres i : H — H.
Cette involution permettra de définir une nouvelle base pour ’algébre de Hecke

au prochain chapitre.

Définition 3.1. Soit la fonction 7 : #f — H étant ’unique prolongement linéaire

de la fonction telle que
i(Tw) = T,;_ll et i(Zai qi) = Zai g~* pour tout Zaiqi € Zlg,q7 Y.

Nous écrirons aussi i(h) = h pour tout h € H.
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Lemme 3.2. i est une involution d’algébres de Hecke.

Démonstration. Par définition, 7 est linéaire. Il suffit donc de montrer que i(7,7,,)
= i(T,)i(T,,) pour tout s € S et w € W pour compléter la preuve que i est un
homomorphisme d’algébres. Nous avons deux cas possibles : soit £(sw) > #(w) ou

{(sw) < f(w).
Si ¢(sw) > £(w), alors nous avons que
i(ToTy) = 1(Tow) = (’I'(e:w)“)—1 = (Tw—‘s“)_l

= (To-1Tp-1) 7" = (To-1) " H(T5)
=i(T,)i(Tw)

Si £(sw) < £(w), alors, en posant v = (sw)~!, nous avons w™! = vs, {(vs) > £(v),
ainsi que
i(T.T) = i(qTew + (0 — VW) = ¢ 7T + (g7 = 1)(T) ™!
=¢ '+ (¢ - DT =TT + (¢ - (LT
=¢ '+ (¢ - )T
=T+ (0 - )¢ T - (- ¢ T

=q¢ ¥ -q+ )T, ' - ¢ (¢ - 1)T.T,!

Mais nous avons aussi
W(T)iTy) = T, (Ty1) " =T, (T) 7 = T, (T) ™ = T, T
= (- (1-¢I%) (T - (- )T
= [e*(@- DT +a%) -2 (1 - ¢ )T + (1 — ¢ LT
= [(@-D-20"0 - g )T+ (¢ + (1 - gL T;

= ¢ ¢* — g+ 1T, — g (¢ - V)T.T,!
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Ce qui précéde, nous obtenons que 7 est un homomorphisme d’algébres.

Pour vérifier que i est bien une involution, il suffit de noter que i%(T}) = (T, ) =
(T;Y)~! = T, pour tout s € S et comme {T, | s € S} engendre H, alors i est

l'identité sur la base {T}, | w € W}. Clairement i> sur Z|g,q}] est 'identité.

Finalement nous obtenons que i2 est 1’identité sur #. O

Exemple 3.1. Soit le groupe symétrique S3 sur ’ensemble {1,2,3} et s,t les

1 2 3 1 2 3
s = et t= .
21 3 1 3 2

Nous allons maintenant calculer i(Ty;), i(Tis), ¢(Tsts)-

transpositions

i(To) = Tpy - = (L) = T,'T;
~ (T - 1= L) (T - (1 - g T
=q T —q (g - 1T —q (¢ - )T+ ¢ (¢ - 1)°Te
i(To) = T;) L = (L) = 17T
=("h-0-¢HL) (T - (1 - L)
=q T — ¢ X q— 1T, — g *qg— 1T, + ¢ *(q— 1)°T.
i(Ty) = i(T.TT,) = i(T)(T(T,) = T, T T
= ("% -0 -aIL) (¢ T - - E) (T - (1 ¢ IT)
= ¢ Ty — (¢ — )Tt — ¢ 3(g— )T + ¢ 3(q — 1)°T,

+a g~ Ph - ¢ ((@- 1°+ (- 1P+ (e - ))T.

Parce que sts = tst, nous avons #(Ts;s) = i(Tst)-



45
34 Le polynéme R

Nous allons maintenant exprimer T}, au moyen de la base {T, | ¢ € W} de H.

Les polynémes R, ,,(¢) apparaitront dans ces expressions.

Notation 3.1. Nous allons utiliser q,, & la place de ¢!™), et g, a la place de

(-1,

Définition 3.2. Etant donné une permutation w € S,, nous allons lui associer
un tableau de forme 1 < 2 < --- < (n — 1) < n pour lequel la k*™ligne est
constituée des nombres w(1), w(2),...,w(k) en ordre croissant. Nous noterons ce

tableau B(w).

Exemple 3.2. Considérons la permutation

1 23 456
w= € S,
324165
nous obtenons alors
3
213
2134
B(w) =
112134
1{2(3(416
112134516

Notation 3.2. Soit w € S, et 1 < i < n. Etant donné le tableau B = B(w),
L(B,1) désignera la premiére ligne de B contenant . Noter que les lignes sont

indexées du haut vers le bas et les colonnes de gauche & droite.

Remarque 3.1. Soit une permutation w € S, pour laquelle nous connaissons
B = B(w), alors il est possible de déterminer w, ainsi que w~!. En effet, si 7 est
un entier entre 1 et n, alors w(i) est 'unique entier de la i*™°- ligne qui n’apparait

pas dans la (i — 1)®™° - ligne et w™!(¢) = L(B, ) pour tout 1 <7 < n.
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Définition 3.3. Etant donné deux permutations

1 2 n—1 n
Tr = G Sn
z(1) z(2) z(n—1) z(n)
et
1 2 ... n-1 n
y = € Sn,
y(1) y(@2) ... y(n-1) y(n)

nous écrirons z < y si et seulement si b;;(z) < b;j(y) pour tout 4,5, 1 < j <i < m,
ol b;(z) (respectivement b;;(y)) est ’entrée & la ligne ¢ et colonne j de B(z)
(respectivement B(y)). Nous écrirons aussi B(z) < B(y). Siz < y et z # y,
nous écrirons aussi dans ce cas z < y. Cette relation d’ordre est ’ordre de Bruhat
pour le groupe symétrique. La définition de l’lordre de Bruhat pour un groupe de
Coxeter général est différente, mais 1’équivalence entre les deux définitions est une

conséquence du lemme 3.6 d’un article de Deodhar (voir la référence (1)).

Exemple 3.3. Nous avons que

1 23 4 5 1 2 3 45
T= p.S =y
315 2 4 4 21 5 3
parce que
3] 4]
113 214
Bz)=[1[3]5 £ 124 = B(y);
1121315 112 5
1213 5 | 1234 5|
alors que
1 2 3 4 5 1 2 3 45
r = < ="

2315 4 3 25

—
w



47

parce que
2 3
213 213
B(z))={1]2]3 < 2(3(5 = B(y);
1[2(3]5 1/2]3]>5
1/2[3]4]5] 1{2[3]4]5]

Lemme 3.3. Soit w € S,, et une réflexion simple s. Alors
a) < est une relation d’ordre partiel sur Sy, ;

b) sw < w si et seulement si £(sw) < £(w).

Démonstration. a) est obtenu facilement de la relation d’ordre usuel dans les en-

tiers naturels.

b) Supposons que s = s; est la transposition s; = (3,(i + 1)), 00 1 < ¢ < (n — 1).
Nous avons que £(sw) < #(w) si et seulement si i = w™!(s), (i + 1) = w™(r) avec .
r < 8, (en d’autres mots (z + 1) apparait & la gauche de 7 dans I'image de w).
Maintenant sw < w signifie que B(sw) < B(w). Il faut noter que le tableau B(sw)
est obtenu de B(w) en remplagant dans toutes les lignes de B(w) contenant un et
un seul élement de {%,(i + 1)} : cet élément de I'intersection par I’autre élément.
Alors pour que B(sw) < B(w), il faut que I’élément de toutes les lignes de B(w)
contenant un et un seul élement de {7, (i + 1)} doit étre (i + 1) et ceci signifie
que (i + 1) apparait & la gauche de 7 dans 'image de w. Nous obtenons donc que

£(sw) < £(w) si et seulement si B(sw) < B(w) si et seulement si sw < w. O
Lemme 3.4. Soit w € S,, et une réflexion simple s tels que sw < w. Supposons
que T < w.

a) Sisr <z, alors sT < sw.

b) Sisz > z, alors szt <w et < sw.

Dans tous les deuzx cas, nous avons sz < w.
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Démonstration. Nous supposons que s = s; est la transposition s; = (3, (¢ + 1)),
oul <i< (n—1). z < wsi et seulement si B(z) < B(w). Notons aussi que
sw < w signifie que (i + 1) apparait & la gauche de ¢ dans I'image de w ou encore
dans le tableau nous avons L(B(w), (i + 1)) < L(B(w), ¢). Dans ce cas, le tableau
B(sw) est obtenu de B(w) en remplagant dans toutes les lignes de B(w) contenant
un et un seul élement de {4, (¢ + 1)}, & savoir ici (¢ + 1) : cet élément (i + 1) de

I'intersection par élément i.

a) Si sz < z, alors L(B(z), (i + 1)) < L(B(z),1). De plus, nous avons vu dans la
preuve du lemme précédent comment calculer B(sz) & partir de B(z). Le tableau
B(sz) est obtenu de B(z) en remplagant dans toutes les lignes de B(z) contenant
un et un seul élement de {i, (¢ + 1)}, & savoir ici (¢ + 1) : cet élément (i + 1) de
Iintersection par élément ¢. Comme B(z) < B(w) et par nos remarques ci-dessus &
propos de B(sz) et B(sw), nous pouvons facilement conclure que B(sz) < B(sw)

et s < sw.

b) Si sz > z, alors L(B(z), (i + 1)) > L(B(z),i). Le tableau B(sz) est obtenu
de B(z) en remplagant dans toutes les lignes de B(z) contenant un et un seul
élement de {7, (i + 1)}, & savoir ici ¢ : cet élément 7 de P’intersection par élément
(¢ + 1). Comme B(z) < B(w) et en comparant B(sz) et B(w), nous obtenons
B(sz) < B(w) et ainsi sz < w. De méme, en comparant B(z) et B(sw), nous

obtenons B(z) < B(sw) et ainsi z < sw.

Par transitivité, nous obtenons de a) et de b) que sz < w et le lemme est démontré.

O

Proposition 3.1. Pour tout z,w € W, définissons les polynomes de Laurent

R, .,(q) € Z[g,q7"] au moyen de I’équation

To =T, =cuy' Y €xRon()T
zeW
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Alors nous avons que
a) R;.(q) est un polyndme en g, c’est-d-dire que R;.(q) € Zlg] dont le degré
degy(Reu(0)) = £(w) — £(2)
b) Ry w(g) =1 pour tout we W,

¢) Rpu(g)=0siz L w.

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur la longueur ¢(w). Si
f(w) = 0, alors w = e et T. = T.. Dans ce cas, la proposition est clairement

vérifie.

Si {(w) = 1, alors w = s € S, c’est-a-dire que s est une réflexion simple. Nous

avons alors que
T =T =T'=¢'T,-(1-¢ ). =—-¢"((g - )T + (-1)T).
Dans ce cas, Ry, =1, R.s = (¢ — 1) et la proposition est clairement vérifiée.

Considérons le cas ou w est tel que sa longueur £(w) > 1. Il existe une réflexion
simple s € S telle que ¢(sw) = {(w) — 1. Posons w = sv. Alors nous avons

(v) = l(w) — 1 < £(w), ainsi que &, = —&, et ¢, = Guq.

T, =T, =Ty = (Tr11) " = (T Tp) T = TUITS

w

=»(q“T, -(1- q‘l)Te) T
= (q_lTa -(1-q¢" Te) (qu;l EeyRy,v(q)Ty)
=g (T., —(¢- I)Te) (euq; Y €yRy,u(q)Ty)

= et (0~ )Y & Ruul@Ty = Y & Ryu(@)TLT

y<v y<v

En utilisant les équations (1), nous devons séparer la deuxiéme somme selon que
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sy < y ou sy > y, c’est-a-dire que le terme e,R,,(q)TsT, peut prendre deux
formes :
— Si sy >y, alors ey R, ,(q)T,T, = €y Ry »(q) Ty
— Si sy < y, alors g,R, ,()T:T, = (¢ — 1) e, Ry(q)T, + qey Ryo(q)Tsy et
dont la premiére partie va annuler les termes de la premiére somme de
I’équation.

Nous obtenons ainsi

T, = qu;l [(q —1) Z ey Ry ()T — Z ey Ry (@) TsTy — Z EyRy,v(Q)TsTy]

y<v y<v y<v

sy<y sy>y
(@=1)> eRyn(@T, + (= 1) Y &,Ry ()T,
y<v y<v
_ qu;1 sy<y sy>y
- Z EyRy,v(q) ((q - 1)Ty + quy) - Z EyRy,v(q)Tsy
y<v y<v
L sy<y sy>y J
Conséquemment

T, = qu;1 - Z €yqRy () Tey + (g — 1) Z eyRy ()T, — Z ey Ry w(q)Tsy

y<v y<v y<v
sy<y sy>y sy>y

En effectuant le changement de coordonnées : x 4 la place de sy pour les premiére
et troisiéme sommes et le changement de coordonnées x a la place de y pour la

deuxiéme somme nous obtenons ainsi

Tw=rtuly' | D e2qRun(@Te + (4 —1) Y €xRen(@)Te + Y €xRozn(@)Te

sx<v z<v sx<v
x<sT r<sx sx<x

En utilisant le fait que w = sv, nous obtenons que T,, est égal &

ewdy' | D €xqRuzaw(@Te+ (4= 1) Y ezReou(@Te + D, €xRarsn(9)Ts

sr<sw r<sw sz<sw
r<sx r<sz sr<zT
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Il y a trois cas ci-dessus. Nous avons
— Si sz < sw et £ < sz, alors par transitivité nous obtenons r < sz < sw <
w.
— Siz < sw et x < sz, alors par transitivité nous obtenons z < sw < w.
— Si sz < sw et sx < z, alors soit sz = sw, c’est-a-dire £ = w, soit st <
sw < w. Dans ce dernier cas, parce que z = s(sz) > sz, alors par 1’énoncé
(b) du lemme précédent, nous obtenons que z < w.
Dans tous les cas, nous avons que z < w, avec £ = w seulement dans la troisiéme
somme ci-dessus. De ce qui précéde, nous avons que R;.,(g) = 0 lorsque z £ w et

c) est vérifié.
Si T = w, alors le coefficient de T, ci-dessus est

Ewly EwRow,sw(q) = Ewdy €w

et ainsi
R'w,w(Q) =1

Ceci fait en sorte que (b) est maintenant démontré.

Si z < w et sz < z, alors nous avons par le lemme précédent que sz < sw et le

coefficient de T}, ci-dessus est

I e ()
et ainsi
Rew(q) = Raz,eu(9)-
Dans ce cas #(sz) = £(z) — 1, {(sw) = {(w) — 1 et ainsi le degré de R, (q) est par
récurrence un polynéme en q de degré £(sw) — £(sz) = £(w) — £(z). Ceci vérifie a)

dans cette situation.

Siz <wet z < sz, alors le coefficient de T, ci-dessus est

EwQJIEI(qRaz,aw(Q) + (q - l)RI,sw(q))
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et ainsi

Rew(q) = qRsz,s0(q) + (¢ — 1) Rz ou(q)-
Dans ce cas #(sz) = £(z) + 1, #(sw) = {(w) — 1 et ainsi le degré de R, ,(q) =
qRsz5w(q) + (¢ — 1) Rz 51(q) est par récurrence un polynome en g de degré £(w) —
{(z). En effet, Rz su(q) est un polyndme de degré ¢(sw) — €(sz) + 1 = f(w) —
1—((z)+1)+1=4¢w)—¢(z) -1, alors que (¢ — 1)R; s»,(q) est un polyndme de
degré {(sw) — €(z) + 1 = b(w) — 1 — £(z) + 1 = (w) — £(z) . Ceci vérifie a) dans

cette situation.
Ceci compléte la preuve.
a

Remarque 3.2. Dans le cas ol sw < w, £ < w, £ < Sz, nous n’aurons
pas nécessairement que sz < sw. Ceci signifie que dans la formule R, .,(q) =
qRsz5w(q) + (¢ — 1) Rz 5u(q), le terme Ry, 5,(g) = 0. Un exemple ou cette situation

se produit est la suivante dans le groupe symétrique Sy :

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
w = , S=8y= , T =
341 2 13 2 4 1 4 2 3

Exemple 3.4. Pour le groupe symétrique S, = { e, s }, ou s est la transposition

S$=8§= ’
21

nous obtenons facilement du lemme 3.1 que les seuls polyndémes non-nuls sont

Ree(q) = Rss(g) =1 et Rey(qg)=¢—1
Exemple 3.5. Pour le groupe symétrique S; = {e, s, t, st, ts, sts }, ou

1 2 3 1 2 3
§=8 = et t=32=
213 1 3 2



33

nous obtenons de I’exemple 3.1 et du lemme 3.1 que

1 siz=e,
R¢,e(‘1) =
0 sinon.
1 sirt=s;

Res(@) = (¢g—1) siz=e;

0 sinon.

1 siz=t;
Rep(9)=4(q—1) siz=e;

0 sinon.

1 si = st;

(g—1) siz=souz=t;

Rea(q) = ¢

(g—1)? siz=e;

|0 sinon.

4

1 siz=ts;

(g—1) siz=souz=t;
Reis(q) =

(g—1)? siz=e;

0 sinon.
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(

1 si z = sts;
(g-1) siz =stouz=ts;
Rests(g) = § (¢ —1)2 siz=souz=t;

(@ —2¢>+2¢—1) siz=e;

0 sinon.
\

Remarque 3.3. Il y a ainsi un algorithme simple pour calculer les polynémes
R, ,, par récurrence sur la longueur ¢(w) de w en utilisant le fait que R, ., = 1,
R:. = 0 pour z £ w. Soit une réflexion simple s tel que sw < w. Par la preuve
de la proposition précédente, alors, il y a deux possibilités :

Rsz,sw(‘])a si st < z,;

Rew(q) =
(¢ — 1)R; 5u(q) + qRsz suw(q), si sz > z.

Chacun des termes dans ces formules ci-dessus sont définis.

3.5 Propriétés des polynémes R

Proposition 3.2. Soit deur permutations z,w € S,. Alors

a) l’évaluation du polynéme R, ,,(q) @ ¢ =1 est égal &

0 siz#w;
Rew(9)|,_, =

q=1 .
1 siz=w.

b) R,.(g) est un polynéme monique en (¢ — 1) de degré (£(w) — €(z)) dont tous

les coefficients sont des entiers > 0.

Démonstration. a) Nous procédons par récurrence sur la longueur ¢(w) de w. Si

w est tel que £(w) = 0, alors w = e et a) est trivialement vérifié. Nous pouvons
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donc supposer que £(w) > 0. Si z £ w, alors R,,,(q) = 0 et a) est encore vérifiée

dans ce cas.
Si z = w, alors nous avons que R;,,(q) = Ry w(g) =1 et a) est aussi vérifié.

Supposons maintenant que £ < w et prenons une réflexion simple s telle que
sw < w. Une telle réflexion simple s existe parce que ¢(w) > 0. Nous obtenons

ainsi que Rew(@)],-, = Rospu(4)],.,, parce que

Raz,aw(‘])l

[(g = 1) Ra,00(q) + qRoz,0u(q)] |q=1 = Ru,,w(q)|q=1, si sz > .

=1’ sl st < T;

R::,w(‘l)lq___l =

Par récurrence, nous avons que

0 sisz#sw;
Rsz,sw(q)lq=1 =
1 sisz=sw.

De ceci, nous pouvons conclure que 1’énoncé a) est vérifié.

b) Nous procédons comme ci-dessus par récurrence sur la longueur ¢(w) de w. Les
cas ol soit w = e, soit z # w ou encore £ = w sont triviaux. Nous supposerons
donc que £(w) > 0 et z < w. Prenons une réflexion simple s telle que sw < w.

Une telle réflexion simple s existe parce que £(w) > 0. Nous avons que

Rsz,sw(‘l), sl sz < T,
R::,w(Q) =
(q - I)RI,Sw(q) + quz,sw(Q), si s > .

Si sz < z, alors par récurrence Rszq,(g) est un polynéme monique en (g — 1)
de degré (£(sw) — £(sz)) = (b(w) — 1) — ({(z) — 1) = (¢(w) — £(x)) dont tous les

coefficients sont des entiers > 0. Dans ce cas, b) est vérifié.
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Si sz > z, alors nous avons que

Rr,w(Q) = (q - I)R’t,sw(Q) + qu:c,sw(Q)
=(g—-1) [Rz,sw (@) + Rozsw(@)] + Roz,su(q)

Par récurrence, R;,.,(g) est un polynéme monique en (g — 1) de degré ¢(sw) —
Uz) =l(w) — 1 —€(z) = l(w) — {(z) — 1 et Rs;sw(q) est un polynéme monique
en (¢ — 1) de degré ¢(sw) — £(sz) = ((w) — 1) — ({(z) + 1) = {(w) — £(z) — 2. De
cette observation, nous pouvons conclure que R;,(q) est un polyndéme monique

en (g — 1) de degré ¢(w) — £(z). Ceci conclut la preuve de b). a

Exemple 3.6. Considérons la permutation

1 2 3 4
W = §182838] = € 5y
32 41

Nous allons calculer R, ,, pour tout z € S; de deux facons.

Premiére facon en utilisant la définition de l'involution :

(To1)"' = (Toyasegs)) ™! = T T T T
= (T - (1= ¢E) (7T - (1 - ¢ IT2)
(q‘lTss -(1- q‘l)ﬂ) (q‘lTs1 -(1- q‘l)Te)
[ Toszsa0n — (@ = DTsezss — (@ = 1) Tossner — (@ = DTossner
(g — 1) Tope, + (¢ = 1)*Tape, + (g — 1)*Tysy + (g — 1)°Toys,
—(q= 1Ty, = (g — 1)*Ts; = ((q— 1)+ q(qg — 1)) Tey—

|+ ((e-1)*+4qe—-1))T.
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Ainsi
4
1 Si £ = 51528381 ;
(g—-1) si £ € {s18953, 518251, $25381};
(g—1)? si T € {5152, 5283, 5251, 351} ;
Rew=14(¢g—1) si z € {51, 2};

(@—1P+q(g—1) sis=ss;
(g—1)*+q(g—1)? siz=e;

0 sinon.

\

Deuxiéme fagon en utilisant les régles de récurrence :

Ici le tableau B(w) est

3

2|3
Bw) =137

1234|

nous pouvons donc déterminer tous les tableaux B(z) tels que B(z) < B(w) et
ainsi tous les éléments z € S, tels que £ < w. Nous obtenons que ces éléments z

sont

z € {e, 51, 82, S3, 5152, 5153, 5253, 5281, 515253, 515281, 825351, W = 81825351} = I[e, w]
et Ry.(q) =0siz ¢ Ie,w).

Nous devons donc nous concentrer sur les z appartenant a I[e, w]. Comme nous

procédons par récurrence, il faut aussi connaitre les polynoémes Ry s;5,55(), Rz’ 5,55(q)

et R, 5 (q) pour tous les éléments =’ € S;. En sachant que
1, siz =s;;
Ry s (q) = (g—1), siz' =e;

0, sinon ;
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1, six’ = s8183;

(g—1), siz' € {s1,s3};
Ryt 53 (Q) = 3

(g—1)%, siz =e;

xO’ sinon ;
et
4
1, si &' = 898381 ;
. )
(g—1), si 2’ € {s251, 5253, 5351}

Ryt s3505.(0) = { (g —1)%, siz’ € {s1,52 83};

(g—13, sie =e;

0, sinon ;

alors nous pouvons calculer par les régles de récurrence les polynémes R, .,(q).
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Ryy028301, 5182038 (7) = 1;

Ryi0255, 51028381 (3) = Re,s,(9) = (g — 1);
Rss281, 51828381 (0) = Res3(q) = (g — 1);
Rissser, 51828301 (9) = (@ — 1) Razazsy, 20301 (9) + GRoys30301, 828301 (@) = (¢ — 1);
Ryy0s, 31828301 (9) = Ree = (¢ — 1)%
Razes, 81628381(9) = (@ = 1)Rayss, 535361 (2) + QRsya203, s2s3s = (g — 1)
Ryper, s102035:(2) = (€ = D)Rozar, sa0301 + QRarsnay, sassm = (4 — 1)
Riyyay, 01029301 (9) = Ras, ssse1(9) = (¢ — 1)
Ray, 01028301 (0) = Reyaysse, (0) = (¢ — 1)
Ry, 51028381 (9) = (€ = 1)Ray, 530301 (q) + qRorss, 82050, (9) = (4 — 1)%;
Ray, 5152031 (@) = (4 — 1)Rss, 33031 + QRorss, 2038 = (@ — 1)* + q(q — 1);
Re, 5152030, (9) = (3 — 1)Re, sgs58, + qRsy, 33030 = (7 — 1)* + (g — 1)%.

Ce sont les mémes polyndémes que ceux obtenus au moyen de la premiére fagon.

3.6 Cas particulier d'un élément de Coxeter

Nous allons maintenant décrire T, pour 1’élément T}, oti w € S, est un élément

de Coxeter, plus précisément

123 ... n-1)n
23 4 ... n 1

w = 8182...8p-1 =

Nous allons premiérement décrire les éléments r € S, tels que £ < w en notant
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que -
2
2
2034
B(z) < B(w) == -
9 4l... [n]
1{2]3 ...n_1n|

Lemme 3.5. Soit l’ensemble P({1,2,...,n—1}) des sous-ensembles de {1,2,...,n—
1}.
a) Sil € P({1,2,...,n—1}), alors il existe un unique élément z; € S, défini
par le fait que le tableau
B(w) — B(zr) = (bij)igj<icn
est tel que b; ; € {0,1} et
0, sii=n;
bij =41, si?'<i<(n-—1),1<j <7 pour aumoinsuni €1;
0, sinon.
En particulier, z; < w.

b) La fonction
P{1,2,....,.n=1}) — {z € S, |z <w} définie par I+— z;

est une bijection.
c) St I = {ir,da,...,0x} € P({L,2,...,n —1}) avec 4, < 42 < --- < @ ,
alors 1 = $182...8;,...8i;...5i, ... Sn—28n—1, OU §;, signifie que s;; n’appa-

rait comme facteur dans le produit.

Démonstration. a) Etant donné I = {iy,4s,...,5} € P({1,2,...,n — 1}) avec

i, < i < .-+ < 4. Posons aussi ig = 0 et ix+; = n. Considérons la permutation
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z; définie pour i € {1,2,...,(n —1),n} par

(tj-1+1), sii=¢t;pourje€ {1,2,...,kk+1};
IE](i =
i+1, sinon.

11 est facile de vérifier que z; € S,, et que z; satisfait les conditions de a). L’unicité

est une conséquence de la remarque 3.1.

b) Nous avons donc une fonction
P({1,2,...,n—-1}) — {z € S, |z <w} définiepar [+ z;

injective. Pour compléter la preuve, il suffit de noter que la cardinalité de {z € Sy, |
z < w} est au plus 2"~ 1. 1l suffit de compter les tableaux possibles B < B(w).
Pour la premiére ligne de B, il faut choisir un élément parmi {1,2} et il y a
donc deux choix possibles. Pour la seconde ligne, il faut choisir un élément parmi
{1,2,3}, mais cet élément ne doit pas appartenir & la premiére ligne. Il y a alors
deux choix possibles. Nous poursuivons ainsi pour la i*™® - ligne ol i < n, il faut
choisir un élément parmi {1, 2, ..., (i+1)}, mais cet élément ne doit pas appartenir
ala (i—1)®me - ligne. Il y a alors deux choix possibles. Pour la ni*™® - ligne, il y a
un seul choix. Donc pour les tableaux possibles B, il y a 2"~! possibilités et ainsi

la cardinalité |{z € S, | z < w}| < 2*~L. La preuve de b) est complétée.
c) Nous avons décrit ci-dessus z;. Il est facile de vérifier que

Ty =8182...8i;...8i5..-8...80-25—1-

Proposition 3.3. Soit I’élément de Cozeter w ci-dessus.

a) Nous avons

T.=q¢" . ()Mig-niT,
IeP({1,2,...,n—1})
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b) Pour tout I € P({1,2,...,n—1}), nous avons R, ,, = (¢ — 1)1l

Démonstration. a) Nous allons procéder par récurrence sur n. Le cas n = 2 est
traité au lemme 3.1 a). Nous pouvons supposer que n > 2. Posons v = $18z. .. Sp_2.

Nous avons que w = vS,_1-

123 ... n=-2 (n=1) n
V=28182...8,2=
234 ... (n-1) 1 n
Nous pouvons considérer v comme une permutation de {1,2,...,(n — 1)} et est

un élément de Coxeter comme ci-dessus mais pour n — 1. Par récurrence, nous

obtenons que

T, =q > (yig-IT,
1eP({1,2,....n—2})

Maintenant

Tw = Tvsn_l = Tstn_l

=gt > (- )R, | (67 T - 1 - )T
1eP({1,2,...,n~2})

—g" > (g -, (Tsn_1 —(g-— 1)Te)

I€P({1,2,...n—2})

Z (_1)1”((1 - 1)|”T$Is"_l

1eP({1,2,...n—2})

+ Z (_1)|I|+1(q_ 1)|I|+1Ta:1
IeP({12,...,n—-2})

-n

La premiére somme correspond aux sous-ensembles I de {1,2,...,(n — 1)} ne
contenant pas (n — 1) et la deuxiéme somme correspond aux sous-ensembles I de

{1,2,...,(n—1)} contenant (n—1). Comme z; € Sp—1 pour I € P({1,2,...,(n—
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2)}, alors nous avons z;(n) = n et £(z;s,—1) = £(zs) + 1 lorsque nous considérons
7 comme un élément de S,,, . En effet nous avons une inversion de plus dans la
permutation z;s,_, que dans z;. Nous obtenons ainsi la formule en a).

b) est une conséquence facile de a).

3.7 Formule de Deodhar pour le calcul des polynémes R

Nous allons maintenant généraliser le résultat précédent pour un élément quel-
conque. Cette généralisation est due & Deodhar. Nous allons seulement 1’énoncer
et 'illustrer dans un exemple, mais ne la démontrerons pas. Il s’agit du théoréme

1.3 de la référence (2).

Remarque 3.4. Il est bien connu que nous pouvons exprimer toute permutation
w de S, comme un produit s;,s;, ...s; de réflexions simples et pour lequel k =

£(w). Une telle expression est dite réduite.

Dans le reste de cette section, nous fixons une expression réduite w = s;;s;, ... i,
de w, ou k = £(w).
Définition 3.4. Une sous-expression de w est une suite ¢ = (0g, 01,02, . ..,0k)
d’éléments de S, tels que

— gp =¢;

— aj__llaj est soit e, soit s;; pour tout 1 < j < k.
Nous dirons de plus qu’une sous-expression g est distinguée si et seulement si
0; < 0;-18;; pour tout 1 < j < k. Nous noterons par D(w) 'ensemble des sous-

expressions distinguées de w.

Notation 3.3. Soit une sous-expression distinguée g = (09, 01,02,...,0%) €

D(w) de w. Alors nous notons

m(g)={1<j<k|oj-1>0;} et nlo)=[{1<j<k|oj1=05}|
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Nous noterons par
m:D(w) — S, : la fonction définie par 7 (¢) = 7(09, 01,09, ...,0k) = Ok.

Proposition 3.4 (Deodhar). Soit une expression réduite w = s;, i, ... 8;, de w,

ot k={f(w) etx €85, tel que z < w. Alors
Row(q) =) ¢™@(qg—1)"@

ot les sous-expressions g apparaissant dans cette somme parcourent l’ensemble

D(w) et sont telles que w(g) = z.

Exemple 3.7. Calculons R, au moyen de la formule de Deodhar pour tous les
éléments de Ss;. En utilisant les notations de I’exemple 3.5, nous avons que les

éléments de S; sont {e, s,t, st, ts, sts}.

Si w = e, alors k = 0. Dans ce cas, D(e) = {g = e}. De la formule de Deodhar,
nous obtenons
1, siz=e;

R¢,e(q) =

0, sinon.
Si w = s, alors k = 1. Dans ce cas, D(s) = {g(1) = (e, e), a(2) = (e, s)}. Nous
avons
— Pour ¢(1), nous avons n(g(1)) =1, m(g(1)) = 0 et m(a(1)) =e.

— Pour ¢(2), nous avons n(g(2)) =0, m(g(2)) = 0 et 7(a(2)) = s.

De la formule de Deodhar, nous obtenons

Res(@) =4 (g—1), siz=e;



De la méme fagon, nous avons

Si w = st, alors k = 2. Dans ce cas,
D(st) = {g(l) = (e,e,€), a(2) = (e,6,t), a(3) = (e, 5,8), a(4) = (e,s, St)}

— Pour ¢g(1), nous avons n(g(1)) = 2, m(g(1)) =0 et w(g(1)) =e.
— Pour g(2), nous avons n(g(2)) =1, m(g(2)) =0 et 7(g(2) =¢.
— Pour ¢(3), nous avons n(g(3)) =1, m(g(3)) =0 et w(a(3)) =s.

— Pour g(4), nous avons n(g(4)) =0, m(g(4)) =0 et 7(c(4)) = st.

De la formule de Deodhar, nous avons

4
1, siz=st;

(¢g—1), siz=touz=s;

R:,st(Q) = <
(g—1)2, siz=c¢;
\O sinon.
De méme,
.
1, siz =ts;

(g—1), siz=touz=s;
R:,ts(Q)=< ’

(q_1)27 siz=e;

0 sinon.
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Si w = sts, alors k = 3. Dans ce cas,

D(sts) = {g(l) B
o(5) =

(e,e, e, ¢),

(e,s,8,e), g(6) =

a(2) =

(e,e,e,8), a(3) =
(e, s, st,st), a(7) =

(e, e t,t), a(4)

Il faut noter que la suite (e, s, s, s) n’est pas distinguée.

— Pour g(1), nous avons n(g(1)) =3, m
— Pour ¢(2), nous avons n(g(2)) =2, m(o
— Pour ¢(3), nous avons n(g(3)) =2, m
— Pour g(4), nous avons n(g(4)) =1, m
— Pour ¢(5), nous avons n(g(5)) =1, m
— Pour g(6), nous avons n(g(6)) =1, m(c
— Pour ¢(7), nous avons n(g(7)) =0, m

De la formule de Deodhar, nous avons

R:c,st (q) =

1)
(q - 1):
(¢—1)%

(=12 +q(g-1),

9 19

[

(e, s, st, sts)
a(1)) =0et m(a(1)) =e
a(2)) =0et m(a(2)) =
(3)) =0 et m(a(3)) =1t
(9)) = 0 et m(a(4)) = ts
(5)) =1let m(a(5)) =
a(6)) = 0 et 7(g(6)) = st
a(7)) = 0 et w(a(7)) = sts

si z = sts;
siz=stouzr=ts;
siz=souzxz=t;
siz=e;

sinon.

= (67 e) t’ ts)?}

Exemple 3.8. Calculons R, ,, au moyen de la formule de Deodhar pour 1’élément
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w = 81525351 de Sy. Dans ce cas,

’g(l) = (e,e,e,e,e), a(2) = (e, e,e,e,81), a(3) = (e,¢,e, s3,83),
a(4) = (e, e, e, s3, 8351), a(5) = (e, ¢, s2, S2, S2),

a(6) = (e, e, sq, 82, 5281), a(7) = (e, e, s2, 5283, 5283),

D(w) = { o(8) = (e, €, 52, 5253, 525351), a(9) = (e, 51, 51, 51, €), y
a(10) = (e, s1, 51, 8183, 83), g(11) = (e, 1, 8182, 5152, $152),

a(12) = (e, s1, 5152, 5152, 515251), 2(13) = (e, 51, 5152, 515253, 515253),

L2(14) = (e, 51, 5152, 518253, 51528351) )

Il faut noter que les deux suites (e, s1, s1, 51, 51) et (e, s1, 51, 5153, 5153) De sont pas

distinguées.

— Pour g(1), nous avons n(g(1)) =4, m(g(1)) =0et 7(g(l)) =e

— Pour ¢(2), nous avons n(g(2)) =3, m(g(2)) =0 et 7(g(2)) = 51

— Pour ¢(3), nous avons n(g(3)) =3, m(g(3)) =0 et 7(a(3)) = s3

— Pour g(4), nous avons n(g(4)) =2, m(g(4)) = 0 et 7(a(4)) = s351

— Pour ¢(5), nous avons n(g(5)) =3 , m(a(5)) = 0 et 7(a(5)) = s2

— Pour g(6), nous avons n(g(6)) =2 , m(g(6)) = 0 et 7(a(6)) = 525

— Pour g(7), nous avons n(g(7)) =2, m(a(7)) = 0 et 7(a(7)) = s253

— Pour g(8), nous avons n(g(8)) =1, m(g(8)) =0 et m(c(8)) = s253%1

— Pour g(9), nous avons n(g(9)) =2, m(g(9)) =1 et 7(g(9)) =e

— Pour ¢(10), nous avons n(g(10)) =1, m(g(10)) =1 et m(g(10)) = s;

— Pour g(11), nous avons n(g(11)) =2, m(g(11)) =0 et 7(g(11)) = 8152
— Pour ¢(12), nous avons n(g(12)) =1, m(a(12)) =0 et m(g(12)) = 815251
— Pour ¢(13), nous avons n(g(13)) =1, m(g(13)) =0 et 7(a(13)) = s15253
— Pour g(14), nous avons n(g(14)) = 0, m(g(14)) = 0 et 7(g(14)) = s1528351
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De la formule de Deodhar, nous avons

r1, Si T = $1895351;
(g—1), si z € {51528, $15283, S283S1};
(g —1)?, si z € {s351, 281, S283, S152};
Rew(a) = (¢ —1)3, siz € {s1, s2};
(g—12+q(g—1), siz=ss;
(q—1)*+q(g—1)%, siz=c¢e;
\0 sinon.

Ce sont les mémes polyndmes que ceux obtenus a ’exemple 3.6.



CHAPITRE 1V

LES BASES ET LES POLYNOMES DE KAZHDAN-LUSZTIG

41 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons construire une nouvelle base pour 1’algébre de Hecke,
composée d’élément C,, invariant sous l'involution définie au chapitre 3. Il s’agit
de la base de Kazhdan-Lusztig de . Nous définirons ensuite les polynémes de
Kazhdan-Lusztig. Ces polynémes sont obtenus au moyen du changement de bases

entre les bases de Kazhdan-Lusztig {C,, | w € S} et standard {T,, | wnS,}.

Dans ce chapitre, il est nécessaire de considérer ’algébre de Hecke H non plus
sur ’anneau Z[g,q~!], mais sur I'anneau Z[g'/2,¢q~'/?]. En d’autres mots, nous

prolongeons les coefficients de 1’algébre.

42  Labase {C, | w € S,}.

Dans un premier temps, considérons un élément h de H le plus simple possible,
c’est-a-dire de la forme

h = aqa/sz + ,qu/2Te7

ol a,8,a,b € Z, a,8 # 0 et s est une réflexion simple, et tel que A = h. La

condition h = h signifie que

aq~ ¢ 'T, — (1 — ¢ V)T.] + BgY/*T. = aq*/*T, + B¢*/*T..
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Nous obtenons

aq—(a+2)/2 — aqa/Z — a=—1

et
—agP1—g )+ 807" =p"* =  —ag"?—q ) = B("* - ¢7).

Nous avons donc que b = 1 et 8 = —a. Donc (¢~/?T, — ¢*/?T,) est un candidat

pour étre I’élément C, lorsque s est une réflexion simple.

Lorsque s et t sont deux réflexions simples distinctes, nous pouvons considérer un

élément h de H le plus simple possible, c’est-a-dire de la forme
h = aq*’Ty + B¢"*T, + v¢**T; + 6¢*/*T.,
ot a,B,v,6,a,b,c,d € Z, o, B,7,6 # 0, et tel que h = h. Sachant que
Tu=0"Ta—q (¢~ 1)L ~q (¢ )T + ¢ *(¢ - 1)L,

nous obtenons de la condition h = h que

Donc (¢ T,y — T, — T; + qT.) est un candidat pour étre ’élément Cg. Il est
facile de noter que ce dernier élément est C;C;. Cependant si nous considérons
maintenant deux réflexions simples s, t telles que sts = tst, nous serions tenter de
définir Cy;, comme étant C,C;C,. Mais ceci n’est pas la bonne approche, parce que
C,C,C, et C,C,C, sont deux éléments distincts dans H et ainsi il n’est pas clair ce
que nous devons prendre pour définir Cy;; = Cys. Nous allons ajouter un facteur
de correction. Dans ce dernier cas, nous aurons Cyy = Ciy = C;CCs — Cy =

GCsC, — C.

Théoréme 4.1 (Kazhdan - Lusztig). Pour chaque permutation w € Sy, il existe

un élément unique C,, € H tel que :
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a) i(Cy) = Cy,
b) Cu=cut” Y €:0;' Penld™) T
zlw

ot P, .(q) est un polynéme dans Z[q] tels que :

— P, ,(gq) =0 lorsque z £ w.

— Puu(g) =1

— le degré de P, ,,(q) est plus petit ou égal a (¢(w) — €(z) — 1)/2 siz < w.
Ces polynémes P, ,,(q) sont les polynémes de Kazhdan-Lusztig.

Démonstration. Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois par D. Kazh-
dan et G.Lusztig dans la référence (5). Nous reprenons cette preuve. Nous allons
démontrer ce théoréme en deux étapes : premiérement ’unicité de 1’élément C,,

et ensuite son existence.

Commencgons par I'unicité. Pour montrer celle-ci, il suffit de voir que les conditions
a) et b) font en sorte que les polynémes P, ,,(¢) € Z|g] dans I’expression de C,, sont
uniques. Nous démontrons |'unicité de P, ,,(q) par récurrence sur #(w) — £(z) > 0.
Le cas ou £(w) — £(z) = 0 correspond & £ = w et par b), P, .,(q) = 1. Ainsi le

polynoéme est unique dans ce cas. Soit

Co=¢ul? ) €4 Peu(a™) T

z<w

Par la condition a), nous avons C,, = C,, et ainsi

cut/” Z €x0s Pow(q™!) T = €ugy' Z evdyPyu(9) Ty_'ll

r<w y<w
=euly? Y €0,Pu() [0 aRay(a)Ts
y<w z<y

= etz Y e [ > Res(@)Prn(@)| T2

z<w z<y<w
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En comparant le coefficient de 7, des deux cotés de 1’équation, nous obtenons

aprés des simplifications évidentes et multiplication par q;/ 2,

0/2q; P Pe(q7) = 45 %¢}* ) Rey(@)Pyulq).

z<y<w
Parce que R;:(¢) = 1, nous avons
02 P Pr(07Y) — 05 20 Pr(9) = 652 % D Ray(@)Pyule).  (41)
r<y<w
Par récurrence nous pouvons supposer que les polynémes P,,,(q) sont uniques
pour tous les y tel que z < y < w, car ({(w) — £(y)) < ({(w) — £(x)). En prenant
en considération les propriétés des polynémes P, ,,(q), on voit que le terme & droite

dans I’équation (4.1) est un polynéme de Laurent en ¢'/2. Supposons que

lw)—L(z) -1
Pw(q) = a0 +a19+a¢° +---+ang”, ouN< (w) 2( ) ;
le terme gu/%qz '/ P, (q71) du coté gauche de P’équation (4.1) consistera en une

-1/2 1/2

2 ot1 5 > 1 et le terme gy, '“qz'* Py (q) consistera en une

somme de puissance g

somme de puissance ¢/ ot 4 < —1. Comme l'intersection des puissances de cha-

cune de ces deux sommes est vide, le polynoéme P, ,,(¢) est uniquement déterminé.
Notons que ’équation (4.1) nous fournit une méthode pour calculer P, ,,(q).

Nous allons maintenant démontrer ’existence de C,, satisfaisant les conditions a)
et b) ci-dessus pour tout w € S,. Nous allons définir C,, par induction sur £(w).

Nous avons précédemment discuté des cas ou £(w) < 2.

Siv € S, est tel que £(v) < £(w), nous pouvons supposer que C,, ainsi que les
polynémes P, ,(q) sont bien définis. Nous écrirons que z < v si et seulement si z <
v, €, = —€, et le polynome P, ,(q) en g est exactement de degré (£(v) —£4(z)—1)/2.
Dans cette situation, nous noterons le coefficient de ¢ ~4=)-1)/2 dans P, ,(q) par

u(z,v) € Z.
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Pour w € S,,, w # e, considérons une réflexion simple s tel que £(sw) = #(w) — 1.

Notons v = sw. Par récurrence C, est défini. Définissons

Cw=CiC,— Y u(z,0)C, (4.2)

z=<v
8z2<z

Il est clair que cet élément est bien invariant par l'involution <. Il suffit donc de
vérifier que la condition b) est bien vérifiée. Il suffit d’exprimer les deux cotés de

I’équation (4.2) dans la base standard {T;,z € S,.}.

Nous avons du cété droit que

Can = [q_l/zTa - ql/zTe] evq11}/2 Z ezQ;IPz,v(q_l)Ta:

z<y
=0y Y 0700 Pry(47 ) e
z<v
8T>X
+ EvQ11;/2 Z q_l/zezQ;IPz,u(q_l)[quz + (q - I)Tz]
z<v
8z<z
— gy q"%e0; Poo(q7 T
zLv
= cudy/%euty ' To + 6wy Y €207 Pucu(q) T2
P93
+ewy? Y €07 0 Purn(¢7 )T + €wat? Y €207 (@7 — 1) Pau(q )T
sT<y z<v
<8z sz
+eudy? Y €2z Pey(g T2
z<v

Nous pouvons maintenant comparer le coefficient de T, des deux cotés de ’équa-
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tion (4.2). Nous obtenons ainsi

(
1, siz=w;

qPsz0(q) + Pro(q Z u(z,v) 1/Zqz 1/2P“( ), siz<wetsz>z;
Fenlt) =1 2
qP2u(@) + Puzn(a) = D 1(z,0)q)/*¢; *Paa(q), siz <wet sz <z

z=<v
8z<z

\

Dans ces expressions, nous pouvons noter que si z < v, £(z) = £(w) (mod 2) et
qll,,/ ' 2p, P, .(q) € Z|q]. Par récurrence, nous obtenons facilement que P, (g) €

Zq] et son degré comme polynéme en q est < ({(w) — &(z) — 1)/2.

O

Proposition 4.1. Les éléments C,,, ot w parcourt ’ensemble S, de permutations,

forment une base de H comme Z[q'/?, g~/%]-module.

Démonstration. Nous savons que {T,, | w € S}, forment une base de #. Pour
prouver que les éléments C,, ou w parcourt l’ensemble S, de permutations,
forment aussi une base, il suffit de noter que ces derniers éléments sont reliés

aux éléments T, par une matrice de passage de déterminant non-nul.

Nous avons vu au théoréme précédent que

Cyp= q;1/2Tw + Z Az Ty avec gy € Z[ql/2, q_1/2] pour tout z < w.

z<w

Fixons un ordre total sur S, qui respecte I’ordre de Bruhat. Alors la matrice de
passage sera une matrice triangulaire dont les entrées sur la diagonale principale
sont de la forme gy, 2 Clairement cette matrice est inversible et les éléments Cu

est une base de H comme Z[g'/?, ¢~'/?]-module. m]
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Exemple 4.1. Soit z,w € S, tel que z < w et {(w) — £(z) = 1. Nous avons vu

dans la preuve du théoréme 4.1 que

0 2 Peulg™!) — 0520 P P (0) = 0517 62 D Ruy(9)Pyul(a)-
z<ylw

Dans la somme a droite, il y a qu’une seule possibilité pour y = w. Donc l’équation

devient
@/2q7 2P, u(q7Y) — 03126 ? P (q) = 452 ¢*Ra 4 (q).

Par la remarque 3.3, nous obtenons que R, .(g) = (¢ — 1) et nous obtenons
¢?Pou(q™) =P Pou(@) =q (g - 1) = ¢/* = ¢

Puisque le degré de P, . (q) < (¢(w) — ¢(z) — 1)/2 =0, alors P, ,(q) est constant

P, »(gq) = c. En substituant ci-dessus, nous voyons que ¢ = 1 et P, ,(q) =1

Lemme 4.1. Soit w € S,. Alors, pour tout x € S, tel que x < w, nous avons

Pru(9)], o =1

Démonstration. Nous procéderons par récurrence sur ¢(w). Soit une réflexion
simple tel que £(sw) = £(w) — 1 et posons v = sw. Nous avons vu dans la preuve

du théoréme 4.1 que

4

1, siz=w;
qPsz(q) + Poy(q) — Z 1(z,v)g%q; 2P 1(q), siT <wet sz >z
Pz,w(‘]) = J z<v
8z<z
qPy.o(q) + Pazu(q) — Z u(z,v)q/ %7 2P, (q), siz < wetsr<z.
Z<Y
sz<z

\

Nous pouvons supposer que £ < w, sinon c’est trivial. Dans chacune des sommes
?

sur ’ensemble des permutations z telles que z < v et sz < 2, nous avons que
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(¢(w) — £(2)) > 2 et en conséquence lorsque ¢ = 0, ces sommes s’annulent. Donc

1, siz=w;
P:,w(Q)|Q=O = Pz,v(Q)IFO’ siz<wetsr>zx;
Psz,v(Q)qum siz<wet st <z
‘Notons que, par le lemme 3.4, nous avons dans les conditions ci-dessus que z <

v = sw si T > x, alors que sz < v = sw si sz < z. Par récurrence nous obtenons

le résultat.

O

Lemme 4.2. Soit z,w € S, tel que z < w et {(w) — €(z) < 2. Alors P, ,,(q) = 1.

Démonstration. Les cas ou £(w) — £(z) = 0 et 1 ont déja été traités. Soit une ré-
flexion simple s tel que sw < w. Notons v = sw. Nous allons donc nous concentrer
sur le cas £(w) — ¢(x) = 2. Nous procédons par récurrence sur la longueur £(w) de
w. Nous avons vu dans la preuve du théoréme (4.1) que

.
1, siz=w;

QPezo(0) + Pon(g) = > 12, 0)¢3/%¢; * P, 1(q), siz <w et sz > z;

Pa:,w(Q) = 4 z<v
8z<z
qPry(q) + Pozu(q) — Z w(z,v)g ¢ Y2P, (q), siz<wetsr<az.
zZ<v
8z<z

\
Nous avons deux cas & considérer : soit = < sz, soit £ > sz.

Si z < sz, notons premiérement qu’il n’y a pas d’élément z € S, telquez < 2 < v.
En effet & cause des longueurs, il faudrait que z = z, mais alors nous n’avons pas
sz < z. Nous avons aussi vu au lemme 3.4 que dans cette situation nous avons

z < sw = v. Donc P, ,(q) = 1 par ce que nous avons obtenu a I'exemple 4.1. Nous
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avons aussi £(sz) = £(v) et si sz < v, alors sz = v, mais ceci est impossible parce

que sv > v et sz > z. Conséquemment P,;,(q) =0 et

Pz,w(‘l) = quI,v(Q) + Pft,v(q) =1

Si sz < z, notons premiérement qu’il n’y a qu’un seul élément z € S, tel que
z <z <vet sz < z, il s’agit de z = z. Il nous faut considérer deux cas : soit
T < sw = v, soit £ £ sw = v. Dans le premier cas, c’est-a-dire z < sw = v, alors

P, o(q) =1 et p(z,v) = 1. Donc
Pz,w(‘l) = qu,v(Q) + Ps:,v(‘l) - [l(:l), v)qu,z(Q) =g+ Psz,v(‘l) —q= Psa:,v(‘l) =1

par récurrence.

Dans le second cas, c’est-a-dire £ £ sw = v, alors P, ,(g) = 0 et p(z,v) = 0. Donc

Pz,w(‘l) = an:,v(Q) + Psz,v(‘l) - p(:l), v)an:,a:(Q) = Psz,v(Q) = Psz,v(‘l) =1

par récurrence.

Exemple 4.2. Soit la permutation

1 2 3 4
W = 892818382 = € Sy.
341 2

Nous allons maintenant calculer tous les polynomes P, ,(g). Comme P,,(q) =
0 sauf lorsque £ < w. Nous pouvons restreindre nos calculs aux permutations

suivantes
TE {e, $1, 82,83, 8251, $283, 8183, S152, S352, $25153, S25182, S25382, 518352, w}.
En considérant le lemme précédent, nous avons que P, (g) =1 si

T € {8281, 283, S183, S1S2, S3S2, S25183, 525152, S283S2, S183S2, W}.
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Pour calculer les polynomes P, ,,(g) pour z € {e, s1, S, 3}, nous allons utiliser les

formules récursives obtenues lors de la preuve du théoréme 4.1 ot s = s5.

Nous obtenons ainsi

PSl,w(Q) = qu281,318382(q) + Ps1,818332 (q) - Z 'u'(z’ U) 110/2qz_1/2p-‘11,2(q)'

Z=<v
82z<2

Cependant il est facile de vérifier que sg8; £ $18382 ,car

B(s281) =

%

= B(818382)

r—-r—-r—-oal
r—-r—-[olol

34[ 34|

et alors Py, 5,5.5,(¢) = 0. Par le lemme 4.2 et parce que s; < $18382, nous
obtenons que P;, ;5 5.5,(q) = 1. Finalement si nous considérons ’ensemble des per-
mutations z < s18382 tels que s22 < 2, cet ensemble est vide. En effet, la longueur
{(z) de z est soit 2, soit 0. Comme z < s18382, alors z € {5183, 5152, $382, €}, mais
dans tous les cas, nous n’aurons pas s2z < 2. En incorporeant toutes ces observa-
tions, nous obtenons que Pj, s,5,5,(¢) = 1. L’argument est identique pour z = s3

et nous obtenons que Pj, 5, 5,5,(q) = 1.

Si z = s5, nous avons

Psz,‘w(q) = qP82,813382 (Q) + Pe,818382 (Q) - Z p‘(z) U)Q;/ZQ;l/ZPsz,z(Q)

z=v
822<2

Ici il est facile de vérifier que s; < 518389 et, par le lemme 4.2, nous avons que
P, 5,535,(q) = 1. Comme ci-dessus, nous obtenons que ’ensemble des permutations
z < $18382 tels que sz < z est vide. Il nous reste a calculer P, s,5,(q). Nous
procédons toujours avec les formules récursives.

P 515352(a) = QPs,5352(Q) 4 Peyszs,(q) — Z u(z, U)q;{.?aszqz_lﬂpe,zm)-

Z<8382
81z2<2
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Il est facile de vérifier au moyen des tableaux que s; £ s382 et conséquemment
P, 535,(q) = 0. Par le lemme 4.2, P, ,,,,(q) = 1. Finalement il n’y a pas de z < s3s2

tel que 812 < z. Donc P, 4,5,5,(q) =1 et Py, (q) = (¢ +1)..

Si z = e, nous avons

Peu(9) = 0Pusose300(8) + Pemnsssn (@) — D 1(2,v)ay/*a; '/ Pe ()

24518382
822<L2

Nous avons déja calculé P, 5 5,5,(q) = 1 €t Pe 5,535,(q) = 1 ci-dessus. Le méme
argument que ci-dessus montre qu’il existe aucun z € Sy tel que 2 < s;5382 et

S22z < z. Donc P, (q) = (g +1).

En résumé, nous avons obtenu que

¢
(g+1) size{es};

. 81, 83, S251, S283, S183, 3152, 8382,
P.w(g) =<1 siz € ;
8285183, S28182, S28352, 818382, W

0 sinon.






CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons concentré notre étude & 1’ algébre de Hecke associée
au groupe linéaire sur un corps fini dans quel cas le groupe symétrique intervient.
Cependant la notion d’algébre de Hecke est beaucoup plus générale que celle-la.

Dans ces généralisations,

— soit ’algébre de Hecke est associée & un groupe réductif sur un corps fini
(respectivement un corps p-adique) dans quel cas le groupe de Weyl (res-
pectivement le groupe de Weyl affine) intervient (par exemple voir les ré-
férences (3) et (4));

— soit 'algébre de Hecke est 1’algébre des opérateurs d’entrelacements de la
représentation induite & partir d’une représentation cuspidale unipotente
d’un sous-groupe de Levi dans quel cas 'algébre est alors & paramétres
non-constants (par exemple voir la référence (6)) ;

— soit comme algébre donnée par une présentation et des relations associées
a un groupe de Coxeter quelconque (par exemple, voir la référence (5)).

La théorie de bases et des polynoémes de Kazhdan-Lusztig se généralise & tous ces
cas. Le sujet a été initié, il y a maintenant une quarantaine d’années, et il fait
maintenant partie de ce qui s’appelle la théorie géométrique des représentations.
La combinatoire, la géométrie algébrique et la théorie de Lie interviennent active-
ment dans cette théorie géométrique des représentations. Par exemple, Kazhdan
et Lusztig ont démontré en 1980 en utilisant la géométrie algébrique et la co-
homologie d’intersection, que les coefficients des polynémes de Kazhdan-Lusztig
sont > 0 et ont conjecturé que ceci est vrai pour tous les groupes de Coxeter.

Cette dernére conjecture a été démontrée récemment par Williamson et Elias en



82

développant une théorie entiérement algébrique de Hodge pour les bimodules de

Soergel.

Les recherches dans ce domaine se poursuivent activement. Il est illusoire de penser
traiter complétement la théorie dans un mémoire de maitrise. Cependant nous

espérons que le présent mémoire constitue une introduction concréte au sujet.
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