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RESUME

Dans ce travail, nous nous intéressons a divers problémes de la combinatoire des mots,
portant principalement sur deux familles : les mots €quilibrés et les mots lisses infinis. I est
facile de vérifier que I’intersection entre ces deux familles de mots est vide ; ¢’est pourquoi
nous les traiterons de fagon indépendante.

Dans la premiére partie, nous étudions les mots équilibiés et des familles de mots dé-
rivées de ces derniers. Les mots infinis sturmiens, aussi appelés des suites sturmiennes, sont
étudiés depuis plus de cent ans et sont caractérisés de plusieurs fagons : pour un alphabet a
deux lettres, ce sont exactement les suites équilibrées non ultimement périodiques et les suites
de complexité minimale, ¢’est-a-dire les suites ayant seulement (n + 1) facteurs de longueur
n. Une autre propriété caractéristique des suites sturmiennes est qu’elles décrivent une droite
discrete. Les suites épisturmiennes ont récemment été introduites comme étant 'une des géné-
ralisations sur plus de 2 lettres des suites sturmiennes ; un mot de Christoffel est la version finie
d’une suite sturmienne. Dans un premier temps, nous introduisons donc une généralisation des
mots de Christoffel sur un alphabel a plus de 2 lettres. Pour ce faire, nous utilisons la propriété
qgu’un mot de Christoftel est I'image d’une lettre par morphisme sturmien. Nous appelons les
mots ainsi obtenus des morts épichristoffels. 11 est intéressant de remarquer que ces mots ne
sont généralement pas équilibrés, tout comme les suites épisturmiennes. Nous montrons com-
ment obtenir des mots épichristoffels, comment les reconnaitre et nous montrons que certaines
propriétés des mots de Christoffel se généralisent bien aux mots épichristoffels.

Dans un deuxieéme temps, nous nous intéressons aux mots équilibrés, en lien avec la
conjecture de Fraenkel. Cette conjecture énonce que pour un alphabet a & lettres, avec k > 3,
il n’existe qu’un unique mot infini équilibré, a permutation des lettres et a décalage pres, ayant
des fréquences de lettres toutes différentes. Par exemple, pour ['alphabet {1,2,3}, ce mot est
(1213121)¥. Nous montrons que la conjecture est vraie si elle est restreinte a la famille des
suites épisturmiennes et du coup, nous caractérisons les suites épisturmiennes équilibrées.

Nous approchons ensuite la conjecture de Fraenkel en travaillant sur la superposition
de mots de Christoffel. Nous traduisons les travaux de R. Simpson et de R. Morikawa sur les
suites de Beatty en terme de mots de Christoftel et nous fournissons les détails passés sous
silence dans leurs preuves. Nous obtenons ainsi une condition nécessaire et suffisante pour
que deux mots de Christoffel se superposent. Comme un mot équilibré a & lettres peut étre vu
comme la superposition de k& mots équilibrés sur 2 lettres, cette condition nous permet de nous
approcher de la conjecture de Fraenkel, sans toutefois la prouver. Nous prouvons toutefois une
formule donnant le nombre de superpositions pour deux mots de Christoffel superposables et
nous montrons de nouvelles propriétés concernant les mots de Christoffel.



La deuxieme partie de ce travail porte sur I'étude des mots lisses infinis, principalement
les mots lisses extrémaux, c’est-a-dire le plus petit et le plus grand selon I’ordre lexicogra-
phique. Nous caractérisons ces mots sur des alphabets 2 deux lettres de méme parité. Pour ce
faire, nous décrivons d’abord des algorithmes qui permettent de les construire en temps linéaire
selon le nombre d’opérations. Nous montrons ensuite des propriétés de fermeture et de récur-
rence pour les mots lisses en général sur un alphabet de méme parité, nous fournissons une
formule explicite pour la fréquence des lettres dans les mots extrémaux et nous décrivons la
tactorisation de Lyndon pour une sous-classe des mots extrémaux. Ces résultats sont forts in-
téressants puisque les propriétés démontrées ne sont pour la plupart que des conjectures pour
les mots lisses sur I"alphabet {1, 2}. Par ailleurs, nous montrons que les mots lisses maximaux
sur des alphabets contenant deux lettres paires et certains mots de Kolakoski généralisés coin-
cident. Du coup, nous prouvons plusieurs propriétés concernant la factorisation de Lyndon, les
fréquences, la fermeture de |'ensemble des facteurs sous ['image miroir et la récurrence pour
les mots de Kolakoski généralisés. Finalement, nous étudions les mots lisses infinis en lien avec
les surfaces discrétes. Nous montrons que les seuls pavages lisses du quart de plan décrivant un
morceau de surface discrete sont engendrés par des mots de Kolakoski généralisés.

Mots clés . Combinatoire des mots, mot de Christoffel, suite sturmienne, mot épichristoffel,
suite épisturmienne, conjecture de Fraenkel, suite équilibrée, mot lisse, mot de Kolakoski, mot
de Lyndon, mot extrémal, surface discrete.



INTRODUCTION

Méme si elle apparait dans la littérature depuis prés de cent ans, la combinatoire des mots
est un domaine de I'informatique mathématique récent. En effet, malgré que certains articles
étudiaient déja les mots au début du 20i&€me siécle (Thue, 1906; Thue, 1910; Thue, 1912;
Thue, 1914), les premiers recueils publiés sur ce sujet sous le pseudonyme Lothaire (Lo-
thaire, 1983; Lothaire, 2002; Lothaire, 2005) n’apparaissent qu’a partir de la tin du 20ieme
siecle. Dans plusieurs domaines des mathématiques tels que la théorie des nombres, la dyna-
mique symbolique, la géométrie discréte et ’infographie, il est possible de représenter certains
problemes en terme de mots, ¢’est-d-dire une suite finie ou infinie de symboles. La combina-
toire des mots est donc un outil permettant de modéliser des problémes apparaissant dans des

domaines trés variés.

Dans ce travail, nous étudions deux ensembles de mots : les mots équilibrés et les familles
reliées, et les mots lisses. Rappelons que les suites sturmiennes sont exactement les suites équi-
librées sur un alphabet & deux lettres et que ces dernieres décrivent les droites discretes (Morse
et Hedlund, 1938; Coven et Hedlund, 1973; Lothaire, 2002). Les mots de Christoffe] sont
la version finie des suites sturmiennes. Ces derniers ont été aussi fortement étudiés (Christof-
fel, 1875; Borel et Laubie. 1993; Berstel et de Luca, 1997; Borel et Reutenauer, 2005; Borel
et Reutenauer, 2006; Berthé, de Luca et Reutenauer, 2007) et sont maintenant bien caracté-
risés. Dans ce travail, nous donnons une généralisation des mots de Christoftel sur un alphabet
a plus de deux lettres et nous montrons quelles sont les propriétés qui se généralisent. Par la
suite, nous nous intéressons a la conjecture de Fraenkel (Fraenkel, 1973). Ce dernier prétend
que pour un alphabet a k lettres, avec & > 3, il n’existe qu’une seule suite équilibrée, & permu-
tation des lettres et conjugaison pres, ayant des fréquences de lettres toutes différentes. Nous
abordons cette conjecture d’abord en circonscrivant le probléme aux suites épisturmiennes in-

troduites dans (Droubay, Justin et Pirillo, 2001). Ensuite, nous approchons cette conjecture en



utilisant la superposition de mots équilibrés, comme les mots satisfaisant la conjecture sont ob-
tenus par superposition de mots équilibrés. Nous nous intéressons ensuite aux mots lisses infinis
introduits dans (Briek et al., 2006), c’est-a-dire les mots qui restent sur le méme alphabet sous
’application de I’opérateur de codage par blocs un nombre infini de fois. Plus particuliérement,
nous voulons caractériser le plus petit et le plus grand mots selon ’ordre lexicographique afin
de donner des bornes a ’ensemble des mots lisses infinis. pour un alphabet fixé. Pour terminer,
nous étudions Je lien entre {es surfaces discrétes (voir Jamet, 2004)), c¢’est-a-dire la généralisa-
tion des droites discretes en 3 dimensions, et les mots lisses. Cette idée provient du fait que les
surfaces discrétes peuvent étre codées par un pavage sur I’alphabet {1, 2, 3} et qu’il est possible
d’associer un pavage du plan 4 un mot lisse pour un alphabet fixé. Nous voulons savoir a quoi

correspond I'intersection de ces deux objets.

Ce travail est présenté comme suit. Dans le Chapitre ], nous rappelons les définitions et notations
de bases en combinatoire des mots, d’abord pour les mots finis, puis pour les mots infinis et bi-
infinis. Ces notations sont celles qui seront utilisées tout au long de ce travail. Par ailleurs,
notons qu’en cas de besoin, le lecteur peut se référer en tout temps a I’index afin de retrouver

facilement les définitions nécessaires.

Dans le Chapitre 11 aprés avoir rappelé les différentes définitions et caractérisations des suites
sturmiennes, nous donnons les principaux résultats les concernant. Nous énongons ensuite la
définition d’un mot de Christottel, nous donnons sa représentation géométrique et sa construc-
tion a I’aide des graphes de Cayley ainsi que quelques unes de ses propriétés qui nous seront
utiles pour la suite. Comme les suites sturmiennes sont caractérisées de plusieurs fagons, il y
a une multitude de généralisations possibles, tout dépendant de la propriété utilisée. La géné-
ralisation qui nous intéresse ici est la famille des suites épisturmiennes. Aprés avoir rappelé
les définitions et certaines propriétés des suites épisturmiennes, nous introduisons finalement
la généralisation des mots de Christoffel sur plus de deux lettres : les mots épichristoffels. Par
analogie avec les mots de Christofte!, les mots épichristoffels sont définis comme étant les mots
finis obtenus par morphisme épisturmien sur une lettre et qui sont plus petits que tous ses suf-
fixes; ils ne sont pas nécessairement équilibrés. Dans un premier temps. nous montrons que

tout comme les mots de Christoffel, les mots épichristoffels sont primitifs et s’écrivent de fagon




unique comme le produit de deux palindromes. Par la suite, nous donnons un algorithme rapide
qui permet de dire si un /-tuplet décrit les fréquences d’un mot €pichristoffel ou pas. Si tel est
le cas, nous montrons que ce mot épichristoffel est unique. Nous montrons ensuite que quelques
résultats sur les mots de Christoffel se généralisent bien aux mots épichristoffels. Finalement,
nous prouvons une condition nécessaire et suffisante qui permet de dire si un mot est dans la

classe de conjugaison d’un mot épichristoffel ou pas.

Le Chapitre III concerne les suites épisturmiennes et la conjecture de Fraenkel. Comme les
suites sturmiennes sont équilibrées et que ce n’est généralement pas le cas pas pour les suites
épisturmiennes, il est naturel de vouloir caractériser quelles sont les suites qui sont a la fois
épisturmiennes et équilibrées. Par ailleurs, il y a plus de 30 ans, A. S. Fraenkel a conjecturé
que pour un k£ > 2 fixé, il existe une seule facon de couvrir les entiers Z avec & suites de la
forme |an + b] ayant des fréquences différentes. En combinatoire des mots, cette conjecture
peut se reformuler ainsi : il existe une seule suite équilibrée sur un alphabet & & lettres ayant des
fréquences de lettres différentes, & permutation de lettres et a conjugaison prés. Nous montrons
qu’il existe exactement (rois différentes suites épisturmiennes équilibrées, a permutations des
lettres et conjugaison pres, décrites par les suites directrices suivantes :

a)y A(s) =1"23 ... (k— 1)k, avecn > 1;

b) A(s)=12.. . (k= D1k(k+1)... (k+€— 1)k + ¥, avec £ > 1;

c) A(s) =123... k1%,

ou k > 3. Parmi elles, une seule a des fréquences de lettres toutes différentes. Ainsi, en plus
de fournir une belle caractérisation des suites épisturmiennes équilibrées, ce résultat fournit une
preuve partielle de la conjecture de Fraenkel pour les suites épisturmiennes. Les résultats de ce

chapitre tfont I'objet de la publication (Paquin et Vuillon, 2007).

Toujours motivé par la conjecture de Fraenkel, nous étudions dans le Chapitre TV la superposi-
tion de deux mots de Christoffel. Des travaux précédents ont montré que les suites satisfaisant
a la conjecture de Fraenkel sont périodiques. Ainsi, puisque tout mot fini w tel que +* satisfait
a la conjecture de Fraenkel peut étre obtenu par la superposition de & mots équilibrés sur deux
lettres, nous abordons la conjecture de Fraenkel en cherchant sous quelle condition deux mots

de Christoffel se superposent. Nous utilisons les résultats de (Simpson, 2004) dans lequel I’au-



teur donne une condition nécessaire et suffisante pour que deux suites de Beatty se superposent.
Nous traduisons tout en terme de mots de Christotfel. Nous obtenons donc une condition né-
cessaire et suffisante afin que deux mots de Christoffel se superposent et de la preuve de ce
résultat découlent de nouvelles propriétés des mots de Christoffel. En plus de fournir les détails
pass€s sous silence dans les preuves de (Simpson, 2004), nous allons plus loin en donnant le
nombre de superpositions possibles pour deux mots de Christoffel. Nous terninons ce chapitre
en utilisant les mots de Christoffel afin de prouver que le nombre d’éléments du sous-monoide

engendré par ¢ et b inférieurs a (@ — 1)(b— 1) est (¢ — 1)(b— 1)/2.

Ladeuxiéme partie de ce travail débute au Chapitre V : nous abandonnons les mots équilibrés et
travaillons plutdt sur les mots lisses infinis. Apres avoir rappelé ce qu’est le mot de Kolakoski,
nous introduisons une famille de mots dérivée de ce dernier, les mots lisses infinis. Nous défi-
nissons d'abord la fonction de codage par blocs que nous notons A. Cette fonction est ensuite
utilisée pour définir la famille des mots lisses infinis. Nous rappelons ensuite les différentes
propriétés de A, nous montrons de quelle fagon les mots lisses infinis sont en bijection avec
’ensemble des mots infinis, puis nous définissons les facteurs, préfixes et suffixes lisses. En-
suite, aprés avoir introduit les graphes de De Bruijn et sa version réduite, nous entrons dans le
sujet principal : les mots lisses infinis extrémaux. Il s’agit du plus petit et du plus grand mots
lisses infinis, selon I’ordre lexicographique. Nous nous intéressons d’abord aux algorithmes qui
les engendrent et nous montrons qu’il est possible de construire un préfixe de longueur n d’un
mot lisse extrémal en O(n?) opérations. Nous étudions ensuite les propriétés structurelles des
mots lisses extrémaux, c¢’est-a-dire leurs dérivées successives et leurs factorisations de Lyndon.
Selon les dérivées successives obtenues, aucune régularité ne semble apparaitre dans les mots
lisses extrémaux. Les factorisations de Lyndon suggérent que les mots lisses extrémaux ad-
mettent un suffixe lisse minimal et nous montrons que le mot lisse minimal n’est pas un mot
de Lyndon infini. Les résultats de ce chapitre font [’objet de la publication (Brlek, Melangon et

Paquin, 2007).

Dans le Chapitre VI, nous nous intéressons encore aux mots lisses extrémaux, mais en consi-
dérant maintenant Jes mots lisses sur des alphabets autres que I’alphabet {1, 2}. Plus particu-

ligrement, nous étudions les mots lisses extrémaux sur des alphabets a deux lettres de méme



parité. Nous commengons par généraliser les définitions reliées aux mots lisses pour un alpha-
bet ordonné quelconque a deux lettres. Nous étudions ensuite le mot lisse infini minimal sur
I’alphabet {1.3}. Nous montrons qu’il existe un algorithme linéaire pour le construire et que
le mot infini de Fibonnaci et le mot lisse minimal sur {1,3} sont dans le méme orbitre sous
Uopérateur A. Une question naturelle est de savoir si ces propriétés se généralisent pour tout
alphabet & deux lettres impaires. Nous montrons ensuite que les mots lisses sur un alphabet
impair contiennent une infinité¢ de palindromes préfixes, qu’ils sont récurrents, que I’ensemble
des facteurs est fermé sous V'image miroir et que les mots lisses extrémaux s’obtiennent par un
algorithme linéaire. De plus, nous montrons que le mot lisse minimal est un mot de Lyndon
infini si et seulement si I’alphabet s’écrit comme {a < b}, avec @ # 1 et a, b impaires. Nous
montrons aussi que pour un alphabet de la forme {1,b} avec b impair, la fréquence de la lettre
b du mot lisse minimal est donnée par ﬁ Ensuite. I’étude des mots lisses extrémaux
sur un alphabet a deux lettres paires nous indique que ces derniers peuvent aussi étre obtenus
par un algorithme linéaire. Par ailleurs, nous montrons que pour cet alphabet, la fréquence des
lettres dans les mots lisses extrémaux est 1/2, que tout mot lisse est récurrent et que les en-
sembles des facteurs des mots lisses extrémaux ne sont pas fermés sous I’image miroir, ni sous
la complémentation. Nous montrons aussi que les mots maximaux correspondent exactement
aux mots de Kolakoski généralisés. Cela implique que toutes les propriétés prouvées pour les
mots lisses extrémaux pour un alphabet pair s’appliquent aux mots de Kolakoski généralisés sur
ces alphabets. Pour finir, nous prouvons que le mot lisse minimal est un mot de Lyndon infini.

Les résultats de ce chapitre font I’objet de la publication (Brlek, Jamet et Paquin, 2008).

Nous terminons ce travail par le Chapitre V1l dans lequel nous étudions le lien entre les surfaces
discrétes et les mots lisses. Les surfaces discrétes sont la généralisation des suites sturmiennes
en 3 dimensions : elles approximent des surfaces. Il est possible d’associer un pavage de plan a
une surface discréte et ce pavage s'écrit sur ’alphabet {1,2,3}. Comme a tout mot lisse, il est
aussi possible d’associer un pavage du quart de plan, I'objectif du chapitre est de caractériser
les mots lisses qui ont un pavage de plan décrivant un morceau de surface discréte. Pour ce
faire, nous rappelons les notions nécessaires concernant les surfaces discrétes. Nous énongons

un résultat de (Jamet, 2004) qui fournit une condition nécessaire et suffisante sur un pavage



du plan afin de déterminer s’il décrit ou pas une surface discréte. Pour finir, nous étudions tous
les cas possibles et montrons par élimination que les seuls mots lisses ayant un pavage de plan
décrivant un morceau de surface discréte sont les mots K3 1y, LK (3 1y et 2K(37), o K(3 1) est
le mot de Kolakoski généralisé sur I’alphabet {1,3} et débutant par la lettre 3. Les résultats de

ce chapitre font I’objet de la publication (Jamet et Paquin, 2005).



Chapitre 1

GENERALITES SUR LES MOTS

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les concepts et définitions de base en combinatoire des
mots qui seront utilisés tout au fong de ce travail. Nous fixons aussi les notations qui apparai-
tront dans les chapitres ultérieurs. Les définitions et notations seront fortement basées sur celles
utilisées dans les Lothaire (Lothaire, 1983; Lothaire, 2002). Nous définissons les trois types de
mots que nous considérerons : les mots finis, infinis et bi-infinis. Finalement, nous introduisons

les concepts utiles qui s’y rattachent.

Dans ce qui suit, N, Z et R désignent respectivement I’ensemble des naturels (entiers posi-
tifs ou nuls), des entiers et des réels. La cardinalité¢ d’un ensemble E sera notée Card(E).
Un alphabet A est un ensemble fini de symboles qui sont appelés des lettres. On écrit A =
{ao,ay,...,an—1} pour désigner un alphabet & n lettres et A = {ap < a1 < ... < an—1}
s’il est ordonné. Un semi-groupe est un ensemble muni d’une opération binaire associative.

L’ensemble des mots sur un alphabet A avec I’opération de concaténation €st un semi-groupe.

Un morphisme de semi-groupe s d'un semi-groupe S dans un semi-groupe T est une fonction
s: 8 = T telle que s(uv) = s(u)s(v), pour tout u,v € S. Un monoide M est un semi-
groupe ayant un €élément neutre, ¢’est-a-dire un élément e tel que me = em = m pour tout
m € M. Un morphisme de monoide s d’un monoide A dans un monoide /N est un morphisme

de semi-groupe s : M — N tel que s(ey) = en.



1.1 Mots finis

Un mot fini w sur I'alphabet A est une suite finie de lettres w = w[0Jw([1]---w[n — 1]. ot
wli—1] € Aestlai-ieme lettre de w. On dit alors que w est de longuewr n et on note lg(w) = n.
L’ensemble des mots finis de longueur n sur I'alphabet A est désigné par A™ et A* = Upen A"
est ’ensemble de tous les mots finis sur alphabet A. Le mot vide est noté ¢ el sa longueur est
0. On note AT = A* — {¢} I’ensemble des mots finis non vides sur I'alphabet A. L’ensemble

des mots finis de longueur < n € N sur I"alphabet A est noté A"

L’ensemble A* est un monoide. En effet, la concaténation des mots est associative et le mot vide
est bien un élément neutre pour la concaténation. L’ensemble AT est appelé le semi-groupe libre

sur I’alphabet A, alors que ’ensemble A* est appelé le monoide libre.

Un mot u est appelé€ un facteur (resp. un préfixe, resp. un suffixe) du mot w s’il existe des mots
z,y tels que w = zuy (resp. w = uy. resp. w = zu). On dit que le facteur (resp. préfixe,
resp. suffixe) est propre si xy # £ (resp. y # &, resp. & # €). On note Pref(w) (resp. Suft(w))
’ensemble des préfixes (resp. suffixes) propres de w. L’ensemble des facteurs du mot w est noté
F(w) et F,(w) désigne 1’ensemble des facteurs de longueur n du mot w. On désigne le facteur

de w commengant 4 la ¢-iéme lettre et terminant a la j-iéme par wiz, j].

Exemple 1.1.1 Soit le mot w = abbaaabbaa € {a,b}*. On a lg(w) = 10. Les facteurs de
longueur 3 de w sont donnés par I'ensemble Fi(w) = {aaq, abb, baa,bba}. On a abba €
Pref(w), mais abbaaabbaa ¢ Pref(w) comme il n’est pas un préfixe propre de w. Par ailleurs,

w(2,4] = baa et w(0, 5] = abbaaa.

On écrit Alph(w) pour désigner ’ensemble des lettres ayant au moins une occurrence dans le
mot w. Le nombre d’occurrences d’une lettre a € A dans le mot w € A* est noté |w|, et de
facon similaire, pour un facteur f de w, |w|; désigne le nombre d’occurrences du facteur f dans

le mot w. La fréquence d’une lettre a dans un mot w est définie par f,(w) = |w|,/lg(w).

Exemple 1.1.2 Fixons A = {1,2,3,4} et considérons le mot w = 131431 € A*. Alors
Alph(w) = {1.3,4} et fi(w) = 3/6 = 1/2, fo(w) = 0/6 = 0, f3(w) = 2/6 = 1/3 et
fa(w) =1/6.



L’image miroir d’'un mot w = w[0w[l]- - w[n — 1] est le mot noté w et défini par w =
wln — Ljw[n — 2] - w[l]w[0]. Un palindrome est un mot w tel que & = w. L'ensemble des
palindromes sur 'alphabet A est noté pal(A*). Si lg(w) est paire (resp. impaire), alors w est
un palindrome si et seulement §’il s”écrit comme w = zT (resp. w = zaZ, ol a est une lettre)
pour un certain mot x. Solent u,v deux palindromes. Alors w est un facteur central de v si
v = wuw pour w € A*. La fermeture palindromique de w € A* est le plus court palindrome
w = wt ayant w comme préfixe. Si w = xp, ot p est le plus long suffixe palindrome de w,

alors w(t) = 2p7.

Exemple 1.1.3 Soient les mots u = 1234123121 et v = 1243421. Alors U = 1213214321 #
et v = 1243421 = wv. Ainsi, u n’est pas un palindrome et v en est un de longueur impaire
et s"écrit comme v = z3%, avec o = 124. D’autre part, w{t) = 1234123 - 121 - 3214321 et

v(+) = v, comme v est un palindrome.

Soit w € A*. ot Card(A) = 2. Le complément du mot w = w[0]w([1]w[2] - - - w[n — 1] est noté
W et est défini par w = wW0]w[w[2]- - Wln — 1], ot wli] est la lettre complémentaire de wli]

dans I’alphabet A.

Exemple 1.1.4 Le complément de w = abbacabbaa est w = baabbbaabb.

On dit que p € N est une période d'un mot w = w[Ojw[l] - [n — 1] si w[i] = w[i + p], pour

0<i<n—p Sip=0,onditque la période est triviale .

Exemple 1.1.5 Soit le mot w = abbaaabbaa € {a,b}*. w admet les périodes 5 et 9, puisque

w = abbaa - abbaa et w = abbaaabba - a.

On note w™, avec n € Netw € A”, le mot w répété » fois. On dit alors que w™ est la n-ieme
puissance de w. Un motw € A™ est dit primirif si w = u” pour un mot u € A" implique que
n = 1. D’autre part, pour w € A™ etpour ¢ = n+ p/m avec n,p,m € N,p < metm # 0,

w? désigne le mot w"w(0, p — 1].

Exemple 1.1.6 Soitw = 123112. Alors w® = www = 123112123112 123112. D’autre part,

w = 112112 n’est pas primitif, puisqu’il s*écrit comme v = (112)2.



Exemple 1.1.7 Soit w = 1123. Alors w'%/4 = 1123112311.

Deux mots u,v € AT sont dits conjugués s’il existe z,y € A* tels que u = zy et v = yz. La
conjugaison est une relation d’équivalence. En effet, on peut facilement vérifier la réflexivité, la
symétrie et la transitivité de la conjugaison. La classe de conjugaison du mot w est notée [w].

Si w est primitif, alors il a lg(w) conjugués.

Exemple 1.1.8  a) Le mot w = aababe est un mot primitif. Alors
[w] = {aababe, ababea, bubcaa, abcaab, beaaba, caabab} et Card([w]) = 6 = Ig(w).
b) Le mot u = aabaab = (aab)? est un mot non primitif. Alors

[u] = {aabaab, abaaba,bacbac} et Card([u]) = 3.

¢) Le motv = 12112 est un mot primitif. Alors

[v] = {12112,21121,11212, 12121,21211} et Card([v]) = 5.

L ordre lexicographique pour deux mots w,v € A*, aussi appelé Uordre alphabétique, ou A
est un alphabet totalement ordonné, est défini comme suit. On écrit w < v si u est un préfixe
propre de v ou s’il existe des factorisations v = rau’ et v = zbv' telles que @ < b € A. On
éeritu < vsiu < vousiu=v. Celacorrespond a I'ordre dans un dictionnaire. Si I’alphabet

est numérique, on suppose que I’ordre sur les lettres est ’ordre des naturels.

Un mot £ € A™ est un mot de Lyndon s’il est primitif et s’il est minimal dans sa classe de
conjugaison, selon I’ordre lexicographique. Un mot de longueur 1 est nécessairement un mot
de Lyndon. De plus, tout mot non vide est nécessairement un conjugué d’une puissance d’un

mot de Lyndon. L’ensemble des mots de Lyndon est noté L.

Exemple 1.1.9  a) Soit le mot v = 12112 de I'Exemple 1.1.8 ¢). Ona v ¢ L, puisqu’il
n’est pas minimal dans sa classe de conjugaison. En effet, 11212 € [v] et 11212 <
12112. Donc, 11212 € L, puisqu’il est primitif et qu’il est le plus petit de sa cl.asse de
conjugaison selon [’ordre lexicographique.

b) Soit le mot abab. On peut écrire abab = (ab)?. Donc abab ¢ L.

¢) Soit le mot 23121. On a que 12123 et 23121 sont conjugués et 12123 est le mot minimal

de sa classe de conjugaison. Donc 23121 ¢ L, mais son conjugué 12123 € L.



Rappelons le théoréme suivant concernant la factorisation de Lyndon.

Théoréme 1.1.10 (Lothaire, 1983) Tour mot fini non vide w s'écrir de fa¢on unique comme un

produit non croissant de mots de Lyndon :

n
w o= lobyln=( )b, 00 LieLe >l > >k, (1.
=0

Exemple 1.1.11 La factorisation de Lyndon du mot « = 121221122112 est
w = 121221122 - 112.
On abien 12122 > 1122 > 112 et 12122,1122,112 € L.

Un mot w € A* est dit équilibré si pour tous facteurs u, v de méme longueur de w et pour
toute lettre a € A, ||u-|a - |v|a,| < 1. Pour un alphabet & deux lettres, il suffit de vérifier cette
condition pour une seule des deux lettres, puisque par complémentarité, |ul, — |v|, = & si et

seulement si vy — |u|p = k.

Exemple 1.1.12  2) Soitle motw = zyzyyrx. Ce mot n’est pas équilibré. En effet, vz, yy €
Fy(w), et ||.L.E|T— |yy|$‘ = |2—0| = 2 > 1. Remarquons qu’on a aussi ||.‘L‘:L’|y— |yy|y| =
0-2l=2>1

b) Soit le mot u = ababb. Ce mot est €quilibré. En effet,
F(u) = {a,b, ab, ba, bb, aba, abb, bab, abab, babb, ababb}

et on peut facilement vérifier que pour deux facteurs f, f € F(u) de méme longueur,
[1fla = 1£la| < 1.

¢) Soit le mot v = 1213. On a
F(v)=1{1,2,3,12,13.21,121,213.1213}.

On peut vérifier que pour tous facteurs f, f tels que 1g(f) = 1g(f’),

Iflu = 1] <1,
[1fl2 = 12| < Let||fls — | f']s] < 1. Ainsi, v est équilibré.
d) Soit le mot ¢ = 1123. On a F(¢) = {1,2,3,11,12,23,112,123,1123}. Pour tous

facteurs f, f' tels que 1g(f) = lg(f"), [Ifle = If'l2] < L |Ifls = [F]s| < 1, mais
|[11]; = |23]1| = |2 = 0 > 1. Donc ¢ n’est pas équilibré.
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Définition 1.1.13 On note v le conjugueur défini de la maniére suivante : pour une lettre y et

un mot w € A%, y(yw) = wy.
1.2 Mots infinis

Un mot infini a droite s sur I’alphabet A est une suite infinie de lettres s = s[0]s[1]s[2] - -, o
sli] € A pouri > 0. On désigne par AN I’ensemble des mots infinis a droite. Cet ensemble
est aussi parfois désigné par A“. C’est ’ensemble des suites de symboles de A indicées par les

naturels. Nous appelerons suites ou mots infinis les mots infinis a droite.
On définit A® = A* U A¥, ’ensemble des mots finis ou infinis sur I’alphabet A.

La concaténation wv est bien définie pour v € A* ¢t v € A¥. Le résultat est une suite. Si

u € A*, alors u* désigne la suite uuu - - .

Un mot fini u est un facteur d’une suite s s’il existe p € A*, s° € AY tel que s = pus’.
L’ensemble des facteurs de s est noté F(s) et ’ensemble de ses facteurs de longueur n est noté
F,(s). Une suile ¢ € A¥ est un suffive de la suite s € A% s’il existe un mot p € A* tel que
s = pt. Si p # e, ondil que le suffixe est propre.

1

Siw = pus € A%, avec p,u € A" et s € A, alors p~ w désigne le mol us. De facon

similaire, ws ™! est le mot pu.

Exemple 1.2.1 Soient w = 11232121242, u = 11231(213)¥, s = 21242 et p = 1123. Alors
p~lw = 2121242, p~lu = 1(213)% etws™! = 112321.

L ordre lexicographique pour les suites s, € A% est défini comme suit. On dit que s < ¢ 571l

existe des factorisations s = uas’ et t = ubt’,aveca < b€ A, u € A*et s, t' € A¥.

Siromoney et al. (Siromoney et al., 1994) ont généralisé le Théoréme }.1.10 aux mots infinis.
L’ensemble L, des mots de Lyndon infinis consiste en les mots qui sont plus petits que tous
feurs suffixes. La définition de factorisation de Lyndon se généralise aux mots infinis de la fagon

suivante.

Théoréeme 1.2.2 (Siromoney et al., 1994) Tout mot infini w s'écrit de fagon unique comme un

produit, fini ou infini, non croissant de mots de Lyndon de I'une des deux formes suivantes :



i) soit il existe une suite infinie (£1,)k>o d'éléments de L tel que

w = lolyly - er pour tour k, €, > £py ).
i) soit il existe une suite finie &, . .., Ly, (m > 0) d’éléments de L et L1 € Loo
tel que

w = Lol - -é.m(,’mH etby>...2 0, > (Zm+1.
Exemple 1.2.3  a) La factorisation de Lyndon de la suite s = 123121133424121% est
s=123-12-113342412-1-1-1---

Cette factorisation est du type 1).

b) La factorisation de Lyndon de la suite ¢ = 1231211334241(12) est
=123.12-1133424 - 1(12)~.

Cette factorisation est du type ii).
La fonction de décalage o pour les suites est définie par o : AN — AN telle que o(s) = ¢, ol
t[n] = s[n + 1], pour n € N. On a alors o(s[0]s[1]s[2] - -+ ) = s[1]s[2]s[3]---.
Exemple 1.2.4 Soit s = (123)“. Alors o(s) = 23(123)% = (231)“ et ¢%(s) = o(o(s)) =
a((231)¥) = (312)~.
[ opérateur o est I'analogue de I"opérateur v sur les mots infinis. En effet : o(u”) = (yw).

Soit w € A, La fonction de complexité du mot w est la fonction qui associe pour chaque
longueur n € N, le nombre P(w, n) de facteurs de longueur n dans le mot w. Ainsi, P{w,n) =
Card(F,,(w)). On a toujours P(w,0) = 1 et P(w, 1) = Card(Alph{w)). S’il n’y a pas d’ambi-

guité, on écrit simplement P(n).
Exemple 1.2.5 Soit w = bbabaa. Alors
F(w) = {a, b, aa, ab,ba, bb, aba, baa, bba, abaa, bbab, babaa, bbaba. bbabaa}

etdonc P(w, 1) = 2, P(w,2) =4, P(w,3) =3, P(w,4) = 2, P(w,5) = 2 et P(w,6) = 1.
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Siw est une suite, tout facteur peut &tre prolongé vers la droite et donc, la propriété P(w,n) <
P(w,n + 1) est toujours satistaite. Un facteur f de w est dit spécial & droite (resp. spécial &

gauche) dans w s’il existe a,b € A. a # b, tels que fa, fb € F(w) (resp. af,bf € F(w)).

Exemple 1.2.6 Dans le mot abcabacbe, le facteur ab est spécial & droite, puisque abc et aba
sont aussi facteurs. D autre part, le facteur bec est spécial a gauche, puisque abc et cbe sont aussi

facteurs.

Soit s € A%, On note Ult(s) I’ensemble des lettres qui apparaissent infiniment souvent dans s.
On dit qu’une suite s est récurrente si |s|s est infini pour tout facteur f € F'(s). On dit que s est
purement périodique (resp. ultimement périodique) si s s’écrit comme s = u“ (resp. s = pu®,

p € A*),avec u € A*.
Exemple 1.2,7 On a Ule(1213121412(142)*)) = {1,2,4}. Cette suite n’est pas récurrente,
puisque le facteur 1213 n’apparait qu’une seule fois, mais elle est ultimement périodique.

La fréquence (voir (Pytheas-Fogg, 2002)) de la lettre a dans la suite s est définie par

10 n—1]l,
fuls) = lim 50,2 = 1la

n—00 n
lorsque cette limite existe.
Exemple 1.2.8 Soit s = 1213121412(142)*. On a f1(s) = fo(s) = fals) = 1/3 et f3(s) =
0.

Deux mots u,v € A% sont dits équivalents si F(u) = F(v) : s’ils ont le méme ensemble de

facteurs.
Soit w € A%, Un facteur f de wde la forme f = o* avec o € A etk > 1 maximal, est appelé

bloc de o de w et sa longueur est k.

Exemple 1.2.9 Soitw = 1231311131221311323. Ce mot contient contient successivement des

blocs de 1 de longueur respectivement 1,1,3,1, 1 et 2.



1.3 Mots bi-infinis

L’ensemble des mots bi-infinis, noté A%, est défini comme étant I"ensemble des fonctions 7 —

A.

Siu € A*, alors “u® désigne le mot bi-infini s = - - weww - - -. Le point e est placé juste avant

5[0] et représente 'origine du mot s. On aura alors que s[i] = u[j], ot j =1 mod lg(u).

Pour s € A%, on définit la fonction de décalage o par o : AZ — AZ telle que o(s) = t, od
tln] = s[n + 1], pour n € Z. Contrairement au décalage d’un mot infini a droite, le décalage
d’un mot bi-infini donne une bijection dans AZ. Un décalage ¢* correspond a un déplacement

de I'origine de & positions vers la droite.

Soit G, I'ensemble des entiers n tels que 0™ (s) = s, avec s € AZ. Alors G forme un groupe
d’élément neutre () et dans lequel I'inverse de n est —n. Les éléments de G sont appelés des
périodes. On définit la plus petite période non triviale du mot bi-infini 5 € A% comme étant
le plus grand commun diviseur p des entiers n > 1 de G. Ce p correspond exactement au
générateur du groupe G. Si Card(G) > 1, alors p > 1. Sinon, G = {0} et on dit que la période

est infinie.

Exemple 1.3.1 Soit le mot bi-infini s = “(12334)* de périodes 5,10, 15,... = 5N et de plus
petite période non triviale 5. Ona o(s) = “(23341)* et o*(s) = “(34123)~.

1.4 Autres définitions et notations
Notation 1.4.1 On écrit o L F si pged(e, ) = 1. Sinon, on écrit o« £ 8.

Notation 1.4.2 A moins de mentionner le contraire, [a, b] désigne I’ensemble qui contient tous

les entiers de a & b inclusivement, oll a, b € Z. On appelle cet ensemble un intervalle entier.

Définition 1.4.3 La projection ,(s) de s € A par rapport a la lettre « est définie par

M,(s)[i] = asis[i] = a, et I, (s)[¢] = @ sinon.

Exemple 1.4.4 Soitw = 123124321, Alors 11 (w) = lexzlazazal et Is(w) = @2zw2za2:.



Chapitre 11

MOTS EPICHRISTOFFELS

Les suites sturmiennes, aussi appelées les mots de Sturm, apparaissent dans la littérature dés
le 18ieme siecle dans les travaux précurseurs de 1'astronome Bernoulli (Bernoutli, 1772) : ces
suites caractériseraient les phases de la lune. Selon Markov (Markov, 1882), il considere la
suite { F(an + p) }nez, o F(x) désigne I’entier le plus proche de = € R, et tente de déterminer
pour quelles valeurs de « € R la suite {F'(a(n + 1) + p) — F(an + p)}nez est périodique. 11

conjecture que c’est le cas si et seulement si « est rationnel.

On retrouve ensuite les suites sturmiennes au 19ieéme siecle dans les travaux de Christoffel
(Christoffel, 1875), puis dans ceux de Markov (Markov, 1882). Ce dernier prouve la conjecture
de Bernoulli. La premiére étude en profondeur de ces suites demeure toutefois celle de Morse
et Hedlund. Dans leurs travaux (Morse et Hedlund, 1938; Morse et Hedlund, 1940; Hed-
lund, 1944), ils montrent comment les suites sturmiennes s’obtiennent en considérant les zéros

des solutions d’équations différentielles homogenes linéaires de degré 2
v+ h(x)y =0,

ol A(x) est continu et de période 1. C’est d’ailleurs dans leurs travaux que le nom suites stur-»

miennes apparait pour la premiére fois dans la littérature.

A la fin du 20iéme siecle et plus récemment, une foule de chercheurs se sont intéressés 2 ces
suites. Par exemple (Coven et Hedlund, 1973; Coven, 1974; Storlarsky, 1976; Brown, 1993;
Ziccardi, 1995; de Luca, 1997a; Bender, Patashnik et Rumsey, 1994; Berstel, 2002). Trois

livres récents soulignent cet intérét (Lothaire, 2002; Pytheas-Fogg, 2002; Allouche et Shal-
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lit, 2003). Dans cette vaste littérature. on retrouve plusieurs caractérisations des suites stur-
miennes. Entre autres, elles sont les suites infinies sur deux lettres de complexité minimale, elles
sont les suites équilibrées sur deux lettres, elles codent des droites discretes, elles codent Iorbite
d’un point de Pintervalle réel [0, 1] sous I’action d’une rotation d’angle irrationnel suivant une
partition de [0, 1 en deux intervalles de longueurs respectives o et 1 — «. Ces différentes carac-
térisations proviennent du fait que les suites sturmiennes apparaissent dans une multitude de do-
maines tels que la théorie des nombres (Morikawa, 1985b: Simpson, 1991; Tijdeman, 2000b;
Tijdeman, 2000a; Bardt et Varjd, 2003; Simpson, 2004; Graham et O’Bryant, 2005), la géo-
métrie discrete, la cristallographie (Bombieri et Taylor, 1986), la reconnaissance de formes, la
dynamique symbolique (Morse et Hedlund, 1938; Morse et Hedlund, 1940; Hedlund, 1944;
Queftélec, 1987), I'infographie (Bresenham, 1991). Selon le domaine, on retrouve différentes
appelations pour les suites sturmiennes ou pour une sous classe : suites de Beatty, mots de

coupures, suites caractéristiques. mots de Christoffel, mots de billard.

Depuis la fin des années 1990, plusieurs chercheurs ont généralisé les suites sturmiennes a des
suites a plus de deux lettres, en utilisant ['une de ses multiples caractérisations. Une générali-
sation naturelle sur trois lettres et plus est la famille des suites épisturmiennes. Cette derniére
utilise la propriété de fermeture palindromique des suites sturmiennes. La premiére construction
de ces mots apparait dans (de Luca, 1997b). Cette classe apparait aussi dans (Rauzy, 1985; Ar-
noux et Rauzy, 1991) et a été étudiée plus récemment par (Justin et Vuillon, 2000; Risley
et Zamboni, 2000; Droubay, Justin et Pirillo, 200!; Justin et Pirillo, 2002; Justin et Pi-
rillo, 2004; Justin, 2005: Glen, 2008; Glen, 2007). Certains auteurs (Cassaigne, Ferenczi
et Zamboni, 2000; Berstel, 2002; Vuillon, 2003) se sont intéressés a une généralisation de la
notion d’équilibre sur des suites sur un alphabet & plus de trois lettres et il a été prouvé qu’il
existe toujours une suite d’ Amoux-Rauzy qui ne soit pas équilibrée, selon la notion d’équilibre
généralisée. Une autre généralisation des suites sturmiennes consiste en les mots de billard en
trois dimensions (Arnoux et al., 1994; Borel et Reutenauer, 2005). Remarquons que pour un
alphabet & deux lettres, ces trois classes coincident avec la famille des suites sturmiennes. Par

contre, dés que I’alphabet comporte plus de deux lettres, elles ne coincident plus.

La version finitaire des suites sturmiennes, les mots de Christoffel, s’avere aussi un objet fort
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étudié (Christoffel, 1875; Lothaire, 2002; Borel et Reutenauer, 2006; Berthé, de Luca et
Reutenauer, 2007; Kassel et Reutenauer, 2007). Malgré que les facteurs finis de suites épistur-
miennes aient été étudiés entre autres par (Glen, Justin et Pirillo, 2008), personne n’a encore
introduit une généralisation des mots de Christoffel. Dans ce chapitre, nous introduisons une
généralisation des mots de Christoffel que nous appelons les mots épichristoffels en utilisant
les morphismes épisturmiens. Dans un premier temps, nous rappelons ce que sont les suites
sturmiennes. Ensuite, nous introduisons la version finie des suites sturmiennes : les mots de
Christoffel. Puis, nous nous intéressons a la généralisation naturelle des suites sturmiennes : les
suites épisturmiennes. Nous présentons ensuite la nouvelle classe de mots : les mots épichris-
toffels. Malgré que ces mots ne soient généralement pas équilibrés, nous montrons de quelle
fagon certaines propriétés des mots de Christoffel se généralisent pour un alphabet a plus de

deux lettres.

2.1 Suites sturmiennes

Dans cette section, nous n’introduisons que les propriétés des suites sturmiennes qui nous in-
téressent pour la suite. Pour plus de propriétés, nous référons le lecteur a la section du (Lo-

thaire, 2002) qui est consacrée a I’étude de ces suites.

L’une des définitions classiques des suites sturmiennes est celle de Morse et Hedlund.

Définition 2.1.1 (Morse et Hedlund, 1940) Soit o et p deux nombres réels, avec 0 < a < 1

irrationnel, et posons, pour n > 0,

asila(n+1)+p| = lan+p],
b sinon,

asi[a(n+ 1)+ p] = [an + p],

(J\\
3
I

b sinon.
Alors les deux suites

Sa,p = s[0]s[1]s[2] - - - et sﬁhp = ¢'[0]s'[1]s'[2] - - -
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sont sturmiennes et yéciproquement, tout mot sturmien est de la forme sq,, ou s, , pour un

nombse irrationnel « et un réel p. On appelle /a pente le 1éel et Iintercept le réel p.

Définition 2.1.2 Soit une suite sturmienne s. Si I’intercept est 0, alors on dit que s est standard

ou caractéristique.

Définition 2.1.3 (Lothaire, 2002) La suite sturmienne s, , (resp. sg_,,,) est appelée le mor mé-

canique inférieur (resp. mot mécanique supérieur) de pente « et d'intercept p.

Cette définition provient de la représentation géométrique suivante. Considérons une droite
d’équation y = ax + p (voir la Figure 2.1). Les points a coordonnées entiéres tout juste sous la
droite sont les points P, = (n, |an + p]). Deux points consécutifs F,, et B4, sont reliés par
une ligne droite horizontale si so ,(n) = o et diagonale si sq ,(n) = b. On a la méme chose
pour B, = (n, [an + p]) pour les points situés juste au dessus de la droite. Le mot associé a
cette droite est baabaabaabaabaaa - - - .

y=az+p

baabaabaabaabaaba

Figure 2.1 Exemple de mots mécaniques supérieurs et inférieurs.

Notation 2.1.4 Dans ce travail, nous ne considérons que les mots de pente irrationnelle, appelé
des mots mécaniques irrationnels. 1| existe aussi des mots mécaniques rationnels : les mots

ayant une pente rationnelle.

Proposition 2.1.5 (Morse et Hedlund, 1938) Une suite s est sturmienne si et seulement si elle

est apériodique et équilibrée.
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De plus, on a la Proposition 2.1.6.

Proposition 2.1.6 (Lothaire, 2002) Un mot fini w est facteur d’une suite sturmienne si et seule-

ment s'il est équilibré.

Les suites sturmiennes sont caractérisées par leur complexité minimale. En effet, on a le résultat

suivant.

Proposition 2.1.7 (Coven et Hedlund, [973) Une suite s est sturmienne si et seulement si

P(n) =n+1, pour tout n € N.

Théoréme 2.1.8 (Lothaire, 2002) Soit s une suite. Les énoncés suivants sont équivalents :
) s est sturmienne ;
i) s est équilibrée et apériodique ;

ili) s est un mot mécanique irrationnel.

Une suite sturmienne standard correspond au mot mécanique décrit par une droite débutant a

un point entier.

Définition 2.1.9 (Lothaire, 2002) Un morphisme f est sturmien si f(s) est une suite stur-

mienne pour toute suite sturmienne s.

Exemple 2.1.10 Le morphisme identité et le morphisme qui échange les deux lettres de ’al-

phabet sont des morphismes sturmiens.

Proposition 2.1.11 (Séébold, [991) Les morphismes 4 et 4 définis par
v(a) =ab P(b) =a
Yla) =ba (b)) =a
Ea)=b E()=a

sont sturmiens.

Proposition 2.1.12 (Lothaire, 2002) L'ensemble des morphismes sturmiens est le monoide

engendré par les morphismes 1,4, E sous la composition.
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2.2 Mots de Christoffel

Informellement, un mot w € {a,b}* est un mot de Christoffe} s’il peut étre obtenu en discré-
tisant un segment de droite dans le plan, comme dans la Figure 2.2, en prenant cette fois des

sauts horizontaux et verticaux.
(5,3)

p

rd

©0)

Figure 2.2 Le mot de Christoffel aabaabab de pente 3/5.

Tout mot fini w sur un alphabet ordonné a deux lettres A = {a, b} définit un chemin continu
dans le plan, partant de I"origine (0, 0) et allant jusqu’a un point (p.q) € N2, On part du point
(0,0) eten lisant le mot w, on fait un pas horizontal vers la droite pour chaque lettre ¢, et on fait
un pas vertical vers le haut pour chaque lettre b. Ainsi. si |w|, = p et |w|, = ¢, alors le chemin

se termine au point (p, ¢).

Définition 2.2.1 On dit qu’un chemin décrit un mot de Christoffel (inférieur) s’il satisfait les 3

conditions suivantes :

i) il est situé sous le segment de droite reliant (0,0) et (p,q), ol p,q € N, et il joint (0,0) &
(p.g9):

ii) aucun point de N? ne se situe entre le chemin et le segment ;

i) p L q.

On dit alors que le mot de Christoffel w est de pente ¢ /p; cela correspond exactement a la pente
du segment de droite représentant le mot de Christoffel. De plus, on a toujours que lg(w) =
P + g. Par définition, une lettre est bien un mot de Christoffel. On dit qu’un mot de Christoffel

est propre s’il n’est pas réduit a une seule lettre.
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11 existe aussi des mots de Christoffel supérieurs qui sont situés au dessus du segment de droite,
mais nous ne nous y intéressons pas dans ce travail. Nous ne considérons que les mors de

Christoffel inférieurs, ¢’est-a-dire ceux situés sous le segment de droite.

Cette définition d’un mot de Christoffel est celle du point de vue de la géométrie discréte in-
troduite dans (Borel et Laubie, 1993). En dynamique symbolique, les mots de Christoffel sont

définis a I’aide des échanges d’intervalles (Morse et Hedlund, 1940) de la fagon qui suit.

Définition 2.2.2 (Morse et Hedlund, 1940) Soit ’alphabet A = {a < z}, soient &, 3 € N tels
que o« L G et posons n = « + 5. Le mot de Christoffel u € A* avec o occurrences de a et 3

occurrences de z est défini par v = u[0Ju[l] - - - u[n — 1], ol

_ a sitf modn <a modn
uli] =
z siif modn>a modn

pour 0 < 7 < n, ol i3 mod n désigne le reste de la division euclidienne de i3 par n.

Comme modulo n on a
B<a < i83<n-—08 < iB<iB+0=>+1)8,
on obtient la définition équivalente suivante.

Définition 2.2.3 Soit I'alphabet A = {a < z}, soient a, 5 € N tels que a L 3 et posons
n = a+ 0. Le mor de Christoffel v € A* avec « occurrences de a et § occurrences de « est

défini par u = u[O]u[1] - u[n — 1], ol

il a si{i+1)3 modn>if modn
ult] =
z si(i+ 1) modn<i3 modn

pour 0 < 7 < m, ol 18 mod n désigne le reste de la division euclidienne de ¢ par n. Ce mot

est de pente 3/a.

Remarquons que la Définition 2.2.3 peut se généraliser aux puissances de mots de Christoffel

en supprimant la condition de primalité entre & et 3.
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Proposition 2.2.4 Un mot de Christoffel est roujours primitif.

Preuve  Soit un mot de Christoffel w € {a, z}* tel que |w|, = pet |w|, = ¢. Supposons w
non primitif. Il existe donc u tel que w = u™, avec n > 2. Mais alors, p = np' et ¢ = ng’, avec
n > 2. Donc pged(p, ¢) > n > 2. D’oli une contradiction, comme par définition d’un mot de

Christoffel, p L ¢. [

Définition 2.2.5 Soit C(n,«) un mot de longueur n sur {a < x}* ayant « occurrences de la

lettre a et posons r = pged(n, «).

i) Sir = 1, alors C(n, o) désigne le mot de Christoffel de pente n-e
. P
iy Sir > 1,alors C(n,a) = C(r¥,r%) = (C (72, 2)) et représente la r-i&me puissance
, Ty
du mot de Christoffel C (E, g).
r’r
Considérons le graphe orienté ayant 'ensemble de sommets {0,1,2,...,a + 8 — 1} et com-

portant une fléche du sommet 7 au sommet j sii+ 3 = 5 mod n étiquetée a sii < 7. et x sl
J <.
i) Si « L 3, ce graphe est appelé le graphe de Cayley du mot de Christoffel u sur "alphabet
{a < x} de pente g
ii) Sipged(e,8) = r > 1, alors le graphe ainsi obtenu est jsomorphe au graphe de Cayley
a+f a

du mot de Christoffel C (—— —> . Ce graphe parcouru r fois est le graphe de Cayley de
" T
Cla+ 8,0).

Exemple 2.2.6 Le graphe de Cayley associé au mot de Christoffel sur {a < x} de pente 3/5

est
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etu = aazxaaxazx,

ulg = 5, |ul, = 3.

Exemple 2.2.7 Le graphe de Cayley associé au mot C'(6,4) = aazaax sur {a < r} est le

suivant,

Soit C'(n, a:) un mot de Christoffel et posons o + 8 = n. Le graphe de Cayley de C(n, a) est
le graphe du sous-groupe engendré par (n — «) dans Z/nZ. Ce sous-groupe est exactement
Z/nZ, puisque & L n comme un mot de Christoffel est primitif, donc (n — &) L n. De plus,
on peut vérifier que le graphe de Cayley du mot de Christoffel C'(n, ) a bien o occurrences
de a et 3 occurrences de x. En effet, comme o + 8 = n,ona (t —~ 1) mod n = jsiet
seulement si soit 13 mod n = 7 + 3, s0it i3 mod n = j — . Si¢3 mod n = 5+ 3, alors
C(n,@)[t] = a,comme 3 mod n > (1 — 1)} mod n. Sinon, i3 mod n = j — a, et donc
i8 mod n < (i — 1) mod n implique que C'(n, o)[i] = z. Mais {3 mod n = j + 3 pour
« valeurs de 7 et ¢3 mod n = 7 — o pour F valeurs de 7. Ainsi. le mot obtenu par le graphe

de Cayley a bien « occurrences de a et 3 occurrences de z.
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Lemme 2.2.8 L’image miroir d'un mot de Christoffel (resp. une puissance d’'un mot de Chris-
toffel) C(n, ) € {a < a}*, noté C(n, &), est aussi un mor de Christoffel (resp. une puissance
d’un mot de Christoffel) sur le méme alphabet, mais pour lequel I'ordre des letires est inversé.

Plus précisément, C(n,a) = C(n,n — a) € {z < a}*.

Preuve  Considérons le graphe de Cayley dumot C'(n,n — ¢) € {& < a}*. Par définition, ce
graphe a une fleche du sommet ¢ au sommet 7 sii+a = 7 mod n et cette fleche est étiquetée x
s1 ¢ < j et a sinon. D’autre part, remarquons que le graphe de Cayley de é(n, «) est le graphe
de Cayley de C'(n, ) pour lequel le sens des fleches est inversé. Si I’on change le sens des
fleches dans le graphe de Cayley de C(n, «), alors dans le graphe ainsi obtenu, il y 2 une fleche

du sommet 7 au sommet j sii+ « = j mod netelle sera étiquetée x sii < jetasinon. =

Lemme 2.2.9 (Berstel et de Luca, 1997) Un mor w est un mot de Christoffel si et seulement si

w est un mot de Lyndon équilibreé.

Lemme 2.2.10 Dans la classe de conjugaison d’un mot de Christoffel, le mot de Lyndon, c’est-

a-dire le plus petir mot selon I’ordre lexicographique, est le mor de Christoffel.

Le Théoréme suivant apparait dans (de Luca et de Luca, 2006).

Théoreme 2.2.11 Soit w € A* un mor primitif tel que tout w' € [w] est facteur d’une suite
sturmienne (pas nécessairement la méme suite sturmienne). Alors, w est conjugué a un mot de

Christoffel.

Preuve  Supposons que tout conjugué de w est facteur de suites sturmiennes. Alors, par la
Proposition 2.1.6, w et ses conjugués sont tous équilibrés. Comme w est primitif, il existe un
mot de Lyndon w’ dans la classe de conjugaison de w. Plus particulierement, ce mot de Lyndon
w’ est équilibré et donc, par la Proposition 2.2.9, est un mot de Christoffel. Ainsi, w est dans la

classe de conjugaison d’un mot de Christoffel. =

Sans jamais n’avoir été énoncée explicitement, la proposition suivante découle des travaux de
Séébold, entre autres (Séébold, 1996; Séébold, 1998), et de Richomme, Kassel et Reutenauer

(Richomme, 2007; Kassel et Reutenauer, 2007).
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Proposition 2.2.12 Les mots de Christoffel et leurs conjugués sont exactement les mots obtenus

par l'application d’un morphisme sturmien sur une lettre.

Définition 2.2.13 (de Luca et de Luca, 2006) Soit le mot w € A* et soit p, la plus petite

période non triviale de w. On appelle racine fractionnaire de w le préfixe z,, de w de longueur

.

La notion de racine fractionnaire est bien définie : si la plus petite période est lg{w), on a

2y = W

Théoréme 2.2.14 (de Luca et de Luca, 2006) Soitw un mot non vide. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
i) w est facteur d’'une suite sturmienne ;

ii) la racine fractionnaire =; de w est conjugié a un mot de Christoffel.

2.3 Suites épisturmiennes

L’ensemble des suites épisturmiennes a d’abord été obtenu par une construction de de Luca
(de Luca, 1997a), puis a été étudié par Rauzy (Rauzy, 1985) et par Arnoux-Rauzy (Arnoux et
Rauzy, 1991). Plus récemment, on retrouve entre autres les travaux (Justin et Vuillon, 2000;

Droubay, Justin et Pirillo, 2001; Justin, 2005).

Rappelons la définition de suite épisturmienne standard introduite par Droubay, Justin et Pirillo.

Définition 2,3.1 (Droubay, Justin et Pirillo, 2001) Une suite s est dite épisturmienne standard

si elle satistait & ’'une des conditions équivalentes qui suit.

i) Pour tout préfixe u de s, u{*) est aussi préfixe de s.

ii) Toute premiére occurrence d’un palindrome dans s est un facteur central d’un palindrome
préfixe de s.

iii) 11 existe une suite ug = £, u|, ua, ... de palindromes et une suite A(s) = x[0]«[L] -, avec
z[i] € A, telle que tout u, défini par upt1 = (uz[n])F), 7 > 0, avec ug = &, est préfixe

des.-
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Pour la preuve de I’équivalence des conditions de la Définition 2.3.1. nous référons le lecteur a

(Droubay, Justin et Pirillo, 2001).

Définition 2.3.2 (Droubay, Justin et Pirillo, 2001) Une suite ¢ est épisturmienne si F(t) =

F'(s) pour une suite épisturmienne standard s.

Notation 2.3.3 (Justin, 2005) Soit w = w[0Jw[l]---wn — 1], w[i] € A, etuy = &, ...,

Unt1 = (upw(n])(F), les préfixes palindromiques de un 1. Alors Pal(w) désigne le mot 1.

Dans la Définition 2.3.1, le mot A(s) est appelé la suite direcirice de la suite épisturmienne

standard s. On écrit alors s = Pal(A(s)).

L'exemple suivant illustre comment la suite directrice nous permet de construire facilement des

suites épisturmiennes standards.

Exemple 2.3.4 Sur I"alphabet A = {1, 2,3}, la suite de Tribonacci T est épisturmienne stan-
dard et est déterminée par la suite directrice A(T") = (123)*. En effet, on trouve

Up = €,

Uy = (12)(+) =121,
ug = (1218)(H) = 1213121,
et finalement, T = 121312112131212131211213121 - - = Pal((123)*).

Dans I’exemple précédent comme dans tous les exemples & venir, les lettres de la suite directrice

sont soulignées dans la suite épisturmienne standard correspondante pour des fins de clarté.
Rappelons de (Justin, 2005) une propriété utile de ["opérateur Pal.
Lemme 2.3.5 (Justin, 2005) Soitx € A, w € A*. Si|w|, = 0, alors Pal(wz) = Pal(w)zPal(w).

Sinon, on écrit w = wyxwy avec |ws|, = 0. Le plus long préfixe palindromique de Pal(w) qui

est suivi de x dans Pal(w) est donc Pal(wy). D’oa Pal(wz) = Pal(w)Pal(w )~ Pal(w).

Dans le lemme précédent, rappelons du Chapitre 1 que si w = pus € A, avec p,u € A* et

s € A%, alors p~'w désigne le mot us.
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Exemple 2.3.6 Soit w = Pal(123) = 1213121. Alors,

Pal(123-4) = Pal(123) -4 - Pal(123)
= 121312141213121.
Pal(123-2) = Pal(123) - Pal™' (w;) - Pal(123)
= 1213121(1)"'1213121
= 1213121213121 et

Pal(123 - 3) Pal(123) - Pal™' (w/) - Pal(123)

= 1213121(121)"' 1213121

= 12131213121.

Lemme 2.3.7 (Droubay, Justin et Pirillo, 2001) Une suite épisturmienne non périodique s
sur un alphabet a k lettres est de complexité P(n) = (h — )n + q, avec ¢ € N — {0} er
h = Card(Ult(A(s))).

Définition 2.3.8 (Arnoux et Rauzy, 1991) Une suite s est une suite d’Arnoux-Rauzy si elle est
uniformément récurrente et qu'elle admet exactement un seul facteur spécial a droite et un seul

facteur spécial a gauche pour chaque longueur,

Proposition 2.3.9 (Justin et Pirillo, 2002) Sur un alphaber a k lettres, toute suite d’Arnoux-
Rauzy est de complexité (k — 1)n + 1, mais toutes les suites de complexité (k — 1)n+ 1 ne sont

pas nécessairement des suites d’Arnoux-Rauzy.

Définition 2.3.10 Une suite épisturmienne standard s € A“ ou n’importe quelle suite €pis-
turmienne équivalente est dite B-stricre si Ult(s) = Alph(s) = B C A : toute lettre dans

B = Alph(s) apparait infiniment souvent dans la sunite directrice A(s).

Plus particulierement, les suites épisturmiennes B-strictes correspondent aux suites d’ Arnoux-

Rauzy (Arnoux et Rauzy, 1991).
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Définition 2.3.11 Un morphisme f est épisturmien si f(s) est une suite épisturmienne pour

toute suite €pisturmienne s.

Définition 2.3.12 Soit A, un alphabet & k lettres. Pour toute lettre a,b € A, on définit les
endormorphimes de A* suivant :

) Yu(a) = Pu(a) = a;

i) Yo(z) =ax,sizc € A—{a};

i) () = za,siz € A—{a};

iv) Oyp(a) =b,0a(b) = a,04(x) =2,z € A— {a,b}.
Rappelons la définition suivante de Justin et Pirillo.

Définition 2.3.13 (Justin et Pirillo, 2002) L'ensemble & des morphismes épisturmiens est le
monolde engendré par les morphismes L;iva,@uﬁab sous la composition. L'ensemble &7 des

morphismes épisturmiens standards est le sous-monoide engendré par 1, et 0.

Théoreme 2.3.14 (Justin et Pirillo, 2002) La suite s est épisturmienne standard si et seulement
s’il existe une suite épisturmienne standard t ef une letire a tels que s = 1, (t). De plus, t est

unique et sa suite direcirice satisfait A(s) = a\(t).
2.4 Mots épichristoffels

Dans cette section, nous généralisons les mots de Christoffel a un alphabet a & lettres et nous
appelons cette généralisation des mots épichristoffels. Nous utiliserons la propriété énoncée

dans le Lemme 2.2.12.

Définition 2.4.1 Un mot fini w € A* est un mot épichristoffel s’il est obtenu par morphismes

épisturmiens et qu’il est le plus petit de sa classe de conjugaison, selon ’ordre lexicographique.

Définition 2.4.2 Un mot fini w € A* est dans une classe épichristoffelle 5’1l est conjugué a un

mot épichristoffel.

On peut facilement se convaincre que tout mot appartenant a une classe épichristoffelle peut

toujours s’obtenir par morphismes épisturmiens sur une lettre.
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Exemple 2.4.3 Soit A = {a,b, ¢}. Alors le mot ¥, (¥p(e(a))) = ¥y (Wp(ca)) = b, (bcba) =
abacaba est dans une classe épichristoffelle, mais n’est pas un mot épichristoffel, comme son

conjugué aabacab < abacaba. Le mot aabacab est un mot épichristoffel.

Exemple 2.4.4 Soit A = {1,2,3,4.5}. Alors le mot u = 1213121412131215 est dans une
classe épichristoffelle. En effet, on peut vérifier que 12131412131215 est obtenu par le mor-
phisme 4)1234(5). Par ailleurs, comme u est plus petit que tous ses conjugués, il est un mot

épichristotfel.

Dans (Justin et Pirillo, 2002), les auteurs ont utilis€ des mots épichristoffels sans mentionner
qu’il s’agit d’une généralisation des mots de Christoffel. Dans leur article, les conjugués de
mots épichristoffels sont notés h,,. Ils ont prouvé deux propriétés qui montrent clairement que
les %, sont une généralisation des mots de Christoffel. La proposition suivante rappelle ces

propriétés.

Proposition 2.4.5 ((Justin et Pirillo, 2002), prop. 2.8, prop. 2.12) Tout mot fini dans une classe

épichristoffelle est primitif et s’écrit de fagon unique comme un produit de deux palindromes.

2.4.1 k-tuplets épichristoffels

Rappelons que pour un couple (p, ¢) donné, il existe un mot de Christoffel avec des fréquences
de lettres p et ¢ si et seulement sip L ¢. De plus, il est possible de le construire facilement en

utilisant les graphes de Cayley. Dans cette sous-section, on donne un algorithme qui détermine

si pour un k-tuplet p = (po. p1, - - ., PE—1,. il existe ou non un mot épichristoffel w sur |’alphabet
A ={ao,ai,...,ap-1} tel que p = (Jwlgg, |wla,, ..., |wla,_,) représente les fréquences des
lettres.

Définition 2.4.6 Soit p = (po,p1,-..,Pr-1) un k-tuplet d’entiers non négatifs. Alors, I’opéra-
teur T : N¥ — ZF est défini sur un k-tuplet p comme

k—1

J=0.3#i
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Proposition 2.4.7 Soit p un k-tuplet. Il existe un mot appartenant & une classe épichristoffelle
ayant les fréquences de lettres p si et seulement si I’itération de ’opérateur T sur p retourne un

k-tuplet p avec p; = 0 pour tour j sauf pour j = m ot py, = 1.

La proposition précédente et la définition de "opérateur 7" sont inspirées de I’algorithme cal-
culant le plus grand diviseur commun de 3 entiers décrit a la section 3 de (Castelli, Mignosi et
Restivo, 1999) utilisé pour la généralisation du théoréme de Fine et Wilf & 3 périodes et des

tuplets décrits dans (Justin, 2000).

Avant de faire la preuve de la Proposition 2.4.7, certains lemmes sont nécessaires.

Lemme 2.4.8 Soir w = o, (u), avec w,u € A*, @ un morphisme épisturmien, ag € A et

A ={ap,a1,...,a5_1} Alors

k—1
) ey = 3 fule, = le(w)
=0
k—1
i) [wley = |ulag + Z |wle;-
i=1

Preuve La premiere égalité découle de la définition de 4),,. Pour chaque lettre o # ayg,
Yoo (@) = apex et Yoo(ap) = ao : Yq, ajoute autant de ag que le nombre d’occurrences des
autres lettres dans le mot. La deuxiéme égalité découle de la premiere, comme |wlq, = |ulg,

pour ¢z > 0. [

Lemme 2.4.9 Soit w € A" un mot dans une classe épichristoffelle. Alors il existe w € A,
lg(u) > 1 et un morphisme épisturmien g, ag € A, tels que w = o () si et seulement si

|wlae > |wlq, pour tout a; € A, i # 0. y

Preuve

(=) Par contradiction. Supposons que w est dans une classe épichristoffelle, ap € A, w =
Py (1) et Jw|g, non maximum. Alors il existe au moins une lettre a; € A telle que wl,, >

Wlao = 3120 lule,

_ . . k— .
|t ag + [W]ay + 557 Jul,, et cela implique que |w]ag — |w]a, = [t|ag + 3 5ms [ule; < 0, qui

|w)]qq- Sans perte de généralité, supposons que ¢ = 1. Parle Lemme 2.4.8,

est impossible, comme |w|, > 0 pour tout mot w et toute lettre o € A. Alors, si |w],, n’est
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pas maximum, |u|,, = O pour tout 7 # 1 et alors |w|,, = |w|q,. Ainsi, on aurait u = a;" et
w = g, (a1™). La seule possibilité est que n = 1, comme un mot dans une classe épichris-
toffelle est primitif. Alors Ig(u) = 1 : contradiction. Ainsi, si w = g, (u), avec lg(u) > 1,
|wlgg est maximum.

(<=) Supposons maintenant que |w|q, > |wly, pour tout a; € A, i # 0. Comme w est un
mot épichristoffel, il existe un morphisme épisturmien 2, et un mot v € A* dans une classe
épichristoffelle tels que 1, (v) = w. Supposons que ¢ # 0. En utilisant le Lemme 2.4.8,
[wla; = [wlao + [tela; + 2o1<j<pm1 joi [Wla;- Comme |w]o, > |wlg,, cela impliquerait que

[u|a; + Zlgjgk_lyj?éi lw|q; < 0, ce qui est impossible. Donc 7 = 0.

Preuve (de la Proposition 2.4.7) Découle des Lemmes 2.4.8 et 2.4.9. [ ]

Exemple 2.4.10 Le S-tuplet p = (3,4,5,6,7) ne décrit pas les fréquences d’un mot appar-
tenant 2 une classe épichristoffelle. En effet, T'(p) = T(3,4,5,6,7) = (3,4,5.6,7 — 18) =
(3,4,5,6, —11). Par contre, le 6-tuplet ¢ = (1.1,2,4,8,16) décrit les fréquences des lettres

d’un mot appartenant a une classe épichristoffelle :

T(1,1,2,4,8,16) = (1,1,2,4,8,0)
T%(q) = T(1,1,2,4.8,0) =(1,1,2.4,0,0)
T3(q) = T(1,1,2,4,0.0) = (1,1,2,0,0,0)
T*q) = T(1.1,2.0,0,0) = (1,1,0,0,0,0)

T°(¢) = 7(1,1,0,0,0,0) = (1,0,0,0,0,0).

De cet algorithme découle une construction d’un mot appartenant a une classe épichristoffelle
et ayant les fréquences de lettres p. Soit p le k-tuplet initial correspondant aux fréquences des
lettres du mot appartenant a une classe épichristoffelle. Avec I’opérateur T' décrit précédem-

ment, on obtient une suite finie de k-tuplets p©@ (1), p(z) o ,p(""l),p(r). Notons

P i, pls+)
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(s)

la relation T'(p'®)) = p(s+1 on p, ~ est un entier maximal de p'®). On applique T jusqu’a ce

que py) = 0 pour tout 7 sauf pour une valeur 7, pour laquelle pz(.:‘)_l =1

Si la suite de k-tuplets est

(0) io

P9 L p 2

(1) &, o2 (r-1) bretl p")

) iz
pr— 0P

?

alors un mot appartenant 2 une classe épichristoffelle et ayant les fréquences p est

Vurg (Wag, (- (g, (@) ),

Y

ol « est la lettre pour laquelle p; * |

Exemple 2.4.11 Pour le triplet (5, 10, 16) représentant les fréquences des lettres a, b et ¢ res-

pectivement, on obtient la suite

(5,10,16) 5 (5,10,1) 5 (5,4,1) % (0,4,1) % (0,3,1) 5 (0.2.1) % (0,1,1) & (0,0, 1).

En appliquant I’algorithme, on trouve le mot

Vevavhin (€)= Vehanob(bc)
= Wevans (Yo (be))
= Pobas(¥e(bbc))
= Yeba (Yo (bbbe))
= Yen(Ya (bbbbC))
= (VY (ababababac))
= th.(babbabbabbabbabc)

= cbeacbebeachbebeacbebeachebeache.

Ce mot est dans une classe épichristoffelle et le mot épichristoffe] de cette classe est le conjugué

acbebeachebeachebeacbebeache - cbe.

Remarquons que dans I’exemple précédent, on aurait pu décider de choisir la transition (0, 1, 1) 5

(0,1,0) et le mot obtenu aurait été un conjugué de Pepaspns(C)-
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2.4.2 Propriétés des mots épichristoffels

Dans cette sous-section, nous montrons que certaines propriétés des mots de Christoffel se

généralisent bien aux mots €pichristoffels, mais que ce n’est toutefois pas toujours le cas.

Remarquons d’abord que I’équivalence du Théoreme 2.2.14 ne se généralise pas aux mots épi-

christoffels. En effet, considérons ia suite épisturmienne
s = aabaacaabaacaabaabaa - caabaacaabaaa - - -

Alors le mot w = caabaacaabaaa est facteur de s. mais sa racine fractionnaire z,, = w n’est
pas dans une classe épichristoffelle, car la Proposition 2.4.7 nous assure qu’il n'existe aucun
mot épichristoffel ayant les fréquences (2,2,9). En effet, 7(2,2,9) = (2,2,5), T%(2,2,9) =

T(2,2,5) = (2,2,1), T3(2,2,9) = T(2,2,1) = (2,~1,1).

Par contre, I'implication suivante est vraie pour les mots épichristoffels.

Théoréme 2.4.12 Soir w un mot non vide tel que sa racine fractionnaire est dans une classe

épichristoffelle. Alors w est facteur d’une suite épisturmienne.

k

Preuve Posons w = 2z, avec k > 1 € Q, la racine fractionnaire de w. Supposons que z,, est

dans une classe épichristoffelle. Il existe donc # € A* et a € A tels que ¥, (a) = 2. Alors,
. : [k : o .

w est facteur de z[uﬂ = 1;’)5” (a) = nﬁn;(a”'w'). 11 suffit donc de prendre une suite épisturmienne

ayant a¥! comme facteur et d’appliquer le morphisme 1%,.. On trouve alors que ybz_(am) est

facteur d’une suite épisturmienne, et donc que w aussti. =

Proposition 2.4.13 Soir w € A* un mot épichristoffel. Alors l'ensemble des facteurs de lon-

gueur < 1g(w) de la classe épichristoffelle [w] est fermé sous I'image miroir.

Preuve Remarquons d’abord que ’ensemble des facteurs de longueur < Ig(w) d’une classe
épichristoffelle est le méme que celui de w?. Comme tout mot w épichristoffel est produit
de deux palindromes (Proposition 2.4.5), posons w = p)py, avec p;, pp palindromes. Alors

w® = pypapips et donc W = pipo = pop; est facteur de w?. Ainsi, I'image miroir de tout
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facteur de w est aussi un facteur de w? et par conséquent, est dans la classe épichristoffelle de

w. u

Remarque 2.4.14 La fermeture palindromique a droite d’un mot w dans une classe épichris-
toffelle est souvent préfixe de w?, mais ce n’est pas toujours le cas. Il suffit de prendre le mot

w = abebab pour lequel w(t) = abebab - cha.

Lemme 2.4.15 Un mot épichristoffel ne s'écrit pas toujours comme produit de deux mots épi-

christoffels.

Preuve 1l suffit de considérer le mot épichristoffel aabacab. Les seules décompositions en
mots de classe épichristoffelle sont a - abacab et aab - acab, mais abacab et acab ne sont pas les

plus petits mots de leur classe de conjugaison respective. ]

Lemme 2.4.16 Tout mot épichristoffel s’écrit de fagon non unique comme un produit de deux

mots appartenant a des classes épichristoffelles.

Preuve Pour la non unicité, il suffit de considérer I’exemple du mot aabacab donné dans la
preuve du Lemme 2.4.15. Pour I’existence, comme tout mot faisant partie d'une classe épichris-

toffelle s’écrit comme ¥y, (a), avec ¢ € A, w € A™ etwln — 1] # q, il suffit de prendre les

MOLS Yy{ojus[1]-awfn—2] (W[ = 1]} €t Yp(ofusfi)- win—2)(a), puisque

Yyla) = ¢u:[0]vw[1]~-w[n—l](a')
wiv[O]w[ll--»uv[n—Q] (w[n - 1]a)

= 72/)11)[()]11)[1]'v-w[n—‘l](w[n - 1]) 'dﬁu[()]w[I]»--u.r[n,—‘z](a)-

Lemme 2.4.17 (Justin, 2005) Pour tout w € A%, x € A%,

Pal(zw) = 1, (Pal(w))Pal(x).
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Proposition 2.4.18 Soit w un mot appartenant & une classe épichristoffelle. Soit py, Wy, ..., Y2,
avec x; € A, une suite de morphismes & appliquer sur une lettre a € A fixée pour obtenir w.
Alors

W= Py, -oxo (@) € Pref(Pal(x,2n—1 - - xoa)).

Preuve  Procédons par récurrence. Vérifions pour n = 0. Il y a 2 cas a considérer. Soit
w = Yya) = a, soit w = Ypla) = ba, avec b #£ «. On a respectivement Pal(aa) = aa
et Pal(ba) = bab. Dans les 2 cas, w € Pref(Pal{zya)). Supposons maintenant que w =
Yrnzo(@) est préfixe de Pal(z,, - - - zga), pour tout & < n. Vérifions pour n + 1. D’une part, on
A Ve 1m0 (@) =Yg, (w). Dautre part, par le Lemme 2.4.17, on a Pal(z, 4125 - - - Zoa) =
Yy, (Pal(zy - - - zoa))zne1. Par hypothese de récurrence, Pal(zy, - - - zga) s’écrit comme ws,
pour un s € A*. Donc, Pal(z,12, - 2oa) = Wu 0 (WS)Zpt1 = Yy (W)WVnny, (8) T

D’ou la conclusion. n

Exemple 2.4.19 Soitw = Yypea(a) = aba. Alors Pal(abaaa) = (aba)® et w € Pref(Pal(abaaa)).

2.4.3 Critere pour étre dans une classe épichristoffelle

Le but de cette section est de prouver le théoréme suivant, qui est une généralisation du Théo-

reme 2.2.11.

Théoréme 2.4.20 Soif w un mot fini tel que tous ses confugués sont fucteurs d’une méme suite

épisturmienne z. Alors w est dans une classe épichristoffelle.

Remarquons que pour les suites épisturmiennes, une condition supplémentaire est nécessaire :
les conjugués doivent étre facteurs de la méme suite épisturmienne. Par exemple, tous les conju-

gués du mot abc sont facteurs de suites épisturmiennes, mais abc n’est pas un mot épichristoffel.

Avant de prouver ce théoreme, quelques résultats sont préalables.

Lemme 2.4.21 Soient u,v € A* et un morphisme 1. Si u et v sont conjugués, alors ¥(u) et

W(v) le sont aussi.
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Proposition 2.4.22 Soient v et v des mots finis appartenant & des classes épichristoffelles. Si
[¢t|o = |v|q pour tout o« € A, alors w et v sont dans la méme classe épichristoffelle. Autrement

dit, un k-tuplet de fréquences de letires détermine une unique classe épichristoffelle.

Preuve  Soit og € A tel que |u|q, est maximum. Alors, en utilisant le Lemme 2.4.9, il existe
sp,to € A” dans des classes épichristoffelles tels que 1 = tq,(s0) et v = 1¥n,(ta). De plus,

pour toute lettre 5 € A, si

Yoo (50)13 = [¥ao(to)|s, alors |solg = |tols, comme le nombre
de lettres d’un mot obtenu par un morphisme sur un mot w dépend seulement du nombre de
chaque lettre de w et non pas de leur position (voir Lemme 2.4.8). Par le méme argument, on
trouve une suite de morphismes o, Yny , - - - , ¥a,, et deux suites de mots sy, s, ..., Sp_1, Sn €t
to,t1,. ., ta—1, tn telles que s; = o, (Sia1), B = Yy, (tig1), [Si]g = [ti]p pour toute lettre
Je Aetpourtout 0 <i < nels, =ajapett, = asag, ar,as € A, a1 # as. On conclut en

utilisant le Lemme 2.4.21 n {0is : 4 = Yoy -an (@102) €St CONJUgUE & ¥ = Yoy (0201 ). 0

Lemme 2.4.23 La longueur des blocs d'un mot fini w est exactement la méme que dans sa

fermeture palindromique w'*).

Preuve  Soit w = wjws, avec we, le plus long suffixe palindromique de w. Alors, par défini-

tion, wt) = wiwowi. La seule fagon de construire un bloc d’une longueur différente de ceux

de w est lors de la concaténation de wq avec w;. Comme wy est un palindrome, on peut écrire
wy = @ OU wy = aua, avec g € A etu € A" palindrome. Il y a deux cas a considérer :

) wy = va, v € A* : wlt) s°écrit donc comme vawqa?. Le bloc de la lettre a créé par la
concaténation de ws et w; a la méme longueur que celui de la concaténation de w) et wo,
comme w, est un palindrome. Aucun bloc d’une nouvelle longueur n’est créé. Notons que
cet argument fonctionne comme wo ¢ ot . En effet, si wy € at et w; = va, alors wy n’est
pasle plus long suffixe palindromique de w.

i) wy = vb,a # betv € A* : la concaténation de wy avec w; ne crée pas de bloc d’une

nouvelle longueur, comme la derniére lettre de wo est diftérente de la premiére de wy.
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Exemple 2.4.24 Dans le mot w = abacabaab, les blocs de a sont de longueur 1 et 2, les blocs

des lettres b et ¢ sont de longueur 1, tout comme pour sa fermeture palindromique

w't) = abacabaab - acaba.

Lemme 2.4.25 Dans une suite épisturmienne standard, les blocs des lettres sont de longueur

1, sauf exactement ceux d’une lettre, dont les longueurs sont k et (k + 1), pour k > 1 fixé.

Preuve Soit A(s) = a*z la suite directrice d’une suite épisturmienne s, avec % maximal,
a € Aetz € A¥. Alors la suite s a le préfixe Pal(a*) = o, En utilisant le Lemme 2.3.5, il
en découle que pour toute premiere occurrence d’une lettre b # a € A dans la suite directrice,
Pal(a®vb) = Pal(a®v) - b - Pal(a®v). avec v € A*, qui se réécrit comime ata* - b- aFta* (resp.
a*ba®), en supposant que Pal(a*v) = a*ta® (resp. v = ¢€). Ainsi, la longueur des blocs de la

lettre b est 1, comme le b est précédé et suivi de la lettre a.

Si ce n’est pas la premiére occurrence de la lettre b dans la suite directrice, alors par définition,
Pal(a*vb) = (Pal(a*v) - b)) Comme Pal(a’v) - b a la lettre & comme avant-derniére lettre
et comme la fermeture palindromique ne change pas la longueur des blocs (voir la Proposition
2.4.23), I’ajout de la lettre b a la suite directrice ne crée pas une nouvelle longueur de bloc. Si
la lettre suivante de la suite directrice était un @, alors on aurait Pal(a®va) = (Pal(a®v) - a){*).
La concaténation de Pal(a*v) avec  crée un bloc de « de longueur (k 4 1), puisque Pal(av) a
le suffixe a*. Comme la fermeture palindromique préserve la longueur des blocs, les longueurs
des blocs de la lettre @ sont & et (£ + 1). Remarquons qu’il est impossible d’avoir des blocs de
la lettre @ de longueur (k + 2) puisque les blocs de longueur (k + 1) ne sont jamais suffixes

d’un préfixe palindromique. L

Remarque 2.4.26 Une suite épisturmienne peut avoir des blocs d'une seule longueur pour
toutes ses lettres. C’est le cas si la suite directrice s’écrit comme a*z, avec z € {A — {a}}*.
Alors, ces suites épisturmiennes ont des blocs de longueurs % pour la lettre o et de longueur 1

pour toutes les autres lettres.
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Remarque 2.4.27 Pour une suite épisturmienne standard w = ,(%), toutes les lettres diffé-
rentes de a sont précédées et suivies de la lettre a. Si s est une suite épisturmienne non standard,
cette remarque est aussi vraie, sauf possiblement pour la premiére lettre de la suite, si elle est

différente de a.

Lemme 2.4.28 Dans une suite épisturmienne non standard, les blocs des lettres sont de fon-
gueur 1, sauf exacrement ceux d’une lettre o, dont les longueurs sont €, k, (k + 1), pour k > 1

Jixé, et oa £ < k est la longueur du bloc de o préfixe du mot, s’il y a lieu.

Preuve Comme pour toute suite €pisturmienne, il existe une suite €pisturmienne standard
ayant exactement le méme ensemble de facteurs, il n’y a que le préfixe du mot qui peut créer un

bloc de lettres de longueur plus petite, d’ou la longueur £. | |

Exemple 2.4.29 Soit la suite épisturmienne standard s = 1121131121141121131121112113 - --
et la suite épisturmienne non standard ¢ = 121131121141121131121112113---. Ces 2 suites
ont le méme langage : F'(s) = F(t). La suite s a des blocs de | de longueur 2 et 3, mais la suite

t a des blocs de 1 de longueur 1,2 et 3.

Lemme 2.4.30 Soit une suite épisturmienne standard z = ), (t) et w = agyay un facteur de

2. avec ag,ay € A ety € A*. Alors, il existe un facteur u de ¢ tel que 1)qy(u) = w.

Preuve Siz = ¥4, (t), t = ¢[0)t[1]t[2] - et Card(A) = k, alors par définition de v, z =
Voo (H0)Wae (¢[1]) - -+ € {a0, a0ay. ava, ..., a0ak~-1}*. Comme tout facteur w = agya; de
z = gy (t) $’écrit comme un w € {ag, agar, aoas, . . ., &ak—y ¥, ON peut construire un mot w
en faisant correspondre a aga; la lettre a; pour ¢ # 0 et a ag la lettre ag. Alnsi, w est I'image du

mot u par le morphisme g, . (]

Proposition 2.4.31 Soit z = 1,(t), it t et z sont des suites épisturmiennes standards. Soit w
un facteur de z non puissance d’une lestre tel que \g(w) > 1 et tous ses conjugués sont aussi

facteurs de z. Alors, il existe u facteur de t tel que w = b, (u) ou w = 1 (u).
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Preuve Puisque z = ,(¢), les blocs de toute lettre o« € {A — {a}} sont de longueur 1.
Posons k et (k + 1) les longueurs des blocs de a. Soit 3,7 € A, avec 8,y #aety € A*. llya
4 cas a considérer.

1) w = Pyv : si west facteur de 2, alors son conjugué yv(3 doit aussi étre facteur de z. C’est
impossible, puisque toute occurrence de la lettre J doit étre précédé de la lettre a. On exclut
donc ce cas.

i) w = ayB: st west facteur de z = 1, (¢), alors par le Lemme 2.4.30, i existe u facteur de £
tel que Y (u) = w.

iii) w = Bya : de facon symétrique au cas ii), si w = Jya est facteur de z = ), (¢), alors il
existe v facteur de # tel que ¥, (1) = w.

iv) w = aya : réécrivons w = a™y'a™, ol m. n > 1 et m et n sont maximums. Le facteur
y' est non vide, puisque w est supposé non puissance d’une lettre. Supposons que wa n’est
pas facteur de z. On a donc que w@B = a™y'a™B est facteur de z, pour 3 € A, 8 # a fixé.
Comme les blocs de a sont de longueur k et (k+ 1) seulement, onaquen = koun = k+1.
D’autre part, comme w = a™y’a™ est facteur de z, son conjugué y'a™ " est aussi facteur de
z. Donc m +n < k4 1. Mais comme m # 0, la seule possibilité est que n = ketm = 1.
Ainsi, w = ay’a”. Son conjugué y'a**! est aussi facteur de z et comme 3’ ne commence

pas par a, il doit étre précédé de a : ay’a*+! = ay’afa = wa est facteur de z. Donc wa est

facteur de z et on conclut en utilisant le Lemme 2.4.30.

Corollaire 2.4.32 Soit z = ,(¢), on t et z sont des suites épisturmiennes standards. Soit w
un facteur de z non puissance d'une lettre tel que lg(w) > 1 et tous ses conjugués sont aussi
facteurs de z. Alors, pour tout conjugué w' de w, il existe v’ facteur de t tel que w' = ¥, (v)

ouw' =Py (u').
Preuve 1! suffit d’utiliser la Proposition 2.4.31 pour tous les conjugués de w. [ |

Proposition 2.4.33 Soient w et w', dewx mots finis conjugués tels que w = ¢(u) et w' = ¢'(v'),

oii ¢, &' € {ta, P, }. pour u,u' € A*. Alors u et u' sont aussi conjugués.
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Preuve  Sans perte de généralité, on peut supposesr que ¢ = ¢’ = 1), comme Yo{w) =
arb,(w)a™! et donc, ¥, (w) est conjugué A ¥, (w) pour tout mot w. Ainsi, on peut écrire
w = a™v[0]a™v[1]--- o™ u[k], ou v[i] # a, ng > Oetn; > 0. Comme w = o(u),
onau = a™ y[0]a™ Ly[l] - ™ Ly[k]. Comme w et w’ sont conjugués, on peut écrire
w = a®vfija™ i+ 1] g 1ofi — 1]a®, ol a+ 8 = n; et o > 1. De la méme fagon, v/ =

a®yfila™ 1 ~lp[i41] - a1y i—1]af, qui est conjugué A = @ty [i]a™t =Ty

1]+ a™-1="¢[i — 1]. En comparant u et u”, on conclut que u est conjugué i u’. ]

Avant de faire la preuve du Théoréme 2.4.20, prouvons le théoréme suivant qui en est un cas

particulier.

Théoreme 2.4.34 Soit w un mot fini primitif tel que tous ses conjugués sont facteurs d’une

méme suite épisturmienne standard z. Alors, w est dans une classe épichristoffelle.

Preuve  Par récurrence sur le nombre de morphismes. On utilise le Corollaire 2.4.32 et
la Proposition 2.4.33 : on trouve une suite de morphismes épisturmiens {¢g, ¢1,..,Pr} €
{1ha, Do }¥T7 et une suite de mots {w,wr,wa, ..., w} tel que lg(w) > lg(wy) > lg(wy) >
w2 lglwe) = L w = ¢o(ér(e(r(we))..)) et wi = &(.. . (¢p(wp))). Alnsi, w est bien
I’image d’une lettre par morphismes épisturmiens, et donc, w est dans une classe épichristof-
felle. Remarquons que I’utilisation du Corollaire 2.4.32 nécessite I’hypotheése que les conjugués

H A . .. . i
soient facteurs de la méme suite épisturmienne. u

Rappelons que la condition que tous les conjugués soient facteurs de la méme suite épistur-
mienne est nécessaire. Par exemple, il suffit de prendre le mot abe pour lequel tous les conjugués

sont facteurs de suites épisturmiennes, mais qui n’est pas un mot épichyistoffel.

Preuve (Preuve du Théoréme 2.4.20) Supposons que w est un mot fini tel que tous ses conju-
gués sont facteurs d’une méme suite épisturmienne s. Si s n’est pas standard, par la Définition
2.3.2, on sait qu’il existe une suite épisturmienne standard s’ telle que F'(s) = F(s"). On peut

donc considérer cette suite s’ et on conclut en utilisant le Théoréme 2.4.34. u

Théoreme 2.4.35 Soit w un mot fini primitif. Alors w est tel que tous ses conjugués sont fac-

teurs d’une méme suite épisturmienne z si et seulement si w est dans une classe épichristoffelle.
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Preuve Le sens direct découle du Théoréme 2.4.20 et la réciproque est obtenue par définition

de suites épisturmiennes et de mots épichristoffels. n

2.5 Problemes ouverts

Inspirée d’une construction décrite dans (Arnoux et Rauzy, 1991), nous avons trouvé une facon
analogue aux graphes de Cayley permettant de construire géométriquement un mot épichris-
toffel & partir des fréquences des lettres pour une sous-classe des mots épichristoffels sur un
alphabet a trois lettres. Cette construction est la version discréte de la construction suivante sur

un cercle de longueur oo + 8 + 7.
1. Diviser le cercle en trois intervalles ayant des longueurs respectives de «, 3 et .

2. Couper chacun de ces intervalles en deux parties égales, puis permuter ces deux parties
sur chacun des intervalles en préservant I’orientation. Les intervalles o, as, 81, 82,71 et

~ sont obtenus.

3. Faire une rotation d’un demi-tour.

Y2 o M Qap ﬁz

Y 72
an (431
49
2

,32 61

) B 5 M

Etape | Etape 2 Etape 3

Exemple 2.5.1 Soient les fréquences (2, 3,5). Comme 2 + 3 + 5 = 10, on prend [’intervalle
entier [1, 10], que I’on subdivise en trois sous-intervalles, de longueurs 2, 3 et 5. Pour chacun
des sous-intervalles, on le coupe en deux et on échange les deux moitiés. Si la longueur est

impaire, la valeur du milieu reste inchangée. On obtient ainsi :

12 3 4 7 8 9 10

5 6
2 1 54 3 9 10 8 6 7

Ensuite, on coupe le nouvel intervalle en deux et on échange les deux moitiés. On obtient :
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 1 5 4 3 9 10 8 6 7
9 10 8 6 7 2 1 5 4 3

En ne considérant que la premiére et la troisieme lignes, on obtient la permutation en un seul
cycle (1,9,4,6,2,10,3,8,5,7). En associant aux valeurs 1 et 2 la lettre a, aux valeurs 3,4, 5
la lettre b et aux valeurs 6 a 10 la lettre ¢, on obtient le mot acbcacbebe qui a les fréquences

désirées et qui s’obtient par morphisme épisturmien. En effet, achcachebe = 4 yibaq (b).

Le probleme est le suivant : pour quelle sous-classe des mots épichristoffels cette construction

permet-elle d’obtenir un conjugué d’un mot épichristottel ?

Nous avons effectué cette construction pour plusieurs triplets de fréquences. Pour les triplets
(1,1,2),(1,2,4),(2,4,7),(1,1,4), (1, 1,6),(1,4,6), (1,2,3), (1, 2,6), (2, 3,6), (1, 3,6),

(2,3,5),(2,5,7),(1,4,5), (1,6, 7), cette construction fonctionne tr&s bien. Par contre, pour cer-
tains autres triplets, on rencontre un proble¢me : soit le mot obtenu n’est pas dans une classe

épichristoffelle, comme ¢’est la cas pour le triplet (1,2, 7), soit Ja permutation consiste en plus

d’un cycle, comme ¢’est le cas pour les triplets (1,4, 7),(1,3,4), (3,4, 7), (1,5, 6).

7

Iiserait bien de caractériser cette sous-classe des mots épichristoffels. Peut-étre est-elle d’un in-
térét sous estimé. D’autre part, comme les mots épichristoffels sont définis sur des alphabets a 3
lettres et plus, il serait pertinent de trouver une construction analogue pour un mot épichristoffel

sur & lettres, pour k > 3.

Un autre probléme intéressant relié aux mots €pichristoffels serait de caractériser les permu-
tations obtenues par la bijection de Gessel-Reutenauer (Gessel et Reutenauer, 1993) sur les
mots épichristoffels. Rappelons que pour un mot fini w de longueur n, la bijection de Gessel-
Reutenauer associe & un mot de longueur n une permutation £ des éléments de 1 a n de la fagon

suivante ;
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ol ¢*(1) = j si le conjugué de w commengant 4 la (i 4 1)-iéme lettre est le j-ieme plus petit,

pour I <14 < n—1leto™(1) = 1. Comme un mot épichristoffel est primitif, il sera toujours

possible d’ordonner les conjugués d’un mot épichristottel.

Figure 2.3 Illustration de I’Exemple 2.5.2

Exemple 2.5.2 Soit le mot épichristoffel w = acbecacbcbe. En ordonnant les conjugués de w

selon I'ordre lexicographique, on obtient

w = acbeacbebe
yw) = acbebeache
v¥(w) = beacbcache
¥ (w) = beachcbeac
S (w) = bebeacheac
¥ (w) = cacbcacbeh
v w) = cacbebeach
v (w) = cbeacbcach
yHw) = cheacbebea
¥ (w) = cbebeachea.

La permutation obtenue est donc (1,9,4,7,2,10,5, 8, 3, 6). Cette permutation se réécrit sous la
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forme

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 10 6 7 8 1 2 3 4 5

Dans le cas de mot de Christoffel, la bijection de Gessel-Reutenauer donne la méme permutation
que celle qui engendre le graphe de Cayley. Dans le cas de mots épichristoffels, il serait intéres-
sant de trouver a quoi correspondent les permutations ainsi obtenues. Notons que la régularité
observée dans 1’exemple précédent, c’est-a-dire le fait qu’on retrouve 3 intervalles d’entiers
ayant des longueurs respectivement 2, 3 et 5, n’est pas présente pour tout mot épichristoffel,

comme l’illustre 1'exemple qui suit.

Exemple 2.5.3 Soit le mot épichristoffel w = aabacababacab. L.a permutation obtenue par la

bijection Gessel-Reutenauer est

123 4 5 6 7 8 9 10 i1 12 13
5 8 9 10 11 12 13 1 4 6 7 2 3

Remarque 2.5.4 Les mots épichristoftels ne sont généralement pas équilibrés, au sens tradi-
tionnel d’équilibre. En effet, il suffit de considérer le mot w = aabacababacab de 1'exemple

précédent et les facteurs bab et aca.

Le fait que les mots épichristoftels ne soient pas tous équilibrés est cohérent avec les résultats
du chapitre suivant. En effet, & la Section 2.5, nous verrons que les suites €pisturmiennes ne sont
pas équilibrées en général. Il pourrait donc &tre fort intéressant d’éventuellement caractériser les

mots épichristotfels équilibrés.



Chapitre 111

SUITES EPISTURMIENNES ET CONJECTURE DE FRAENKEL

.

Les suites sturmiennes sont bien connues comme étant les suites non périodiques équilibrées
sur un alphabet a deux lettres. Elles sont aussi caractérisées par leur complexité : elles ont exac-
tement (n + 1) facteurs de longueur n. Une généralisation naturelle des suites sturmiennes est
[’ensemble des suites épisturmiennes. Ces suites ne sont pas nécessairement équilibrées sur un
alphabet a k lettres, ni nécessairement apériodiques. Dans ce chapitre, nous caractérisons les
suites épisturmiennes équilibrées, périodiques ou non, et prouvons la conjecture de Fraenkel
pour la classe des suites épisturmiennes. Nous montrons que les suites épisturmiennes équili-

brées sont toutes ultimement périodiques et sont divisées en 3 classes.

Dans un premier temps, nous rappelons la définition d’une suite de Beatty. Ensuite, nous intro-
duisons la conjecture de Fraenkel telle qu’initialement introduite. en terme de suites de Beatty,
puis en terme de mots infinis. Puis, aprés avoir caractérisé les suites épisturmiennes équili-
brées, nous utilisons ce résultat afin de prouver la conjecture de Fraenkel pour les suites épis-

turmiennes.

3.1 Suites de Beatty

Comme mentionné au début du Chapitre 11, les suites de Beatty correspondent aux suites stur-
miennes étudiées du point de vue de la théorie des nombres. La forme des suites de Beatty
apparait dans la littérature pour la premiere fois dans (Beatty, 1926) et ce n’est qu’une trentaine

d’années plus tard que le nom apparait (Connell, 1959; Connell, 1960).
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Définition 3.1.1 Une suite de Beatty est une suite de la forme
Sla, 8y ={lan+ 3| :n€Z},
avec a, 8 € R.

Définition 3.1.2 Une suite de Beatty rationnelle est une suite de Beatty S(a, 3) telle que

a € Q — {0}. Onlanote S(p/q, ), avec p,qg € Z et g # 0.

Exemple 3.1.3 Pourp = 2,9 = 3 et 3 = 0, on obtient la suite de Beatty

o(30)- 2] »ee}

Le tableau suivant donne quelques unes des valeurs de la suite.

Ini

—
no
o
M
[
<D
-
0

L

g

J{fofjr]{2)2|3/4|4]5

2
Ainsi,S(;}—,O) =...,0,1,2,2,3,4,4,5,...

Proposition 3.1.4 Soit S (Qﬂ) = { {p_’n + ﬁJ n € Z}, une suite de Beatty rationnelle.
q q

1) Sip = q, alors la suite correspond exactemenr a 7.

i) Sip < q, alors la suite correspond a 7. et comporte des répétitions.

i) Sip > q, alors la suite est de la forine
j 2 ~1
{LBJ ; Ff@J , {—p—h@J {u +_.3J}+pZ.
q q q
Preuve Découle de la définition de S(a, 3). ]

Les suites de Beatty rationnelles qui nous intéressent sont celles pour lesquelles o > 1, c’est-a-

dire p > q.

Exemple 3.1.5 Pourp = 5,9 = 2 et 3 = —2, on obtient 1a suite de Beatt
y

()51 »er)

etona
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|2 —2||l0|3|5|8|10|13|15]18

5
Ainsi, S (5, —2) =....0,3,5,8,10,13,15,18,... = {0,3} +5Z.

Définition 3.1.6 Un systéme couvrant de suites de Beatty disjoinies est un ensemble de & suites
de Beatty {S (ﬁ,bi) (1= 1.,....,lc} tel que

qi

i (S (ﬁ,m)ﬂs (ﬁ,b)) —0;
1£9j§k qi qj !
Ak

if) US(&,bi> ~ 7.
=1 &

Définition 3.1.7 Un systéme couvrant éventuel de suites de Beatty disjointes est un ensemble

de k suites de Beatty {5’ (1&, bi> i=1,... ,k} tel que

7

. Pi Dj
) U, (B)ne(zs))-o
1<i<j<k ! J

k
i) {¢};5¢ C U S (&.bi) ,pourun £ € Z fixé.
D \E
Autrement dit, I’ensemble doit couvrir les entiers a partir d’une certaine valeur £.
. . 7 7 (7
Exemple 3.1.8 Soient les suites de Beatty S T 01,95 7 6)etSy T 4 ]. On trouve que
Sy = {0,1,3,5} + 7Z, Sy = {2,6} + 7Z et S3 = {4} + 7Z. L'union de ces suites forme un
systéme couvrant de suites de Beatty disjointes, puisque
D SINS,=8NS3=58Nn5=0;
i) S;USUS;=1{0,1,2,3,4,56} +7Z=72Z.

3.2 Conjecture de Fraenkel

Il est naturel de se demander quels ensembles de suites de Beatty forment un systéme qui couvre

les entiers.

D’abord, en 1926, Beatty a étudié le cas ou 3 = 0. Il énonce le résultat suivant :
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Proposition 3.2.1 (Bearty, [926) S(«y,0) et S{cg,0) forment un systéme couvrant de suites

de Beatty disjointes si et seulement si oy est irrationnel et 0‘1_1 + az_l =1

Des preuves indépendantes de ce résultat ont été données un peu plus tard dans (Bang, 1957,
Skolem, 1957), puis dans (Fraenkel, Levitt et Shimshoni, 1972). Le cas d’un ensemble de 2
suites de Beatty avec les ; rationnels et les 3 quelconques a été prouvé dans (Niven, 1963). En
1927, I’auteur de (Uspensky, 1927) montre qu’il n’existe aucun systéme couvrant éventuel de
suites de Beatty pour 3 suites de Beatty ou plus de la forme S(a;, 0). Pour ce faire, il utilise une
application du théoréme d’approximation de Kronecker. Une preuve plus simple de ce résultat

est ensuite donnée dans (Graham, 1963).

Des travaux de Skolem découle le résultat suivant.

Proposition 3.2.2 (Skolem, 1957) Si ey est irrationnel, alors S(ay, 31) et S(az, Ba) forment

1 ant & ot 0 ST S 8Ly B ooy
un systéme couvrant éventuel si et seulement si atam = 1et o T € Z.

Fraenkel a ensuite prouvé (Fraenkel, 1969) le méme résultat, mais pour ¢ rationnel. Il a ainsi
donné une condition nécessaire et suffisante pour que deux suites de Beatty forment un systéme

couvrant. Dans un autre article (Fraenkel, 1973), I’auteur énonce la conjecture suivante.

Conjecture 3.2.3 Si {S (e, 3;) :i=1,...,k} forme un svstéme couvrant éventuel, avec k >

3 et o # j pour tout i # j, alors il existe deux o rationnels.

Fraenkel a prouvé cette conjecture pour k& = 3,4 et pour quelques cas particuliers pour £ > 4.

Erdos et Graham (Erdos et Graham, 1980) attribuent la conjecture suivante a Fraenkel.
Conjecture 3.2.4 (Conjecture de Fraenkel) Siles suifes de Beatty rationnelles

{S(&, i) :izl,...,k}
qi

forment un systéme couvrant éventuel, avec k > 3etp1/qy < pa/qs < - < pi/qx, alors pour

1 <1<k,
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Entre autre, Graham (Graham, 1973) a utilisé le théoréme d’approximation de Kronecker et
tes travaux de Skolem sur les suites de Beatty afin de montrer que si tous les a d’un systéme
couvrant éventuel de plus de 2 suites de Beatty sont différents, alors tous les a: sont rationnels.
De plus, si « est rationnel, alors la suite des différences entre deux éléments consécutifs de
S(a, B) est une suite périodique. Ainsi, aucune différence n’est nécessaire entre les systémes
couvrants éventuels et les systémes couvrants lorsque I’on étudie les systémes couvrants de
suites de Beatty avec des « tous différents, comme c’est le cas pour la Conjecture 3.2.4. C’est
pourquoi qu’a partir de maintenant, nous nous intéressons a la conjecture de Fraenkel que pour

des systemes couvrants.

Depuis I’énoncé de la conjecture de Fraenkel, plusieurs autres chercheurs se sont intéressés aux
suites de Beatty. Il sufffit de penser aux travaux suivants ; (Storlarsky, 1976; Morikawa, 1982;
Morikawa, 1983; Morikawa, 1984; Morikawa, 1985a; Morikawa, 1985b; Morikawa, 1985c¢;
Morikawa, 1988; Morikawa, 1989; Simpson, 1991; Morikawa, 1992; Morikawa, 1993;
Morikawa, 1995; Tijdeman, 1996a; Tijdeman, [996b; Tijdeman, 1998; Tijdeman, 2000a;
Tijdeman, 2000b; Simpson, 2004).

Le travail (Tijdeman, 2000a) offre un excellent survol des derniers travaux sur ce sujet.

Proposition 3.2.5 Si I’ensemble des k suites de Beatty {S’ <&, [31') ci=1,... ,k} Jorme un
a;

systéme couvrant, avec k > 3, alors on peut lui associer une unique suite bi-infinie s sur

Ualphaber a k lettres A = {1,2,...,k}, a permutation des lettres et & décalage prés, de la

fagon suivante : s[i] = j,si1 € S <%,‘Bj>.

Exemple 3.2.6 Avec les suites de Beatty de I'Exemple 3.1.8, on trouve s[—2] = s[5] =
1,s[—1] = s[6] = 2.s[0] = 1,s[1] = 1,s[2] = 2,5[3] = 1.s[4] = 3,5[5] = 1,s[6] =
2,57 = s[0] =1, s[8] = s[1] = 1,... et donc,

s=---12- 112131211 - = “(1121312)* € “{1.2,3}".

Dans une suite d’entiers, un intervalle est un ensemble fini d’entiers consécutifs. Un intervalle

de n entiers est appelé un intervalle de longueur n. Une suite d’entiers S est dite équilibrée si
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le nombre de termes de S dans n’importe quels deux intervalles d’entiers de méme longueur

differe d’au plus 1.

Exemple 3.2.7 Soit la suite d’entiexs S = 1,3,4,5,7,9,11,13, 14,16, .. .. Considérons les
intervalles de longueur 3 : [3,5] et [8,10]. Dans le premier, il y a 3 entiers de S et dans le

deuxieme, il n’y en a qu’un. Ainsi, S n’est pas équilibrée.

Proposition 3.2.8 (Tijdeman, 2000a) Soit S = {|an+3|}nez, une suite de Beatty périodique,

avec o, 8 € R. S est équilibrée si et seulement s'il existe des nombres rationnels o, 3' avec

o > 1telsque S = {|&/n+ 8|} ez

Lemme 3.2.9 (Tijdeman. 2000a) Soit la suite de Beatty S(e, 3), avec « rationnel. Alors, on

peut supposer que 0 est un nombre rationnel de méme dénominateur que .

Proposition 3.2.10 Les suires de Beatty rationnelles sonr équilibrées.

Preuve Parle Lemme 3.2.9, une suite S{a, ), avec a = p/q rationnel, peut toujours s’écrire
comme

{[na + 8] }nez = {an/q + 8}nez = an/q + 7'/‘]J}716Z'

On conclut en utilisant la Proposition 3.2.8. ]

Corollaire 3.2.11 Les suites de Beatty satisfaisant a la conjecture de Fraenkel sont équilibrées.

Preuve Rappelons que la conjecture de Fraenkel suppose les suites de Beatty rationnelles.

On conclut en utilisant la Proposition 3.2.10. ]

Dans (Altman, Gaujal et Hordijk, 1998), les auteurs montrent que tout mot infini sur 3 lettres
ou plus avec des fréquences de lettres toutes différentes est périodique. Ils prouvent aussi la
conjecture de Fraenkel pour 4 suites de Beatty. Puis dans (Tijdeman, 2000a), I’auteur prouve

la conjecture pour 5 suites de Beatty.

En utilisant la Proposition 3.2.10 et la bijection décrite dans la Proposition 3.2.5, on peut réécrire

la conjecture de Fraenkel de la fagon qui suit.
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Conjecture 3.2.12 (Conjecture de Fraenkel en termes de combinatoire des mots) Toute
suite bi-infinie équilibrée sur un alphabet a k lettres, o k > 3, et ayant des fréquences de

lettres toutes différentes est de la forme “Fry, ou
Fri = Fri—1 - k- Fre_q,
avec Fry = 121,

Notation 3.2.13 Les mots Fry sont aussi connus dans la littérature sous le nom de mots de

Zimin.

Lemme 3.2.14 1g(Fry) = 28 — 1.

Preuve  Procédons par récurrence. Pour k = 2, ona Fro = 121 et donc, lg(Fro) = 22 -1 = 3.
Supposons que lg(Fry) = ok —1 pour tout & < n. Montrons que c’est alors vrai pour (n + 1).

Comme Fr,.; = Fr,nFr,,on a

lg(Frpy1) = lg(Frynfr,) = 21g(Fry) +1=2(2" — 1) + 1= 2"*! — 1.

Lemme 3.2.15 La fréquence de la letire i dans Fry, est 257% /(28 — 1).

Preuve  Montrons par récurrence que le nombre d’occurrences de la lettre ¢ dans Fry, est 2872,
Pour k = 2, 0ona |121]; = 227! = 2et|121]; = 2272 = 1. Supposons que |Frg|; = 25~ pour
tout k£ < n et montrons que ¢’est alors vrai pour (n + 1). Comme Fry,,, = Frp(n + 1)Fr,, on
a [Frpgsli = [Fra(n + 1)Frn s = 2[Frofs = 2(277%) = 2"F170 si 4 3 (n + 1), et [Froqa )y =
[Frp(n 4 1)Fr,|; = 1 = 2+ D=(+1) ¢ § = (. 4 1). On conclut en calculant la fréquence :

|Fl‘/\:|j _ ok—t
lg(Fre) — 2% —1°

Définition 3.2.16 On appelle mors de Fraenkel les mots de la forme Fii.
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Exemple 3.2.17 Ainsi, la seule suite équilibrée ayant des fréquences de lettres différentes sur
3 lettres serait

“(1213121).

Sur 4 lettres, ce serait

“(121312141213121)%.

Lemme 3.2.18 Pal(12--- k%) = (Pal(12- .- (k — 1))k)*. oa Pal est l'opérateur introduit au
Chapitre I1.

Preuve ]l suffit d’utiliser le Lemme 2.3.5 un nombre infini de fois. n

Lemme 3.2.19 Fry = Pal(12--- k) et Pal(12--- k<) = (Fry_ k).

Preuve  Pour la premiere égalité, on procede par récurrence sur k. Pour k = 3, on a Fry =
1213121 et Pal{123) = 1213121. Supposons que |’égalité soit vraie pour tout n < k et vérifions
pour (k 4 1). Comme Fry11 = Fry(k + 1)Fry, en utilisant I'hypothése de récurrence, on trouve
Frge1 = Pal(12-- - k)(k + 1)Pal(12--- k) = Pal(12-- k(k + 1)). Pour ]a deuxieme égalité,

par le Lemme 3.2.18, on a

Pal(12- k%) = (Pal(12-- - k — 1)k)* = (Fry_,k)*.

Lemme 3.2.20 (Justin, 2005) Soit w € A*, a € A. Alors Pal(wa) = ¢y,(a)Pal(w).

Proposition 3.2.21 Les mots Fry, appartiennent & des classes épichristoffelles. Plus précisé-
ment,

Fri. = 112..4(1).

Preuve Procédons par récurrence. Pour k = 3, on a Fry = 1213121 et 193(1) = 1213121

Supposons que I’énoncé est vrai pour tout k& < n. Soit Fry41 = Fry(n + 1)Fr,. En utilisant les
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Lemmes 3.2.19 et 3.2.20, on a Frpyy) = Pal(12--- (n + 1)) = ¥12..n{n + 1)Pal(1---n). Par

hypothése de récurrence, on a

1/)12...”(')’2, + l)Pal(l e 7’[) - w12---71(n + 1)'1/)12...7,(].) = 15)12...”((71 + 1)1) = ?,012...(714_1)(1).

3.3 Caractérisation des suites épisturmiennes équilibrées

Définition 3.3.1 Un mot fini w € A* est linéaire si toute lettre de 1’alphabet apparait au plus

une fois dans w.

Exemple 3.3.2 Le mot w = 123415 n’est pas linéaire puisque |w|, > 1, alors que le mot

u = 526134 I'est.

Lemme 3.3.3 Soit1 € Aetw € A*.Si 1w est un mot linéaire, alors Pal(1w1¥) = (Pal(1w))F+1,

Preuve  On procede par récurrence sur & et on utilise le Lemme 2.3.5. Pour & = 0, c’est
trivial. Pour & = 1, on a la factorisation lw = ¢ -1 - w et on trouve Pal(lwl) = Pal(lw) -
(Pal(¢))~"Pal(1w) = (Pal(1w))?. Supposons maintenant que pour tout & < n, on ait Pal(1wl*) =
(Pal(1w))5*'. Alors

Pal(1wl™!) = Pal(lwl™)(Pal(lw1” 1)~ Pal(1wl™)

= (Pal(1w))”* ((Pal(1w))™) " (Pal(1w))"**

(Pa] (1w) )7H—1 —n+n+1

= (Pal(1w))"*?.

Définition 3.3.4 Soit w € A° un mot non linéaire et écrivons w = pw’, oll p est le plus long

préfixe linéaire de w. Alors w'[0] est appelé la premiére lettre répétée.

Exemple 3.3.5 Soit v = 1432, v = 1212312 et w = 12321. Seul w est linéaire, la premiere

lettre répétée de v est 1 et celle de w est 2.
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Exemple 3.3.6 Soit Fry = 1213121. Ce mot est décrit par la suite directrice A(Fr3) = 123. On
a aussi Fry = 121312141213121 et A(Frq) = 1234. De maniére générale, on peut vérifier que
A(Fr,) =123 k.

Remarquant dans ’Exemple 3.3.6 que les mots de Fraenkel semblent tous étre déterminés par
une suite directrice, nous nous intéressons aux suites épisturmiennes équilibrées. Dans un pre-
mier temps, nous caractérisons les suites épisturmiennes standards équilibrées, puis en utilisant
cette caractérisation et la propriété que pour toute suite épisturmienne non standard, il existe
une suite épisturmienne standard ayant le méme langage, nous caractérisons de fagon générale

I’ensemble des suites épisturmiennes équilibrées.

Dans ce chapitre, afin de montrer qu’une suite n’est pas équilibrée, nous allons toujours donner
deux facteurs f et f' de méme longueur tels que ||f|f[0] - |f’|”0|| > 2 le déséquilibre sera

sur la premiere lettre de £, soit la lettre f[0].

Commengons par quelques exemples.

Exemple 3.3.7

a) Soit s une suite épisturmienne standard définie par la suite directrice A(s) = 1232 -. Alors
s = Pal(1232---) = 1213121213121 - - -

qui contient les facteurs 212 et 131. Ainsi, s n’est pas équilibrée par rapport a la lettre 2.
b) Soit ¢ une suite épisturmienne standard définie par la suite directrice A(¢t) = 12131---.
Alors
t=Pal(12131---) = 12112131211211213121121 - -

qui contient les facteurs 11211 et 21312. Ainsi, £ n’est pas équilibrée par rapport a la lettre 1,

¢) Soit u une suite épisturmienne standard définie par la suite directrice A{u) = 12341¢. Alors
u = Pal(12341%) = (121312141213121)*

qui est une suite équilibrée.
La Proposition 3.3.9 décrit le cas des suites épisturmiennes standards équilibrées ayant des

suites directrices avec comme premiere lettre 1épétée une lettre différente de la premicre lettre
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du mot. La Proposition 3.3.11 étudie celles ayant des suites directrices de la forme A(s) = 11z,

avec z € A%. Avant de présenter ces propositions, le lemme suivant est préalable.

Lemme 3.3.8 Soit A(s) = xaly la suite directrice d’une suite épisturmienne standard équili-

brée s, avec o € A, x € AT,y € AY, £ > 2 et y[0] # . Si za est linéaire, alors

Alph(z) N Alph(y) = 0.

Preuve  Supposons qu’il existe 3 € Alph(x) N Alph(y) tel que A(s) = 2’ Bx" oty By", avec
@' B’y linéaire. Posons p = Pal(z’'3z"). Ti y a 3 cas possibles.
a) Siz’ # &, alors
s =plap) - (pa)'pBpl0] - -,
qui contient les facteurs apa et pBp[0], p[0] # «, p[0] # J. Ainsi, s n’est pas équilibrée.

b) Siz' =ceta” # ¢, alors

s = (plap)’ - (pa)'p)®- -,

qui contient apa et pp[0]p[1], p[0] = 8 # ., p[1] = 2”[0]  «. Alors s n’est pas équilibrée.
c) Siz’ =eeta” = ¢, alors comme s est sur un alphabet contenant au moins 3 lettres, il existe

v € {A — {a, 3}} tel qu’a sa premiére occurrence,

s=p6(aB) BB,

qui contient afBa: et 3yS. Ainsi, s n’est pas équilibrée.

Proposition 3.3.9 Soitr A(s) la suite directrice d'une suite épisturmienne standard équilibrée
§ sur un alphabet a k lettres A = {1,2,...,k}, k > 3. Supposons que k soit la premiére lettre
répétée de s. Si k # (0|, alors la suite directrice s'écrit comme A(s) = 12---(k = 1)k¥, a

permutation de lettres prés.

Preuve  Soit A(s) = xkykz la suite directrice d’une suite épisturmienne standard équilibrée

s,avec x € AT,y € A%, z € AY et zky un mot linéaire. Posons p = Pal(z) et supposons
y PP
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y # €. Alors

s = pkpy(0]pkp - - - pkpyO]pkpkp - - -

qui contient les facteurs kpk et py[0]p[0], p[0] # ket y[0] # k (comme xky est linéaire). Alors s
n’est pas équilibrée par rapport a la lettre k. Ainsi, y = . Conséquemment, on a A(s) = zk?z.
Supposons z # k“. On réécrit A(s) = zk'z’, avec 2'[0] # ket ¢ > 2. Alors, par le Lemme

3.3.8, comme zk est linéaire, 2/[0] & Alph{x). Ainsi, zz’[0] est linéaire et donc

s = p(kp)'Z'[0]p[0] -

Donc s contient les facteurs kpk et pz/[0]p[0], avec 2’ [0] # k et p[0] = z[0] # k. L]

Lemme 3.3.10 Soir A(s) = 14w, avec € > 1 et w € A¥. Alors toute lettre o # 1 dans s est

séparée par un facteur contenant 1°.

Preuve  Considérons le préfixe 1fa de A(s) et supposons o # 1. Alors s = 1¢a1?--- La
lettre « est bien précédée et suivie de 1°. Considérons maintenant le préfixe 1¢ya de la suite
directrice, avec y € At Alors (Pal(1fy)a)(t) est préfixe de s. Mais Pal(1%y) commence et
termine par 1¢. Il s’écrit donc comme 121¢. Ainsi, (Pal(1fy)a)*) = 1¢21%1% .- Dot la

conclusion. u

Proposition 3.3.11 Soir A(s) la suite directrice d'une suite épisturmienne standard équilibrée
s sur un alphabet a k lettres A = {1,2, ...k}, k > 3.8 A(s) = 182, avec z € A%, z[0] # 1

et £ > 2, alors A(s) = 1923 - (k — 1)k¥, & permutation de lettres prés.

Preuve Soit A(s) = 1¢z, 1a suite directrice d’une suite épisturmienne standard équilibrée s,

avec z[0] # 1, ¢ > 2. Supposons |2]; > 0. Alors A(s) = 1¢2/12", avec 2/ # e et |2'|; = 0.

Comme s est sur un alphabet & au moins 3 lettres, il existe au moins une lettre « dans 2’ ou 2”
différente de z/[0] et 1. A sa premigre occurrence dans s, o est précédée et suivie par 1¢ (voir
Lemme 3.3.10). On a

s =18/[o1f - 140l Le[o] - - -
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qui contient les facteuss 2/[0]1°!12/[0] et 1 1%, Ainsi, |z|; = 0. Par ailleurs, comme I’alphabet
est fini, il existe au moins une lettre différente de 1 qui apparait au moins deux fois dans z.
Considérons , la premiére lettre répétée de z. Alors A(s) = 1fuyvyw, avec uyv linéaire.

Supposons v # ¢ et posons p = Pal(1%u). Alors
s = pypelQlpyp - pypy- -

qui contient les facteurs ypy, pv[0]p[0], v[0] # v et p[0] = 1. il en découle que v = &.
Considérons maintenant A(s) = 1%uy%w, que nous réécrivons comme A(s) = 1¢uy™w’, avec

u linéaire, m > 2 et w'[0] # . Alors

s = p(ap)"w'0]p[0] -
qui contient les facteurs ypy et pw'[0]p[0]. Ainsi, w' = +* et on conclut. n
Les Propositions 3.3.13 et 3.3.16 étudient les suites épisturmiennes standards équilibrées ayant

des suites directrices de la forme A(s) = 1ylz, avec y # ¢ et 1y linéaire. Mais avant, introdui-

sons le résultat suivant.

Lemme 3.3.12 Soir A(s) = lylz la suite directrice d’une suite épisturmienne standard équi-

librée s, avec 1y € A* un mot linéaire, y # €, z € A“. Alors, Alph(y) 0 Alph(z) = ).

Preuve  Supposons qu’il existe o € Alph(y) N Alph(z). Alors on peut écrire A(s) =
ly'ay”’12’ az”, avec y' ay” 12" un mot linéaire. Posons p = Pal(1y’). Il y a deux cas a considérer.
a) Siy’ # e, comme Pal(1y'ay”1) = (Pal(1y'ay”))?, on a

s = (pap---pap)’ - (pop - pop)ia- -

qui contient les facteurs apa et pp|0]p[1] = ply'[0]. 1 # @, ¥'[0] # .
b) Siy’ = &, alors comme s est sur un alphabet & au moins 3 lettres, il existe une lettre 5 €
{A — {1, a}} dans s telle qu’a sa premiere occurrence, elle est précédée et suivie par 1 (voir

Lemme 3.3.10). On a alors
s=(lel-lal)? - (lod---1al)’a---

qui contient les facteurs ccla et 131.
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D’ou la conclusion. [ |

Proposition 3.3.13 Soir A(s) = lylz la suite directrice d’une suite épisturmienne standard
équilibrée s sur un alphabet a au moins 3 lettres. Supposons que |1ylz|) = 2 et que y # € est
un mot linéaire. Alors A(s) =12+ (k—1)1k--- (k+£—=1)(k+ £)¥, a permutation de lettres

pres, avec k > 3.

Preuve Considérons A(s) = 1ylz avec |lylz|; = 2, y linéaire et supposons que o € A
est la premiére lettre répétée différente de 1, donc la premiere lettre répétée de yz. Alors, il y a
deux cas a considérer.

a) Als) = ly'ay”12az”, avec |y'y"12'|, = 0. Impossible par le Lemme 3.3.12.

b) A(s) = 1y 17/ az"az", avec |y 12'2"|o = |7/ az” 2’| = 0. Supposons z” # € et posons

p = Pal(1y’1z). Alors

s = papz”[Opap - - pap?”[Olpapa -

qui a les facteurs apar et pz” [0]p[0]. On conclut que 2" = e.

2 _m
/ ZZ//

La seule possibilité est donc que A(s) = 1y'12'a*2”, que nous réécrivons comme A(s) =

1y'12'c 2" avec £ > 2 et 2™[0] # a. Posons p = Pal(1y'12"). Alors,
s = plap)’2"[0]p[0] -
qui a les facteurs apa et pz""[0]p[0], avec z"[0] # a. p[0] = 1 # «. Il en découle que

2" = a¥, donc que 2" = . Finalement, A(s) = 1y'1z’a* avec 3’12’ linéaire. m

Exemple 3.3.14 Soit s une suite épisturmienne standard ayant comme suite directrice A(s) =
12321 ---. Alors,
s =12131212131211213121213121 - - -

qui contient les facteurs 212 et 131. Ainsi, s n’est pas équilibrée par rapport a la lettre 2.
Exemple 3.3.15 Soit ¢ une suite épisturmienne standard ayant comme suite directrice A(t) =

12312 --. Alors,
t=12131211213121213121 - --



60

qui contient les facteurs 212 et 131. Ainsi, ¢ n’est pas équilibrée par rapport 2 la lettre 2.

Proposition 3.3.16 Soit A(s) = 1ylz la suite directrice d’une suite épisturmienne standard
équilibrée s sur un alphabet a k lettres, k > 3. telle que Ly est linéaire, y # € et z € A¥.
i) Siz[0] # 1, alors |z|| = 0 et donc. A(s) est de la forme donnée dans la Proposition 3.3.13.

i) Siz[0] =1 alors z = 1% et donc, A(s) = 123 - k(1)*.

Preuve  Supposons qu’il y ait une troisiéme occurrence de 1 dans la suite directrice : [z|; > 1.
Alors A(s) = 1ylz'12", avec |2'|; = 0. Supposons que 2" # €. Posons p = Pal(1ly). Comme
Pal(1y1) = (Pal(1y))? = p*,ona

s = p2/[0]p? - p* [O]p°1- -

qui contient les facteurs 1p1 (dans p21) et 17 p2/[0]p[0]p[1], oit 2'[0] # p[0] = 1 et 2/[0] #
p[l] = y[0] (assuré par le Lemme 3.3.12). Alors, 2’ = ¢ et A(s) = 1yllz”. Réécrivons
A(s) = 191" avec £ > 2 et 2”'[0] # 1. Comme Pal(1y1%) = (Pal(1y))’*! si 1y est linéaire,
ona

5= PO 0] -

qui contient les facteurs 1p1 (dans p3) et 17 1p2""[0]1y[0], avec y[0] # 1. On aurait donc que s

n’est pas équilibrée. On conclut que z = 1¥. Donc A(s) = 1y1¥, avec w linéaire. (]

On a maintenant considéré toutes les possibilités de suites directrices pour une suite épistur-
mienne standard équilibrée. En effet, la Proposition 3.3.9 décrit les suites directrices ayant
comme premiére lettre répétée une lettre différente de la premiére. La Proposition 3.3.11 donne
la forme d’une suite directrice débutant par un bloc de lettres. Finalement, les Propositions
3.3.13 et 3.3.16 décrivent les suites directrices de la forme 1ylz ayant ou pas d’autres occur-

rences de la lettre 1.
Le Théoréme 3.3.17 résume ces résultats.
Théoreme 3.3.17 Toute suite épisturmienne standard équilibrée s sur un alphabet a trois lettres

et plus a une suite directrice, a permutation de lettres pres, dans 'une ou "autre des trois fa-

milles de suites suivantes :
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i) A(s) = ( z) (L)Y =123 - k(1)¥,

avec k > 3.

Preuve La Proposition 3.3.9 implique a) pour n = 1, la Proposition 3.3.1[ implique a) pour

n > 2, alors que b) (resp. ¢)) découle de la Proposition 3.3.13 (resp. Proposition 3.3.16). [ |

Nous devons maintenant vérifier que ces suites directrices décrivent bien des suites épistur-
miennes qui sont équilibrées. Pour ce faire, certains résultats de (Hubert, 2000) concernant les

suites équilibrées sont nécessaires.

3.4 Quelques notions de suites équilibrées

Définition 3.4.1 (Hubert, 2000) Soit s une suite sur un alphabet fini A. On dit que s est forte-
ment équilibrée si pour tout nombre entier 72, pour tout couple f et f/ de F,{s) U Fp_(s) et

pour toute lettre @ de 1’alphabet A, on a

[fla = 1flu] < 1.

Lemme 3.4.2 Toute suite fortement équilibrée est aussi équilibrée.

Preuve Il suffit de remarquer que Fy,(s) C (Fn(s) U Frm1(s)). n

Exemple 3.4.3 La suite s = 1211212112112121121- - est équilibrée, mais n’est pas forte-
ment équilibrée. En effet, pour les facteurs f = 11211, f' = 2121 € F5{(s) U F4(s), on trouve
que

=1 | =14-2/=2>1



62

Proposition 3.4.4 ((Hubert, 2000), Proposition 2.2) Soient A un alphabet fini, v une suite
sturmienne sur l'alphabet {a,b} et {A1, As} une partition de A. Soit la suite u obtenue en
remplagant les a du mot v par les lettres successives d’une suite fortement équilibrée z € AY et
les lettres b du mot v par les lettres successives d'une suite forrement équilibrée 2’ € AY. Alors

w est une suite équilibrée sur "alphaber A.

Les Exemples 3.4.9 et 3.4.10 illustrent la Proposition 3.4.4.

Définition 3.4.5 (Hubert, 2000) Soit m une suite sur un alphabet fini A. On dit que m est
une suite a lacunes constantes $i, pour toute lettre & € A, les lacunes entre deux apparitions

consécutives de o ont une longueur constante.

Exemple 3.4.6 La suite (23242325) est a lacunes constantes. En effet, la lacune entre deux
occurrences de 2 est 2, celle entre deux occurrences de 3 est 4 et celle entre deux occurrences

de 4 ou de 5 est 8.

Proposition 3.4.7 ((Hubert, 2000), Proposition 3.1) Soit z une suite sur un alphabet fini A.
Alors z est fortement équilibrée si et seulement si z est a lacunes constantes. En particulier, une

suite fortement équilibrée est périodique.

Exemple 3.4.8 Comme la suite (23242325)« de 'Exemple 3.4.6 est a lacune constante, clle

est aussi fortement équilibrée.

Exemple 3.4.9 Soit A = {1,2,3,4} et {A;, A5} une partition de A : A, = {1,2} et Ay =
{3,4}. Soit la suite sturmienne s = abaababaabacbabaaba - - - et soient les suites fortement
équilibrée (12)* et (34)“. En remplagant dans s les a par les lettres de la suite (12)* et les b par

les lettres de la suite (34)“, par la Proposition 3.4.4, on obtient la suite équilibrée
1321423124123141231 - - -

Exemple 3.4.10 Considérons la suite sturmienne périodique (a"6)}*. En utilisant la Proposition

3.4.4, on sait que si I’on remplace la suite aaa - - - par 1+, une suite fortement équilibrée, et si
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I’on remplace la suite bbb - - - par (23242325)¥, aussi fortement équilibrée, alors on obtient la
suite

(1"21731721741%21731" 215

qui est une suite équilibrée sur I’alphabet {1,2,3,4,5}.
Proposition 3.4.11 Les suites de la forme Pal(123 - - - k¥) sont & lacunes constantes.

Preuve D’abord, par le Lemme 3.2.19, on sait que
Pal(123--- &%) = (Pal(123 .- (k — 1)}k)“.

Procédons par récurrence pour montrer que (Pal(123--- (k — 1))k)* est & lacune constante.
Pour k = 4, on a (Pal(123)4)¥ = (12131214)“ qui est bien & lacune constante. Supposons

donc que cette suite soit & lacune constante pour tout n < k. Pour (k + 1), ona
(Pal(12--- k)(k + 1)) = (Pal(12- - (k — 1)kPal(12--- (k — 1)} (k + 1)} .

Par ’hypothése de récurrence. on sait que les lacunes sont constantes pour les lettres < (k — 1)

et comme k et (k + 1) n’apparaissent qu’une seule fois chacune dans la période, on conclut. =

3.5 Retour a la caractérisation

Proposition 3.5.1 Les suites directrices données au Théoréme 3.3.17 sont les suites directrices

de suites épisturmiennes standards qui sont équilibrées.

Preuve Considérons chacun des 3 types de suites directrices du Théoréme 3.3.17.
i) En construisant la suite épisturmienne standard correspondante a la suite directrice 1) du

Théoreme 3.3.17, on obtient une suite qui $’écrit comme

s = (17217317217417217317217 -+ - 17217 (k — 1)1721™ - - 1217317217417 217317217 k)~

Considérons maintenant la suite obtenue en faisant la projection Iy par rapport a la lettre 1.
On obtient alors la suite sturmienne IT) (s) = (1™x)“. En remplacant la lettre 2 par la suite
fortement équilibrée Pal(23--- £k¥) = (2324232 - - - 232k)* (voir Proposition 3.4.11), par la

Proposition 3.4.4, on conclut que la suite s est équilibrée .
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ii) La suite définie par A(s) = 12--- (kK — 1)1k --- (k + £ — 1)(k + £)* est donnée par

5= <u2ﬁu2(k' + Dwlku® - ke (k + 00— Dulku® - (k 4+ Dulka®(k + E))w,

olt u = Pal(12--- (£ — 1)). Comme u = Fry_1, s s’écrit comme (Fry_1Fr;_1A)*, ol A est

périodiquement remplacé par les lettres de la suite
(Pal(k(k + 1) (k+ = 1)(k+ ).

Considérons maintenant la suite sturmienne (2" =16}, qui consiste en la suite épistur-
mienne s pour laquelle on a remplacé les lettres 1 4 & — 1 par a et les lettres k a4 k + £ par
b. En effet, par le Lemme 3.2.14, on sait que lg(Fri_;) = 2F~7 — 1. Remplagons les b par
la suite périodique a lacune constante (voir Proposition 3.4.11), donc fortement équilibrée,
Pal(k(k+1)--- (k+ £ —1)(k + £)*). La suite ainsi obtenue est équilibrée (voir Proposition
3.4.4). Ainsi, s est équilibrée par rapport aux lettres k & k + £. Afin de montrer que s est équi-
librée, il suftit de montrer que s est équilibrée par rapport a la lettre ¢, pour 1 < o« < (k—1).
Considérons " = (Fry_ 1 Fry_ 6) = Frp_ (Frg_ bFri_ )%, avec b ¢ {1,2,...,k — 1} fixé.
On a alors que s” est de la forme Fr_ Fr{. On sait que la suite Fry/ est une suite périodique
équilibrée. De plus, comme Fr{ = (Fry_ikFri_,)* = Fry_kFri_ Fr¥, le préfixe Fry_; de
s’ ne peut faire en sorte que s’ ne soit pas équilibrée, sinon il en serait de méme pour Fry.
Ainsi, puisque s’ est équilibiée, s est équilibrée par rapport aux lettres 1,2, ....(k—1) eton
conclut que s est une suite épisturmienne équilibrée.

iii) Les suites décrites par les suites directrices données en c) sont de la forme Fr{ et sont

connues pour étre équilibrées.

Théoréme 3.5.2 Une suite épisturmienne standard s sur un alphabet a 1rois leitres et plus est
équilibrée si et seulement si sa suite directrice (G permutation de lettres prés) est dans ['une ou

Uautre des trois familles de suites suivantes :
ke—1

) A(s) =17 (H z) (k) =1"23--- (k= 1)(k)¥, avecn > 1;

i=2

k=1 k€1
i) A(s) = ( z> 1 ( H z) (k+6¥ =12 - (k—11k---(k+ £~ 1)(k+ 0% avecl > 1,

=k
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k
i) Afs) = { []¢] (1)~ =123+ k(1)~,
=1
avec k > 3. '
Preuve Découle du Théoreme 3.3.17 et de la Proposition 3.5.1. m

Rappelons le résultat suivant.

Théoréme 3.5.3 ((Droubay, Justin et Piritlo, 2001), Théoreme 3) Une suite épisturmienne
standard s est ultimement périodique si et seulement si sa suite directrice A(s) est de la forme

wo, w € A", o € A.

Corollaire 3.5.4 Une suite épisturmienne standard ne peut pas étre a la fois périodique et A-

stricte.

Preuve Découle du Théoreme 3.5.3 et de la définition d’une suite A-stricte. ]

Corollaire 3.5.5 Toute suite épisturmienne standard équilibrée sur un alphabet a trois lettres

ou plus est ultimement périodique.

Preuve Découle directement du Théoréme 3.5.2 et du Théoreme 3.5.3. n

Corollaire 3.5.6 Aucune suite de Arnoux-Rauzy (suites épisturmiennes A-strictes) n’est équi-

librée.

Preuve Découle des Théorémes 3.5.2 et 3.5.3 et du Corollaire 3.5.4 : une suite épisturmienne

A-stricte ne peut étre ultimement périodique. n

Remarque 3.5.7 Une suite s € A¥ est ¢c-équilibrée si pour tous facteurs u, v de s de méme
longueur,

[lula = Jvla] < ¢
pour tout a € A. Dans (Cassaigne, Ferenczi et Zamboni, 2000), les auteurs ont prouvé qu’il est

possible de construire une suite d’ Amoux-Rauzy qui n’est pas c-équilibrée pour tout ¢ € N.
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Corollaire 3.5.8 Toufe suite épisturmienne standard équilibrée s sur un alphabet ¢ 3 letires et
plus appartient & I'une ou 'autre des familles suivantes, & permutation de lettres preés :
i) s = (p(k —1)pk)¥. avec p =Pal(1"2 - (k- 2));

ii) s = ((Fre—1)%t)”, ot t est successivement remplacé par les lettres de la suite
Pal(k(k + 1) - (k+£—1)(k+ O]

i) s = [Pal(123 - k)]* = (Fry)*.

Preuve  On obtient ce résultat directement en calculant Pal(A(s)) en prenant les suites direc-

trices du Théoréme 3.5.2. (]

3.6 Retour a la conjecture de Fraenkel

Proposition 3.6.1 Toute suite épisturmienne standard équilibrée s sur un alphabet & 3 lettres
et plus et ayant des fréquences de lettres différentes pour ioutes les lettres peut étre écrite,

permutation de lettres prés, sous la forme

s = [Pal(123--- k)]“.

Preuve Dans le Corollaire 3.5.8 i), les lettres & et (k — 1) apparaissent une fois par période.
Ainsi, les fréquences de k et (k£ — 1) dans s sont les mémes. Dans ii), on a § = (Fry_1Fry_1£)¥,
avec t périodiquement remplacée par [Pal(k(k+ 1)+ (k+¢—1))(k +£)]*. Comme les lettres
(k+ £) et (k+ ¢ — 1) n’apparaissent qu’une seule fois chacune dans Pal(k(k + 1)--- (k +
£ — 1))(k + 9), la fréquence de ces deux lettres est la méme dans une période. Dans iii), la
période de s est Ig(Pal(123...k)) = 2% — 1 (voir Lemme 3.2.14) et la fréquence de la lettre
iest 2878 /(28 — 1) (voir Lemme 3.2.15). Ainsi, les fréquences de deux lettres différentes sont

différentes. ]

Comme pour toute suite épisturmienne ¢, il existe une suite épisturmienne standard s ayant le
méme langage, le résultat de la Proposition 3.6.1 peut se généraliser a n’importe quelle suite
épisturmienne équilibrée. On obtient alors le résultat général suivant, qui est une preuve de la

conjecture de Fraenkel réduite a la classe des suites épisturmiennes.
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Théordme 3.6.2 Soit s une suite épisturmienne équilibrée sur un alphabet fini A = {1,2,... k},
avec k > 3 et fi(s) # f;(s) pour tout i # j : toutes les lettres ont des fréquences différentes.

Alors, & permutation de lettres prés et & décalage prés, s = [Pal(123-- - k)]*.

Exemple 3.6.3 Pour respectivement & = 3,4, 5, on obtient

®
Il

(1213121)¢,
t = (121312141213121)“,

w = (1213121412131215121312141213121)~.
De plus, les suites

s = 3121(1213121)¥,

¢ = 213121(121312141213121),

' 121412131215121312141213121(1213121412131215121312141213121)¢

sont aussi des suites épisturmiennes (non standards) équilibrées avec des fréquences de lettres

différentes.

La conjecture de Fraenkel considere les suites bi-infinies. Etant donné que les suites satisfaisant
la conjecture de Fraenkel sont toutes périodiques, il suftit de considérer les suites infinies et non

pas bi-infinies.

Dans ce chapitre, nous avons réussi & caractériser les suites épisturmiennes équilibrées. 1l serait
intéressant de généraliser ce résultat en considérant la notion générale d’équilibre énoncée i la
Remarque 3.5.7. Par ailleurs, remarquons que notre résultat fournit un nouvel angle d’attaque
pour la conjecture de Fraenkel : il suffit de prouver que toute suite satisfaisant a la conjecture

de Fraenkel est une suite épisturmienne.



Chapitre IV

SUPERPOSITION DE 2 MOTS DE CHRISTOFFEL

Rappelons que la conjecture de Fraenkel a d’abord été€ étudiée du point de vue de la théorie des
nombres, en termes des suites de Beatty. Un cas particulier de la conjecture est de savoir sous
quelles conditions deux suites de Beatty sont disjointes. Dans les années 1980-1990, les suites
de Beatty ont fait {’objet d’une dizaine d’articles de Morikawa, entre autres (Morikawa, 1985a).
Dans ce dernier article, I’auteur prouve le théoréme suivant, qui fournit une condition nécessaire

et suffisante pour que deux suites de Beatty soient disjointes.

Théoréme. (Morikawa, 1985a) Soient p1,p2, ¢1, g des entiers et posons p = pged(p1, p2),
g = pged(q1,q2), uy = qi/q, us = go/q. 1l existe By et 3o tels que les suites de Beatty
Si = {lpin/a1 + 81) i n € Z} er Sy = {|pan/ar + 32| : n € Z} sont disjointes si et

seulement s’il existe des entiers positifs x et y tels que

Tuy + yup = p — 2ugue(g — 1).

Exemple 4.0.4 Soient p; = p, = 10,1 =3et g =4 Alorsp =10,¢ =1, u; = 3, up = 4.
Il existe B et By tels que S) = {|10n/3 + 51| : n € Z} et So = {(10n/4 + 52| :n € Z}
sont disjointes si et seulement s’ils existent x,y > 0 tels que 3z + 4y = 10. 11 suffit de prendre
z = 2ety = 1etonal’égalité. En effet, avec §1 = 0 et G = 3, on a les suites de Beatty

disjointes S1 = {1,4,7} + 10Z et S = {0, 3, 5,8} + 10Z.

20 ans plus tard, dans (Simpson, 2004), I'auteur donne une preuve différente de ce résultat

et prouve de nouveaux résultats intermédiaires. Cet article s’avere contenir des propriétés in-
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téressantes concernant les mots de Christoffel. En effet, en traduisant les résultats de Simpson
en terme de mots de Christoffel, certaines caractéristiques de ces mots apparaissent naturel-
lement. Dans ce chapitre, nous introduisons d’abord quelques définitions et résultats prélimi-
naires. Aprés avoir traduit les principaux résultats de Simpson, nous allons plus loin en donnant
le nombre de superpositions de deux mots de Christoffel superposables. Nous donnons aussi
quelques détails passés sous silence dans certaines preuves de Simpson. Entre autres, la preuve
du Théoreme 4.5.1 présentée ici est la méme que celle donnée dans (Simpson, 2004), mais pour
laquelle plusieurs détails ont €té précisés. Nous terminons le chapitre en parlant d’un probléme
relié au probléme de la monnaie, dans lequel les mots de Christoffel apparaissent géométrique-

ment.

La motivation principale de ce chapitre est de caractériser un cas particulier de la conjecture
de Fraenkel. En effet, la conjecture en terme de mots énonce que pour un alphabet a k lettres,
k > 3, il existe une unique suite équilibrée et ayant des fréquences de lettres toutes différentes,
a permutation des lettres et & conjugaison prés. Dans ce chapitre, nous montrons comment une
suite satisfaisant les hypothéses de la conjecture de Fraenkel peut étre obtenue par superposition
de k puissances de mots de Christoffel. L’idée de ce chapitre est d’étudier un cas particulier : la

superposition de deux mots (ou puissances) de mot de Christoffel.
Définition 4.0.5 Un mot w € A* est circulairement équilibré sile mot w? = ww est équilibré.

Exemple 4.0.6 Le mot u = 112121 est équilibré, mais n’est pas circulairement équilibré. En

effet, 111,212 € F(uu), mais ||111]; — [212[;] > 1.

Exemple 4.0.7 On peut facilement vérifier que le mot 112112 est équilibré et donc que v = 112

est circulairement équilibré.

Lemme 4.0.8 Si w € A* est circulairement équilibré, alors pour tout a € A, la projection

11, (w) est aussi circulairement équilibrée.

Preuve Comme w est circulairement équilibré, pour tous facteurs u, v de w? tels que 1g(u) =

lg{v) et pour toute lettre & € A, on a ||ula - |v|a| < 1. Par ailleurs, on a [IT,(u)], = |ulq et
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I (v)]e = |vl|a. Alnsi, pour tout facteur IT,(u) et IT,(v) de méme longueur de IT,(w?), on a
||Ha(u)|a - |Ha(v)|a| = ]|u|a -~ |v|a| < 1. Comme Il,(w) € {a,«x}*, par complémentarité, on

a aussi que ||Ha(u)\$ — [ (v)le| < 1. Donc Iy (w) est circulairement équilibré. [

Définition 4.0.9 Soient u € “{a,z}¥ et v € “{b,x}*, deux mots bi-infinis. Soient A I’en-
semble des positions des a dans w et B I'ensemble des positions des b dans v. On dit que u et
v sont superposables si AN B = (. Autrement dit, les ensembles A et B forment une partition

des entiers.

Exemple 4.0.10 Soient w = “(cazazz)? etv = “(xzbrzx)¥. Alors A = {0, 1,3} + 6Z et

B = {2} + 6Z. Donc u et v sont superposables.

Définition 4.0.11 Soient u, v des mots finis. Soit A I’ensemble des positions des a dans u €
{a,z}* et soit B I’ensemble des positions des b dans v € {b, z}*. Supposons que lg{u) = n et
lg(v) = m. On dit que u et v sont superposables si et seulement s’il existe & € Z tel que “u
et o%(“v*) (o est la fonction de décalage introduite dans la Section 0.3) soient superposables,
¢’est-a-dire si

(A+nZ)N (B —k+mZ)=19.

Sik = 0, on dit alors que les mots u et v se superposent exactement.

Remarque 4.0.12 Dans la Définition 4.0.11, la condition & € Z peut étre remplacée par k €
[0, min{m, n} — 1]. En effet, on peut facilement vésifier que s’il existe un décalage & hors de
cet intervalle permettant la superposition, alors il existe k' € [0, min{m,n} — 1] pour lequel il

en est de méme.

Exemple 4.0.13 Soient les mots v = axzzaz et v = zbz. Considérons “u* = “(azzzaz)”
et (“v¥) = “(xzb)*. Les positions des a dans “u* sont données par I’ensemble {0,4}+6Z
et les positions des b dans ¢~!(“v*) sont données par I’ensemble {2} + 3Z = {2,5} + 6Z.
Comme ces deux ensembles sont disjoints, u et v sont superposables et le décalage nécessaire

estk = —1.
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Exemple 4.0.14 Soient les mots © = azaz et v = bxb. Ces deux mots ne sont pas superpo-
sables. En effet, les positions des a dans “u“ sont données par I’ensemble A = {0,2} + 4Z
et les positions des b dans “v* sont données par ’ensemble B = {0,2} + 3Z. Comme A =
{0,2} +4Z = {0,2,4,6,8,10} + 12Z et que B = {0,2} +3Z = {0,2,3,5,6,8,9,11} + 127,
on conclut par inspection qu’il n’existe aucun & tel que AN (B —~ k) = 0. Donc u et v ne sont

pas superposables.

Lemme 4.0.15 Soient w,v, A et B tels que décrits dans la Définition 4.0.11. Les mots u €

{a,z}* erv € {b, x}* sont superposables et sont tels que
(A+nZ)N(B—-k+mZ)=10

si et seulement si w et v*(v) se superposent exactement.

Preuve Rappelons que A est I’ensemble des positions des a dans u et que B est ’ensemble
des positions des b dans v. Par définition, les mots et v sont superposables si et seulement s’il
existe k € Z tel que (A+nZ)N(B—k+mZ) = {). Cette condition est satisfaite si et seulement
si les positions des a dans “u* et des b dans o*(“2*) forment des ensembles disjoints. II suffit
donc de montrer que les positions des b dans “(*(v))* sont les mémes que dans o¥(“v*).
Ces deux mots ont la période m et donc, les positions des b seront les méme si et seulement si
()W = oF (@) = F¥(v) = o*(“v*)[0,m — 1]. Par la définition du conjugueur ,

cette derniére condition est satisfaite. ]

Corollaire 4.0.16 Un mot fini w € {1,2,...,k}" circulairement équilibré et ayant des fré-
quences de lettres toutes différentes peut étre obtenu par la superposition de k mots circulai-
rement équilibrés w) € {1z} wy € {2,2}", ..., wy € {k,x}™ rels que |wil; # |w;|; pour

tout 1 # 3.
Preuve Découle directement du Lemme 4.0.8. 1l suffit d’appliquer la projection II,(w) pour
toute lettre @ € A.

Le Corollaire 4.0.16 motive I’étude de ce chapitre : tout mot satisfaisant aux conditions de la

conjecture de Fraenkel peut étre obtenu par la superposition de mots circulairement équilibrés,
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autrement dit, par la superposition de conjugués de puissances de mots de Christoffel. Un mot
satisfaisant aux conditions de la conjecture de Fraenkel pour un alphabet a k lettres est donc

obtenu par la superposition de & mots circulairement équilibrés.

Exemple 4.0.17  a) Le mot 1213121 satisfait les conditions du Corollaire 4.0.16. 1l peut étre
obtenu en superposant le mots circulairement équilibrés 1xlazlexl, x2cxz2z et zxadzae.

b) Lemot312112131214121 est le résultat de la superposition des mots 3zxrrrrdzrrrrre,
zlzllzlxlelelal, za2ee2eer2ezely et zxrxrrreccccdere, qui sont tous circulai-

rement équilibrés et qui ont respectivement les fréquences de lettres 2/15, 8/15, 4/15 et

1/15.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons d”abord a la superposition de deux mots circulairement
équilibrés. Nous ne considérons que des mots primitifs et nous donnons une condition néces-
saire et suffisante pour que deux mots primitifs «, v soient tels que w* et v se superposent. De
plus, puisqu’un mot de Christoffel est un mot circulairement équilibré, primitif et minimal selon
I'ordre lexicographique dans sa classe de conjugaison, si w est primitif et circulairement équili-
bré, il existe un conjugué de u qui soit un mot de Christoffel. Ainsi, nous considérons les mots
de Christoffel correspondant wy et wy et nous donnons un critére pour que w{ et ws se super-
posent, a conjugaison prés de wy. Pour ce faire, nous utilisons les résultats de (Simpson, 2004)

qui sont une extension du travail de (Morikawa, 1985a).

4.1 Quelques résultats de base

Le Lemme 4.1.1 est une traduction du Théor¢me 3 de (Simpson, 2004) en terme de mots de
Christoffel. Ce résultat apparait aussi dans (Berthé, de Luca et Reutenauer, 2007) sous une

forme équivalente, mais en utilisant la dualité¢ des mots de Christoffel.

Lemme 4.1.1 (Simpson, 2004; Berthé, de Luca et Reutenauer, 2007) Soit le mot de Christoffel
Cln, ) € {a < x}* et soit @ tel que o = ~1 mod n. Alors les positions modulo n des a

dans C(n, &) sont données par l'ensemble {0, %, 2z, ..., (a — 1)&}.
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Preuve Posonsi = ja mod neta+ 8 =n. Comme o | n, alors son opposé inverse & est

aussi tel que @ L n. Donc @ est un générateur du groupe cyclique Z/nZ et alors
{7a}ogicn = {i}o<icn
Soiti € [0,n — 1]. Nous pouvons donc écrire i = ja, avec j € [0,n — 1]. Ainsi,
if =jaB = ja(n—a)=—jea =35 modn.

Par la Définition 2.2.3 d’un mot de Christoffel, C'(n,)[i] = a si et seulement si (¢ + 1)3
mod n > i3 mod n. Mais cette condition est satisfaite si et seulement si 73 mod n € [0, a -

1]. Ainsi, 23 mod n € [0, — 1] si et seulement si j € [0, — 1], ce qui prouve le lemme. =

Corollaire 4.1.2 Soir C(ng, aq) = (C(n,a)) avec n L ¢, satisfaisant aux mémes hypothéses
que dans le Lemme 4.1.1. Alors les positions modulo nq des a dans C'(ng, aq) sont données

par
g—1

J{0.@.23,... (c - 1)@} +in.
=0

Preuve Découle directement du Lemme 4.1.1. u

4.2 Premiers résultats concernant la superposition de deux mots de Christoffel

Théoréme 4.2.1 (Th. du reste chinois de (Simpson, 2004)) Soient C(n.1) € {a < z}* et
C(m,1) € {b < z}*, deux mors de Christoffel. Alors C(n, 1) er C(m, 1) se superposent si et

seulement sin Y m.

Preuve Par la Définition 4.0.11, les mots C'(n, 1) et C(m, 1) sont superposables si et seule-
ment si les mots (C(n, 1)) = C(nm,m) et (C(m,1))" = C(nm,n) le sont. Les positions
des a dans C(nm,m) sont A = {0,n,2n,...,(m — 1) n} et celles des b dans C'(nm, n) sont
B={0,m,2m,...,(n—1)m}.

(=) Supposons que n L m et que les mots C(nm, m) et C'(nm,n) se superposent avec un
décalage k. Ainsi, les positions des b dans C'(nm, n) suite au décalage % sont données par |’en-

semble B = {—k,m —k,...,(n — 1)m — k}. Comme n L m, par le Théoréme de Bezout,



74

ilexiste 0 < ¢ < ntel que fm —k =0 mod n. Il y a donc conflit & la £-i2me position de b,
puisqu’a cette position, il y a un a dans C'(nim, m) : contradiction.

(<=) Supposons maintenant que pged (n,m) = d > 1. Ecrivons n = dp et m = dg. Pour tout
0<i<m,in+1=1dp+1#0 mod dg. Donc C(n,1) et C(m,1) sont superposables et

un des décalages possibles est & = 1. ]

Lemme 4.2.2 Soit C(n,a) € {a < }*. Pour toute position i d’un a dans C(n. o), il existe
j € Ntel que

ia < jn < (i+ 1a.

Preuve Par le Lemme 2.2.8, on sait que C(n,a) = C(n,n — a) € {z < a}*. En utilisant
la généralisation de la Définition 2.2.3 aux puissances de mots de Christoffel en remplagant
respectivement a, x, « et 3 par x,a, n — a et @, on trouve que CN’(n «)[¢] = asi et seulement si
(i4+1)oe mod n < i mod n. Donc i est la position d’une lettre a si et seulement si (4 + 1)
mod n < ia mod n. Mais (1 + 1)a modn < ia mod n si et seulement s'il existe un
multiple de 7 entre ic et (7 + 1)a inclusivement. On conclut en remarquant que cette condition

est satisfaite si et seulement si i < jn < (i + 1) n

Lemme 4.2.3 Soient C(n, o) € {a <a}* et C(n,8) € {b < x}*, des mots ou des puissances

de mots de Christoffel de méme longueur. Si o|f3, alors 'ensemble des positions des a dans

C(n, ) est un sous-ensemble de ['ensemble des positions des b dans C(n, 3).

Preuve Raisonnons sur les mots miroirs. Comme «|3, on écrit 3 = ga, ¢ € N. Soit ¢ la

position d’un a dans C(n, ). Alors par le Lemme 4.2.2, il existe j € N tel que i < jn <

- o 8 o
(i + D). En multipliant chacun des membres de ’inéquation par — = @ _ ¢ € N, on trouve
o o

i(ga) < (jg)n < (i + 1)(qa)

8 < (jgn < (i +1)8,

avec jg € N. Donc 4 est aussi la position d’un b dans C'(n, 3). n
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Théoréme 4.2.4 (Th. 2 de (Simpson, 2004)) Soient deux mots de Christoffel C'(n, o) € {a <
z}*, C(m,B) € {b < z}* et posons p = pged(m,n). Alors C(n,a) et ¥*C(m, B) som

superposables exactement si et seulement si C(p, ) et YC(p, B) le sont aussi.

Preuve (<=) Soit A (resp. A’), 'ensemble des positions des a dans C(p, o) (resp. dans
C(n,a)) et B (resp. B'), 'ensemble des positions des b dans v*C(p, 3) (resp. dans v*C(m, 8)).

Supposons que C(p, &) et C(p, §) sont superposables avec un décalage k. On a donc que
A+pZNB—k+pZ =0

Comme pged(m,n) = p, posons n = pi. Alors C(n,a) = C(pi,a). D'autre part, on a
(C(p, )t = C(pi,ai). Comme C(pi,a) et C(pi,as) ont la méme longueur et que oo,
le Lemme 4.2.3 s’applique et on conclut que I’ensemble des positions des a dans C'(pi, o) est
inclus dans I’ensemble des positions des a dans C(pi,ai) = (C(p.a))t. Cela implique que
I’ensemble des positions des a dans “C(pi, ) est inclus dans I’ensemble des positions des
a dans “(C(p, a))*¥. Autrement dit, A’ + nZ C A + pZ. De fagon semblable, on montre que
B'+mZ C B4+pZ. Comme A+pZNB—k+pZ = 0, il en découle que A'+pZNB’'—k-+pZ = 0,

donc que C(n, o) et ¥*C(m, 3) sont superposables.

(=) (Par I’absurde) Supposons que C(n, ) et v*C(m, 8) sont superposables. Comme p =
pged(m,n), posons n = pietm = pj,avec i L j. Comme o« L n (resp. 3 L m),onac L3
(resp. B L j). Supposons que C(p, a) et v*C(p, 8) ne se superposent pas. Il existe donc 7, £
tels que la r-igme occurrence de a dans C(p, &) apparaisse a la méme position que la £-ieme

occurrence de b dans v*C(p, B8). En terme de suites de Beatty (voir Chapitre I11), cela se traduit

par

Cela implique que pour s € N,

2erssa)| = |Biersn)] -k @1
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1l reste & montrer qu’il existe un s’ tel que
il(r + s'a) et j|(£+5'B). (4.2)

En effet, on aurait alors que les positions données en (4.1) du membre de gauche et du membre
de droite sont respectivement des positions des mots C(pi,a) = C(n,a) et v¥*C(pj,8) =
¥ C(m, 3). Dol une contradiction, comme nous avions supposé C'(n, @) et ¥¥C(m, 8) super-

posables.

Comme i L j, G = Z/iZ x Z/7Z est un groupe cyclique. Ce groupe est engendré par (a, 3).

En effet, st s(«,3) = O dans G, alors s« =0 mod iet s3 =0 mod 7, et donc i|s et j

s, et
donc, ij|s. Donc 'ordre de («, 8) est i5. Ainsi, V(n|,ny) € G, 3t tel que (n1,n2) = t(a, 8).
Autrement dit, pour tout n),ny € Z, 3t € Z tel que ny; = ta mod 1 et ny = tF mod j. En

prenant ny = r,ny = £ett = —s', on conclut. )

Corollaire 4.2.5 Si les mots de Christoffel C(n, &) et C'(m, 38) se superposent, alors m [ n et

a+ 8 <p, o p = pged(m, n).

Preuve Posons p = pged(m. n). Par le Théoreme 4.2.4. on sait que C(n, ) et C'(m, 5) sont
superposables si et seulement si C'(p, &) et C'(p, 8) le sont. Cela implique que si C'(n, &) et
C{m, ) sont superposables, alors « + 3 < p. Etcomme o, > 0,onal < a+ 5 < p, et

donc, m f n. n

4.3 Superposition de mots de Christoffel de méme longueur

A partir de maintenant, nous ne considérons que des mots de Christoffel de méme longueur,
puisque le Théoréme 4.2.4 nous permet ensuite de généraliser nos résultats. Soient C(n, «) et

C(n, 3). Alors on étudie deux cas.

4.3.1 Cas particulier : si |5

Dans cette section, nous étudions la superposition des mots de méme longueur avec ¢|3. Nous
montrons une propriété nécessaire et suffisante pour que de tels mots de Christoftel soient su-

perposables (Théoréme 4.3.4). Ensuite, nous donnons un critere que doit satisfaire le décalage
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pour permettre la superposition (Corollaire 4.3.3), puis nous explicitons un décalage qui sera
toujours valide (Corollaire 4.3.5). Pour terminer la section, nous montrons de quelle fagon un
mot de Christoffel peut étre vu comme la superposition de plusieurs mots de Christoffel (Théo-
reme 4.3.6). Ces propriétés nous seront utiles pour prouver le résultat principal de la prochaine
section : un criteére nécessaire et suffisant pour que deux mots de Christoffel quelconques de

meérme longueur soient superposables.

Lemme 4.3.1 Soit le mot de Christoffel C(n,a) € {a < z}*. Si aa = —1 mod n, alors
C(n,a) = v5C(n,a).

Preuve  Par le Lemme 4.1.1, on sait que les positions modulo n des a dans C(n,«) sont
données par I’ensemble

A={0,72,..., (e~ 1)&}.
D’autre part, les positions modulo 7 des a dans le mot miroir é(n, a) sont données par
A={n-1ln-l-an—-1-2,...,n—1—(a—1)a)
={-1,-1-a,-1-27,...,-1 - (a — l)a}.

Finalement, en prenant le conjugué v C(n, «), on trouve que les positions des a sont données

par

VA={-1-@-1-a-a-1-2a-g,...,-1-(a—-1)@—a)
={-1-&-1-2&-1-37,...,—-1—qaa}

={(la-Da,(e¢-2)a,...,.@ 0} = A

Définition 4.3.2 Soient I = [a,b] et I’ = [c,d], deux intervalles d’entiers. On dit que I est &

gauche de I' sia < c.

Lemme 4.3.3 Soient C(n,a) € {a < z}* et C(n.B) € {b < x}*, deux mots de Christoffel
de méme longueur avec 8 = qa et g € N. Soit ¢ € [0,n — 1]. Les conditions suivantes sont

équivalentes.
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) Cn,a)er WZEC (n, B) se superposent exactement.
iy £¢ [—(o— 1)g, 8] mod n.

iy Cln,a) et 'yﬁ(l“)é(n, 3) se superposent exactement.

Preuve  Montrons d’abord que les différences entre les positions des ¢ du mot C(n, ) et
celles des b dans C(n, 3) forment un intervalle entier de cardinalité (2a— 1)q. Les positions des
adans C(n, ) sont {0,@,..., (a—1)a} et celles des b dans C(n, 3) sont {0, 3, ..., (8—1)5},
ol a@ = —1 mod net 86 = —1 mod n.Onaia@ =ig8 mod n. En effet, comme qoe = 3.
en multipliant de chaque c6té par @@, on obtient @ = ¢3. Donc les différences entre les positions
des lettres forment I’ensemble

E = {jf — i} 0sy<p = {(j —i9)3} oz (4.3)
Regardons les nombres j — iq. Pour ¢ = 0, cela correspond & I’intervalle [0, 8], pour 1 =
1, a Uintervalle [—q.8 — g¢[, et de maniére générale, cela correspond a I’intervalle [—ig. 8 —
iq[. Comme ¢ > 0, on remarque que les intervalles se déplacent vers la gauche : I'intervalle

[—iq, B — ig[ est & gauche de I'intervalle [—(: — 1)q, 8 — (1 — 1)q[.

Onafg =g = B >q = pB-ig > q—1qg = —{(i— 1)g Donc I"'union de
deux intervalles consécutifs est aussi un intervalle et alors, I’union de ces « intervalles forme

Iintervalle [—{(« — 1)g, 8], qui a la cardinalité
B—(~(a—1)g)=08+0qg—g¢=ag+aq—q= (20 —1)q. (4.4)
C(n, @) et y*C(n. ) se superposent exactement si et seulement si le décalage k ne fait pas par-
tie de ’ensemble E. c’est-a-dire si et seulement §°il existe £ ¢ [—(a — 1)g, B[ tel que k = £€3.
Donc il existe £ ¢ [—(a— 1)q, 8] si et seulement si C'(n, ) et q""BC(nHB) se superposent exac-

tement. D’o0 i) <= ii). Par ailleurs, par le Lemme 4.3.1, on sait que C'(n, §) = «/Eé(n, B).

En remplacant C(n, 5) par cette valeur dans “/’ZEC'(n., 3), on obtient
BC(n, 8) = 'y"fﬁ'yﬂg-'(n, ) = qﬂ(“na’(n,ﬂ).

D’ou i) <= iii). n
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Corollaire 4.3.4 (Th. 4 et Cor. 5 de (Simpson, 2004)) Soient C'(n,a) € {a < z}* et C(n, 3)
€ {b < z}* rels que 8 = qo, ¢ € N. Alors C(n, &) et C'(n, B) se superposent si et seulement si

(20— 1)g < n.

Preuve Par|’équation (4.4), on sait que Card(E) = (2a:—1)q. D autre part, les mots C(n, o)
et C(n, B) se superposent si et seulement s’il existe un décalage 0 < k < n tel que les positions
des « occurrences de a dans C'{n, o) forment un ensemble disjoint de I’ensemble des positions
des 8 occurrences de b dans C'(n, 8). Un tel décalage k existe si et seulement si ’ensemble F
(de I’équation (4.3)) est de cardinalité au plus n — 1. D’ou la condition nécessaire et suffisante

-1} g<n—1<mn. m

Du Lemme 4.3.3, il est aussi possible de déduire un décalage qui sera toujours valide pour deux

mots de Christoffel superposables de méme longueur, avec «|3.

Corollaire 4.3.5 Soit C(n,«) et C(n, ), deux mots de Christoffel superposables rels que 8 =

qo. q € N. Alors C(n, ) et Y17 C(n, 8) se superposent exactement, o ar =1 mod n.

Preuve  Par le Corollaire 4.3.3, il suffit de montrer qu’il existe £ ¢ [—(a — 1)¢, 8] mod n

tel que

B(l+4)=1—7 modn.
En multipliant de chaque c6té par 3, on obtient
—1—-4¢=03-08r modn
—

£=pr—53—-1 modn.

11 suffit donc de montrer que modulo n, on a
/ST _ﬁ_ 1 ¢ [_(a - 1)(],6[ = [_18+q~8[
=

Orélg+1,28+1].
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Or, r =q mod n,car 8 = gaet ar =1 mod n. Il suffit donc de montrer que
g+n>28+1 < n,22aq+1——‘q=(20—1)q+1.
On conclut en utilisant le Corollaire 4.3.4. (]
Théoréme 4.3.6 (Th. 6 de (Simpson, 2004)) Soir le mot de Christoffel C(n,ga) € {a < x}*.
Alors I’ensemble des positions des a dans C(n, ga:) est la réunion des ensembles
{0,@,....(a — 1)a} + kga,

pour 0 < k < q. De plus, le mot de Christoffel C(n,qc) est le résultar de lu superposition

exacte des g conjugués de C(n, &) suivants :

Preuve Parle Lemme 4.1.1, I’ensemble des positions des a dans C'(n, ga) est

qee—1
7=0

En séparant les positions selon leur résidu modulo ¢, on obtient

goe—1 a—1la-1
Uiw = JUta+rg= (4.5)
§=0 k=0 i=0
Comme gaqad = —1 mod n, on a ¢gga = @ mod n. Ainsi, en remplacant ggoe par o dans
[’équation (4.5), on obtient
ga—1 g—1 -1
UJsge = |JJie—kaa (4.6)
j=0 k=0 =0

On peut alors réécrire le membre de droite de I'équation (4.6) comme

q-—1
J{o.@2a.. ... (a - 1)a} + ke
k=0



De plus, les ensembles

correspondent respectivement aux positions des a dans les mots de Christoffel C(n, &), v~ 9%C(n, &),

oy @O (0, @), N

4.3.2 Cas général

Dans cette section, nous traitons le cas général de superposition de deux mots de Christoftel
de méme longueur. Pour ce faire, nous considérons les mots de Christoffel écrits sous la forme

C(n,ga) et Cln,¢3),avec o L Betge N.
Notation 4.3.7 Pour 0 < i < «, on note V; I’intervalle entier
Vi = [(—¢+ 1)8,98 — 1] + ia.

Proposition 4.3.8 Les mots de Christoffel C(n,ge) € {a < x}* et C'(n,q8) € {b < z}* avec

o L 3 se superposent si et seulement si ['union

a—1l
Jv (4.7)
i=0

n'est pas un systéme complet de résidus modulo n.

Preuve Parle Théoreme 4.3.6, en interchangeant g et c, on trouve que C'(n, go) est la super-
position exacte des o conjugués C'(n,¢), v~ C(n, q),...,7~ " DIC(n, q). On peut donc
écrire que I’ensemble des positions des a dans C(n, ga)est | J%' pos, (Y™ C (n, q)), ot pos,
désigne les positions des lettres . De plus, par le Lemme 4.3.3, en remplagant «, g et § par
respectivement ¢, 8 et ¢/f3, on trouve.que C(n, ¢) el q'eqdﬁC(n, g3} se superposent exactement si

et seulement s’il existe £ ¢ [—(q — 1)3,¢3[ mod n. De maniére plus générale, v ~9%C(n, q)
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et v198C(n, q8) se superposent exactement si et seulement si C(n, q) et 9P +3%C(n, ¢f) se
superposent exactement, Pour retrouver la forme du Lemme 4.3.3 iii), réécrivons g8+ iga. On
a

g8 +iga = {q8 — qBqBiga

q3(¢ + qBig @)

= qf(¢ —iap).

On a maintenant la forme du Lemme 4.3.3 iii) et on peut dire que %%+ C(n, q3) et C(n,q)
se superposent exactement si et seulement s'il existe £ — i@ ¢ [—(q — 1)53, ¢8| mod n. Cela

est équivalent & dire qu’il existe un £ ¢ [—(q — 1)3,¢8[+i@8 = V;. Mais on doit avoir que
a—1

¢ ¢ V; pour tout 0 < ¢ < . Ainsi, les mots C(n, o) et C{n, ¢B) se superposent si U Vi n'est
i=0

pas un systéme complet de résidus modulo . |
o—1

Corollaire 4.3.9 [/ existe £ ¢ U Vi mod n, un élément hors de I'union des intervalles, si et
1=0

seulement si C'(n, ga) et v{FVEC(n, q3) se superposent exactement.

Preuve  On sait par la Proposition 4.3.8 que les mots de Christoffel C'(n, go) et C'(n,¢08) se
superposent si et seulement si I'union des V; n’est pas un systéme complet de résidus modulo
n. Dans la preuve, on montre qu’il doit exister un € ¢ [—(qg — 1)3, g8[ +i@8 pour 0 < i < «
et qu’alors, tous les mots y~%%C (n, q) se superposent exactement avec le mot 7€mC(n, qf3).
Comme C(n, qc) est le résultat de la superposition exacte des « conjugués de C'(n, ¢) suivants
C(n.q),y PC(n,q),...,y " V¥C(n, q).
on a que C'(n,ga) et 'yé‘ITC(n, qf3) se superposent exactement si et seulement s'il existe £ ¢
[-(g=1)8, g3 +iaf pour 0 < i < «. Parle Lemme4.3.1, on sait que C'(n, ¢8) = ﬁ/‘f—ﬁé(n,qﬁ).

Ainsi, on a que C'(n, o) et 75w7"?5(n, qB) =AU 1)‘_’*_35(71, q83) se superposent exactement. m

Lemme 4.3.10 Soient o, 3 € N — {0}, avec o L 8. Soir I'équation
za+yB = n-—2af(qg-1), 4.8)

avec q,a, 3 L netq>1.
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1) L'équation (4.8) a toujours une solution z,y € Z.
i) Elle a toujours une solution avec 1 <y < « et cette solution est unique.

1) Si l'équation (4.8) est satisfaite, alors o 1 (a0 — y).

Preuve Comme o L (. en utilisant le théoréme de Bezout, on trouve que 1’équation (4.8)
a toujours une solution .z, y € Z. Supposons maintenant qu’il existe deux solutions telles que
1 < g,y < . Onaurait alors za + y8 = z'a + y'8, et donc, a(x — ') = B(y' — y). Mais
a 1 Bimplique que |(y’ —y). Comume 1 < y, 3’ < «, cela est impossible. De plus, en utilisant

I’équation (4.8), on trouve que « | y. En effet, on peut réécrire I’équation (4.8) comme
oz +20(g - 1)) =n—yp
et puisque o L n, il en découle que « L y. Finalement, o L (o — ¥). m

Posons z = a — y. Soit 7 € [0, — 1], "une des valeurs possibles de z, comme z = o — y et
que 1 <y < . Puisque o L z. il existe un unique () € Ntel que ¢ = ()2 mod «. Pour
0 <r < «, posons

M(r) = r(z + (2 — 1)8) — E’J 3. (4.9)

Dans ce qui suit, nous utilisons les fonctions #(7) et M (+(2)) pour obtenir un nouvel ordre pour

les intervalles V;.

Remarque 4.3.11 Soit ¢ = bg+ 7, ladivision euclidienne de a par b, ot r < beta,b,q,7 € N.
Onar=a modbetqg= EJ Ainsi,

a=bg+7r <= a~-bg—17=0 a—b[%J ~(a modb)=0.

Lemme 4.3.12 (Lemme 7 de (Simpson, 2004)) Pouri € [0,a — 1],

M{r(3)) = —i@8 mod n.
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Preuve  Considérons (M (r(3)) + i@3). pour un 7 fixé. Dans ce qui suit, afin d’alléger la
notation, nous écrirons 7 pour désigner 7(z). En utilisant ’équation (4.8) et la définition de

M(r), on obtient :

a(M{r)+iaB) = ar(z+(2¢-1)3) —« {%J 8+ aial
r(za+ 208(¢ — 1) + af) — a L:;_"J —i3
r(—yB+af) —ap | =] ~is

3(o-wr =l Z[-)

(s -a [‘Q—TJ ~i) modn,

11 suffit de remplacer a et b dans la remarque précédente par respectivement zr et a, et de se
rappeler que ¢ = zr mod a. On a alors que le terme entre parenthése vaut 0, et donc que

a(M(r)+i@8) =0 mod n.Comme @ L n,ona M(r)+i@f =0 mod netonconclut. =

Les Lemmes 4.3.13, 4.3.14, 4.3.15, 4.3.16 et 4.3.17 ne sont pas des résultats originaux, puis-
qu’ils apparaissent de facon sous-entendue dans la preuve du Théoréme 8 dans (Simpson, 2004).
Nous remercions d’ailleurs 1’auteur pour les correspondances éclairantes que nous avons eues

avec lui.

Lemme 4.3.13 Soient Ip, I, ..., Iy, 7 intervalles de méme longueur et n € N fixé, tels que

i) max(lp) —~min(l,_;) >n—-121;

i) pour 0 < j <r—1 sil41 est a gauche de I;, alors ;41 U I; est un intervalle.
r—1

Alors U I; est un systéme complet de résidus modulo n.
§=0

Preuve  Supposons que Uintervalle I,_; ne soit pas situé a gauche de Io. Alors comme

max(lo) —min(l,—) > n— 1, cela implique que Iy UI,_; est un intervalle et que [yNJ1,_) =
r—1

[min(Z,_1), max(lp)]. Il en découle que Card(IpN1,—)) > netdonc que U I; est un systéme
Jj=0
complet de résidus modulo n. Supposons maintenant que |’intervalle I,_; est situé a gauche de

I'intervalle Iy. Par ii), il existe bien des intervalles consécutifs qui se déplacent vers la gauche.

La condition ii) nous assure aussi que tous les entiers entre [,y et [y font partie de ["union
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des 7 intervalles. Comme max(lp) — min(Z,_;) > n — 1, le nombre d’entiers compris entre le
r—1

début de I’intervalle I,._, et la fin de I’intervalle Iy est au moins n. Dans tous les cas, U I est

3=0
bien un systéme complet de résidus modulo n. u
Lemme 4.3.14 Soient Iy, I, ..., I des intervalles finis dans Z et soit I le plus petit inter-
valle qui les contient tous. On suppose que
r—1
I\ U L n’est pas vide ;
J=0
r—~1 r—1
i) siz € U Ijetye I\ U I;, alors |y — x| < n.
§=0 3=0
r—1
Alors U I; ne contient pas tous les entiers modulo n.
J=0
r—1 r—1
Preuve llexistey € I\ U L;. Pour un tel y, il n’existe pas de x € U Litelquey =1
j=0 Jj=0
mod n (ce qui démontre le lemme). En effet, on aurait y — z = kn, avec k € Z. Comme
r—1 r—1
y & UIj etz € UIj,onak’ # 0 (sinonz = y). Donc |k| > 1 = |y —z| > n, qui
=0 7=0
contredirait it). x

z2(r+1
Lemme 4.3.15 Soit 2 = a —y et 0 < r < . Alors [MJ - {EJ € {0,1}.
o o

Preuve Posons zr =ia +t,aveci € Net0 < ¢ < a. Alors

2213 - e
|- [
- %) 1E)

Commel <y<aet0<t<aonal<t+z<2xetdone,

et e
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Lemme 4.3.16 Soit M(r) tel que défini a ['équation (4.9). Alors
D) M) =0;
i) Mla—1)=n—-2z-28(g—1)—to00t=0siy# aeti=0sinon.

Preuve En utilisant la définition de M (r), on obtient
D) M(0)=0(z+ (2¢ - 1)8) - |Z2]| 8=0.
i) Sty # a, alors

I

M(a—1) (e — 1)z + (2¢ — 1)8) — r(a—‘l—)J 3 (4.10)

= ax+(2q—1)a,8—x—(2q—1;8—238—%,8 @4.11)
= ar—28+(2q-1Daf—z+8—(2q—1)8

= ar+yb-af+(2¢g—1af—x+F—(2¢-1)8

= n—2a8(g—-1)+2(¢—-Laf—ax+3~-(2¢-1)58

= n-z+8-2¢-1)8=n—-2-28(¢—-1) (4.12)
Siy = a, alors
Mla-1)=n—2-28(¢g-1)-0. (4.13)

On passe de I’équation (4.10) & I’équation (4.11) en utilisant le fait que
2la—1 -z
{—(O‘ )Jﬁ:zﬂﬂ-—J,@:m—ﬁ,
64 «

comme () < z =@ —y < e, puisque 1 <y < a. Sty = «, alors z = 0 et on a plutdt que

TP

Qa

d’ou I’équation (4.13). [

Lemme 4.3.17 Soit M(r) tel que défini a I’équation (4.9). Alors
D Mr+1)—M@)=z+(2¢-1)8-8 ([(_“)J - {ﬂj) :

(24 a4

ity siz <0, alors M(r+ 1) — M(r) < 8(2¢ - 1).
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Preuve OnaM(r+1)— M(r)

_ ((7" +1)(z + (2q - 1)8) — r(r i ”J 5) = (rlz+2e-1)8) - | =] 5)

z(r+1
a

= x+(2q—1)ﬂ—,8q

~—
[
|
—_—
>

2|4
[E—

\__/

quiest < B(2¢ —1)siz <0. n

Théoréme 4.3.18 (Th. 8 de (Simpson, 2004)) Soient les mots de Christoffel C(n, q) et C(n, q3)
avec oo L 8. Alors, C(n,qa) et C(n,gf3) sont superposables si et seulement s'il existe x,y €

N — {0} tels que

zax+y3 = n—2ad(g-1). (4.14)

Preuve Considérons les mots de Christoffel C'(n. ¢a) et C'(n, ¢3). Par le Lemme 4.3.10, on
sait qu’il existe z,y qui satisfont (4.14), avec 1 < y < a. On veut montrer que C'(n,ga) et

C(n, ¢3) sont superposables si et seulement si x > 0.

(=) Supposons que = < 0. Considérons I’union des intervalles donnée a I’équation (4.7) :

U {[((=¢ +1)8,¢8 — 1] + @B} .

i=0
La Proposition 4.3.8 nous indique que C'(n, qor) et C'(n, ¢B3) sont superposables si et seulement
si cette union n’est pas un systeme complet de résidus modulo n. Par le Lemme 4.3.12, on sait
que cet ensemble est égal modulo n a I’union

-1

U {[(—g+ 1)8.g8— 1] - M(r)} . (4.15)
r=0
Posons I, = [(~q+1)3,¢8—1]—M(r), pour 0 < 7 < a. Alors, max(ly) = ¢8—1-M(0) =
g8 —letmin(ly—;) = (—¢+1)8 — M(a — 1). Ainsi, on a

max(lp) —min(lp—y) = ¢8—-1-((—¢+1)3 - M(a—1))

Il

g8—-1+q¢g8—-B+n—-z—-208(¢—-1)—1

= fS4+n—az—~1-1



88

ol i € {0,3}. Comme z < 0, —z est non négatif. Donc, max(ly) — min(l, ;) >n — L

De plus, pour tout 0 <r < a —1, I U I.;, est un intervalle. En etfet, supposons que I, U I, 4,
n’est pas un intervalle. Cela signifierait que M (r + 1) — M () > Ig(I,.) + 1. Donc il suffit que
M(r+1) — M(r) <lg(Ir) + 1 pour que I, U I, 41 soit un intervalle. Par le Lemme 4.3.17, on
aM(r+1)— M(r) < B(2¢—1).

Par ailleurs, tous les intervalles sont de longueur

lg(l,)=¢8-1-(—¢+1)8=2¢8-8~-1=05(2¢-1)- L

On a donc bien que M (r+ 1) — M (r) < lg(,) + 1. En appliquant le Lemme 4.3.13, on conclut

que si z < 0, les mots ne sont pas superposables.

(<=) Supposons maintenant que z > 0 et montrons qu’alors, les mots se superposent. Il suffit
a—1

donc de montrer que si & > 0, alors U {[-(g—1)8,98 — 1] — M(r)} ne contient pas tous

r=0
les entiers résidus modulo n.

Rappelons que I = [—(¢—1)08,q8 — 1] — M (r), pour 0 < < . Puisque 2 > Oetg > 1,en

utilisant les Lemmes 4.3.15et 4.3.17,0on a

M@r+1)—M@) = z+(2¢ - W—'BQWJ - L%D
r+(2¢-1)8-0

v

= z+4+2q3-20

= z+28(¢—-1)>x>0

Donc les intervalles I, se décalent vers la gauche, pour 0 < r < «. Ils-ont tous la méme

cardinalité
Card(L,) =lg(l,) +1 =82 — 1) - 1+1=3(2¢ — 1).
a—1
Supposons que I = U I, ne soit pas un intervalle. Alors la condition 1) du Lemme 4.3.14 est
r=0

satisfaite. Pour la condition ii), il suffit de prendre y = min(Jp) — 1 (puisque max(J \ Ul;) <
min(lo) — 1) et z = min(I) et de vérifierquey —x < n.Onaz = —(¢— 1)f — M{a—1)et

y=—(¢g-1)B-1L
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Donc
y—z=(-(g-1)B-1)-(-(¢- 1B —(n—x-28(¢ - 1) —i)) =n—2-1-28(¢—-1)—1,

avec 1 € {0,3}. Comme x > 0, ce nombre est bien < n. Par le Lemme 4.3.14, on conclut que

la réunion de ces intervalles ne contient pas tous les entiers modulo 7. |

4.4 Nombre de superpositions de mots de Christoffel de méme longueur

Les résultats de cette section n’apparaissent pas dans (Simpson, 2004). Ils se déduisent de cet

article, mais ils n’y sont pas mentionnés.

Définition 4.4.1 Soient C'(n, &) et C'(n, 3), deux mots de Christoffel superposables. On définit

le nombre de superpositions de ces deux mots comme

Card <{A € [0,n — 1] C(n, @) et v*C(n. ) sont exactement superposables}) .

Dans cette section, nous donnons le nombre exact de superpositions entre deux mots de Chris-

toffel de méme longueur,

D’abord, quelques résultats sont préalables.

Corollaire 4.4.2 (du Lemme 4.3.14 et de sa preuve) Si les deux conditions du Lemme 4.3.14

sont satisfaites, alors
r—1

i) les éléments de I \ U I; sont tous distincts modulo n ;
j=0
r—1
i) siCard(I) > n, alors modulo n les éléments de I\ U I coincident avec ceux de ’ensemble
3=0
r—1
des éléments qui ne sont pas, modulo n, dans U I;;
J=0
r—1
iit) siCard(l) < n, alors modulo n les éléments de I\ U I coincident avec ceux de I'ensemble
Jj=0
r—1
des éléments qui ne sont pas, modulo n, dans U I auxquels on ajoute les éléments
j=0

{min(I) — (n — Card(1)), ..., min(l} — 2, min(l) — 1},
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qui sont au nombre de n — Card([).

Preuve
r—1
i) Siz,yel\ U I;, alors |z — y| < n. En effet, sans perte de généralité, supposons y > .
§=0
r—1 r—1
Alors y < max(] \ U I;) et z > min([), car ce dernier est dans U I, Doncy —z <
7=0 7=0

-1
max(l \ U I;) — min([). Par le Lemme 4.3.14 ii), on a que
j=0

el
y—a < max(]\ U L) — min(I) < n,

7=0
doncquey —z <n—1
r—1
i) I contient tous les éléments mod 7. Par1i) du Lemme 4.3.14, aucun élément de U I; n’est
7=0
=1
congru a un élément de I\ U I;. D’oli Uassertion.
3=0
i) Les éléments rajoutés ne sont congrus a aucun élément dans I. D’ou |’ assertion. [

Lemme 4.4.3 Soit le mot de Christoffel C(n. j) € {a < b}*. Alors
a i V'%’H)J - V‘%J -0
n n

bsi [";j(iﬂ)J - V;QJ - L

Preuve Découle du graphe de Cayley des mots de Christoffel. Faire la différence des parties

Cln, )i =

entieres correspond 2 vérifier si 'on a dépassé ou pas un multiple de n. Si la différence des

parties entiéres est nulle, alors on n’a pas dépassé un multiple de n. "

Proposition 4.4.4 Soient C{n, qa) et C(n,q8), deux mots de Christoffe! superposables avec
y < aeta L B. Le nombre de superpositions est
i) xy,siz<B;

i) sa+yB—ab, sic>F;



91
ou x,y est la solution de ['équation (4.14).

Preuve  Rappelons que selon le Théoreme 4.3.18, si deux mots sont superposables, alors
x > 0. Notons [ le plus petit intervalle qui contient 'union des intervalles donné a I’équation

(4.15). Calculons d’abord Card(]).

Card(I) = max(I) — min(l) + 1
= max(lp) —min(J4_1) + 1
= (@B-1)-((-q+1)f-Mla-1))+1
= ¢B-14+¢8—-FB+n—ax-268(q-1)—14)+1
= 298 —-B+n—z—-26(q—1)—1i

= n—x+5—1
oui € {0,8}.

1) Supposons © < Bety # a. Alors Card(I) = n — z + 8 > n. Par le Coroliaire 4.4.2 ii),

a—1
I"'ensemble complémentaire mod n de U I; a la cardinalité¢ du nombre d’¢léments situés
§=0
entre Iy et I}, I et Iy, etc. Le nombre d'éléments situés entre I, et L. est M(r 4+ 1) —
M(r) — (2¢ — 1)8, soit la distance entre le début des deux intervalles moins la cardinalité

d’un intervalle. On a

Mr+1)=M@E) —2¢-18 = z—-8 (V(T—H)J - [%D . (4.16)

o
Il y a un trou entre deux intervalles si I'équation (4.16) est > 0 et cette valeur correspond

au nombre d’entiers contenus dans le trou. Comme = < 3, ce sera le cas pour tout 7 tel que

[i(—T——:—l)J - [%J = 0. En utilisant le Lemme 4.4.3, avec j = y,1 = r et n = q, on trouve
que ce sera le cas pour exactement y valeurs de 7. Il y a donc zy superpositions.

i) Supposons z > 8. Alors Card(I) = n—z+3 < n. On atoujours que r-(TaLDJ - L%J =
0 pour y valeurs de . De plus, comme 0 < 7 < @, il y a (o — 1) trous contenant chacun

s (|- 15))
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entiers. Ainsi,
z(r+1) {er _
et al
pour @ — 1 —y = z — 1 valeurs. Donc z — 3 (V—(T:—QJ - L%J) =z — 3 pour (z — 1)
valeurs de r.
En utilisant le Corollaire 4.4.2 iii), on sait qu’il y a n — Card(/) autres valeurs possibles. On

fait la somme et on obtient le nombre de superpositions :

cy+(@—0)(z—1)+n—-Cad(l) = zy+(z-B)la-y—1)+n—(n—z+0)

zyt+za—af —xy+By—rz+B+n—ntzx

zo+ylb — af.

iii) Supposons z < B ety = a. Alors Card(/) = n — 2 < n. On est donc dans une situation

semblable a ii). Par contre, une particularité apparait :

s Rl

entre tous les intervalles, puisque y = aetdonc, z = o —y = 0. Comme ilya (y — 1) =
(o — 1) trous entre I et J,_1, en utilisant le Corollaire 4.4.2 iii), on trouve que le nombre de

superpositions est donné par

z(y—1)+n—Card(l)=2z(y—1)+n—(n—z)=uzy.

Remarque 4.4.5 A partir du Lemme 4.3.10, on a supposé que et y est la solution de 1'équa-
tion (4.14) telle que y < «. Dans la preuve de la Proposition 4.4.4, nous utilisons ces résultats.
I serait possible de tout réécrire ces résultats en considérant plutét la solution telle que z < 8.
Nous obtiendrions ainsi un résultat similaire a la Proposition 4.4.4, avec les conditions y < «

ety > a.

Le Théoreme 4.4.6 est une généralisation du Corollaire 4.3.5 pour n’importe quelles valeurs de

q, 5.

—p
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Théoréme 4.4.6 Soient C'(n, ga) er C(n,gB), avec o L (3, deux mois de Chrisioffel qui se

superposent. Alors C(n, qa) et fyl_ré'('n, gB) se superposent exactement, ou gr =1 mod n.

Preuve Par le Corollaire 4.3.9, on sait que C(n, ge) et A/(‘ZH)EB(?(n, g3) se superposent si
a—1

et seulement si 3¢ ¢ U V; mod n. Il suffit donc de montrer qu'il existe un ¢ ¢ [J*) V;
=0

mod n tel que (€ + 1}¢8 = 1 — 7. Autrement dit, on veut montrer qu’il existe ¢ & Iextérieur

des intervalles tel que

(b+1)g8 = 1—r
fq_,B = l—r—q?
¢ = —q8l—r—qB)=—qB+7q8—-1=0(—1-¢5.

Montrons que 8 — 1 — g0 n’est jamais dans ['union des V;.

Si oo = 1, alors I'union des V; est U'intervalle [—¢3 + 8,¢0 — 1]. Alors 3 — g3 — 1 est I’élément
précédent I'intervalle et comme les mots se superposent, I’intervalle est de longueur < n, donc
B —¢B —1 mod n ne fait pas partie de Uintervalle. St o > 1, considérons les intervalles Iy et

I,. 1l y ades éléments entre ces deux intervalles, car

M(1)—M(O)—(2q—1);3=x+(2q—1),6~[ Jﬁ—O—(Qq—l),B:a:>0,

!
comme z = & — y < ¢ Nous allons montrer que I’élément § — 1 — g3 est entre [ et {3 :

|max(l), min(lp)[ = Jg8—1—-(z+ (2¢—1)8).(—¢+ 1)3] (4.17)

I

g8 —1—2—2¢8+8,—¢8+ 3]

I

186—q¢8—-1—z,—¢8+ 0 (4.18)

Et donc, 8 — ¢ — 1 est bien entre I; et I;. Pour conclure, il suffit de montrer que cet élément
n’apparait pas dans un autre intervalle. Cela sera vrai si (8 — ¢f — 1) — min{/o—1) < n.
Vérifions :

(B=qB—1)—min(Ip-1) = B—-¢8-1—-((—g+1)8—-—(n—x—28(¢—1)—1))

= n—28¢g-1)—z—1—-i<n

ouz € 40,5} =
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4.5 Généralisation des résultats a des mots de longueurs différentes

Dans cette section, nous utilisons le Théoreme 4.2.4 pour généraliser les résultats des Sections

4.3.2 et 4.4 pour deux mots de Christoffe]l quelconques.

Théoréme 4.5.1 (Morikawa, 1985a; Simpson, 2004) Soient les mots de Christoffel C(n, qa)
et C(m,¢B) avec oo L B. Alors C(n, qa) et C(m,qf3) sont superposables si et seulement s'il

existe z,y € N — {0} rels que
ra+yl8 = p—2af(qg—1), (4.19)
ou p = pged(m,n).

Preuve  Posons p = pged(m,n). On sait par le Théoreme 4.2.4 que C(n, qa) et C(m, q3)
sont superposables si et seulement si C(p, qar) et C(p, ¢f3) le sont aussi. On conclut en utilisant
le Théoreme 4.3.18 qui nous assure que C'(p, ga) et C'(p, ¢3) sont superposables si et seulement

s’il existe de z,y € N — {0} satisfaisant I’équation (4.19). =

Lemme 4.5.2 Sim > n et C(p, ) et y~%C(p. B) se superposent exactement, alors C(n, o) et

v RHPC(m, B) se superposent aussi exactement, oit p = pged(n,m) er0 < i < ’1—?

Preuve Le Théoréme 4.2.4 nous indique que C(p, &) et v~ *C/(p, 3) se superposent exacte-
ment si et seulement si C(n, a) et v *C(m, 3) se superposent exactement. Mais C(p, a) et
v~kC(p, B) se superposent exactement si et seulement si C(p, &) et v~ ¥+PC(p, 3) se super-
posent aussi exactement. Ces —& + ip correspondront a des décalages différents, pour 0 < ¢ <

m . - o
5 pou des mots de longueur au plus m. ]

Proposition 4.5.3 Soient C(n, qa) et C(m, qB), deux mots de Christoffel superposables, avec
a L B, p=rpged(m,n) et m > n. Le nombre de superpositions est
1) :Eyﬁ, siz<3;
P m
iy (za+yl—aB)—. siz>f3;
p

oux,y € N — {0} est la solution de xoo +y3 =p — af(q — 1) telle que y < ov.
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Preuve Découle de la Proposition 4.4.4 et du Lemme 4.5.2. [

Théoréme 4.5.4 Soient C(n,qa) et C(m,¢B), avec o L B et p = pged(m, n), deux maots de
Christoffel qui se superposent. Alors C(n,qo) et A= (r=D)+ip (m, q3) se superposent exacte-

. .om
ment,ouqr =1 modpetO < ¢ < —.
b

Preuve: Découle du Théoreme 4.4.6 et du Lemme 4.5.2. ]

4.6 Autres résultats concernant la superposition de deux mots de Christoffel

Dans cette section, nous donnons d’abord une condition suffisante pour que deux mots de
Christoffel se superposent sous quelques hypotheses. Nous terminons la section par un résultat

concernant le mot obtenu suite a la superposition de deux mots de Christoffel.

Théoreme 4.6.1 Soient v = C(n,«) € {a < z}*, v = C(n,08) € {b < z}"*. des mots
de Christoffel. Il existe x,y € N — {0} tels que ax + By = n si et seulement si u et U se

superp()sent.

Preuve (=) Supposons qu’il existe x,y € N — {0} tels que cer + Jy = n. Considérons
les mots de Christoffel ' = C(n,za) et v = C(n,y8). Comme oz + By = n, ces deux
mots sont complémentaires, ¢’est-2-dire que u’ et ¥ se superposent exactement. En utilisant le

Lemme 4.2.3,on conclut que u et U se superposent aussi exactement.

(<=) Supposons que u et U se superposent. Posons d = pged(ex, ). Par le Lemme 4.2.3,
C(n.d) € {a < z}* et C(n,d) € {z < b}* se superposent aussi. Montrons maintenant que
et ¥ ne se superposent que si d|n. Si d ne divise pas n, alors C(n. d) s’écrit comme un produit
de az' et de az#*!, il commence par az* et finit par az*t1. De plus, C(n, d) finit par bz'b. 11 y a

donc un conflit entre un o et un b, puisque
C(n,d) = paz'z et C(n,d) = p'bz'b.

Done d|n.
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Mais comme d = pged(a, 3), on a que d|o et d|G. Ainsi, pged(n, o) = d et pged(n, 3) = d.
Comme C'(n,«) et C'(n,3) sont des mots de Christoftel, « L net 8 1 n. Ainsi, d = 1. En
appliquant le Théoréme 4.5.1 en prenant m =n, ¢ = 1,onap = let donc, C(n,a) et C(n, B)

se superposent si et seulement s’il existe z,y € N — {0} tels que za + 38 = n. m

Définition 4.6.2 Soit le mot w € A*. Le mot w’ € A* obtenu suite & la décimation D,y dew
par rapport 2 la lettre a, avec p < ¢, est le mot w’ pour lequel p occurrences sur ¢ de la lettre a
sont supprimées. Lorsque p/q > 0, on supprime en partant de la droite et sinon, en partant de

la gauche. On supprime les p premiéres occurrences rencontrées sur q.

Exemple 4.6.3 En appliquant une décimation D3 sur le mot w = aabaabababa par rapport
i la lettre @, on obtient w’ = abababab. Puis, en effectuant la décimation D_, p sur w' par

rapport & la lettre b, on obtient w” = aabaab.

Théoréme 4.6.4 Soient u = C(n,a) € {a < z}* et C(n, B) € {b < z}*, deux mots de Chris-
toffel superposables avec o L 3. Soit v le conjugué de C(n. 3) qui se superpose exactement d

w. Soit le nouveau mot w défini par

a siufi]=a
wli] =4 b sivfi] =b

z sinon.

Soitw' le mot obtenu & partir de w en supprimant les lettres z. Alors, w' est le mot de Christoffel

de pente 3/

Preuve Soient z,y € N — {0} tels que ax + By = n. Par le Théoréme 4.3.18. on sait que de
tels «, y existent. Considérons le mot de Christoffel ¢ avec ax occurrences de la lettre a et Sy
occurrences de la lettre b. Effectuons la décimation D(;_y); sur le mot ¢ par rapport 4 la lettre
a.On enléve ainsi les (i — o) lettres a en trop. Ensuite, effectuons la décimation D_;_1y/; sur
le mot obtenu sur la lettre b. On enléve ainsi les (85 — 3) lettres b en trop. Comme la décimation
préserve les mots de Christoftel (Borel, 2001), le mot w' ainsi obtenu est un mot de Christoffel

de longueur o + 3 avec « occurrences de la lettre @ et 8 occurrences de la lettre b. L]



97

Exemple 4.6.5 Soient v = C(13,4) = azzazzacrzazrzz et C(13,3) = bzazbrrrbrraz.

Ces mots sont superposables. En effet, il suffit de prendre le conjugué de v = CN7(13,.'3)
zxzrbrzabrzab. On trouve alors w = azzabrazbaxxb et = = aababab. D’autre part, 4x +
3y = 13 a pour solution z = 1 et y = 3. Considérons te mot de Christoffel t = C(13,4) =
abbabbabbabbb. Effectuons la décimation Dy, sur ¢ par rapport a la lettre o : on ne supprime
aucun a. Puis on effectue la décimation D _y /4 par rapport & la lettre b sur le mot obtenu : & partir

de la gauche, on supprime 2 occurrences de b sur 3. On obtient alors le mot aababab = C(7, 4).

4.7 Probleme de la monnaie

Dans la section précédente, nous avons vu que deux mots de Christoffel v et ¥ de longueur 7 se
superposent si et seulement s’il existe des entiers «, 5 tels que az + 8y = n. Dans cette section,
la forme ax + By intervient & nouveau : nous prouvons, en utilisant la représentation géomé-
trique des mots de Christoffel, des résultats classiques de Sylvester concernant le probléme de

la monnaie. aussi connu sous le nom de probléme de Frobenius.

D’abord, rappelons ce qu’est le probléme de la monnaie.

Définition 4.7.1 (Weisstein, 2007) Soient n entiers 0 < a1 < ... < an avec n > 2 qui
représentent n différentes valeurs de pieces de monnaie et tels que pged(ai,as, ..., an) = 1.

Les montants d’argent pouvant étre obtenus a partir de ces pieces de monnaie sont donnés par

n
E a; T4,
=1

ol les z; € N représentent le nombre de pieces a; utilisées. Le probléme de la monnaie consiste
a déterminer le plus grand entier N = g{a1, as, .. .,a,) non représentable avec les pieces de

monnaie ay,as, . . ., an. Cet entier est appelé le nombre de Frobenius .

Sia; = 1, toute somme d’argent peut &tre représentée. Par contre, dans le cas général, seuls
quelques montants peuvent &tre représentés. Par exemple, avec des pieces de 2,5 et 10, il est
impossible de représenter 1 et 3, alors que toutes les autres quantités sont représentables. Donc

9(2,5,10) = 3.
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Proposition 4.7.2 (Sylvester, [884) Le plus grand entier non représentable avec les deux

piéces de monnaie a et b est

g(a,b) = (a—1)b—-1)-1. (4.20)

La Proposition 4.7.3 apparait dans (Weisstein, 2007), mais I’auteur initial nous est inconnu.

Propeosition 4.7.3 Le nombre d’entiers non représentables avec a et b est donné par

(a—1)(b-1)

2 . (4.21)

Corollaire 4.7.4 Le nombre d'éléments du sous-monoide engendré par a et b qui sont inférieurs

ala—1)(b—1)est
(a—1)(b-1)
—
Preuve  On sait par la Proposition 4.7.2 qu’a partir de (a — 1)(b — 1) inclusivement, tous

(a-1)(b-1)
2

les entiers sont représentables. Donc les entiers non représentables donnés dans

la Proposition 4.7.3 sont nécessairement inférieurs & (@ — 1)(b — 1). Comme la moitié des
(a—1)(b—1) éléments inférieurs a (a — 1)(b — 1) (en incluant Je 0) ne sont pas représentables

avec a et b, il en reste exactement la méme quantité qui le soit. ]

Dans ce qui suit, nous allons voir qu’il est possible de prouver le Corollaire 4.7.4 en utilisant la

représentation géométrique des mots de Christotfel et les graphes de Cayley.

Théoreme 4.7.5 Soient a,b € N. Considérons le quart de plan défini par x > Qety <0, et
ayant en la coordonnée (x, —y) la valeur tb+ya. En ne dessinant que les coordonnées (x, —y)
entiéres telles que b + ya < ab, lu frontiére obtenue se code par un mot de Christoffel ayant

exactement a occurrences de la lettre o et b occurrences de la lettre (.

Avant d’en faire la preuve, voici un exemple.

Exemple 4.7.6 Poura = 8,b =5, on aab = 40. On obtient alors :
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B
0 5 10 15 20 25 30,35,

ﬁa
8 13 18 23 28 33 38

o 8%
16 21 26 31365
24 29 34 39
(a3 (63
32 37'5
47 [83

Sil’on associe z a un déplacement vers la droite et y a un déplacement vers le haut et si 'on
commence au coin inférieur gauche, alors la frontiére inférieure se code par le mot aaBaaSaBacB3as :

c’est bien te mot de Christoffel avec 8 occurrences de a et 5 occurrences de 3.

Preuve (du Théoreme 4.7.5) Considérons le graphe de Cayley du mot de Christoftel ayant ¢
occurrences de la lettre « et b occurrences de la lettre 3, avec a < 4. On obtient alors le graphe

de Cayley représenté linéairement par
0—b—2bmod (a+b)— ... > ibmod (a+b)— ... = (a+ b~ Lbmod (a+b) — 0
Dans ce graphe de Cayley, s’il existe £ € N tel que

ib < k(a+b) < (i+ 1)b,

alors

(t+1)b mod (a+b)=(ib mod (a+b))—a. (4.22)

Sinon, on a

(i +1)b mod (a+b)=(ib mod (a+0b))+b. (4.23)

Considérons le graphe de Cayley précédent auquel on ajoute la valeur ab — ¢ — b. Comme les
valeurs du graphe de Cayley initial ne dépassaient pas ¢ + b, les valeurs du nouveau graphe de
Cayley ne dépassent pas a + b + ab — a — b = ab. Cela correspond exactement a prendre le
chemin le plus 2 droite et le plus en bas tel que la valeur a la coordonnée (x, —y) ne dépassent
pas ab. En effet, on fait +b (voir I’équation (4.23) : déplacement vers la droite) si I’on ne dépasse

pas la valeur ab, sinon on fait —a (voir I’équation (4.22) : déplacement vers le haut). |
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Dans ’exemple précédent, le graphe de Cayley est
0-5-10-2-7T-12-4-59>51—-6—>11—->3—-8—0
Le nouveau graphe de Cayley obtenu en ajoutant ab — a — b = 27 est
21T—-32—-3T—-29—-34 -39 — 31 —-36 - 28 = 33— 38— 30 —35—27

et il correspond bien 2 la frontiere décrite dans I’Exemple 4.7.6.
Voici une nouvelle preuve du Corollaire 4.7.4 qui utilise le résultat du Théoréme 4.7.5.

Preuve (du Corollaire 4.7.4) Si[’on exclut les nombres qui forment la frontiere dans le Théo-

reme 4.7.5, en utilisant le graphe de Cayley vu précédemment, on obtient qu’il reste exactement

les za + yb qui sont inférieurs a (a — 1)(b — 1). Le nombre total de cases dans le rectangle est

ab et comme il faut retrancher la frontiére qui contient @ 4+ b — 1 éléments, puis diviser par 2.
ab~{a+b-1) (e—1){b-1)

on obtient : = . |
2 2

Nous avons donc réussi & exprimer en terine de combinatoire des mots, sous quelles conditions
deux mots de Christoffel se superposent. Dans |’affirmative, nous allons plus loin que dans les
travaux de (Morikawa, 1985a; Simpson, 2004) et nous donnons le décalage nécessaire pour
qu’il y ait superposition. Afin d’éventuellement prouver la conjecture de Fraenkel, il faudrait

généraliser ce résultat & la superposition de plus de deux mots de Christoffel.



Chapitre V

MOTS LISSES EXTREMAUX

En 1965, Kolakoski (Kolakoski, 1965) propose le probléme suivant : Quelle régle permet
de construire la suite 2211212212211211221211212211 - ? Quelle en est la n-iéme lettre ?
Cette suite est-elle périodique ? Un an plus tard, la solution a ce probléme est donnée dans (Ko-
lakoski et Ucoluk, 1966). Les auteurs montrent que cette suite, notée K, est non périodique et
ils en donnent la régle de construction : la suite décrit les longueurs des blocs successifs qu’elle

possede. En effet,

Ils prouvent que pour une premiere lettre fixée, cette construction donne une suite unique : si la

premigre lettre est 1, alors la suite obtenue est 1K, ¢’est-a-dire la suite K précédée de la lettre 1.

Cette solution est aussi attribuée a W. Bluger, H. B. Corstius, P. Cull, J. Dix, R. F. Jackson, N.
Miller, J. Nadas, C. E. Olson et plusieurs autres. Dés son introduction, le mot de Kolakoski a
donc suscité beaucoup d’intérét aupres des mathématiciens. Entre autres, dans (Dekking, 1981),
’auteur s"intéresse aux suites qui s'engendrent d’elles-méme. Puis, Weakley (Weakley, 1989)
montre que la fonction de complexité de K, c’est-a-dire le nombre de facteurs de longueur 7,
est bornée de fagcon polynomiale. En étudiant les mots obtenus par itération alternante de mor-
phismes, les auteurs de (Culik, Karhuméki et Lepists, 1992) obtiennent le mot de Kolakoski.
Carpi (Carpi, 1993; Carpi, 1994) montre que le mot de Kolakoski ne contient qu’un nombre
fini de carrés, ce qui implique, en inspectant toutes les possibilités, que K est sans cube. Dans

(Dekking, 1981; Dekking, 1997), I'auteur introduit de nombreuses conjectures au sujet de &
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dont la plupart demeurent encore non prouvées malgré I’intérét qu'on lui porte. Entre autre, il
conjecture que I est récurrent, que 1’ensemble de ses facteurs est fermé sous 1'image miroir et
sous complémentation et que la fréquence des lettres est 1/2. Dans (Brlek et Ladouceur, 2003),
un lien est établi entre la complexité palindromique et la récurrence de K : la présence d’un
nombre infini de palindromes impliquerait la récurrence de K. Plus récemment, une formule

récursive pour K a été donnée dans (Steinsky, 2006).

La classe des mots lisses infinis sur 1’alphabet A = {1, 2}, notée X, est fortement reliée au mot
de Kolakoski, puisqu’elle en est une généralisation. D’abord introduits dans (Brlek et Ladou-
ceur, 2003), puis étudiés entre autres dans (Brlek, del Lungo et Ladouceur, 2002; Bergeron-
Brlek et al., 2003; Berthé, Brlek et Choquette, 2005; Jamet et Paquin, 2005; Brlek, Jamet et
Paquin, 2008; Brlek et al., 2006, Brlek, Melangon et Paquin, 2007), les mots lisses forment
une famille infinie de mots pour laquelle beaucoup de propriétés n’ont pas encore été étudiées.
Dans (Brlek et Ladouceur, 2003), les propriétés palindromiques des mots lisses sont décrites.
Puis dans (Brlek et al., 2006), les auteurs montrent que les mots lisses ne contiennent pas de
carré. Ils y conjecturent aussi que toutes les conjectures de Dekking au sujet de la structure de
K se généralisent a la classe des mots lisses infinis sur {1.2}. Dans (Berthé, Brlek et Cho-
quette, 2005), les auteurs généralisent la classe des mots lisses infinis 4 un alphabet général a
deux lettres {a < b}, avec a,b € N — {0}, et méme, a des alphabets numériques a plus de deux
lettres. Ils y établissent aussi une caractérisation du mot de Fibonacci par un mot ultimement
périodique. Dans les articles (Brlek, Jamet et Paquin, 2008; Brlek, Melan¢on et Paquin, 2007),
les auteurs s’intéressent aux mots lisses extrémaux, ¢’est-a-dire le plus petit et le plus grand
de fa classe selon I'ordre lexicographique. Dans le premier article, les auteurs se limitent aux
mots lisses sur les alphabets {1,2}, puis dans (Brlek, Melangon et Paquin, 2007), ils étudient
les mots lisses extrémaux sur des alphabets plus généraux. Dans (Jamet et Paquin, 2005), les
auteurs s’intéressent aux surfaces discrétes représentables par un pavage lisse, c’est-a-dire un
pavage ne contenant que des mots lisses. Ces trois articles (Brlek, Jamet et Paquin, 2008; Br-
lek, Melancon et Paquin, 2007; Jamet et Paquin, 2005) font I’objet de ce chapitre et des deux

suivants.

Dans un premier temps, nous définissons les mots lisses sur I’alphabet {1,2} tels qu’initiale-
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ment définis, puis nous montrons comment un pavage lisse du quart du plan peut étre associé
a un mot lisse. Ensuite, nous définissons la version finie des mots lisses : facteurs, préfixes et
suffixes lisses, puis nous introduisons les graphes de De Bruijn, qui s’avérent étre fort utiles
pour représenter la structure d’un mot lisse. Par la suite, nous entrons dans le vif du sujet :
I’étude des mots lisses extrémaux. Dans un premier temps, nous définissons ce que sont les
mots lisses extrémaux, puis nous montrons comment les construire. Nous utilisons d’abord un
algorithme nait, puis nous montrons comment I’améliorer en utilisant les graphes de De Bruijn
et finalement, nous présentons un troisi¢me algorithme qui utilise la bijection entre les mots
lisses infinis et les mots infinis. Par la suite, nous étudions leur structure en calculant les déri-
vées successives de ces mots en utilisant I'opérateur A, ’opérateur de codage par blocs, puis

en analysant leur factorisation de Lyndon.

5.1 Mots lisses
Avant de définir la famille des mots lisses. quelques résultats et définitions sont préalables.

Lemme 5.1.1 Soit A = {1,2}. Alors tout mot non vide w & A s’écrit de fagon unique comme

un produit de facteurs

1091182 ... gj w[O] =1

201422 ... gi w[0] =2

avec 1y, > 0, pour k > 0.

Preuve Il suffit de prendre 5, comme étant la longueur maximale du (k + 1)-i€éme bloc de

lettres. u

Exemple 5.1.2 Le mot u = 112112222212212121 s’écrit comme u = 1221122511212 1121,
le mot v = 221212222 s’écrit comme v = 22172' 1124 et w = (112)% s écrit comme
w = (1224)»,

Définition 5.1.3 La foncrion de codage par blocs est définie par I’opérateur A : A% — N,

A(w) = dgiriz--- = [ [ i,

k>0
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ol les i correspondent aux exposants de 1’unique factorisation décrite dans le Lemme 5.1.1.

Par convention, A{e) = 0.

La fonction de codage par blocs est utilisée dans plusieurs applications comme moyen de com-
pression des données. Par exemple, la premiere étape qu'effectuent les télécopieurs afin de
compresser les données consiste en 'application de A sur chaque ligne de pixels. Cette fonc-
tion s'est révélée fort utile lors de I’énumération des facteurs de la suite de Thue-Morse (Br-

lek, 1989).

Remarque 5.1.4 L’opérateur A introduit ici n’a aucun lien avec le A des suites directrices
des suites épisturmiennes. A partir de maintenant, le symbole A fera toujours référence a
celui de la Définition 5.1.3,
Exemple 5.1.5 Soit u = 12212211. Alors v = 1122112212 et donc, A(u) = [1,2,1,2,2].
Afin davoir une notation plus compacte, la ponctuation est supprimée si cela n’occasionne
aucune ambiguité. Ainsi, pour I'Exemple 5.1.5, A(u) = 12122,
Exemple 5.1.6  a) Soit v = 221212222221 qui s’écrit comme v = 221121112511 Alors
Av) = 211161
b) Soitw = 122111222211111 qui s’écrit comme w = 1122132415, Alors A(w) = 12345.
¢). Soit z = (1121112)* qui s’écrit comme z = (12211321)«, Alors A(z) = (2131)~.
Remarquons que dans I’Exemple 5.1.5, ’alphabet du mot initial est le méme que celui du mot

obtenu suite & ’application de I"opérateur A. Par contre, il peut arriver comme dans I’Exemple

5.1.6 que les alphabets ne coincident pas.

Le lemme suivant apparait dans (Brlek et al., 2006), mais aucune preuve n’y est donnée de

fagon explicite.
Lemme 5.1.7 La fonction A est une contraction, ¢'est-a-dire que pour tout mot w € A*,
lg(A(w)) < lglw), (5:1)

et I’égalité est obtenue siw € {e,2} - (12)* - {¢,1}.
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Preuve  Puisque la fonction A associe a un mot w le mot formé par la concaténation des
longueurs de ses blocs, pour chaque bloc de longueur > 1, une seule lettre est associé. Ainsi,
lg{Aw)) < lg(w). L’égalité sera donc obtenue si tous les blocs sont de longueur 1, ¢’est-a-dire
siw a ’une des 4 formes suivantes : (12)™, 2(12)™1, (12)*1 ou 2(12)"* pour n € N. L'ensemble

de ces mots correspond a I’ensemble {e,2} - (12)* - {¢, 1}. n

1l est possible d’itérer I'opérateur A sur un mot fini w € {1,2}* jusqu'a ce qu’'un mot de
longueur | soit obtenu, ou jusqu’a ce que I’alphabet du mot obtenu différe de I’alphabet initial.

Dans ce chapitre, 2 moins de le préciser, nous utilisons toujours |’alphabet a deux lettres A =

{1,2}.

Exemple 5.1.8 Soit w = 12211211, En appliquant successivement I’opérateur A, on obtient

A%(w) = 12211211

Al(w) = 12212
A%(w) = 1211
A(w) =112
A w) =21
AS(w) =11
AS(w) = 2.

Exemple 5.1,9 Soit v = 2221112121212. En appliquant successivement 'opérateur A, on
obtient

AC(w) = 2221112121212

Al(w) = 331111111.

Exemple 5.1.10 Soit le mot v = 112212211221211.En appliquant successivement ['opérateur
A, on obtient

A(w) = 112212211221211

Al(w) = 221222112

A?(w) = 21321.
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Nous pouvons maintenant définir 'objet d’étude de ce chapitre et du suivant : la famille des

mots lisses

Définition 5.1.11 L'ensemble des mots lisses finis ou infinis sur Palphabet A = {1, 2}, noté
X, est défini par
K ={w € A% | Vk € N, AF(w) € A}

Ainsi, parmi les mots des exemples 5.1.8, 5.1.9 et 5.1.10, le seul mot lisse est celui du premier
exemple : w = 12211211. Tl est plutdt difficile de montrer qu’un mot infini est lisse. Nous

verrons ultérieurement comment construire des mots lisses infinis.

Afin d’étudier les mots lisses, rappelons les propriétés suivantes de I’opérateur A,

Proposition 5.1.12 (Brlek et Ladouceur. 2003) Pour tour uw € A* et pour tour p € pal(A*),
lopérateur A satisfait les conditions
) A®@) = Au);
i) A®@) = Au);
iii) A(p) € pal(A*).
Exemple 5.1.13 Soient w = 12112112, v = 21221221 et p = 2212122. On a
a) A(@) = A(21121121) = 121211 et A(w) = 112121 = 121211 ;
b) A(T) = A(12112112) = 112121 et A(v) = 112121 ;
¢) p € pal{A¥) et A(p) = 21112 € pal(A*);
d) A(w) = 112121 = A(v) etw = 7.
L'Exemple 5.1.13 d) illustre le fait que A n’est pas bijective, comme A(v) = A(%). Il est
toutefois possible de définir pour des alphabets numériques a deux lettres {a < b} des fonctions

pseudo-inverses de la fagon suivante.

Définition 5.1.14 Soit © € A et fixons A = {a < b}. Les fonctions pseudo-inverses sont
définies par

AT AT AR — A
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telles que

A;'l(u) — au[O]au[l]au[‘z]a{u[f&] o, pour a € {(1-, b}
Exemple 5.1.15 Soit v = 11211. Alors Ay (v) = Ay '(11211) = 212212.
Exemple 5.1.16 Soit v = 12211212. Alors A7 (v) = AT (12211212) = 122112122122,

Lemme 5.1.17 La fonction pseudo-inverse A~ commute sous Iimage miroir, ¢'est-a-dire que

pouru € A*, o, € A,

Ax'(u) = A5 @) (5.2)
o 8 = « silg(u) est impaire et 3 = @ si \g(w) est paire.
Preuve  Soit u = u[0)u[1]u[2] - - - u[n] et supposons A = {1,2}. Silg(u) est impaire, alors
Al—'l (w) _ 1u|0]2-u[]] L 2u[n—l]1u[n]

e

et Al_l(u) = 1ur]ouln—1] . oull] [ul0] Dyrautre part,

AN = AT (ulnfuln — 1]+ w1]u]0]) = A7 (w).

Si lg(w) est paire, alors

Al_l(w) — 1u[0]2u[1] . 1'u.[-n—1]2'u.[n]

et A7 (u) = 2uirdpuln— 1 2ulll 14l Drautre part,

e

AN @) = A (uln]uln — 1] uf1]ul0]) = AT Hw).

Exemple 5.1.18 Soit le mot u = 1213431. Alors
AT () = 1122112312311 = 122122211112221 et Ay ' (u) = 211211122221112.

Cet exemple nous donne U'intuition du résultat qui suit.

Lemme 5.1.19 Soir u € A%, Alors AT (v) = A7 (w).
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Preuve Découle directement du fait que A(u) = Aw). |

Définition 5.1.20 (Brlek et Ladouceur, 2003) L'ensemble des mots k-différentiables sur I’al-

phabet A, noté Af;l, est défini par
Ay ={w € AT|(A%(w) =2 A (V)1 < j <k~ 1,0 (w) € AY)}
etalors, A} = |5, A% Autrement dit, un mot fini w est k-différentiable s'il est lisse et que

AF(w) = 2.

Proposition 5.1.21 (Brlek et Ladouceur, 2003) L’ensemble des mots lisses finis satisfait les

propriétés de fermeture

ve Al = Twmueak, vkzo0 (5.3)

reX <«— ueX. (5.4)

La propriété (5.3) signifie qu'un mot u est k-différentiable si et seulement si son complément
et son image miroir le sont aussi. La propriété (5.4) nous indique qu’un mot w est lisse si et

seulement si son complément & [’est aussi.

Exemple 5.1.22 Le motw = 11211221211 est lisse. Plus particuliérement, u est 6-différentiable.
En effet,
A(uw) = 11211221211

Al(u) = 2122112
A*(u) = 11221
A3 (u) = 221
A(u) =21
AS(u) =11
AS(u) = 2.

Par la Proposition 5.1.21, on sait que le mot & = 22122112122 est aussi un mot lisse et que

AS(w) = AS(11212211211) = 2.
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Définition 5.1.23 Le mot de Kolakoski (Kolakoski, 1965)
K =22112122122112112212112122112112122122112122121121122- - -

est le point fixe sous I'opérateur A et ayant 2 comme premigre lettre,

Construisons le mot de Kolakoski. On sait qu’il commence par 2. Donc K[0] = 2 et cela
implique A(K)[0] = 2. Ainsi, en appliquant Ay ' (2), on trouve que K[0, 1] = 22. Ainsi, ona
aussi A(K)[0,1] = 22 et en appliquant A5 *(22), on trouve K [0, 3] = 2211. Ainsi de suite, la

longueur du préfixe de K augmente et on peut obtenir un préfixe de K aussi long que désiré.

Dans la famille K des mots lisses, I’opérateur A a exactement deux points fixes et ce sont les

deux mots infinis suivants :

AKY=K e AQ1-K)=1 K.

5.2 Pavage lisse du quart de plan et bijection ¢

Dans cette section, nous introduisons les deux outils nécessaires pour construire des mots infinis
qui sont lisses : la bijection @ entre les mots lisses infinis et les mots infinis sur un alphabet A

et le pavage lisse d’un quart de plan.
Définition 5.2.1 Soit w € A% un mot lisse. Alors il existe une bijection
d:K— A®
qui associe de fagon unique a tout w € X un mot (w) € A™. Cette bijection est définie par

B(w) = A%(w)[0]A! (w)[0) A% (w)[0]AYw)[0] -+ = [ | A%w)[0].
i>0
Exemple 5.2.2 Dans ’Exemple 5.1.8, on a $(12211211) = 1111212 et & = 1111212 n’est

pas un mot lisse, puisque A(u) = 4111.

Remarquons qu’en général, le mot obtenu par la fonction & n’est pas lisse.
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Exemple 5.2.3 Pour le mot de Kolakoski K, on a A*(K)[0] = 2 pour tout 4, puisque K est un
point fixe pour la fonction A. Ainsi, (K) = 2%,

Par convention, pour un mot fini w € {1, 2}*, ®(w) termine par un 2. Sinon, on obtiendrait une

queue infinie de 1.

Comme & est une fonction bijective, nous devons définir sa fonction inverse. Pour ce faire, des

définitions et lemmes sont préalables.

Définition 5.2.4 Soit u € AF, alors 7 (u) = w, ol

B
3

L

l\)
A
"
-

wy = UM( 1) =A471(2) =22,
=A7 1(w2) =AJ l( 2) = 2211,
= Agy (wy) = A71(2211) = 221121,
wy = Au[gl(w) = A71(221121) = 112212112,
we = Auﬁ (ws) = A;1(112212112) = 2122112112122,
=A] 11] (we) = AT1(2122112112122) = 11211221211212212211 = &~} (u) = w.

Définition 5.2.6 Soit w, un mot lisse fini. Le pavage partiel diut quart de plan associé a w est

construit de fagon a ce que la -igme ligne consiste en A¥(s).

Exemple 5.2.7 Soit le mot lisse w = 2122121122122. Le pavage partiel du quart de plan

associé a w est

A1) = 2122121122122
Al(w) = 112112212
Al(w) = 212211
Ad(w) = 1122
At (w) =22
AS(w) =2.
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Exemple 5.2.8 Considérons maintenant le mot ®(w) = 212122 auquel la lettre 2 est ajoutée.
En appliquant A~! en partant de la fin de $(w) et en écrivant de bas en haut les mots obtenus,
le pavage partiel du quart de plan suivant est obtenu.

AY(w) = 2122121122122 - 12112

Les Exemples 5.2.7 et 5.2.8 suggérent que pour une lettre et un mot w, $~1(w) est préfixe de

®~!(wz). Ce résultat est vrai en général.

Lemme 5.2.9 (Lemme du collage) (Berthé, Briek et Choquette, 2005) Soientw,v € A%. Sl
existe m tel que pour tout i, 0 < i < m, la derniére letire de A'(u) est différente de la premiére
lettre de AL (v) et A¥(u) # 1, AY(v) # 1, alors

i) ®(uwv) = B(w)[0.m] - @ 0 A (uv)

iy Atuv) = Au)A}(v).

Corollaire 5.2.10 Soitu € A* etz € A. Alors &' (u) est préfixe de &~ (ur).

Le Corollaire 5.2.10 nous permet de définir la fonction inverse de & pour un mot infini de la
fagon suivante.

Définition 5.2.11 Soit u € A“. On définit @~ 1(u) = lim wy = Jim O (w0, k - 1]), ol
o

k—oo

wy, est le méme que celut de la Définition 5.2.4.

Soit » un mot infini. Afin d’obtenir un préfixe de ®~1(u) arbitrairement long, il suffit de prendre
un préfixe de u aussi long que nécessaire. Par le Corollaire 5.2.10, la limite existe et donc, la
fonction ®~! est bien définie pour les mots infinis. Cette bijection apparait dans la thése de

Lamas (Lamas, 1995) pour la classification des mots infinis. Dans la méme période, Dekking
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(Dekking, 1997) utilise indépendamment cette bijection pour montrer 1’existence de mots sa-

tistaisant A™(w) = w pour tout n. Pour n = 1, il s’agit des mots de Kolakoski.

Corollaire 5.2.12 (du Corollaire 5.2.10) Tout mot lisse fini w est prolongeable en un mot lisse

plus long.

Preuve Il suffit d’ajouter une lettre au mot @ (w) et d’appliquer &~ & ce mot. (]

Exemple 5.2.13 Soit le mot lisse w tel que ®(w) = 12122122212222 - -- . Les préfixes de w
de longueurs croissantes obtenus par &~ sont
@‘1(1) =1

“i(12) =11

“1(121) =11
o 1(1 2) =112
$~1(12122) = 112112212
d-i(121221) = 112112212
$~1(1212212) = 11211221211

Dans I’exemple précédent, on peut remarquer que malgré I'information supplémentaire obtenue
en ajoutant la lettre 1 4 un mot fini, la longueur du mot obtenu par & ~! n’augmente pas. Pour

utiliser toute I’information, il faudrait forcer les coups.

Définition 5.2.14 Inspiré de I’opérateur A1, Popérateur 671 est défini comme

obz € A*, o, f € A et B est la lettre complémentaire 2 la derniére lettre de A~ ().
P a

La définition précédente découle du Lemme du collage : forcément, la lettre qui suit A, *(z)
doit étre différente de la dernigre lettre de AJ'(z). Cette définition nous permet de construire

des préfixes de mots lisses infinis plus long qu’en utilisant la fonction A™L.
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Définition 5.2.15 L opérateur ¢! est défini comme |'analogue de ®~!, avec 6~ ! plutdt que

AL

Exemple 5.2.16 Reprenons I'Exemple 5.2.13 avec I’opérateur ¢~ 1. Le résultat obtenu est
67 (1) =1

d1(12) =112

#~H(121) = 1121

$71(1212) = 112112212

o~1(12122) = 1121122121121

¢~1(121221) = 112112212112122112112

$71(1212212) = 1121122121121221121121221211221221121

Définition 5.2.17 Un pavage lisse du quart de plan, aussi appelé par abus de langage pavage
lisse du plan, consiste au quart du plan pour lequel la i-igme ligne est Al(w), ol w est un mot

lisse infini fixé.

Proposition 5.2.18 Pour un alphabet A fixé, I'ensemble des mots lisses infinis est en bijection

avec 'ensemble des mots infinis.

Preuve Découle de la fonction bijective ®. =

Corollaire 5.2.19 [l existe un nombre infini de mots lisses infinis.

Preuve Découle de la Proposition 5.2.18 : comme il y a un nombre infini de mots infinis sur

un alphabet donné, le nombre de mots lisses infinis sur cet alphabet est lui aussi infint. ]

Corollaire 5.2.20 Tout mot infini w € A% décrit un unique pavage lisse du plan.

Preuve Découle de la Proposition 5.2.18. [
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Exemple 5.2.21 Considérons le mot © = 1112¢. Ce mot détermine le pavage lisse suivant
122121122122112112122122112122121122122121121221121122122121 - - -
121122122121121221121122121121122122121122122112112122121122 - -
112212112112212211212212112212212112112212112122122112112212 - --
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -

Proposition 5.2.22 (Bergeron-Brilek et al., 2003) Soit w € A%, un mot lisse infini. Si d(w)
est périodique de période minimale de longueur p, alors A (w) = AP (w), pour tout n € N.
Siw est un mot lisse fini tel que w € A’;{, alors A7 (w) est loujours préfixe de A (w), pour

i+ np <k
5.3 Facteurs lisses

Afin de définir la notion de facteur lisse, nous devons introduire un nouvel opérateur similaire a
A noté D. Cet opérateur a d’abord été défini dans (Dekking, 1981) et a ensuite été utilisé pour

I’énumération des mots C°° dans (Weakley, 1989).

Définition 5.3.1 L'opérateur D : A* — N* est défini comme

=louw=z¢,

A(w) si Alw) =222 0u A(w) = 2,
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Appliquer I'opérateur D correspond a éliminer le préfixe 1 et/ou le suffixe | du mot obtenu suite
a I’application de P'opérateur A, s’ils existent. Notons que 1'opérateur D est seulement défini

sur les mots finis.

Tout comme 'opérateur A, il est possible ditérer D. L’itération arréte lorsque I’alphabet change,

ou lorsque le mot obtenu est €.

Exemple 5.3.2 Soitw = 211211221, Alors

Dl(w) = 2122
D?(w) =12
D3(w) = e.

Définition 5.3.3 Un mot fini w est appelé un facteur lisse il existe k € N tel que D*(w) = ¢
et que pour tout j < k — 1, DI(w) € A*.
Le mot de I’Exemple 5.3.2 est un facteur lisse.

De facon analogue & un facteur lisse, nous définissons maintenant ce qu’est un préfixe lisse et

un suffixe lisse. Pour ce faire, deux nouveaux opérateurs sont nécessaires.

Définition 5.3.4 (Brlek, Melangon et Paquin, 2007) La dérivée a droite est définie par la fonc-

tion D, : A* — N* telle que

€ siA(w) =1louw =g,
Dr(w) =< A(w) siAw) =22,
T si A{w) = z1.

Définition 5.3.5 (Brlek, Melancon et Paquin. 2007) De fagcon semblable, la dérivée a gauche

est définie par la fonction Dy : A* — N” telle que

€ siA(w) =louw =g,
Dy(w) = ¢ Aw) si Aw) = 2,
x si A(w) = 1z,
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Définition 5.3.6 Un mot w est lisse & droite (resp. lisse & gauche) s’ il existe k tel que DF(w) =
e (resp. DF(w) =€) et pour tout j < k — 1, Di(w) € A* (resp. Dg(ur‘) € A™). Un mot lisse 2

droite (resp. a gauche) est alors appelé un préfixe lisse (resp. suffixe lisse).

Les noms préfixe lisse et suffixe lisse proviennent du fait que ce sont respectivement les opé-
rateurs D, et D¢ qui permettent de dire si le mot est respectivement préfixe d’un mot lisse et
suffixe d'un mot lisse. En effet, il est facile de se convaincre qu’un préfixe lisse est toujours
prolongeable a droite en un mot lisse et qu’un suffixe lisse est toujours prolongeable & gauche

en un mot lisse.

Exemple 5.3.7 Soitw = 1122121. En appliquant successivement les opérateurs D, et D, sur

le mot w, on obtient
DO(w) = 1122121 DY(w) = 1122121

DX {w) = 2211 Dy(w) = 22111
D2?(w) = 22 D} (w) = 23.

300} —
Dy (w) =2
Le mot w est lisse & droite, mais n'est pas lisse & gauche, comme D3 (w) ¢ A*.

Exemple 5.3.8 Soit v = 12122112. Alors D2(v) = 32 et D}(v) = 1. Ainsi, le mot v n"est pas

lisse a droite, mais est lisse 4 gauche.

Remarque 5.3.9 Certains facteurs lisses ne sont ni lisse a droite, ni lisse & gauche. Par exemple,

prenons le mot v = 1212212211212, En appliquant successivement I’opérateur D, on obtient
D(u) = 11212211

D?(u) = 21122
D3(u) = 22
DA (u) = 2.

Ainsi, le mot « est lisse, mais n’est ni lisse & droite, ni lisse & gauche puisque
Dl(u) = 111212211  D}(u) = 112122111

D2(u) = 31122 Di(u) = 21123.

La notion de facteur lisse est donc moins restrictive que les notions de préfixes et suffixes lisses.
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Pour terminer cette section, rappelons certaines conjectures et propriétés des mots lisses infinis

qui découlent de (Brlek et al., 2006),
Conjecture 5.3.10 Tous les mots lisses infinis contiennent tous les facteurs finis lisses.
Conjecture 5.3.11 La fréquence des lettres 1 et 2 dans un mot lisse w € {1,2}% est 1/2.

Proposition 5.3.12 [l n’existe aucun mot lisse périodique.

5.4 Graphe de De Bruijn

Dans cette section, nous introduisons les graphes de De Bruijn, aussi connus sous le nom de
graphes de Rauzy, qui nous permettront ensuite de représenter les facteurs d’une longueur don-

née pour un mot fixé.

Définition 5.4.1 Le graphe de De Bruijn d’ordre k associé au mot w € A est un graphe
orienté ayant des sommets étiquetés par les facteurs de Fp(w) et ayant une aréte étiquetée

o € A partant du sommet y et allant au sommet z si et seulement si z = y[1, k — 1]e.

Exemple 5.4.2 Soit le mot infini de Fibonacci F défini par

F=1lmF, o Fo=2 Fi=1 et Fp=F1Fuoa ¥n>2

n—oe

Les premiéres valeurs de &, sont Fo = 12, F3 = 121, F, = 12112, F = 12112121, ... et
F=12112121121121211212112112121121121211212112112121121211211212112112 - --

Il est bien connu que F est une suite sturmienne : donc pour tout n, P(n) = n + 1. On sait que
F n’a que 4 facteurs de longueur 3: 112,121,211, 212. Ainsi, son graphe de De Bruijn d’ordre

3 est le graphe a 4 sommets illustré a la Figure 5.1.

Le principal désavantage de ce type de graphe est qu’il devient grand tres rapidement. En eftet,
le nombre de sommets d’un graphe de De Bruijn d’ordre & d’un mot w est I’ensemble de
ses facteurs de longueur k et ce nombre est de I'ordre de O(2F). Il est toutefois possible de
diminuer le nombre de sommets d’un graphe de De Bruijn en supprimant certains sommets et

arétes superflus et le graphe résultant est appelé le graphe de De Bruijn réduit.
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Figure 5.1 Graphe de De Bruijn d’oxdre 3 du mot de Fibonacci.

Notation 5.4.3 Soit un graphe G. Pour un sommet z, pred(z) (resp. succ(z)) désigne I’en-
semble des sommets y tel qu’il existe une aréte qui relie le sommet y au sommet « (resp. de x 2
y). De plus, label(y, =) dénote I’étiquette de I’aréte reliant le sommet y au sommet z et d* ()

désigne le nombre d’arétes sortant du sommet .

Définition 5.4.4 Soit G = (5, A), le graphe de De Bruijn d’ordre & du mot w € A%, ot .S est
I’ensemble des sommets et A C .5 x A x S est I'ensemble des arétes. Le graphe de De Bruijn
réduit associé 3 G est le nouveau graphe G/ = (§',4"), 005 C Set A’ C & x A* x 5.
Le graphe G’ est obtenu de G en enlevant récursivement des arétes et sommets superflus de G.
C’est-a-dire
S =85 —{xeS d¥(z)=1etsucc(x) £z}

et pour tout sommet z supprimé, avec z € pred(xz) et y € suce(z), les arétes (z, label(z, ), x)
et (z,label(x,y),y) sont supprimées de A et (z, (label(z, z)label(x, y),y) y est ajoutée. Ce

nouvel ensemble forme A’.

La Figure 5.2 illustre la suppression d’un sommet.

Figure 5.2 Suppression du sommet x d’un graphe de De Bruijn.

Remarque 5.4.5 L’ordre dans lequel les sommets sont supprimés n'a pas d’influence sur le

graphe de De Bruijn réduit obtenu, puisque la concaténation des mots est associative. Remar-
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quons que dans le graphe réduit, les étiquettes sont des mots de A*. Par exemple, le graphe de

De Bruijn réduit pour le mot de Fibonacci est donné par la Figure 5.3

121 21

Figure 5.3 Graphe de De Bruijn réduit d’oxdre 3 associé au mot de Fibonacci.

Les graphes de De Bruijn nous seront utiles dans ce qui sutt, puisqu’ils permettent de représenter

la structure d’un mot.

5.5 Calcul des mots extrémaux
Avant de montrer comment construire les mots extrémaux, voici leur définition.

Définition 5.5.1 Le mot lisse infini minimal (resp. maximal), noté m (resp. M) est le plus petit

(resp. grand) mot lisse infini selon "ordre lexicographique.

Lemme 5.5.2 Pour deux mots u,v € {a < b}¥, onau<v < u>7.

Preuve Par définition de < sur les mots infinis, on a w < v si et seulement si I’on peut écrire
u = pau’ et v = pbv’, avec ¢ < b. Supposons donc que u = pau’ et v = pbv’. Alors T = pav’

et = pbu’. Alors @ > 7. [
Le mot minimal et le mot maximal sont fortement liés. En effet, on a le lemme suivant,

Lemme 5.5.3 M =m.

Preuve Le Lemme 5.5.2 nous indique que w < v <= = > 7. Ainsi, Si m < z pour tout

mot & # m, alors on aaussi m > . D’ou M =m. u

Cela signifie donc que le calcul de m nous donne directement le mot Af = 77 : il suffit d’échan-
ger I'ordre des lettres sur I’alphabet. Dans ce qui suit, nous nous intéressons seulement au calcul

du mot minimal, comme le mot maximal est ensuite obtenu directement.
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5.5.1 Algorithme naif

L’algorithme le plus simple qui calcule un préfixe du mot minimal m d’une longueur » donnée

est I’algorithme naif qui suit.

Algorithme 5.5.4
DEBUT lisseMinimal

Entrée : longueurMax ;

0:m:=1;

1: Boucle

2: SiestLisse (m - 1) alors m :=m - 1;

3: Sinon m =m - 2;

4 Fin si;

5 SORTIR QUAND longueur(m)=longueurMax ;

6 : Fin boucle

FIN lisseMinimal

La condition estLisse est vérifiée en utilisant la dérivée a droite D, et nous assure que le préfixe

calculé est un préfixe d’au moins un mot lisse infini. On obtient alors
m[0,23] =112112212112122112112122
pour longueurMax = 24 et conséguemment,

M[0,23] = 221221121221211221221211.

L’algorithme naif consiste 4 construire le plus petit préfixe lisse possible pour une longueur k
donnée. On tente de le prolonger par la lettre 1, on vérifie si le mot ainsi construit est toujours
un préfixe lisse ou pas. Si le mot est toujours un préfixe lisse, alors on a ajouté la bonne lettre.
Sinon, on remplace le 1 par un 2. Puis on répete. Comme |’opérateur D, vérifie qu’on a un
préfixe lisse, ce préfixe sera toujours prolongeable et donc, 1’algorithme peut toujours nous

fournir un préfixe de m aussi long que souhaité.
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Proposition 5.5.5 Si la Conjecture 5.3.11 est vraie, alors I'Algorithme 5.5.4 calcule un préfixe

de m de longueur n en O(n?log(n)) opérations.

Preuve  Pour chaque lettre ajoutée au préfixe de m, on doit vérifier si le préfixe ainsi obtenu
est le préfixe d’un mot lisse en utilisant [’opérateur D,.. En supposant que la Conjecture 5.3.11
sur la fréquence des lettres dans un mot lisse soit vraie, il y aurait en moyenne autant de 1
que de 2 dans les préfixes lisses. En appliquant la dérivée D, sur un préfixe de longueur &, on
obtient donc un mot d’une longueur 2k/3 et le nombre de dérivées est logs , k. On effectue
klogs,s k opérations pour un préfixe de longueur k. Ainsi, pour un préfixe de longueur n, le

nombre d’opérations & effectuer est donné par

n

Z klogg)y b < n?log n.
k=1

D’ou la conclusion. ]

5.5.2 Algorithme naif amélioré

Afin de réduire le nombre d’applications de [’opérateur D, dans I’ Algorithme 5.5.4, il est natu-
rel de vouloir ajouter plus d’une lettre & chaque étape. Pour ce faire, nous utilisons le graphe de
De Bruijn réduit. En effet, en considérant Je graphe de De Bruijn réduit du mot m pour un ordre
donné, les prolongements possibles du préfixe lisse apparaissent plus clairement. Le nouvel al-
gorithme proposé consiste a fixer I’ordre du graphe de De Bruijn & un & € N et a chaque étape,
selon les k derni¢res lettres du préfixe lisse, on connait les prolongements possibles. On tente
de mettre le plus petit des prolongements, on vérifie s’il est lisse et sinon, on tente de mettre le

deuxieéme plus petit prolongement, et ainsi de suite. Formellement, on a I'algorithme suivant.

Algorithme 5.5.6

DEBUT lisseMinimal2

Entrée : m, longueurMax, etatActuel ;

0 : Si longueur(m) >longueurMax RETOURNER(m);
1: Sinon

2: Pour s € succ(etatActuel) faire # selon I’ordre lexicographique croissant
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3 nouveau_m := m-label(etatActuel,s) ;

4. Si estLisse(nouveau_m) alors

O lisseMinimal (nouveau_m, longueurMax, s);
6: Fin si;

7 Fin pour;

8: RETOURNER(m);

9 : Fin si;

FIN lisseMinimal2

Par exemple, pour trouver un préfixe de longueur 100 du mot lisse infini minimal, on utilise
[’algorithme lisseMinimal avec les parametres (112112, 100, etatInitial). La condition eszLisse

est encore vérifiée en utilisant [’opérateur de dérivée a droite D,..

Le graphe de De Bruijn réduit d’ordre 6 pour le mot minimal m est représenté a la Figure 5.4.

1121
l121121]
12212 21
N
2112
[212112]
o = 21221 o 3
(‘:]‘ — —_—
r 21121
[221121] [212212]
212
/ @
1221

[112112f, [ 121221

12112

Figure 5.4 Graphe de De Bruijn d’ordre 6 réduit pour le mot m.

Dans le graphe d’ordre 6, il y a 8 sommets et la longueur moyenne des étiquettes des arétes
est de 3.375. Le Tableau 5.1 illustre la croissance du nombre de sommets et des longueurs des

étiquettes des arétes en fonction de ’ordre du graphe de De Bruijn réduit.
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‘ Ordre H Nombre de sommets | Longueur moyenne des étiquettes

1 2 1

2 2 1.5
3 4 2.25
4 4 225
5 4 2.25
6 8 3.375
10 12 4.667
15 16 5.062
20 32 7.594
25 36 - 8.611
50 128 17.09

Tableau 5.1 Longueur moyenne des étiquettes.

Proposition 5.5.7 (Weakley, 1989) Le nombre de sommets d'un graphe de De Bruijn d'un mot
lisse varie de fagon polynomiale en fonction de son ordre, puisque le nombre de fucteurs de

log 3
longueur n est dans O(nos2).

La réduction du graphe de De Bruijn fait diminuer le nombre de sommets du graphe sans toute-
fois en faire diminuer la classe de complexité. Le Tableau 5.1 suggére que la longueur moyenne
des étiquettes, c’est-a-dire le nombre moyen de lettres ajoutées & chaque itération de I’algo-
rithme, croit de fagon logarithmique en fonction de 1’ordre du graphe. Ainsi, augmenter |’ordre
du graphe augmente la longueur moyenne des étiquettes des arétes, donc le nombre de lettres
ajoutées par itération (amélioration de la performance), mais augmente aussi le nombre de som-
mets (diminution de la performance). Comme la longueur moyenne des étiquettes varie de fagon
logarithmique et le nombre de sommets de fagon polynomiale, cela signifie que pour un ordre
plus grand, il y a plus de comparaisons a effectuer pour trouver le bon prolongement et alors,
la performance obtenue par la croissance de la longueur moyenne est négligeable. Dans le but
d’obtenir un algorithme plus efficace que I’Algorithme 5.5.4, on doit donc trouver le meilleur

rapport entre le nombre de sommets et la longueur moyenne des étiquettes des arétes. L'algo-
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rithme a été programmé en Maple pour des graphes d’ordre 1, 10, 20, 30, 40. 50, 55, 60 et 65.
Expérimentalement, pour un ordre plus petit ou égal a 50, 'augmentation de I’ordre améliore
la performance en temps de ’algorithme. Pour un ordre plus grand que 50, [’algorithme devient
moins rapide. L’algorithme le plus performant inspiré de I’algorithme naif serait donc celui qui

utilise un graphe de De Bruijn réduit d’ordre 50.

5.5.3 Algorithme utilisant la bijection ¢

En utilisant la bijection ®, il est possible de trouver un algorithme plus performant pour calculer
m. Comme m est en bijection avec $(m,), [’algorithme consiste a construire un préfixe du mot

&(m) plutdt que de construire un préfixe du mot m.

Algorithme 5.5.8
DEBUT lisseMinimal3
Entrée : longueurMax ;
0: phim=1,

1: Tant que longueur(phim)< longueurMax faire

2 Si philnv(phim-1) < philnv(phim-2) alors phim := phim-1:
3: Sinon phim := phim-2;
4 Finsi;

5: Fin tant que;
6 : RETOURNER philnv(phim) :
FIN lisseMinimal3

Dans cet algorithme, phim désigne le mot préfixe de ®(m), philnv est la fonction ¢~' qui

calcule les coups forcés.

Proposition 5.5.9 Sila Conjecture 5.3.11 est vraie, alors I’Algorithme 5.5.8 s effectue en O(n?)

opérations, ol n est la longueur du préfixe de m calculé.

Preuve En supposant la Conjecture 5.3.11 vraie, on a que pour un préfixe p de m de longueur

k, ®(p) est de longueur environ logs s, k. Considérons ®(p). Afin d’ajouter une nouvelle lettre
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a®(p), on doit calculer 6= (®(p)- 1) et =L (®(p) -2). Construire le mot obtenu par la fonction
logy /o k i
! prend Z (5) opérations. Il faut faire ce calcul pour les deux lettres possibles et

ensuite comparer les deux mots de longueur k ainsi obtenus. La comparaison se fait en 2k
opérations. Ainsi, le colit en nombre d’opérations pour ajouter la k-iéme lettre au préfixe de m

est
logg/p &

3\ !
2 Z (—) + 2k.
Pour terminer, il suffit de faire varier k de 1 a n afin de construire un mot $(p) (resp. p) de

longueur logy,, & (resp. n). On a alors

n logg/lk

22 Z (—>i+2ik

og3/a k
- 22(3/2 1—1_3{52/)21“ )> +a(n+1)

~
gt
3
TN
no| L
N—

+

[

>~

Il

= QZ L—=Fk)) +n(n+1)

n

= 6 (k=1)+n(n+1)
k=1 B
= 6n(n+1)/2-6n+n(n+1)

Le calcul d’un préfixe de longueur n du mot m avec [’Algorithme 5.5.8 s’effectue donc en

O(n?). -

5.6 Etude des dérivées successives et des factorisations de Lyndon de m et M

Dans cette section, nous étudions la structure de m et M en analysant leurs dérivées successives
et leur factorisation de Lyndon. Les dérivées successives des mots lisses nous permettent de
construire le mot ®(m) (resp. (M )) et comme P est une fonction bijective, si le mot ®(m)
(resp. ®(M)) a des propriétés régulicres, cela nous permettrait de mieux caractériser m (resp.
M). Par ailleurs, I’étude des factorisations de Lyndon est motivée par la propriété de minimalité
et de maximalité des mots extrémaux. Intuitivement, leur factorisation de Lyndon utiisant des

propriétés d’ordre lexicographique pourraient avoir des propriétés intéressantes.
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En calculant les premiéres dérivées de m en utilisant I"opérateur A sur m, on obtient
A%(m) = 112112212112122112112122121122122112112122112112212112122122112112122112 - -
AlNm) = 212211211221211211221221211221221121121221211221221211211221221121221211
A%(m) = 112212211212212112212212112112212112122122112112122112112212112122122112 - -
A%(m) = 221221121122121121221121121221211221221121121221121122121121122122121121 - - -
Ad(m) = 212212211211221211211221221211221221121221211211221221121221221121121221
AS(m) = 112122122112122121122122112112122122112122121 122122121 121221121122122121 - --
AS(rn) = 211212211211221221211212211211221211211221221211212211211212212211212212 - -
AT(m) = 121122122121121122122112122121121122121121221121 121221221121122121121122 -+ -
A¥(n) = 112212112122122112112122112112212112122122112122121122122121121122122112 -
Af(m) = 22112112122121122122112112122112112212112122122112112122112112212212112] - --
AlO(my = 221211211221221211221221121121221211221221211211221211212211211221221211
AT () = 211212212112212212112112212112122112112212212112122112112122122112112212 - --
AVZ(m) = 12112112212112]122112112212212112112212112122122112112212112 1122122421121 - -

AV (m) = 112122112112212212112122112112122122112122121121122122121122122112122122 - - -
AM(m) = 211221221211211221211212211211212212112212211212212 - -

A“( ) = 1221211212211211221211211221221121

Al (m) = 12112112212211212212211 -

AT (m) = 112122122112122 -

A (m) = 2112122112 -

Comme m et M sont complémentaires, A*(m) = A*(M) pour ¢ > 1. Ainsi, on obtient la

proposition suivante.

Proposition 5.6.1 ®(m) = 12122121122211211121122- - er B(M) = 211 d(m)

Intuitivement, par leur définition, les mots extrémaux devraient avoir des propriéiés intéres-
santes par rapport a I’ordre lexicographique. Dans ce qui suit, nous étudions donc les factorisa-

tions de Lyndon des mots extrémaux. Les premiers facteurs de la factorisation de m sont

) = 1121122]12]112122,
) = 112112122121122122,
) = 112112122]1121122121121221221121121221121122122121121221121122121121 ---
) = 112112122112112212112122122112112122112112212212112122112112] 221221
L(m) = 1121121221121122121121221221121121221121122122121121221121121221221 - -
) = 1121121221121122]121121]122122112122121121122122121122122112122]121121 ---
) = 1121121221121122121121122122112122121121122122121122122112112122121 ---
¢7(m) = 1121121221121122121121122122112122121121122122121122122112112122121 ---
fe(m) = 112112122112112212112112212211212212112112212112122112112212212112% -
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11211212211211221211211221221121221211211221211212211211221221211211 -~
112112122112112212112112212211212212112112212112122112112212212112112 -+
112112122112112212112112212211212212112112212112122112112212212112112 -+
112112122112112212112112212211212212112112212112122112112212212112112 --

et les longueurs sont respectivement

15,18, 180,910, 382, 1948, 2061, 490, 1703, 2359, 2194, 4679, 7278.

Les premiers facteurs de la factorisation de Lyndon de M sont

to(M)
£ (M)
Lo(M)
&3(M)
€(M)
s (M)
& (M)
07(M)
e (M)
to(M)
£10(M)
(1 (M)
E12(M)
L13(M)

2,

2,

122,

11212212112212212

112122,

112112212212112212211212212

1121122122121122122
1121121221211221221121221221121121221211221221211211221211212212211
112112122121122122,

1121121220 1211221211212212211211221211211221221211221221 12122121121 - - -
1121121221121122121121221221121121221121122122121121221121121221221 - - -
1121121221121122121121122122112122121122122121121122122112122122112 - -
1121121221121122121121122122112122121121 122122121122122112122122112 - - -
1121121221121122121121122122112122121121122121121221121122122121121 - - - ,

et les longueurs sont respectivement

1,1,3,17,6,27,19, 80, 18, 180, 268, 1753, 2107, 816

Les lettres soulignées représentent la premiére position pour laquelle le facteur différe du fac-

teur précédent. Ces factorisations suggerent que le préfixe commun de deux mots de Lyndon

consécutifs dans la factorisation de Lyndon de m et de M est de longueur croissante.

Cela laisse donc supposer ’existence d’un mot qui soit un suffixe de m et de M qui soit mini-

mal.

Définition 5.6.2 On note s, le suffixe lisse minimal, ¢’est-a-dire le plus petit mot selon I’ordre

lexicographique qui soit un suffixe d’un mot lisse.
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On construit le mot s en utilisant I’ Algorithme 5.5.4 modifié comme suit : & chaque fois qu’on
ajoute une nouvelle lettre au préfixe de s, on vérifie si s est toujours un suffixe lisse en appliquant

I"opérateur de dérivée a gauche Dy. On obtient ainsi le suffixe lisse
s =11211212211211221211211221221121221211211221211212211211221221 - - -

Lemme 5.6.3 Le mot s n'est pas un mot lisse.

Preuve En effet,

A(s) = 21211221221121221221121121 - - -
A%(s) = 11122122112122121 - - -

A3(s) = 3212211211 - --

Donc s est un suffixe lisse, mais n’est pas un mot lisse. ]

Proposition 5.6.4 Le suffixe lisse minimal s est un mot de Lyndon infini.

Preuve Parladéfinition de mot de Lyndon infini, il suffit de montrer que s est strictement plus
petit que tous ses suffixes. Comme s est le suffixe lisse minimal, sil existe un suffixe plus petit

que lui-méme, il y a contradiction. S’il existe un suffixe qui lui est €gal, alors cela impliquerait

que s est périodique (voir Figure 5.5), ce qui est impossible, par la Proposition 5.3.12. |
s
e '
S ’X///
s

Figure 5.5 Schéma de la preuve de la Proposition 5.6.4.

Le Tableau 5.2 indique la position i pour laquelle le mot s differe de #,(m) et £,(M). Dans
ce tableau, 7 signifie que nous n’avons pas calculé suffisament de facteurs pour connaitre la
position. Le calcul d’un préfixe de longueur 50 000 n’était pas suffisant pour obtenir le 15-i€me
facteur de la factorisation de Lyndon de m. Observons que dans ce tableau, pour k — oo, £i(m)
et £, (M) semblent converger vers s. On pourrait étre tenté de conjecturer que 1 et A{ terminent

par le suffixe s, mais c’est impossible, comme I’énonce le lemme qui suit.
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‘ k H Position dans f(m) | Position dans f,(M)

1 7 2
2 11 2
3 23 2
4 23 5
5 23 5
6 46 7
7 46 7
8 46 11
9 68 11
10 80 23
11 80 23
12 80 40
13 142 46
14 142 80
15 ? 248

Tableau 5.2 Positions pour lesquelles s[i] # fr(m)[i] et s[i] # fr(M)]3].

Lemme 5.6.5 m et M ne peuvent pas tout deux avoir le suffixe s.

Preuve Supposons que m = uset M = vs, avec lg(u) < Ig(v). On peut alors écrire up = v,
pour un préfixe p de s. Mais si s commence par p et que M = T, alors m = upps’, pour
s’ € A¥. Cela implique que M a vp comme préfixe. Ainsi de suite, comme I'illustre la Figure
5.6, on trouve que m = u(pp)* et M = v(pp)¥. Donc m et M sont ultimement périodiques.
Par la Proposition 5.3.12, on sait que c’est imposible. Si lg(w) > lg(v), a preuve est similaire.

Silg(w) = 1g(v), alors on trouve que s = §, ce qui est impossible. n
Le Lemme 5.6.5 donne I'idée de la conjecture suivante.
Conjecture 5.6.6 lim £;(m) = s ou (exclusif) lim £;(M) = s.

1—0C

1—0C

Etudions maintenant plus particulierement la factorisation de Lyndon de m et A7. Rappelons
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Figure 5.6 Schéma de la preuve du Lemme 5.6.5.

d’abord un résultat sur le nombre de carrés.

Lemme 5.6.7 (Briek et al., 2006) Le nombre de facteurs carrés des mots lisses est fini :

Card(Carrés(X)) = 46.
Corollaire 5.6.8 (Brick et al., 2006) Les mots lisses sont sans cube,

1l en découle que Card(Carrés(m)) < 46 et parmi les 46 carrés possibles, ceux qui sont des

carrés de mots de Lyndon sont
17,(112)2, (112112212)%, (112112212212112212211212212)%, (122)* et 22,

Proposition 5.6.9 Soit m = £,(m)€y(m) - - -, la factorisation de Lyndon de m. Alors
i) &1(m) est le seul facteur de Lyndon qui est un préfixe lisse ;

) 4;(m) > €11(m), pour tout 5.

Preuve i) Parla définition de factorisation de Lyndon, on sait que £ (m) > ¢;(n), pouri > 0.
Précédemment, on a calculé les premiers facteurs de la factorisation de Lyndon de m et on a
obtenu que £, (m) > &3(m). Ainsi, pour tout 7 > 1, {o(m) > ¢;(m). Mais par la construction
de m, aucun préfixe lisse n’est plus petit que m. Par conséquent, un préfixe lisse plus petit que

{1 (m) n’existe pas et alors, pour tout £;,(m) < m, £;(m) ne peut étre un préfixe lisse.

it) Supposons maintenant qu’il existe ¢ > 2 tel que £;(m) = #5411 (m). Ainsi, cela signifierait

qu’il y a un facteur puissance carré d’un mot de Lyndon. En ordonnant les facteurs de mots



131

lisses qui sont des carrés de mots de Lyndon, on obtient

12 < (112)% < (112112212)% < (112112212212112212211212212)% < (122)? < 22, (5.5)

Comme les seuls carrés < £;(m) sont (112)% et 1%, pour avoir £;(m) = ;41 (m), il faudrait

que £;(m) = 112 ou £;(m) = 1. Dans les deux cas, cela impliquerait que 7 est ultimement

périodique : contradiction. [
On obtient un résuttat semblable pour le mot lisse maximal M.

Proposition 5.6.10 Dans la factorisation de Lyndon de M,
1) Lo(M), 61(M), Lo(M), L4(AT), £5(M), £s(M) sont les seuls préfixes lisses ;
i) £;(M) > €1 (M), pour tour i > 1.

Preuve 1) On vérifie directement que les facteurs de Lyndon £;(M), pour i < 6, sont lisses

ou pas en utilisant |’opérateur D;.. Pour ¢ > 6, il suffit de vérifier que £7(M) < o(m).

ii) En observant que #7(M) < (112112212)? dans la formule (5.5), on conclut en utilisant le

méme raisonnement que dans la preuve de la Proposition 5.6.9. [

Proposition 5.6.11 Le mot lisse infini minimal m n'est pas un mot de Lyndon.

Preuve Le mot lisse infini minimal a le suffixe 1121121221211 - -- plus petit que lui-méme

et commengant a la position 15 . ]

Si tous les mots lisses infinis contiennent tous les facteurs lisses finis comme le prétend la
Conjecture 5.3.10, alors aucun mot lisse infini n’est un mot de Lyndon. En effet, supposons
qu’un mot lisse infini w contiennent tous les facteurs lisses et supposons que w soit un mot
de Lyndon infini. Remarquons qu’un mot peut étre un facteur lisse, mais non pas un mot lisse.
L’inverse est faux. 1l est donc plus restrictif d’étre un mot lisse qu’un facteur lisse. On peut ainsi
se convaincre qu’il serait toujours possible de trouver un facteur lisse plus petit que w, et donc
que w ne pourrait pas étre un mot de Lyndon. La Proposition 5.6.11 vient donc renforcer la

Conjecture 5.3.10.
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Récemment, les mots lisses ont été généralisés a différents alphabets a deux lettres ou plus.
Dans le chapitre suivant, nous montrons comment le changement des lettres de [’alphabet in-
fluence les propriétés des mots lisses extrémaux et contrairement aux mots lisses extrémaux sur

I’alphabet {1, 2}, nous verrons que certaines régularités apparaissent.



Chapitre V1

MOTS LISSES EXTREMAUX GENERALISES

Dans ce chapitre, nous utilisons la notion introduite dans (Berthé, Brlek et Choquette, 2005) de
mot lisse généralisé & différents alphabets. Ainsi, nous considérons les mots lisses extrémaux
sur différents alphabets a deux lettres. Dans un premier temps, nous étudions les mots lisses
extrémaux sur |’alphabet {1,3}. Il apparait que de remplacer le 2 pour un 3 dans 'alphabet
change grandement la structure des mots lisses extrémaux et méme, que cela leur donne des
propriétés beaucoup plus intéressantes. En observant ainsi que de considérer les mots lisses ex-
trémaux sur I'alphabet {1, 3} plutot que sur {1,2} en influence grandement les propriétés, nous
nous intéressons ensuite aux mots lisses extrémaux sur des alphabets de lettres de méme parité.
Ainsi, pour un alphabet ordonné {a < b} fixé, avec a,b € N — {0} et «, b de méme parité, nous
étudions les mots lisses extrémaux. Nous donnons des algorithmes rapides pour les construire,
nous montrons des propriétés de récurrence, de fermeture pour les ensembles de facteurs et
nous fournissons une formule pour la fréquence des lettres pour certains types d’alphabets.
Nous nous intéressons ensuite aux factorisations de Lyndon et montrons que contrairement au
mot lisse minimal sur ['alphabet {1, 2}, il existe des mots lisses minimaux qui sont des mots
de Lyndon. Nous montrons qu’il existe un lien entre les mots minimaux sur des alphabets pairs
et certains mots de Kolakoski généralisés. Ainsi, nous montrons des propriétés pour les mots
de Kolakoski généralisés qui sont toujours des problémes ouverts sur I’alphabet {1,2}. Les

résultats de ce chapitre font I’objet de |a publication (Brlek, Jamet et Paquin, 2008).



134

6.1 Quelques définitions et résultats préalables
Rappelons une propriété utile sur les mots de Lyndon.

Lemme 6.1.1 (Chapitre 5.1 de (Lothaire, 1983)) Soienr u,v € L. Alors uv € L si et seule-

ment si u < v.

Lemme 6.1.2 Soient u,v € £ et supposons u < v. Alors uv < v.

Preuve Siu ¢ Pref(v), alors c’est évident. Supposons donc que « € Pref(v) et écrivons
v = uF, avec k maximal. Ainsi, u ne peut pas étre préfixe de »/. Comme v est un mot de
Lyndon, v est plus petit que tous ses suffixes. Plus particulierement, v < v'. Ainsi, u < v < v'.

k.1 k‘+],UI

Comparons v = v’ et uv = u : la comparaison se fait entre v’ et u. Comme u < v’ et

u ¢ Pref(v’), on conclut que uv < v. m

Corollaire 6.1.3 Soient u,v € L, avec v < v. Alors wv™, w™v € L, powr tout n. > 0.

Preuve Il suffit d*appliquer le Lemme 6.1.1 n fois. En effet, si u.v € L etu < v, alors

2

uv € L. Ainsi, w,uv € L et w < wv et done, u®v € L. De la méme fagon, considérons

wv,v € L. Par le Lemme 6.1.2, uv < v, et par le Lemme 6.1.1, on a que uwv? € L. |

A moins d’indication contraire, dans ce chapitre, nous ne considérons que des alphabets A =

{a < b}, avec a,b e N — {0}.

Toutes les notions vues dans le Chapitre V se généralisent naturellement aux mots lisses sur
un alphabet {a < b}. Alnsi. la fonction de codage par blocs reste bien définie si I’on change

I’alphabet {1, 2} pour {1,3}, {2, 3}, {3, 7}, etc.

Exemple 6.1.4 Soit w = 223322333222333. En appliquant successivement |’opérateur A, on

obtient



135

Exemple 6.1.5 Soit v = 22444242222444. En appliquant successivement ’opérateur A, on
obtient

A%(u) = 22444242222444

Al(u) = 231143
A(u) = 11211
A’(u) = 212
AYu) =111
A%(u) = 3.

La famille des mots lisses peut donc étre généralisée a différents alphabets, comme I’ont fait les

auteurs de (Berthé, Brlek et Choquette, 2005).

Définition 6.1.6 Soit un alphabet ordonné numérique A. On définit la famille des mots lisses

infinis sur {’alphabet A par I’ensemble
Ka = {w €AY | ¥k € N, AF(w) € A¥}.

Définition 6.1.7 Soit un alphabet ordonné numérique A. Un mot fini w € A* est lisse s’il existe
ktel que lg(AF(w)) = 1 et AR(w) < 3. ol 3 est la lettre maximale de A, et pour tout j < &,

ona AV (w) € A*.

Ainsi, le mot w de I’'Exemple 6.1.4 est un mot lisse sur I’alphabet {2. 3}, tandis que le mot « de

[’Exemple 6.1.5 n’est pas un mot lisse sur I’alphabet {2, 4}, mais I’est sur P’alphabet {1, 2, 3, 4}.

Les fonctions pseudo-inverses de A demeurent bien définies pour un alphabet a 2 lettres autre

que I’alphabet {1, 2}.
Exemple 6.1.8 Soit © = 44554544445. Alors
A{Il(u) = 444455554444455555444455555444455554444555544444

et

Agl(u) = 555544445555544444555544444555544445555444455555.
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Définition 6.1.9 Les mots de Kolakoski généralisés sont définis comme étant les points fixes
sous ’opérateur A. Pour un alphabet a deux lettres {a, b}, il y a exactement deux points fixes :
K(a,b) €t K(p,q), 00 K(gpy le mot de Kolakoski généralisé sur I’alphabet {a, b} et commengant

par la lettre a.

Exemple 6.1.10 Le mot de Kolakoski sur I’alphabet A = {1,2} et commengant par la lettre
2est K = K(y;). Le mot de Kolakoski K33y = 2233222333223322333222 -+ et K(3,) =
3331113331313331113331 - - .

La bijection ® définie au Chapitre V se généralise naturellement a tout alphabet numérique

ordonné a deux lettres.

Exemple 6.1.11 Pour le mot w = 1333111333133311133313133311133313331113331, on a
A%(w) = 1333111333133311133313133311133313331113331

Al(w) = 1333133311133313331
A%(w) = 131333131

A(w) = 1113111

At(w) = 313

Ad(w) = 111

AS(w) = 3.

Donc w est un mot lisse sur [’alphabet {1, 3} et ®(w) = 1111313.

Exemple 6.1.12 Soit le mot w pour lequel v = ®(w) = 3533. On retrouve w en appliquant

®~1 donc en itérant A ! sur les lettres du mot w.

A%w) = 333335555533333555333555333335555533333
Al(w) = 555333555

A%(w) = 333

A3(w) = 3.

Tout comme pour I’alphabet {1, 2}, il est possible de forcer les coups pour un alphabet {a < b}

fixé.
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Définition 6.1.13 Soit I'alphabet A = {a < b} etz € A*. Alors
5 M) = A7 (x) - 84

ol 3 est la lettre complémentaire de la dernigre lettre de A ' (z) et o, 8 € A. La fonction ¢!

est définie de fagon analogue a @, mais utilise 6~' plutét que A~'.

Exemple 6,1.14 Dans ['exemple précédent, si ['on applique ¢!, on obtient

§¥(w) = 33333555553333355533355533333555553333355533355533355533333
55555333335555533333555333555333555333335555533333555

§1(w) = 555333555333335555533333555

5%(w) = 333555

83 (w) = 3.

Les opérateurs D, Dy et D, se généralisent aussi a des alphabets a deux lettres comme I’énoncent

les trois définitions suivantes.

Définition 6.1.15 Pour un alphabet {a < b}, on définit I'opérateur D comme

€ si Alw) < bouw =g,

A(w) st A(w) = bzbou A{w) = b,
D(w) =< bz  siA(w) = bz,

ab st Alw) =

iz si A(w) = uawv,

ol u et v sont des blocs de longueur < b. Appliquer ’opérateur D correspond a éliminer de

A(w) les blocs préfixes ou suffixes de longueur plus petite que la lettre maximale, s’ils existent.

Définition 6.1.16 Un mot fini w est appelé un facteur lisse s’il existe k tel que DF(w) = ¢ et
Vi <k, Di(w) € A*.
Définition 6.1.17 La dérivée & droite est définie par la fonction D, : A* — N* telle que

€ si Alw) < bouw =g,
Dy(w) = ¢ A{w) si A(w) = @b,

x si A(w) = zu,



ou u est un bloc de longueur < b.

Définition 6.1.18 La dérivée a gauche est définie par la fonction Dy : A* — N* telle que
€ si A(w) < bouw =g,
De(w) = ¢ Afw) si Alw) = bz,
T si Alw) = uz,

ol u est un bloc de longueur < b.

Définition 6.1.19 Un mot w est lisse & droite (resp. lisse a gauche) sur I'alphabet A s’11 existe
k tel que D¥(w) = ¢ (resp. D§(w) = ¢) et pour tout j < k, Di(w) € A* (resp. Di(w) € A*).
Un mot lisse a droite est alors appelé un préfive lisse et un mot lisse & gauche est appelé un

suffixe lisse.

Exemple 6.1.20 Soitw = 223223322333222. En appliquant successivement les opérateurs D,

et D¢ sur le mot w, on obtient

D(w) = 223223322333222 DY (w) = 223223322333222
D} (w) = 2122233 D}(w) = 122233

D?(w) = 113 Di(w) = 32

D3(w) =2 D}(w) = 1.

Dés les premiéres dérivées, il est clair que le mot w n’est ni lisse a droite, ni lisse & gauche sur

I"alphabet {2, 3}, mais qu’il I'est sur I’alphabet {1, 2, 3}.

Exemple 6.1.21 Soit v = 333444333444433334444333444333. On obtient
DO(v) = 333444333444433334444333444333  DY(v) = 333444333444433334444333444333
D} (v) = 33344433 D}(v) = 33444333

D2(v) = 33 D2(v) = 33.
Le mot v est donc un préfixe lisse et un suffixe lisse sur "alphabet {3, 4}.

Définition 6.1.22 Le mor lisse infini minimal (resp. maximal) sur I’alphabet {a < b}, noté

M (a,b) (resp. Mq py) est le plus petit (resp. grand) mot lisse infini selon I"ordre lexicographique.

L’algorithme 5.5.4 du Chapitre V qui calcule le mot minimal se généralise pour différents al-

phabets de la fagon suivante.
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Algorithme 6.1.23
DEBUT lisseMinimalGeneral
Entrée : A = {a,b}, longueurMax ;

0:myupy 1= as

1 : Boucle

2: SiestLisse (m,p) - @) alors myq )y 1= Myqp) - as
R Sinon my, 4y =My - b;

4: Fin si ;

5 SORTIR QUAND longueur(m, ) )=longueurMax ;

6 : Fin boucle ;

FIN lisseMinimalGeneral

Dans cet algorithme, la condition estLisse est vérifiée avec ’opérateur I2,.. Notons que I’ Algo-
rithme 6.1.23 ne dépend pas de la parité des lettres de I’alphabet. Pour différents alphabets et

pour longueurMax = 47, on obtient les mots

m{lyg}[0,46] =11211221211212211211212212112212211211212211211,
]V[{112}[0,46] = 21211221211212211211212212112212211211212211211,
m1,3) [0,46] = 11131113131113111313111313111311131311131113131,
My 3 [0,46] = 33313331313331333131333131333133313133313331313,
mez 1} [0,46] = 22224444222244442244224422224444222244442244224,
M35 [0,46] = 33333555553333355533355533333555553333355533355,
Mo, 3) [0,46] = 22233322233223322233322233223332223322333222333,

m(3 .4 [0,46] = 333344443333444333444333344443333444:33344433334.

Si la Conjecture 5.3.11 est vraie, le calcul d’un préfixe de longueur n de my, p) avec I'Algo-
rithme 6.1.23 nécessite O(n?log(n)) opérations. Afin de réduire le nombre d’applications de
P'opérateur D,., il serait pertinent d’ajouter plus d’une lettre a chaque étape, comme au Chapitre

V, en utilisant les graphes de De Bruijn réduits. Toutefois, nous ne nous y attardons pas, puis-
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qu’il existe des algorithmes beaucoup plus efficaces pour les alphabets de méme parité. comme

nous le montrons dans les sections suivantes.

6.2 Mot de Fibonacci et mot lisse minimal sur I’alphabet {1, 3}

Dans cette section, nous étudions les mots lisses extrémaux sur ’alphabet {1,3}. Nous mon-
trons que ces mots ont une structure plus réguliere que les mots lisses extrémaux sur ['alphabet
{1,2}. De plus, nous montrons que les mots lisses extrémaux sur ’alphabet {1, 3} sont éton-

namment reliés au mot de Fibonacci.

Pour débuter, rappelons que le mot infint de Fibonacci F est défini comme

F = lim Stn ol 9-0 = 2, Srl = 1, et Yn Z 2, 3:" = g'n_lf}-n_g.

n—0oc

Dans (Berthé, Brlek et Choquette, 2005), les auteurs montrent que F n’est pas lisse sur [’alpha-

bet A = {1, 2}, mais ’est sur ["alphabet A = {1, 2. 3}. Le pavage lisse décrivant F est

A%(F) = 121121211211212112121121121211211212112121121121211212112112121121121 - - -
AYNF) = 112111212111211121211121211121112121112111212111212111211121211121211 - - -
AYT) = 213111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 - - -
AP(F) = 111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 - - -
A“(?) =313111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 - - -
A‘(’(?F) =111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 - - -
A%(F) = 313111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 - --
AT(F) =111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 - - -
AB(?F) = 313111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 -
Ag(?) =111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 - --
Alo(ff) =3131113131113111313111313111311131311131113131113131113111:31311131311 - - -

Proposition 6.2.1 (Berthé, Briek et Choquette, 2005) Soit F, le mot de Fibonacci. Alors
O(F) = 112(13)*.

Proposition 6.2.2 (Berthé, Briek et Choquette, 2005) Soit T le mot de Fibonacci. Alors
i) 33.31313 ne sont pas facteurs de A*(F), pour k >0,
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i) Fet A(F) € {1,2}%;
i) A%(F) = 2u, onu € {1,3}¥,
iv) ARTF) € {1,383} pour k > 3.

En utilisant |’ Algorithme 6.1.23 décrit dans la section précédente, on obtient les premiéres

lettres du mot lisse infini minimal sur I’alphabet A = {1, 3}, soit
myy,3y = 11131113131113111313111313111311131311131113131113131113 - - -
Ce mot coincide avec A*(F). En effet, on a le Théoréme 6.2.3.

Théoreme 6.2.3 my, 3y = A3(F), ou F est le mot de Fibonacci.

Afin de prouver ce théoréine, certains lemmes sont requis.

Lemme 6.2.4 Soit F,, le n-ieme mot de Fibonacci. Alors pour n > 3, J,, admet les factorisa-
tions

D Fn =T [152 Fopour L <k <n;

i) Fp = (Hf;ol 3:71_22'_1) Fnok, pour 1 < k < n/2, k un entier.

Preuve Rappelons que par définition, 3, = F,,_ 1 F 3.
) Pourm = 3etk = 1,onaJFy = FFF,.Sik =2, onaFy = FF,. Supposons que
la factorisation existe pour tout 5 < n — 1. Alors, par définition, ¥, = F,,_1Fp_s =

(Fn—2Fn—3)Fn—2. Par hypotheése de récurrence, on a
n—4 n-2
Fa = Fx ( 11 fﬂ:) FasFao =T [[ %
i=h—1 i=k—1
i) Pourm = 3etk = 1, onaFy = FF,. Supposons que la factorisation existe pour tout

j<n—=1 Alors,F, = Fy_1Fn_2 = Fn_ 1 Fn_3Fn—4 et par hypothése de récurrence,

k-1 k—1
Fn=TFn1Fn3Fn1=F 1Fn-3 (H S’-1)—/1—‘22'—1) Foa-ok = (H 3~17,727'—1) ?n—Q(IH-Q).\
1=0 i=0

avec 2k < n —4,donc 2(k +2) < n. m



Lemme 6.2.5 Les mots finis de Fibonacci F,, satisfont, pour n. > 2, les conditions
D) A Fopgr - 171) = A3(Fan - 271) - A3(2- Fopy 11715
i) A3(Fon - 271) = A3 (Fonoy - 171) - A1 Fopog - 271).

Preuve  Par un calcul direct, on a

AMF17h) = A3(1211212) = A%(112111) = AY(213) = 111,
AY1F,27Y) = A%(11211) = A%(212) = AY(111) = 3,
ANF27Y) = AP(1211) = A%(112) = A'(21) = 11,
A2F317Y) = A%(212) = A’(111) = A'(3) =1,

AN F17H = AP(12) = A1) = AN(©2) =1,

A*1F,27Y) = AP(11) = A%(2) = A1) = 1.

Les deux conditions sont bien vérifiées pour n = 2.

La récurrence F, = Fp_ - F,—o implique que

Fn a7t = Fno1 Tz Tt = (3:71—1 : b_l) : (b':}.n.~2 ' a_l);
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ol a,b € {1,2}. 1l suffit alors de montrer que les conditions du Lemme du collage sont satis-

faites dans les deux cas.

i) Vérifions que la derniere lettre de Ai(?gn 21 ) diftere de la premiére de Ai(2 Fom_1-171h),

pour 0 < ¢ < 3. Du Lemme 6.2.4 ii), on sait que pour tout n > 3, Fyy, a le suftixe Fg.

De plus, pour n > 3, on sait par le Lemme 6.2.4 1) que F,, a F¢ pour préfixe. Comme

Fg = 1211212112112, le mot Fo, -2~ ale suffixe s = 121121211211 et le mot 2-F g,y -1~}

ale préfixe p = 21211212, En appliquant les opérateurs Dy et D, généralisés sur I’alphabet

{1,2,3}, a s et p respectivement, on obtient

D%(s) = 121121211211 D,%(p) = 21211212
Dyt(s) = 12111212 D, }p) = 111211
Dg?*(s) = 13111 D,2(p) = 31
Dp(s) =13 DA(p) = 1.
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Ainsi, les conditions du Lemme du collage sont satisfaites.
ii) De fagon semblable, on obtient que pour tout n > 4, le mot Fo,_ - 17! a le suffixe s =
12112121121121211212 et le mot 1 - Fop,_9 - 271 a le préfixe p = 1121121211211. En

appliquant encore les opérateurs Dy et D, sur s et p respectivement, on obtient le résultat. w

Lemme 6.2.6 (Berthé, Briek et Choguette, 2005) A*(2F) = A3(F).

Preuve  (du Théoréme 6.2.3) Procédons par récurrence pour montrer que pour tout n. > 2,

A3(Fyp-1171) est minimal. Vérifions pour n = 2 :
A3Fs 171 = A3(12) = AX(11) = A(2) = 1

est bien minimal. Vérifions un cas de base moins trivial, disons pour n = 4,

$f
i
l

121121211211212112121 - 17" = 12112121121121211212,
A(F7-17Y) = 1121112121112111,

A%F; 171 = 213111313,

A¥F7-17Y = 1113111

Supposons maintenant que A*(Fy;_y - 171) est minimal pour tout 2 < k < n. Par le Lemme

6.2.5,
A Foparyor - 171 = A3 Foniy - 171 = A% Fon - 271) - AP (2 Fppy - 171,

Par hypothése de récurrence, A%(F,, - 274) est minimal. 11 suffit de montrer que A%(2-Fyy, ;-
171) est minimal, comme la concaténation de deux mots minimaux est certainement minimale.
Par le Lemme 6.2.6, comme A*(F,, _; - 171) est minimal, alors A%(2 - Fy,—; - 17') est aussi

minimal. Pour conclure, il suffit de prendre la limite

lim A (Fon_p-17") = ANF).

n—oC

Cette derniére existe, comme F,,_| est préfixe de F,. [ ]

Puisque A*(F) = my) 3}, les propriétés suivantes découlent directement de (Berth, Brlek et

Choquette, 2005).
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Corollaire 6.2.7 Les mots lisses infinis extrémaux sur 'alphabet A = {1,3} satisfont aux

conditions suivantes

D AF(mg 3y) = A (mp 5), VE>0;

i) ®(myy3y) = (13)¥ et &(M{y 3y) = 3(31)*;

i) myq 33 ne contient pas les facteurs 33 et 31313 er My, 5y ne coniient pas les facteurs com-
plémentaires 11 et 13131 ;

iv) posons m(y 3y = Llu. alors A(m; 33) = 3u.

Proposition 6.2.8 Le transducteur illustré a la Figure 6.1 calcule le mot lisse infini minimal

myy 3} en femps linéaire.
Preuve Découle de la la propriété iv) du Corollaire 6.2.7. ]

Rappelons qu’un transducteur est un automate fini a une bande et deux pointeurs : un pour lire
et ’autre pour écrire. Les transitions de I’automate étiquetées de la forme «/8 signifient qu’on

lit &, qu’on écrit /3, puis qu’on se déplace a I’état suivant.

melll @ 11/1 "

Figure 6.1 Transducleur engendrant le mot lisse minimal sur I’alphabet {1,3}.

Le Tableau 6.1 décrit comment le mot m ) 3y est construit en utilisant le transducteur.

La fait que le mot de Fibonacci et le mot lisse infini minimal sur I'alphabet {1, 3} soient dans
la méme orbite sous I'opérateur A est surprenant et souléve d’intéressantes questions. Est-ce
que les propriétés du mot minimal sur {1, 3} se généralisent & tout alphabet impair ? La section

suivante répond a cette question.

6.3 Mots lisses extrémaux sur un alphabet 4 deux lettres impaires

Dans cette section, nous considérons un alphabet a deux lettres A = {a < b}, avec a et b des

entiers positifs impairs. Introduisons d’abord un lemme fort utile pour la suite.



Lu | Ecrit | Préfixe de ™3y

€ 11 11

11 |1 111

1 3 1113

3 111 | 1113111

1 3 11131113
1 1 111311131
1 3 1113111313

3 111 | 1113111313111

1 3 1131113131113

Tableau 6.1 Construction du mot lisse minimal a [’aide d'un transducteur.

Lemme 6.3.1 Pour tout u € AT, ® Y (u) est un palindrome de longuewr impaire.
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Preuve  Soit w = ®~!(u). Procédons par récurrence sur la longueur de u. Sin = lg(u) = 1,

alors w = 3 € A, qui est un palindrome. Sin = 2, alors u = a3, avec ¢, 8 € {a,b}. Ainsi,

®~1(u) = w = of est un palindrome de longueur 3. Comme a et b sont impaires, i} en découle

que w a une longueur impaire. Supposons maintenant que 1'énoncé est vrai pour tout u tel que

lg(u) < k. Posons u’' € A¥. Doncw = ®~!(«') est un palindrome de longueur impaire. Posons

lg(w) = 25 + 1. On peut donc écrire w = w’ - w[j] - w’, v’ € A* et alors,

Ay (w) = A7 (' wlj]) - ),

@

pour o € A. 1l y a deux cas 2 considérer : si lg(w’) est impair,

A7 (w) = A7 (W) - AF W) - A7 (W) = A7 W) - A7 i) - Aa' (w),

[e3 ad
et si lg(w') est paire,

4

At (w) = AN W) - AFMw]]) - ARt w) = AZHW) - A (w]f]) - AZ (w).

Rappelons que dans les équations précédentes, on a utilisé le Lemme 5.1.17. Comme V¢, 8 €

A, et AZH(B) = o est de longueur impaire, alors A ' (w) est de longueur impaire.
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Le Théoréme 6.3.2 montre que les mots lisses extrémaux sur un alphabet impair a une structure

beaucoup plus simple que ceux sur I’alphabet {1, 2} et que le Corollaire 6.2.7 ii) se généralise.

Théoréme 6.3.2 ®(my, ) = (ab)”.

Preuve  Procédons par récurrence sur la longueur des préfixes de w = ®(my,p)). Remar-
quons d’abord que my, ;3 commence par la lettre minimale a. On peut facilement vérifier que
d~1(ab) = a® < a% - w = ®~(aax), pour tout x € T, w € *. Supposons maintenant que
®~1((ab)*) est minimal pour tout k& < n. Par le Lemme 6.3.1, toutes les lignes du pavage (voir
Figure a)) obtenu par ®~'((ab)") sont de longueur impaire. Donc ®~!((ab)™) commence et

termine par la méme lettre, soit la lettre a.

G oo a
Doverenn b
2n . 2n
@ Q
b
Figure a) Figure b)

Soit r, la (2n + 1)-ieme lettre de ®(myy py). Que = a ou @ = b, la 2n-ieme ligne commence
par au moins @ occurrences de la lettre b. Comme a, b sont impairs, par le Lemme 6.3.1, toutes
les lignes commencent et terminent par la méme lettre, en alternant. La Figure b) illustre cette
propriété. Les indices dans la figure comptent le nombre de lettres. Par exemple, bg - - ba—1
signifie qu’il y a @ occurrences de la lettre b.

Siz = a, alors Ab_l(a) = b% et la 2n-iéme ligne a le préfixe b%c = b%a. Siz = b, alors
A; ' (b) = b*b"~“ et la 2n-idme ligne commence par bz = b*b. Dans les deux cas, cela signifie

que la 2n~igme ligne commence par 6%z (voir Figure ¢)).
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2n

Figute c) Figure d)

Par le Lemme du collage, on a ®7((ab)"z) = &~ !((ab)"a) - ®7*((ba)" 'bx)s. pour un
s € *. On déduit alors que la lettre z doit étre celle qui rend =4 ((ba)™~'bx) minimal. Dans
la Figure d), on considére &~ ((ba)™'bz). Pour que ce mot soit minimal, ®~' ((ab)"~ ") doit
&tre minimal. Par I"hypothése de récurrence, on a donc x = a. Il en découle que si & ((ab)™?)

est minimal, alors ®~1((ab)"a) I’est aussi.

2n

Figure e) Figure f)

La Figure ¢) montre que la prochaine lettre, disons y, est celle qui rend ®~*{(ba)"%) minimal.
La Figure f) considére ce mot et illustre le fait que 7 doit étre tel que ®~!((ab)™ 'ay) est

minimal. Par I’hypothése de récurrence, on obtient ¥ = b et on conclut. [}

Corollaire 6.3.3 ®(M(,;3) = b(ba)®.

Preuve  Onobtient directement ® pour le mot lisse maximal en utilisant I'égalité A(m g p)) =

A(A/[{a.,b})- u

Le Théoréme 6.3.2 et le Corollaire 6.3.3 montrent bjen que les propriétés de périodicité de
®(myy,3)) se généralisent a tout alphabet impair. Cette périodicité de ®(m(44)) nous donne un
algorithme linéaire qui construit }e mot minimal et donc, le mot lisse maximal pour les alphabets

impairs.
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Corollaire 6.3.4 Soit o € A = {a,b}. Le transducteur de la Figure 6.2 engendre m ).
o/ (b%a®) “Tb°

e/ab a/(bbat) T

i a

Figure 6.2 Transducteur engendrant my, » pour un alphabet impair.

En échangeant les lettres a et b dans le transducteur précédent, on obtient directement le trans-

ducteur pour le mot lisse maximal.

Le Corollaire 6.2.7 iii) implique que F'(my; 3)) n’est pas fermé par complémentation. La struc-
ture palindromique des mots lisses (voir Lemme 6.3.1) nous permet toutefois d’établir le résultat

suivant.

Proposition 6.3.5 Pour tout mot lisse infini w, U'ensemble F(w) est fermé sous I'image miroir

et w est récurrent.

Preuve Soit f un facteur fini de w. Alors w = ufv pour u, f € A* et v € A¥. Comme tout
mot lisse w a, par le Lemme 6.3.1, des préfixes palindromiques arbitrairement longs. il existe
un préfixe palindromique p de w commengant par u f, et ainsi, contenant ZL\? et on obtient la
fermeture sous I’image miroir. Pour la propriété de récurrence, une €tape suppiémentaire est
nécessaire. Comme p contient f et f, tout préfixe palindromique plus long g contient nécessai-
rement deux occurrences de f et f Remarquons que p est alors préfixe et suffixe de ¢. Donc f

apparait au moins deux fois dans ¢. La Figure 6.3 illustre cette preuve. u

6.3.1 Factorisations de Lyndon

Dans cette section, nous montrons que la Conjecture 5.3.10 ne se généralise pas pour les mots

lisses sur un alphabet A # {1,2}. Avant de le prouver, débutons par un résultat négatif.
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Figure 6.3 Schéma de la preuve de la Proposition 6.3.5.

Lemme 6.3.6 Sia # 1, alors mqpy & Loo-

Preuve En calculant @_L((ab)z), on obtient le pavage fini
[(a%") 55 0 (5a) 7] (abbh) “7 ol
(b%a®) 5 pe

ab

b.
Par la Proposition 5.2.22, on sait que ®~!((ab)?) est préfixe de Myqp)- Le mot lisse minimal
admet donc un suffixe de la forme a’b%as’, avec s’ € A¥. Comme a’b%as’ < a’bPs, ™Mb} ¢

Lo =

Exemple 6.3.7 Le mot m 35y = 3333355555333335553335553333355555 -+ a le suffixe

s = 33333555333+ qui est plus petit que lui, alors m3 51 & Lo

Dans le Lemme 6.3.6, on suppose que a # 1 afin de s’assurer que le mot commence par a’b
(sinon “—E—J = 0). Sia = 1, lasituation est bien différente et on va montrer que my 5y € Loo.
Avant d’en faire la preuve, quelques résultats au sujet des préfixes lisses sont préalables. Dans

ce qui suit, pour & > 1, on pose
— -1 k a1 k
war = P7((10)%) et wopir =27 (b(10)"). 6.1)

Proposition 6.3.8 Soit A = {1,b}. Alors les conditions suivantes sont vérifiées.
- b=1

D wp = (Wn_g - wn_3) T -wp_o, pour tout n > 4.

1) wopwop—1, Wopwoks1 € L. pour tout k > 1.

1) wWok_oWop_1 = Waok €1 Wap € Pref(wzk_zwgk,l), pour tout k> 2.



Preuve  Procédons par récurrence. i) Par un calcul direct, on obtient w; = b, wy = 10,
b=i b1 bi b1
w3 = (b1) 2 betwy = (1%) 2z 1°. Comme wy = (1°-0) 7 - 1° = (wy - w))"T - wy,
b—1

I’énoncé est vrai pour n = 4. Supposons maintenant que Wy, = (Wm—2Wm—3) 2 W2, POUr
tout m < n. Alors, comme la fonction A™! est distributive ‘et puisqu’en vertu du Lemme 6.3.1

les w; sont des palindromes de longueur impaire, on a
-1
Wy = Ay (wn)
_] ot
= Aa ((wn—'}u»’-n—B) 2 w'n,—2>

= A;l ((w71—2w7l—3)T> Agl(wn_Q)

b—1

(Agl (wﬂ—fZ)Ag] (wn—S)) ¢ Agl(wer)

b—1
2

i

(wn— lwn-—fz)

i

Wn—~1,
avec & = b si n pair, & = 1 sinon.

ii) Par (6.1), on a que wowi = 1%b, wows = lb(bl)l%b € L. Donc I’énoncé est vrai pour

k = 1. Supposons maintenant que wogwok_1. Worwokty € L pour tout k < n.

b—1

1. Par i), wontowont1 = (Wopwon—1) 2 - WonWapns1. En utilisant 'hypothése de récurrence,

b—1

WanWon— 1, WopWant1 € L, donc woppoweny) = u 2 v, ol u, v € L avec u € Pref(v)

implique que » < v. On conclut en utilisant le Corollaire 6.1.3.

2. Par i), wonoWony3 = WontoWan4i - (WonWon41) 2 . En utilisant respectivement 1. et I’hy-
pothése de récurrence, on déduit que won 1 2Won41, WinWans1 € L. Alors, wappoWonty =
wv z , ol u,v € L, v € Suff(v) implique que » < v. On conclut & nouveau en utilisant le

Corollajre 6.1.3.

b—

i) Pour k = 2, wows = 1°(b1)"Tb = 1%b1bs et wy = (1%6)°3 1% = 19115, 5,5' € A",
Ainsi, le lemme est vérifié pour k = 2. Supposons maintenant que 1’énoncé est vrai pour tout

k <n. Alors par 1),
b—1

WonWon4+1 = WanW2n—1 (w2n—‘2w‘2n—1 ) 2

et
b=t
2

Won42 = w21z.(w2n— 1 w'Zn)

Par hypothese de récurrence, wop_awin_1 > Wy, ]
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wy = 11111, ws =

Exemple 6.3.9 Soit A = {1,5}. Alors S(mpsy) = (15)¥ et wy = 5, w
51515. La Proposition 6.3.8 i) indique que

W4 = (wgwl)%wg = W W WaW1 Wy = 11111511111511111.
Remarquons que wew; = 111115 € L et wowz = 1111151515 € L.

Proposition 6.3.10 Soit A = {1,b} et soir Ly, la factorisation de Lyndon de w,. Alors pour

n > 4,
an_gwn_g Lo, sinestpair
Lp=1¢ \'
@wn_ 3Wn—2 |, Sinestimpair.
Preuve (Par récurrence sur ») Ona wy = b, wy = 1°, w3 = (bl)hglb wy = (1 bb)b_Tl
= ((bl) ) (bl) T bet les factorisations de Lyndon de ces mots sont respectivement
b =N 5 b
D=t L= O Le=0Q08), L= OO0 O

i=1 i=1 i=1 =1

et

T 7z
Ls= @ 1b)@ ( (1) )
b—1 o1
2 2

Comme L4 = @ wowy | - Loet Ly = Ly - @wgwg , la formule pour L, est vérifiée

i=1 j=
pour n = 4, 5.
Supposons maintenant gu’elle soit vraie pour tout m < n.

i) si m est pair : par la Proposition 6.3.8 1), wy, = (Wy—2wn-3) 2 wn—2; par la Proposition 6.3.8

i), wp_owp_3 € L avec wy,_o comme préfixe propre. Il en découle que wp_2 > wp_3wn_2.

i1) si n est impair : par la Proposition 6.3.8 i), w, = wp_a(Wn_3wWn— 2) T ; par la Propo-
sition 6.3.8 1i), wp_swp—3 € L. Comme w3 est suffixe du mot de Lyndon wy,_3wy,—32,

on a Wp_9 > Wn_3Wn_o. Pour terminer, il suffit de montrer que le dernier facteur de L;,—o
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est plus petit que w,,_3wy_o. Par hypothése de récurrence, le dernier facteur de L,,_o est le
mot de Lyndon wy,_swn—4. Par la Proposition 6.3.8 iii), on sait que wp_swn_yq > wWp_3 et

wy—3 ¢ Pref(wy,—swn_y). n

On peut maintenant énoncer notre résultat concernant la factorisation de Lyndon du mot lisse

minimal de la forme myq py.

Théoréme 6.3.11 Soit A = {1,b}. Alors
1) M{1,6} € Lo

i) la factorisation de Lyndon de A(m{ l,b}) est une suite infinie de mots de Lyndon finis.

Preuve 1l suffit de prendre la limite n — oc des énoncés de la Proposition 6.3.10. [

6.3.2 Fréquences des lettres

Dans cette sous-section, nous donnons une formule pour la fréquence des lettres dans les
mots lisses extrémaux sur I’alphabet A = {1,b}. Remarquons que pour un alphabet impair

A = {a, b} avec un a quelconque, nous ne connaissons toujours pas la fréquence des lettres de

m{ai,} .

Théoréme 6.3.12 Soit A = {1,b}. Alors la fréquence de la lettre b dans m 4 est

1
folma) = NS ERE

Preuve  Par les Propositions 5.2.22 et 6.3.8 1), wyy est un préfixe de my py pour toutn > 1

(6.2)

et on a la définition récursive suivante pour myy py

_ b1
wy = bywy=1% wy=(bl) 7 b;
b=1
wp = (wk-2Wk—3) T Wg_;
777,{1 b} = 71l—l—l>Tolc Wan:

En posant f,, = |wylp €t gn = |wy|1, la définition récursive de wy, nous donne une récurrence

pour f, et gp,. Ainsi,

b J— 1 b + 1 N b - 1 n
o= 9 (fn—fz + f71—3) + fac2 = Tfn—Q + Tfn—.‘l: (6.3)
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avec les conditions initiales fi =1, f =0, f3 = &L et

_b+1 +b—-1
T n-2 5

In n—3, (6.4)

avec les conditions initiales g1 = 0, go = bet g3 = % Afin de compléter la preuve, il suffit

de résoudre les récurrences.

Le polyndme caractéristique associé a la récurrence f, donnée en (6.3) est

s b+l b—1

Tt =0
qui se réécrit comme
1+ v2b—-1 1—-v26—-1
(z+1) z—# A = 0.

Sib # 5: Comme les racines du polyndmes sont —1, 'J”?%_l et 1= Vfl’_l, 1l en découle que
fa=al-1"+ cQ(Hi '2%_])" +C3(1_7 VQQH)“ avec ¢, ¢z, ¢a € R. En utilisant les conditions

initiales, on trouve

2 b++v2b—-1 _b—2+\/26——1

= , Co = , €3 = .
ATy T U otV Vb —1(b-5)

On a donc une formule close pour fy,.

En procédant de la méme fagon avec la récurrence (6.4), on trouve que pour b 5,

1+ \/2b—1)"'+c, <1—\/2b~1)"’
- 5 3V 9 ’

— J _177. {
gn = A (=1)" + ¢ 2 5

avec

. b+l byv/2b — 1 +2b— 1

g =———, C =

LT ob-5 2T b I(1+b+2V2b— 1)
et

g 2142 T(b-2)
T Vb —1b-5)

La fréquence de b est donc donnée par

lim Fon = !
n—00 fon, + gop V2b—1+1
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Sib = 5:Les racines du polyndme fy, sont —1, —1 et 2 et alors, fn = c1(—1)" + con(—1)* +

¢3(2)™. Les racines de g, sont les mémes. Finalement, en utilisant les conditions initiales, on

. - - : : 2 1

trowvec; = 3, o= F s =3,¢) =4.¢h=1letc; = 2 Alors, lim _Jm -, qui
' | n—o0 fan, + gon 4

est égal a —2—\/‘—5];1—+1 ]

6.4 Mots lisses extrémaux sur un alphabet i deux lettres paires

Dans cette section, nous supposons que A = {a < b} est un alphabet contenant deux entiers

pairs.
Lemme 6.4.1 Si w € A" est lisse, alors pour tout o« € A, |g(AT  (w)) est paire.

Preuve Posons lg(w) = n > 1. En appliquant AZ' & w, on obtient

AN w) = AL (w]0Jw[1] - w[n — 1))

[e3

= AN (wO)AZ (w[]) - AF (w[n — 1))
— aw[()]aw[l] . "Bw[n—l]

n—1
oll B = a si nest impair et 8 = @ si n est pair. Comme 1g(A; (w)) = Z wli], on conclut. m
i=0

Le théoréme suivant montre que tout comme pour les alphabets impairs, les mots lisses extré-

maux w sur un alphabet pair sont caractérisés par la périodicité de ®(w).
Théoréme 6.4.2 O(M, ;) = bv.

Preuve Procédons par récurrence sur la longueur des préfixes de w = <I>(M{a}b}). Le mot
Mgy commence nécessairement par le préfixe b et donc, $(Ma4))[0] = b. Supposons
maintenant que ®~1(b") est maximal, pour tout k < n. Posons u = btz etv = A (2).
Si &(Miapy)[n] = x, alors v = Ab_l(a') = b® et conséquemment, v[z| = z. Par le Lemme
6.4.1, chaque préfixe est de longueur paire et alors, il termine par la lettre a. Maintenant, en uti-
lisant le Lemme du collage (Lemme 5.2.9), la lettre 2 doit étre celle qui rend le mot ol (b”‘1 x)

maximal. Par hypothése de récurrence, on conclut que = b. ]

On a la situatton suivante :
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De Pégalité A(my,py) = A(M{qpy) découle le corollaire suivant,
Corollaire 6.4.3 ®(m(, ) = ab”.

Ainsi, Mgy = A(myepy). De plus, comme ®(M, py) = b¥, M,y correspond au mot de
Kolakoski généralisé K3 ). Cette dernitre propriété€ nous donne directement un algorithme li-
néaire qui engendre les préfixes du mot lisse minimal pour un alphabet pair et donc, du mot
maximal en échangeant les lettres de |’alphabet. Cet algorithme est représenté par le transduc-
teur de la Figure 6.4, ot « € {a, b}.

e/a! — aa/ab®

1] b aafa

o bb?

Figure 6.4 Transducteur engendrant 1, ;3 pour un alphabet pair.

Proposition 6.4.4 La fréquence des lettres dans les mots lisses extrémaux sur un alphabet pair

est 1/2.

Preuve Comme ce transducteur a deux cycles (un pour chaque letire) avec le méme état
initial, tout chemin infini non périodique va dans ces deux cycles. Comme un nombre égal de a

et de b sont écrits dans chaque cycle, la fréquence de chacune des lettres est % [

Ce résultat est fort surprenant puisque la fréquence des lettres des mots de Kolakoski K'; oy el
K(2,1) sont toujours inconnues. En effet, la meilleure borne connue est 0.50084 et a ét€ démon-
trée par Chvétal (Chvatal, 1994}, qui a construit un algorithme pour approximer la fréquence

des lettres du mot de Kolakoski. Tout récemment, dans (Steinsky, 2006), I’auteur a mis en doute
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cette conjecture en calculant les fréquences des lettres du mot de Kolakoski de longueur 100 a
300 millions. La courbe qu’il obtient ne semble pas converger vers 1/2. Par la suite, on trouve
dans (Monteil, Thomasse et Tisserand, 2007) le calcul des fréquences pour des longueurs de
100 milliards. Pour une telle longueur, une situation similaire a celle soulevée par Steinsky est

observée.

Un lemme analogue au Lemme 6.3.1 exhibant la structure palindromique des préfixes des mots
lisses sur un alphabet impair, montre que dans le cas d’un alphabet pair, les préfixes des mots

lisses sont des répétitions.

. B ulk
Lemme 6.4.5 Pour tour u € A2? lisse, il existe p € A*™ tel que ™' (u) = p_LzJ.

Preuve Soit w = ®~!(u). Procédons par récurrence sur la longueur de w. Si lg(u) = 2,
alors u = af, 0,0 € Aetw = of = (aa)%, ainsi p = «a. Supposons maintenant que
I’énoncé est vrai pour tout u tel que Ig(u) < k. Soit v € A* tel que Ig(v) = k + 1. Alors

O 1(v) = A;[g)](qu(v[l, k])) et par hypothése de récurrence, pour un p de longueur paire,

_ _y, uikl
® l(”) = Av[(l)](p 7).

ul¥]

qui peut se rééerire comme &' (v) = (A;[(L)] (p)) = . On conclut en appliquant le Lemme

6.4.1. n

Cette propriété peut étre utilisée pour montrer que les mots lisses extrémaux sont récurrents,
en adaptant la preuve donnée dans le cas des alphabets pairs. En fait, pour ces alphabets, la

propriété de récurrence est vraie pour tout mot lisse, incluant les mots de Kolakoski K, ;) et

K_(b,a)-

Théoréeme 6.4.6 Les mots lisses sont récurrents.

Preuve Soitu € A“ et posons w = ® (). Soient f € F(w)etntelquep = &~ (u[0,n—
1]) contient f comme facteur. Posons ¢ = ®~1(u[0, (n + 1)]), o« = u[n] et § = u[n + 1]. Par
définition,

Atg) = A%, y(8) = Ay, _yj(ae) x,
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ou A7}

u[n_l](aa) termine par la lettre ufn — 1] et z € A*. Soit ¢’ le préfixe de ¢ tel que

A1) = aco. Alors w = ¢'w' pour un mot w' et en utilisant le lemme du collage, on a
que pour tout k tel que 0 < k < n,

A*(w) = A*(g) - A (W),

Par le Lemme 6.4.1, si A*(q') commence par u[k — 1], alors il termine par u[k — 1]. Il en
découle que A¥(w') commence par u[k — 1] et par conséquent, w’ contient nécessairement une

autre occurrence de p, donc de f. ]

Proposition 6.4.7 F(m, ) et F(M(, ) ne sont pas fermés sous l'image miroir, ni sous la

complémentation.

Preuve  Considérons le préfixe p = (b%a”)¥/? de M,y et supposons que son image mi-
roir § = (a?b")¥/? ¢ F(Mp1)- Alors, A(p) = b® serait un facteur de A(Mqpy) codant p
dans M, ). Par le Lemme 6.4.1, tout facteur a®, ab, b® b® dans A(My,py) code un facteur
de M, ;) commengant par b et terminant par a. Contradiction. Pour la non fermeture sous la

complémentation, il sutfit d’observer que pour ce préfixe p, on a p = p. n

6.4.1 Factorisation de Lyndon

Nous allons maintenant montrer que le mot lisse minimal sur un alphabet pair est un mot de

Lyndon infini. D’abord, quelques lemmes sont préalables.
Lemme 6.4.8 Soit w, = ®~1(b"). Alors, pour n > 3, w,, = (vfﬂvgﬂ)bﬂ, avec vy < vy,

vy & Pref(vy) et lg(vy), lg(va) paires.

Preuve Procédons par récurrence sur n. On peut facilement calculer
wy =b, wy=b etdonc, wy=(b'a")?? = ((bb)"/*(ac)"?)"/,

Comme aa < bb, ac ¢ Pref(bb), lg(aa) et lg(bb) sont paires, la propriété est vérifiée pour

n = 3. Supposons maintenant que 1’énoncé est vrai pour tout 3 < k£ < n. Alors

Wpp) = Ab—l(wn) _ Ab—l((vlll/ng/'Z)b/Q) _ [(Ab_l(’Ul))b/Q(Ab_l(vz))b/z]b/z,
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avec 1g(A, 1 (v1)) et Ig(A, F(vy)) paires, par le Lemme 6.4.1. Par la Proposition 5.2.22, vg est
préfixe de Ab_l(vg) et vy est préfixe de Ab"l(vl). Comme v9 < v €t vy n’est pas préfixe de vy,

A;l(vg) < Ab“l(v]) et A;J(Ug) ¢ Pref(A;l(v-Q). (]

Notation 6.4.9 Soit w, = (vi’/%‘gﬂ)’-’/? Alors, ¥n > 3, w, désigne le mot (vf/Qvg/Q)l’/Q.

Lemme 6.4.10 Soit w,, = ®~1(b™). Pour n > 4,
D wy = ('U-)n.—lwnfl)b/2 y

) wpo1 < wn—1, wp—y & Pref(w,_ ) et 1g(wn—_1), 1g(wn_1) sont paires ;

Lo N b/2 b/2
i) w1,y € L, ouwn:ul/ etw_n:u2/.

Preuve Procédons par récurrence sur n. Par calcul direct, on obtient
wy=b, wy= bb, w3 = (bbab)b/‘z et wy = ((bbab)b/Q(baaa')b/?)b/?

Comme w3 = (bbab)?/2 = (b2a®)*/%, on a bien wy = (w3 -w3)/?. Alnsi, 1) est vérifié pour
n = 4. Comme w3 = (b%*)¥/2 < (b'a®)/? = w;, wy ¢ Pref(ws), lg(ws) = b? et Ig(ws) =
ab, i) est aussi vérifiée. Finalement, wy = (1))"/2, ob uy = (6%a®)*/?(6%a%)"/?, wy = (ug)®?,
uy = (bbab)a/z(bacz“)”/2 et Uy, Uy € L. Supposons maintenant que les trois énoncés sont vrais

pourtoutd < k < n.

D) wpsr = A (wn) = Ab_l((wn_lwn_l)b/z). Par hypothése de récurrence, lg(wn_;) et

lg(wn-1) sont paires. On a donc
Wn+l = Ab_l(-(wn—lw)bﬂ) = [Ab_l(wn—l)Ab_l(M)]b/Q'
Posons w,,_; = (vg/2v2_/2)”/2. Alors, wy—) = (vg/Qle/Q)b/Q.
wn = A7 (wnm1) = (857 (03)2 (85 (0a) )2

et

A7 (was) = (A7 )28 (0)) 7] = .

. b/2
Ainsi, Wy = (Wpwn) /2,
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ii) Par le Lemme 6.4.8 et par i), w,, = (v.lf/zvgﬂ)b/z etw, = (v‘fﬂv;ﬁ)bﬂ avec vlf/z = Upo

b/2

et vy~ = wy—1. Par hypothese de récurrence, w;,—; < wy—; et wy—1 ¢ Pref(w;,,—;). Comme

vy ¢ Pref(v) etvg < wy,ona
/2 af2 2 (b—a)/2 .
%1:”?/ Ug/ s <U‘f/ U§ VP2 =Wy, 5,5 € A"

Ona aussi que wy, ¢ Pref(w,,) et leurs longueurs sont respectivement ab(vy + vo) /2 et b(v| +
v2)/2, qui sont paires.

- N . . b/2 .
iii) En utilisant i) et ii), on a wy 41 = (wn%)b/z = u3/ , AVEC Wy, < Wy Alors, U3 = Wpw, =

Wn, - Wy. Par le Lemme 5.5.2, on a w, < w, <= W, < Wy. De plus, par hypothese,
b/2 b/2 — 0 . . .

Wp = u]/ Wy = u2/ ,avec uy, uz € L. En utilisant le Corollaire 6.1.3, on obtient que 3 € L.
iy . —_— . . 2 - .

Considérons maintenant g satisfaisant w,4+1 = uﬁ/ . En utilisant le Lemme 6.4.8, on sait que

b/2 b/2 /2@;/2

4] . [— R J— — N
uz = v, vy~ etalors, que uy = v ,avec vy < vy. Ainsi, Ty = 7Y %5%/2 . avec 7 < 3.

On conclut en utilisant le Corollaire 6.1.3. ]
Théoreme 6.4.11 Mg by € Loo

Preuve Parle Théoreme 6.4.2, (M, ) = b Posons wy, = O1(b"). Alors,
A/[{a.,b} = ”“_1}010 Wn-
Par le Lemme 6.4.10, on sait que w,, = (w,_| wn_l)b/Q, avec Wy,_1wn_g € L. Comme

Miab) = A/I{a,b} = nler;o(w—n):

Ig(wy) < 1g(wnq1) et par la Proposition 5.2.22. on conclut. n

Dans ce chapitre, nous avons montré certaines des conjectures de Dekking pour les mots ex-
trémaux pour des alphabets de méme parité : récuirence, fréquences des lettres, fermeture sous
image miroir et sous complémentation. Déterminer les fréquences des lettres pour les mots ex-
trémaux sur des alphabets impairs demeure un probléme intéressant, tout comme pour les mots
extrémaux sur des alphabets de différentes parités. Les propriétés combinatoires des mots extré-
maux sur des alphabets de différentes parités restent trés mystérieuses, tout comme la fonction
de complexité (nombre de facteurs de longueur n) pour tous les mots extrémaux. 1l serait aussi

intéressant d’étudier les mots extrémaux sur des alphabets a plus de deux lettres.



Chapitre VI1

SURFACES DISCRETES ET MOTS LISSES

Parmi les nombreuses caractérisations des suites sturmiennes vues au Chapitre II, la plus com-
mune en géométrie discréte est I’approximation de droites. Des généralisations des suites stur-
miennes ont été introduites, entre autres, les suites épisturmiennes et les suites k-équilibrées.
Plusieurs auteurs ont généralisé les suites sturmiennes a deux dimensions : il suffit de penser
aux travaux de (Berthé et Vuillon, 2000; Amoux, Berthé et Siegel, 2004; Berthé et Tijde-
man, 2004; Durand, Guerziz et Koskas, 2004). Dans (Jamet, 2004). ’auteur introduit les
(1, 1,1)-surfaces discrétes comme étant la généralisation naturelle des plans discrets introduits
dans (Berth€ et Vuillon, 2000; Arnoux, Berthé et Siegel, 2004) et il donne un critére pour dé-
terminer quelles suites a deux dimensions sur I’alphabet 2 3 lettres {1, 2, 3} codent une (1,1, 1)-
surface discrete. Comme il est possible d’associer un pavage du quart de plan autant 2 un mot
lisse infini qu'a une (1, 1, 1)-surface discréte, nous nous sommes interrogés sur la relation entre

les pavages lisses et les (1,1, 1)-surfaces discrétes.

Dans ce chapitre, nous caractérisons donc les (1,1, 1)-surfaces discrétes introduites dans (Ja-
met, 2004) qui sont décrites par un pavage lisse. Nous rappelons d’abord les définitions préa-
lables concernant les surfaces discrétes. Puis, nous décrivons la bijection entre une surface dis-
créte et un pavage du plan. Nous montrons finalement que les seuls mots lisses engendrant de

telles surfaces sont les mots K3 1y, 1K(3,1) et 2K 3 1), ot
K31y = 33311133313133311133313331 - -

est le mot de Kolakoski généralisé sur 1'alphabet {1,3} commengant par la lettre 3.
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Remarque 7.0.12 Dans ce chapitre, la notation [a, b] désignera I’intervalle continu de @ 4 b
inclusivement. De plus, I : R® — {Z € R® | (& + €3 + €3,Z) = 0} est la projection

orthogonale dans le plan Py d’équation (€7 + €3 + €3, ) = 0.

Dans ce chapitre, pour un alphabet A fixé, on dit que u € AZ* estun pavage du plan. Ce pavage

est constitué d’un nombre infini de mots bi-infinis placés les uns en-dessous des autres.
Les résultats de ce chapitre font I'objet de I"article (Jamet et Paquin, 2005).
7.1 Surfaces discretes

Dans cette section, nous définissons ce que sont les plans discrets et les (1, 1, 1)-surfaces dis-

crétes, puis nous rappelons certains résultats les concernant qui nous seront utiles pour la suite.

Définition 7.1.1 Soit {€7, €3, €3}, la base canonique de I'espace euclidien R3. Un élément de

7.3 est appelé un voxel.

Le nom voxel provient de la contraction de volumetric pixel : un pixel en trois dimensions.
Définition 7.1.2 Le cube unité fondamental C est ’ensemble défini par
~ - - 3
C= {.’1;16] + 1963 + x363 | (@1, £9,23) € [0,1] }

Définition 7.1.3 Soit Z € Z>. Le cube unité pointé par T est ’ensemble & + € : le cube unité

fondamental auquel la translation Z a été appliquée.

Notation 7.1.4 On note P, le plan d’équation (¥,%) = pavec v € R3, p € Ret (¢,%) =

vy + vaa + vouxs est le produit scalaire usuel des vecteurs ¥ et .

Définition 7.1.5 Soit P, un plan d’équation (¥, ) = . Soit C, [’'union des cubes unités poin-

tés par un voxel ¥ € Z* et intersectant le demi-espace ouvert (¥, Z) < p. On appelle plan
JE— o —_ o

discret associé & I’ensemble P, le sous-ensemble Pp = Cop \ Cp de Cop, oll Cop (resp. Cp) est la

fermeture (resp. I'intérieur) de I’ensemble Cp dans R?, avec sa topologie usuelle.
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Définition 7.1.6 On définit les 3 faces fondamentales telles qu’illustrées 2 la Figure 7.1 par

Ey = {waes +z3e3 | (w0, 23) € [0,1[%},
EZ = {_zlé_{ +$3é§ , ('/I’.lal’fi) € [O/ 1[2}:
E3 = {—Ila—wga | (LL'],IJQ)E [0,1[2}
— —
€3 €3

—
€3
1 €2 1 €2 1 €2

(a) Face de type 1. (b) Face de type 2 (¢) Face de type 3

Figure 7.1 Les 3 faces fondamentales.

Définition 7.1.7 Soit & € Z® et k € {1,2,3}. L'ensemble & + E}, est appelé une face pointée

de type k. Le vecteur T est appelé le sommet distingué de & + E..

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 7.1.8 (Arnoux, Berthé et Sicgel, 2004) Soit un plan discret P et soit Vp en-
sernble de ses sommets. Supposons que le plan P admette un vecreur normal v € Ri

1) L’ensemble Pp est partitionné en faces pointées.

ii) Les fonctions Iy, : Vo —- 1 (Z*) et g, : Pp —> {T € R? | (€] + € + €3,%) = 0}

sont bijectives.
Définissons maintenant les (1, 1, 1)-surfaces discrétes.

Définition 7.1.9 (Jamet, 2004) Une union disjointe & C R? de faces pointées est une (1, 1, 1)-
surface discréte si la fonction
IIs : 6 — P
Z — @)

est bijective. L'ensemble Vg = & N Z3 est appelé ['ensemble des sommets de S.
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Figure 7.2 Un morceau de surface discréte.

Pour la suite, afin d’alléger le texte, nous appelons les (1,1, 1)-surfaces discrétes des surfaces
discrétes. La Figure 7.2 donne un exemple de surface discréte.

Avant de montrer comment associer un pavage du plan sur [’alphabet {1,2,3} & n’importe

quelle surface discréte . rappelons un lemme technique.

Lemme 7.1.10 Soit G une surface discréte. Alors les propriéiés suivantes sont vérifiées.

1) La fonction
Oy, : Ve — I =1(2%

est bijective.

) Tout sommet I de Vp est le sommet distingué d’une unique face pointée.

Le Lemme 7.1.10 permet d’associer un pavage du plan sur [’alphabet {1,2,3} a n’importe

quelle surface discréte &G comme suit.

Proposition 7.1.11 Soir T' = TI(Z3) = ZII(€}) @ ZII(€3). On identifie T et Z2 par ’isomor-
phisme
v o 7Z? — T
(m,n) +—  mIl(€]) -+ nll(é3).
A toute surface discréte &, on associe le pavage de plan v € {1,2, 3}Zz tel que ¥(m,n) €

72, vk € {1,2,3},

Um,n = k Si et seulement si H'_Vl5 (ml(e1) + nll(€3)) est du type k dans .
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En d’autres termes, vy, = k si la pré-image des points mlIl(€1) + nIl(€3) est du type k dans

G.

La Figure 7.3 illustre comment un morceau de surface discréle est en bijection avec un pavage

du plan.

e

3

Lol -

Figure 7.3 Exemple de surface discréte associée a un pavage de plan.

i .. 072
Il est naturel de se demander sous quelles conditions un pavage v € {1,2,3}%" code une surface

discrete, La section suivante rappelle ces conditions.

7.2 Reconnaissance de surfaces discrétes

Apres avoir rappelé plusieurs définitions, nous énongons dans cette section le théoréme fournis-
e . . . . . 2
sant une condition nécessaire et suffisante pour déterminer si un pavage u € {1,2,3}%" code

une surface discrete ou pas.

Définition 7.2.1 Soit A un alphabet fini. Soit  un sous-ensemble fini de Z*. Une fonction

w: §2 — A est appelé un motif fini pointé sur I’alphabet A.
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Définition 7.2.2 Une forme ) de Z2 est la classe d’équivalence de 2 C Z2 pour la relation
d’équivalence

Q~Q = 3(vr,m) €Z% Q) = Qo+ (v1,v2).

Définition 7.2.3 Soit Q un sous-ensemble fini de Z2. Un motif fini W de forme Q est la classe
d’équivalence d’un motif fini pointé w : & — A pour la relation d’équivalence suivante : pour
toute paire w : § — Aetw' : @ — A de motifs finis pointés, w ~ w’ si et seulement s'il

existe un élément (vy,v2) € Z? tel que
Q= + (vl>v2) et v('my TL) €, Wm,n = u”m+v1 Tt

Dans le but de simplifier les notations, & partir de maintenant, nous notons les motifs finis w au

lieu de w et les formes Q au lieu de Q.

Définition 7.2.4 Soit u € AZ”, un pavage du plan sur I'alphabet A et soit w : £ — A un
motif pointé fini. Une occurrence de w dans v est un élément (my, ng) € 77 tel que pour tout

(m, n) €Q, wmp = Umo+m,np+n-

Définition 7.2.5 L’ensemble des motifs finis apparaissant dans w est appelé le langage de u et
est dénoté L(u). Pour une forme 2 donnée, I’ensemble des motifs finis de forme {2 apparaissant

dans u est appelé le 2-langage de u et est dénoté Lo (u).

Définition 7.2.6 Soit 2 une forme. La fonction de Q-complexité de v notée Fo est définie par

2

Py AT — NU {oc}
U = Card(LQ(u)).

Définition 7.2.7 La forme équerre est la classe d’équivalence des ensembles
{m,n); (myn + 1); (m + L,n + 1)},

pour (m,n) € Z2, pour la relation ~ décrite 2 la Définition 7.2.3.

La Figure 7.4 illustre diftérents mots de la forme équerre apparaissant dans un pavage u donné.
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Figure 7.4 Exemples de mots équerres apparaissant dans un mot u € {1, 2, 3}Z2.

<

n
T_.m ‘,/k Y

. 1] 2] 1] 2] 13 Bd gﬁ %&
2[ 1] ;ﬂ 2] 2] ?3 Bﬁ Bﬂ %ﬂ&ﬁ
TR TP R LD

Figure 7.5 Gauche : Les mots équerres autorisés. Droite : La représentation en 3 dimensions

des mots équerres autorisés.

Théoréme 7.2.8 (Jamet, 2004) Soit v € {1,2, 3}22 Le pavage w décrit une surface discréte

si et seulement si le langage équerre de w est inclus dans l'ensemble de motifs de la Figure 7.5.

La Figure 7.6 donne un exemple de bijection entre un mot équerre et sa représentation en 3

dimensions.

7.3 Mots lisses infinis décrivant des morceaux de surfaces discrétes

Notre objectif est maintenant de caractériser les mots lisses infinis sur I’alphabet {1, 2,3} pour
lesquels le pavage du quart de plan associé décrit un morceau de surface discréte. Nous mon-

trons qu’il n’existe que trois pavages lisses décrivant des morceaux de surfaces discrétes.



3] 1 Zin
2 =
€l
() (b)

167

23 2
TP
(© @

Figure 7.6 Exemple de la bijection d’un motif équerre et de sa représentation en 3 dimensions.

Lemme 7.3.1 Tout mot équerre peut se prolonger vers la droite en utilisant l'ensemble des

mots équerres de la Figure 7.5.

Cette construction se représente par

Exemple 7.3.2 Le motif

peut se prolonger vers la droite en utilisant les motifs de la Figure 7.5 de seulement deux fagons

33 331J
3 313
ou
3[3 333J
3 33

Lemme 7.3.3 Tout pavage peut se prolonger en utilisant la définition de préfixe lisse. Cette

construction se représente par
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et est définie par Ry = D,(R;_1), o& R; désigne la i-iéme rangée du pavage et D, dénote la

dérivée a droite d’un mot lisse.

Exemple 7.3.4 En utilisant la condition s, le pavage de la Figure 7.7 (a) est prolongé comme

Villustre l1a Figure 7.7 (b).

{l233|2[2}1[3] 123322|@
[1 1 11172)2]1
2 2|2
2 2

(a) (b)

Figure 7.7 Exemple de prolongement qui utilise la condition s.

Voici maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 7.3.5 Soit un mor lisse infini w € {1,2,3}*. Le pavage du quart de plan associé &

w décrit un morceau d’une surface discréte si et seulement siw € {K3 1y, 1K(31),2K3 1y}

Preuve Par élimination et en utilisant les mots équerres autorisés de la Figure 7.5 et la condi-
tion s, on obtient que les seuls mots équerres pouvant étre le coin supérieur gauche du pavage
lisse décrivant un morceau de surface discréte sont ceux de la Figure 7.8,

1) 1 3‘ 2| 2 3| 3] 3 3‘ 4|2 2|
1 i 3 2

l] 6|3 5‘ 7|2 2|

2
1

Figure 7.8 Les motifs possibles pour commencer le pavage.

Les 5 autres motifs sont nécessairement exclus, puisqu’ils ne respectent pas ta condition s. Nous

procédons ensuite en étudiant chacun des 7 cas. Le premier cas est illustré a la Figure 7.9.

Le motif initial peut &tre prolongé de 4 fagons en utilisant les motifs autorisés de la Figure 7.5.
Dans les deux premiéres prolongations du mot initial, la condition s n’est pas satisfaite. Ces

derniéres sont donc rejetées. Dans la troisiéme prolongation, si ’on applique la condition s,
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1
M 3] 1] 3[7] 1] 33 1] 3] 3]
jRews § 12 I3
1 313 15 .
4 2L P 3,
= (15, 1))
Fil

Figure 7.9 Etude du premier cas.

on obtient un motif interdit. Dans la derniere prolongation possible, le pavage associé au mot

1K(3,1) est obtenu et on le note p(1K(3 1y).

Les autres cas se traitent de facon semblable. Les Figures 7.11, 7.12,7.13,7.14, 7.15 et 7.16 les

illustrent. L’étiquette de la fleche indique quelle condition a été utilisée pour prolonger le motif.

Figure 7.10 Une surface discréte associée au mot (3 1y.

Les seuls cas pour lesquels il existe un pavage lisse décrivant un morceau de surface discréte

sont les 3 premiers. Pour les 4 autres, on obtient des contradictions avec les conditions s et p. m

La Figure 7.10 illustre un morceau de la surface discrete associée & K3 1.

Comme 'association des 3 faces fondamentales aux lettres 1, 2 et 3 est arbitraire, un probléme
nature! est de se demander quel serait 1’effet d’une permutation des lettres sur notre résultat ?
Est-il toujours valide ? Si non, il serait bien de caractériser, pour chaque permutation, les mots

lisses infinis décrivant un morceau de surface discréte. Un autre probléme intéressant est d’utili-
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ser des mots lisses bi-infinis et de caractériser ceux qui ont un pavage lisse décrivant une surface

discréte et non pas seulement un morceau.

7]

2 3 213 iﬂ
1] 2 13
E b E
23] 3 213 3\j
102 113
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1342 133
B 1
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Figure 7.11 Cas 2.
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Figure 7.12 Cas 3.
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons étudié deux types de mots : les mots équilibiés et les mots lisses.
Pour la premiere famille de mots, nous avons d’une part généralisé les mots de Christoffel sur
un alphabet a 3 lettres et plus, et d’autre part, nous nous sommes intéressés a la conjecture
de Fraenkel. Pour la deuxieme famille de mots, nous voulions caractériser les mots lisses ex-
trémaux et trouver des fagons rapides pour les construire. Nous avions aussi pour objectif de
déterminer ’intersection entre la famille des mots lisses infinis et les surfaces discrétes. Nous
expliquons ici dans quelle mesure nos objectifs ont été atteints en rappelant les principaux ré-

sultats obtenus et nous énongons certains problémes ouverts.

Nous avons d’abord défini une nouvelle famitle de mots : les mots épichristoffels. Nous avons
vu que ces mots semblaient £tre la bonne généralisation des mots de Christoffel. En effet, tout
comme les mots de Christoffel, nous avons montré qu’un mot épichristoffel est primitif et s’écrit
toujours de fagon unique comme le produit de deux palindromes. Par ailleurs, pour un k-tuplet
de fréquences donné, nous avons fourni un algorithme permettant de déterminer si ces fré-
quences décrivent un mot épichristoffel ou pas. Rappelons que dans le cas de mots de Christof-
fel, il suffit de vérifier si les fréquences sont premieres entre elles. De plus, nous avons montré
que tout comme pour les mots de Christoffel, si le k-tuplet décrit les fréquences d’un mot épi-
christoffel, alors ce demier est unique et nous avons donné un algorithme pour le construire.
Nous avons aussi montré que certains résultats concernant les mots de Christoffel ne se géné-
ralisent pas toujours directement. Par exemple, le résultat de (de Luca et de Luca, 2006) ne
fonctionne que dans un sens pour les mots épichristoffels : si un mot w est tel que sa racine frac-
tionnaire est dans une classe épichristoffelle, alors w est facteur d’une suite épisturmienne. Pour
finir, nous avons prouvé que w est dans une classe épichristoffelle si et seulement si tous ses
conjugués sont facteurs d’une méme suite épisturmienne. Nous avons trouvé une construction

analogue 2 celle des graphes de Cayley pour les mots de Christoffel, mais malheureusement,
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cette derniére ne fonctionne que pour certains mots épichristoffels. Il serait intéressant de par-
venir & caractériser cette sous-classe de mots épichristoffels. De plus, il reste encore beaucoup

¢

de propriétés des mots de Christoffel qui n’ont pas été généralisées aux mots épichristoffels.

Par la suite, nous nous sommes intéressés aux suites satisfaisant la conjecture de Fraenkel. Dans
un premier temps, remarquant que les suites satisfaisant la conjecture de Fraenkel semblent
toutes €tre des suites €pisturmiennes, nous avons caractérisé les suites épisturmiennes équi-
librées et nous avons montré que parmi ces suites, les seules ayant des fréquences de lettres
toutes différentes sont les suites de Fraenkel. Pour prouver la conjecture, il suffirait de montrer

que les suites satisfaisant la conjecture de Fraenkel sont des suites épisturmiennes.

Dans un deuxiéme temps, nous voulions approcher de la conjecture de Fraenkel en étudiant
la superposition de mots de Christoffel, comme nous avons montré que les suites satisfaisant
la conjecture s’obtiennent par la superposition de & mots de Christoffel. Pour ce faire, nous
avons utilisé les résultats connus de (Simpson, 2004) sur les suites de Beatty et que nous avons
traduits en termes de mots de Christoffel. Ainsi, nous avons refait les preuves de Simpson en ex-
plicitant les détails manquant de ses preuves. Nous avons ainsi obtenu une condition nécessaire
et suffisante pour que deux mots de Christoffel se superposent. Notre résultat original dans cette
section est le nombre de superpositions de mots de Christoffel. Nous avons non seulement la
condition qui permet de dire si deux mots se superposent, mais nous avons en plus le nombre de
fagons de le faire. Par ailleurs, la traduction des résultats de Simpson nous a permis de trouver de
nouvelles propriétés concernant les mots de Christoffel. Par exemple, un mot de Christoffel de
la forme C(n, gox) s’obtient par [a superposition de g conjugués de C(n. o). Il serait intéressant
de généraliser la condition nécessaire et suffisante de superposition de deux mots a trois mots,
dans I’espoir de trouver une jolie condition péur la superposition de k mots et ainsi s’approcher

de la conjecture de Fraenkel.

Le deuxiéme type de mots sur lequel nous avons travaillé est la famille des mots lisses. Nous
nous sommes intéressés plus particulierement aux mots lisses extrémaux, ¢’est-a-dire le plus
petit et le plus grand selon ’ordre lexicographique. Nous avons d’abord étudié les mots lisses
extrémaux sur les alphabets {1,2} et {1,3}. Pour le premier alphabet, le meilleur algorithme

pour le construire que nous ayons trouvé est un algorithme nécessitant O(n?) opérations, ol
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n est la longueur du préfixe du mot extrémat construit. Pour le deuxiéme alphabet, aprés avoir
montré que ®(m; 33) = (13)“, ot ® est la bijection naturelle entre les mots lisses et les mots,
cette régularité de la structure des mots extrémaux nous fournit un algorithme qui les construit
en temps linéraire. De plus, nous avons prouvé que le mot minimal sur I’alphabet {1,3} est
dans le méme orbite que le mot de Fibonnaci sous I’opérateur de codage par blocs A. La dif-
férence entre les deux alphabets nous a donné I’idée d’étudier les mots lisses extrémaux pour
des alphabets a deux lettres de méme parité. Ainsi, nous avons montré que pour un alphabet a
deux lettres impaires, nous avons toujours mq, p = (ab)¥ et ainsi, il est possible de construire
les mots extrémaux sur cet alphabet en temps linéaire. Nous avons aussi prouvé une formule
récursive pour construire les mots extrémaux sur [’alphabet {1, b} et cette récursion nous a per-
mis de trouver la fréquence des lettres dans les mots extrémaux. Nous avons ensuite prouvé que
’ensemble des facteurs de tout mot lisse sur un alphabet impair est fermé sous I'image miroir,
et donc, que tout mot lisse est récurrent. Finalement, nous avons montré que pour I’alphabet im-
pair {a < b}, le mot minimal est un mot de Lyndon si et seulement si @ = 1. Pour un alphabet &
2 lettres paires, nous avons prouvé que <I>(m{a,b}) = ab¥ et par conséquent, nous avons obtenu
un algorithme linéaire pour construire les mots lisses extrémaux. De cet algorithme, nous avons
déduit la fréquence 1/2 pour les lettres des mots extrémaux. Plus encore, nous avons montré que
les mots lisses sur un alphabet pair sont récurrents, malgré que I’ensemble des facteurs ne soit
pas fermé sous 'image miroir. Nous avons aussi montré que les mots lisses minimaux sur un
alphabet pair sont tous des mots de Lyndon. 1l est intéressant de rappeler que nous avons montré
que les mots maximaux coincident avec les mots de Kolakoski généralisés. Cela implique que
les propriétés des mots maximaux s’appliquent aux mots de Kolakoksi généralisés, alors que
ces derniéres sont encore non prouvées pour le mot de Kolakoski sur Ialphabet {1,2}. Il serait
intéressant de voir s’il existe ¢’aussi jolies propriétés pour des alphabets de parité différentes,
avec la plus petite lettre paire. De plus, comme nous avons vu que certains mots lisses minimaux
sont des mots de Lyndon infinis, la question suivante est naturelle : existe-t'il des mots lisses

non minimaux qui sont des mots de Lyndon infinis ?

Pour terminer, nous voulions caractériser 1'intersection des surfaces discrétes et des mots lisses.

Comme une surface discréte se décrit par un pavage du plan sur [’alphabet {1, 2, 3}, nous vou-
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lions savoir quels sont les pavages lisses du quart de plan décrivant un morceau de surface
discréte. Pour ce faire, nous avons utilisé la caractérisation de (Jamet, 2004) des pavages dé-
crivant une surface discréte et la définition des mots lisses. Nous avons construit un mot lisse,
donc un mot décrivant un pavage lisse, en vérifiant a chaque €tape sl satisfaisait les conditions
de Jamet. Par élimination, nous avons montré qu’il n’existe que trois mots lisses pour lesquels
le pavage associé décrit un morceau de surface discréte. Comme I'alphabet {1,2,3} servant i
coder la surface discréte a été fixé de fagon arbitraire, il serait pertinent de voir I’impact sur

notre résultat du renommage des lettres de |’alphabet.
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