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RESUME

Dans ce mémoire on présente un modéle stochastique pour les réserves en assu-
rances I.A.R.D. (Incendie, Accidents et Risques Divers). On cherche & combiner
deux approches étudiées dans la littérature : 'utilisation de la dépendance entre
différentes lignes d’affaires (ou secteurs d’activités) et la modélisation individuelle
des réserves. Afin d’étudier cette dépendance, on propose d’utiliser la famille de
distributions Tweedie multivariée avec choc commun. L’avantage de cette famille
est qu’elle est particuliérement flexible et, surtout, que les prédictions peuvent é&tre
obtenues sous forme fermée. En outre, on montrera que I'utilisation des données
individuelles plutét que collectives ouvre la porte & d’autres méthodes d’estima-
tion des paramétres. Les résultats théoriques sont illustrés 4 1’aide d’un jeu de
données réel.

Mots Clés— Réserves individuelles, Dépendance, Distribution Tweedie multiva-
riée, Choc commun






INTRODUCTION

Les compagnies d’assurances I.A.R.D. (Incendie, Accidents et Risques Divers)
doivent contrdler leur solvabilité afin de protéger leurs assurés. A intervalles ré-
guliers, généralement une ou deux fois par année, la compagnie doit considérer
I'ensemble de son portefeuille de polices d’assurances et évaluer le risque qu’il re-
présente. En particulier, au niveau du passif de ses états financiers, la compagnie
d’assurances doit inscrire un montant associé aux réserves. En effet, lorsqu’un si-
nistre survient, il y a un délai avant que tous les paiements pour couvrir ce sinistre
ne soient effectués. Ce délai est provoqué, notamment, par le fait que ’assuré ne
déclare pas un sinistre a la date a laquelle celui-ci est survenu et le fait qu’'un
sinistre peut créer un flux de paiements 4 faire chaque année avant que le dossier
ne soit fermé. La précision de la prédiction de cette réserve a donc une grande

importance.

Le développement typique d’un sinistre est illustré a la figure 0.1. Le sinistre sur-
vient & la date de survenance (t;) et est déclaré a ’assureur & la date de déclaration
(t2). Pour plusieurs situations (incendie, dommages matériels & une voiture, etc.),
ces deux dates correspondent mais pour d’autres situations (dommages corporels,
responsabilité civile), une période de temps plus ou moins longue peut séparer ces
deux moments. Par la suite, un ou plusieurs paiements peuvent étre effectués (ts,
tq4 et ts) avant la fermeture du dossier (¢). A une certaine date d’évaluation, les
sinistres peuvent étre séparés en plusieurs catégories en fonction du stade atteint
par leur développement. Pour la suite du mémoire, les principales catégories sont

les sutvantes :



Survenance Paiements Fermeture
Déclaration
1 t2 3 ty I3 te
—
L J
I 1
IBNR RBNS

Figure 0.1 Développement d’un sinistre en assurances [.A.R.D.

— si la date d’évaluation se trouve entre la date de survenance et la date
de déclaration, le sinistre est considéré comme survenu mais non déclaré
(Incurred But Not Reported, ou IBNR); et

— si la date d’évaluation se trouve entre la date de déclaration et la date
de fermeture du dossier, le sinistre est considéré comme déclaré mais non
fermeé (Reported But Not Settled, ou RBNS).

L’approche la plus populaire est dite collective. Sous celle-ci, on s’intéresse a la
somme des réserves selon des données agrégées, c’est a dire que les paiements
peuvent étre regroupés selon I’année de survenance (année ou le sinistre est sur-
venu) et I’année de développement (nombre d’années entre la date a laquelle le
paiement est effectué et I’année de survenance). Par exemple dans la figure 0.1 le
paiement qui est effectué en t3 a pour date de survenance ¢, et pour date de déve-
loppement t3 — ;. Les données sont dites agrégées parce que 1’on somine tous les
paiements ayant la mémne année de survenance et la méne année de développement
dans une méme cellule. Parmi les modeéles qui utilisent une approche collective, il
y a des modéles non-paramétriques, dont le plus connu, et base de plusieurs autres

modeéles, est le modéle Chain-Ladder (voir (Mack, 1999) et (Mack, 1993)), et des



modéles paramétriques basés, par exemple, sur des modéles linéaires généralisés

(generalized linear models).

L’approche individuelle consiste & considérer les paiements de fagon individuelle
plutdt qu’agrégée. Les modéles individuels sont apparus récemmment dans la litté-
rature, notaimment avec les articles de (Arjas, 1989) et de (Norberg, 1993), mais
comme mentionné par (Hesselager et Verrall, 2014), ces modéles ne sont pas en-
core trés populaires dans la pratique. En effet, 1'absence de données détaillées
fiables et la pauvreté des capacités informatiques (jusqu’a récemment) ont consi-
dérablement ralenti le développement de cette classe de modéles. Comme pour
les modéles collectifs, il est possible de les diviser en modéles paramétriques et
non-paramétriques. Des exeimnples de modéles paramétriques sont présentés dans
les articles de (Arjas, 1989) et (Norberg, 1993), alors que des exemples de modéles
non-paramétriques se retrouvent dans (Drieskens, Heury, Walhin et Wielandts,
2014) et (Rosenlund, 2012). Ce mémoire, en particulier, est largement inspiré de
l'article de (Charpentier et Pigeon, 2016). Dans cet article, les auteurs ont étudié
les propriétés des modéles Poisson et Quasi-Poisson pour des données individuelles
et collectives. Les modéles individuels peuvent capter des micro-structures du dé-
veloppement des paiements (voir figure 0.1) et donc prendre en compte I’hétérogé-
néité et les changements structuraux. Enfin, des études comine (Jin et Frees, 2013)
montrent, de facon empirique, que dans plusieurs scénarios, les réserves obtenues
avec des modéles individuels ont une précision plus élevée que celles obtenues avec

une approche collective.

Le mémoire présenté combine deux courants assez nouveaux dans la littérature :
le premier consiste & utiliser une approche individuelle plutét que collective et le
deuxiéme prend en compte la dépendance entre les réserves de différentes lignes
d’affaires d’une méme compagnie. On fera une revue de ces deux approches, puis

on expliquera en quoi étudier la dépendance des paiements individuels par ligne



d’affaires pourrait étre intéressant.

Lorsqu’un assureur a plusieurs lignes d’affaires, 'approche classique est d’addi-
tionner les réserves de chaque ligne. Cette approche est juste uniquemenet si les
lignes d’affaires sont indépendantes. Dans le cas contraire, on sous-estime ou on
sur-estime le montant de réserve nécessaire. C’est pourquoi plusieurs modéles ont
été développés afin de prendre en compte cette dépendance. Cette derniére est par-
fois inodélisée par des copules, par exemple (Brehin 2002) qui utilisent une copule
gaussienne pour modéliser la distribution conjointe des pertes, (Alai et Wiithrich,
2009) qui utilise une copule gaussienne multivariée pour adapter la corrélation
des années comptable et, récemment, (Abdallah, Boucher, et Cossette, 2015) qui
utilisent une structure de copule archimédienne hiérarchique pour capturer la dé-
pendance entre les années de calendrier des différentes lignes d’affaires. D’autres
méthodes paramétriques ont également été utilisées, notamment des lois multi-
variées telles que des lognormales (voir (Shi, Basu et Meyers, 2012) et (Merz,
Wiithrich, et Hashorva, 2013)) et une famille Sarmanov bivariée (voir (Abdallah,
Boucher, Cossette, et Trufin, 2016)). Ce mémoire est basé sur le modéle proposé
par (Avanzi, Taylor, Vu, et Wong, 2016) qui utilisent une loi Tweedie multivariée
avec un choc commun telle que proposée par (Furman et Landsman, 2010) mais

appliquée au contexte des réserves en assurances.

La loi Tweedie appartient & la famille de dispersion exponentielle (EDF) et inclut
plusieurs distributions telles que la distribution Poisson et la distribution Gamma.
Dans (Avanzi, Taylor, Vu, et Wong, 2016), les auteurs mentionnent plusieurs avan-
tages liés a l'utilisation de cette distribution : il s’agit d’un modéle trés flexible
car il inclut une grande gamme de distributions, la structure de dépendance est
transparente grace a la présence d’un choc commun et les moments et les cumu-
lants peuvent étre obtenus analytiquement. Enfin, ils notent que la fonction de

densité de probabilité multivariée peut étre évaluée.



Le modéle développé dans ce mémoire est inspiré de celui présenté dans (Avanzi,
Taylor, Vu, et Wong, 2016) mais adapté a ’approche individuelle illustrée dans
(Charpentier et Pigeon, 2016). Pour y parvenir on doit modéliser la sévérité et la
fréquence des sinistres séparément en supposant qu’elles sont indépendantes. Ainsi
la dépendance entre les lignes d’affaires est étudiée séparément par fréquence et
par sévérité des paiements. L’analyse de la fréquence est moins complexe puisque
'on a une donnée (le nombre de paiements) par cellule, c’est-a-dire au croisement
d’une année de survenance, d’'une année de développement et d’une ligne d’affaires.
Lors de la modélisation des réserves collectives on a aussi une seule dounnée (la
somine des paiements) par cellule, on peut utiliser les modéles dans la littérature
énoncés précédemment. La modélisation de la sévérité des paiements est différente
car on a plusieurs données (les paiements non agrégés) par cellule. Ce changement
ouvre la porte & des méthodes d’estimation différentes telles que la méthode des

moments.

Ainsi, on considére que la méthode suggérée dans ce mémoire pourrait étre intéres-
sante pour un assureur qui veut capter la dépendance entre la sévérité et fréquence
des paiements parmi plusieurs lignes d’affaires, tout en ayant un modéle dont le
temps d’estimation des paramétres et le temps pour réaliser des simulations reste

relativement raisonnable sans ressources informatiques exceptionnelles.

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante. Tout d’abord on présentera la
notation qui sera utilisée et les principales approches collectives classiques au
chapitre 1. Par la suite, le chapitre 2 introduira la loi Tweedie multivariée avec
un choc commun tel que proposé par (Furman et Landsman, 2010). Puis, on
adaptera ce modéle & la sévérité et on proposera des modéles pour la fréquence au
chapitre 3. Par la suite, on calculera de fagon théorique les moments clé des réserves
au chapitre 4. Aprés, on proposera des méthodes d’estimation des paramétres

cherchés au chapitre 5. Finalement, on fera une application du modéle avec des



données d’un assureur au chapitre 6.



CHAPITRE I

NOTATION ET APPROCHES COLLECTIVES CLASSIQUES

1.1 Notation

On considére un portefeuille contenant L sous-portefeuilles de différents secteurs
)

d’activités, | € {1,...,L}. On pose X,Efi,j, qui représente le k® paiement incré-
mental qui correspond & l'année de survenance i € {1,...,1} et i 'année de
développement j € {0,...,J} dans le secteur d’activité [ € {1,...,L}. On note
que pour chaque triplet (i, 7,1), il y a un nombre de paiements qui peut étre diffé-
rent de celui d'un autre triplet. Ainsi, le nombre total de paiements correspondant
a ’année de survenance ¢, 4 ’année de développement j et au secteur d’activité [

est noté K, ,(IJ)

Dans le domaine de la modélisation des réserves en assurances I.A.R.D., on ne
travaille généralement pas directement sur les paiements. On s’intéresse plutét
aux paiements incrémentaux standardisés, c¢’est-a-dire que ’on prend en compte
I'exposition au risque. Dans le cadre du modéle proposé dans ce mémoire, on

considérera I’exposition uniquement dans la modélisation du nombre de sinistre(s).
L’ensemble des paiements observés est représenté par

iRl re R Bl TNE g8 T4 1= T



et 'ensemble des paiements a prédire est représenté par’

A0 gxl e R A2 LI §Lig Tl el ),

kij: = =
L’ensemble des paiements observés dans un secteur d’activité (I) est représenté

par
l I 3 5 :
AW 30 e Bt B i e e Hef 2T 3)

et 'ensemble des paiements & prédire dans un secteur d’activité () est représenté

par

XOP = (x® 1 <k<KU1<i<I,I-i+1<j<J}h

it i.j

Le but est de prédire I’ensemble inconnu X'? et, en particulier, de trouver le total
des paiements non observés. On note que dans cet ensemble, contrairement &
’ensemble XY, les valeurs de K ,(l]) doivent également étre prédites et ce, en tenant
compte de l'exposition au risque. Lorsque que l'on travaille avec des données
individuelles, on modélise souvent la fréquence et la sévérité séparément. Dans ce
cas, ’exposition au risque est prise en compte uniquement dans la modélisation
de la fréquence. Afin de limiter I'effet causé par les variations de 'exposition dans

les différentes cellules on va s’intéresser aux K O standardisés, c’est-a-dire aux
1,3 ’
0]

K
W,
ey = :,;, (1.1)
oll w,(lj) est ’exposition au risque pour la cellule (7, ) du secteur d’activité . On

définit alors ’ensemble du nombre de paiements observés standardisés et non-

standardisés par

NE=[NlsbsTiejeI—4 0l 1)

1. Le choix d’utiliser la lettre U (pour Up) pour représenter l'information observée et la
lettre D (pour Down) pour représenter 1'information a prédire est justifié par la représentation

triangulaire des données qui sera introduite plus loin.



et
F=tRW <= T i€ 5= 0=3 1 <f 2 0]

Enfin, on définit également I’ensemble du nombre de paiements & prédire standar-

disés et non-standardisés par

BtNId<f e FT—i+le5= Ll <21}

2,7 °?

et

VIRt edaf I—grEsi < 1= L]

4,7

Le but ultime est de prédire les ensembles X2 et KP (a partir de N'P).

On définit alors ’ensemble des paiements collectifs incrémentaux observés par

K
SPavigl = }: X 1<i<I0<j<I-4,1<I<L

1,7° 3

et I’ensemble des paiements collectifs cumulatifs observés par

csY {Cﬁ” §:§”1<z<10<g<1—11<l<L}
=0

On définit également l’ensemble des paiements collectifs incrémentaux & prédire

par
(l)

SP = ﬂ?:E:Xm1<z<II—i+15j§L1§l§L

1,7? )
k=1

et ’ensemble des paiements collectifs cumulatifs & prédire par

INE

csP {cﬁ” §:§l1<z<II—i+1§j§L1§l§L}.
m=0

La sinistralité incrémentale observée (SY) de la ligne d’affaires [ peut ainsi étre re-

présentée sous la forme d’un triangle de développement incrémental tel qu’illustré

au tableau 1.1.
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Tableau 1.1: Triangle de développement incrémental de la ligne d’affaires [.

(i/j) | 0 1 ST ) J
! {4 ! i

1Sty s .. sP s
{ [} l

2 |sih s S3-1

Alors, la sinistralité cumulative observée (CSY) de la. ligne d’affaires I peut ainsi
étre représentée sous la forme d'un triangle de développement cumulé tel qu’illus-

tré au tableau 1.2.

Tableau 1.2: Triangle de développement cumulé de la ligne d’affaires I.

G/5) | 0 1 U & J
1 Ghl  OE .. (EGBY., O
b Eskn OB e 0D

B NGER., €8,
I csd)

La lecture des triangles de développement peut se faire selon divers angles :
— la lecture par colonne correspond & I’année de développement j, et refléte
I’évolution de la vie des sinistres ;
la lecture par ligne correspond & l’année de survenance i, et refléte les
changements de souscriptions, de taille du portefeuille, etc. ; et
— la lecture par diagonale correspond a ’année de calendrier.
Puisque l'idée du provisionnement est de prévoir le montant final des sinistres

afin de provisionner pour les paiements non-effectués, sous ’hypothése que tous
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les sinistres seront réglés aprés I années, on cherche 4 compléter le tableau en
remplissant le triangle inférieur droit (S? et CSP) avec des prédictions (voir ta-

bleaux 1.4 et 1.3).

Tableau 1.3: Triangle de développement incrémental complet de la ligne d’affaires
l.

i/j) | 0 1 = J
l 4 1 [
s T - B, S
1 1 1 l
2 (&4 B B o S
I [4 it !
I-1 S§—)1,0 581,1 SE—)I,J—I S§—)-1,J
l 1 it I
A gl S

Tableau 1.4: Triangle de développement cumulé complet de la ligne d’affaires [.

Wi | o 1 - J

1 |esly o8t ... esl, osY

2 |cs® esB ... cs®., &Y
— (1 —

11 | o8P, ¢sP, ... csﬁ)u o GEL

1 |es® &5, ... OBy, O3

Ayant estimé ces paiements futurs, le montant des provisions pour ’année de

survenance i et la ligne d’affaires [ est alors donné par

~ ] ( = a
R,(l) =CS5, C‘Sflf)—z Si(,ll)—i+l - Sz(l} —ir2 T 51(2 i

et le montant total des réserves pour la ligne d’affaires [ est donné par

RO-S -3 Eh -l ¥ 3,

) _ &
8)eswo
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ou§<l>D={§§f};15@51,1—i+1gj5j}.

Ainsi, le montant total des réserves parmi toutes les ligne d’affaires est donné par

L
R=3R0- % A
{=1

5ledp

ou§D={§§f};1gigl,I—i+1 gjgj,lgsz}.

Rappelons que dans le mémoire proposé on va modéliser la fréquence et la sévérité
séparément. De la méme fagon que pour les modéles collectifs ol les paiements
agrégeés (S’I(l]) ou CS,E? ) sont structurés sous forme de triangle, on peut considérer
faire un regroupement similaire pour la fréquence et la sévérité. En particulier,
la fréquence des paiements pour une ligne d’affaires a une seule donnée (Ki(,?)
par cellule (7, j) et donc est semblable au regroupement des paiements collectifs.
Le tableau 1.5 illustre la structure en triangle de développement du nombre de
palements.

Tableau 1.5: Triangle de développement incrémental du nombre paiements de la

ligne d’affaires [.

(i/5) | 0 T R i J
{ 1 { !

1 el Rl e e B
[ 1 (1

2 R RS o B

l s l
I-1 §ll,0 K (ll,l

L | KB

D’autre part, la sévérité des paiements pour une ligne d’affaires a plusieurs don-
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1ées (Xlz ],Xi(,lz s X;l)(,) ) par cellule (7, 3). Pour construire un triangle de

tJ .7
développement pour la sévérité, on doit déhnir le vecteur qui contient les mon-

tants des paiements de la cellule (7, 7) pour la ligne d’affaires [, sachant le nombre

de paiements de ce secteur d’activité :

(

Le tableau 1.6 illustre la structure en triangle de développement des paiements

o 0] (0
i J.) [le Xaig o XK,S’},z‘,j

individuels.
Tableau 1.6: Triangle de développement incrémental des paiements individuels de
la ligne d’affaires I.
(i/])
1

ol
1 l 1 l
xO|&®) o (xO]&D)
x{) |K8)

1 l
X, [15h)

> | (xth[x8)

A NN

1) l
X(—l,l ’K§—)1,1 )

(
(s

| (i)
(

1 1
x{) [K3)

Dans le présent mémoire, on utilisera une notation particuliére peu commune dans
la littérature actuarielle pour représenter les paramétres des distributions. Cette
notation a pour but d’identifier rapidement de quel type de paramétre il s’agit et
d’éviter 'utilisation d’un trop grand nombre de lettres grecques différentes. On
considére un paramétre quelconque 9511) . Ce dernier est identifié par le produit
9,(11305,%, ol G(Q caractérise I’année de survenance (ou ligne dans un triangle de
développement classique) et 0 ’; caractérise l’année de développement (ou colonne

dans un triangle de développement classique). Les symboles I et J ne sont pas des

nombres, ils indiquent simplement quel effet est modélisé.
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1.2 Présentation de modéles collectifs classiques

1521 Modeéle de Mack

Le modéle de (Mack, 1993) est un modéle non-paramétrique basé sur des paie-
ments collectifs cumulatifs, c’est-a-dire & partir d’'un triangle de développement
cumulé tel qu'illustré au tableau 1.2. Il s’agit d’une version stochastique de I'al-

gorithme Chain-Ladder (voir (Mack, 1999) et (Mack, 1993)).

Definition 1 (Modéle de Mack). Le modéle repose sur les hypothéses suivantes :

Hypothése (MC1) : indépendance par année de survenance, c’est-a-dire que
CS’,UJ) et CS,gfzj sont indépendantes pour i # i*; et

Hypothése (MC2) : on peut lier SC;; sachant le passé SC;y,...,SCi-1

par des facteurs de développement /\](154);0, ages /\1(161);1'—1 tels que

o

On note que le M n’est pas un chiffre dans /\,(;{);j. Il indique qu’il s’agit d'un facteur

w;---;SCi,(j—l)] ’\MJ ICS {J-1)°

de développement du modéle de Mack. La notation a pour but de distinguer ces
facteurs des paramétres /\]Iz et Aflf;)J. qui seront utilisés dans le modéle individuel

Tweedie Multivarié avec un choc commun.

Si les facteurs de développement sont connus, le meilleur estimateur pour le mon-

tant de la réserve pour ’année de survenance ¢, vu au temps I, est
L U l ( !
E[C “}cs |8 =cel s (/\]M);,_i S s 1) :

En pratique, les facteurs de développement ne sont pas connus et doivent étre
estimés. Sous les hypothéses (MC1) et (MC2), les estimateurs du modéle de

Mack sont . 5
== Y80,

. LG+

/\]M;j - Z —]_? 1 SC([)
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Ces estimateurs possédent plusieurs propriétés intéressantes telles que d’étre sans
biais et de conduire & des estimateurs pour les réserves également sans biais (voir,

parmi d’autres, (Wiithrich et Merz, 2008) pour plus de détails).

On peut, par la suite utiliser les estimations des facteurs de développement pour

estimer

— (I
SCz(',J)' = (AMI —i /\gi)l—i+l < ’\gch)J 1) SC(I)_“ pour j=1—i+1,...,J

Finalement, on peut calculer directement le montant total des réserves.

LEZ Modéles linéaires généralisés

Les modéles linéaires généralisés (Generalized Linear Models ou GLM) sont des

modéles paramétriques pour les paiements collectifs incrémentaux Si( J) .

Definition 2 (Modéle linéaire généralisé pour les paiements incrémentaux). Le
modéle repose sur les hypothéses suivantes :
Hypothése (GLM1) : indépendance des paiements collectifs incrémentaux
S(l) par année de survenance () et/ou par année de développement (7); et
Hypothése (GLM2) : la fonction de densité des paiements collectifs incré-

mentaux est

M _ o (6®
0 0 e (0*-1)
fs(l) z ] ] ¢ exp 0 3
.5 /
Yij

ou @ et 1 sont des paramétres et c() et a() des fonctions. Le paramétre

@ est appelé le paramétre canonique et i le paramétre de dispersion. On
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donne parfois les noms de mesure de base & la fonction ¢() et log-partition
a la fonction a().
Par définition toutes les distributions ayant une fonction de densité de probabi-
lité pouvant s’écrire sous la forme précédente sont dites membres de la famille

exponentielle linéaire.

Pour une variable aléatoire dont la fonction de densité de probabilité est membre
de la famille exponentielle linéaire, il est aisé d’obtenir ’espérance et la variance

4 l'aide des résultats présentés a la proposition 1.

Proposition 1. Sous les hypothéses (GLM1), (GLMZ2) et, en définissant V()

comine la fonction de variance, on a
M _ 0 _ 0]
B[s3] = ul) =« (65)
v 7] = i (o)
1 = 1
v (u3) =" (@7 (u3))-

Démonstration. Pour cette démonstration on a simplifié la notation en enlevant

3,j et I. On sait que [ fs(s)ds = 1. Ainsi,

/ felsyde= / (s, ) exp((s6 — a(6))/%)ds

e / (5, ) exp(s8/4) exp(—a(8) /) ds

_ [denieni,,
exp(a(6)/9)

= _—exp(ate)/lb) /c(s,'gb)exp(se/t/))ds
S / (s, ) exp(s8/4)ds = exp(a(6)/).



On cherche

BEl5] = /st(s)ds

_ / sc(s, ) exp((s8 — a(6))/4)ds

_ [ sc(s, ) exp(s8/v)ds
exp(a(8)/v)
_ [ sc(s,¥) exp(s8/1)ds
[ c(s, %) exp(s6/1)ds
_ [ v&c(s, ) exp(s6/v)ds
~ [c(s ¥) exp(s8/v)ds
_ ¥ [ c(s,9) exp(s8/4)ds
[ c(s,¥) exp(s6/v)ds
_ v exp(a(d)/¥)
exp(a(6)/¥)
_ L0y exp(a(9) /1)
— exp(a(6)/¥)

On cherche aussi
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E[S?] = /s2fs(s)ds

- / sc(s, v) exp((s8 — a(0))/¥)ds

_ [ s%c(s, ) exp(s6/+p)ds
exp(a(6)/¥)
_ [ s%c(s, ) exp(s0/v)ds
[ c(s,9) exp(sf/v)ds
f@bza,,zc s, 1) exp(s0/+))ds
(s, %) exp(s8/)ds
_ 025 [ cls, ) exp(s/4)ds
T (e, 9) exp(a6/9) s
_ "/’25?92 exp(a(0)/¢)
exp(a(0)/¢)
d)(;jga(:;)w exp(a(6) /)
exp(a(f)/v)
b (a"(6) exp(a(6) /) + £ exp(a(8)/¥))
exp(a(6)/)

= 1a’(8) + o' ().

Donc
Var[S] = E[S?] — E[S])
= 1a” () + a'(9)* — d'(6)* = ya’(6).

Par définition, on a

Var[S] = $V (u)

— V() = Var(S] /¢ = ($a"(0)) /¥ = a"(6) = a" ((a') (1)) -
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On a L modéles (rappelons que L représente le nombre de lignes d’affaires dans
le portefeuille) avec (I)(J + 1) paramétres inconnus pour la moyenne, pflz Afin
d’estimer ces paramétres, on dispose de L triangles qui contiennent moins de
(I)(J + 1) données par triangle. Il faut donc ajouter davantage de contraintes au
modéle afin de réduire le nombre de paramétres nécessaires. On considérera ainsi

une structure multiplicative ol
(z n
E[Sia?] = V]E;,)V‘(,;)j

ce qui permet de réduire le nombre de paramétres par triangle & I + J + 2. Avec

cette structure multiplicative, il est naturel de considérer une fonction de lien

In (E [S’f?]) = lm (V]Elz)) + In (VJ(%) .

Les paramétres 1/](12 1/_%% ont un degré de redondance pour chaque [. C’est-a-dire

"

logarithmique

qu'il y a I 4+ J + 2 paramétres pour chaque [, alors que le modéle n’est identifiable
qu’avec I +J + 1 paramétres par secteur d’activité. Il faut rajouter une contrainte

® 0

supplémentaire & chaque couple vy vy’ afin que le modéle soit identifiable. Dans

le cadre de ce mémoire, on propose de poser vl(lg =N = L 05 dos

En choisissant V' (uf?) = (l)pflj) comme fonction de variance et In (E [Sf?]) =
In (vﬁ? ) +1In (vﬂ) comme fonction de lien, on obtient un modéle de Poisson. On

2
peut également construire un modéle gamma en choisissant V' (,ufg) = (pflj))
comme fonction de variance et In (E [Sfl])]) =In (Vé?) +In (vﬂ) comme fonction

de lien.

Aprés avoir déterminé la distribution avec laquelle on travaillera, on peut estimer

X ! ! : ; o
les paramétres 1/]([;2 et v_ﬁ,%, pour i =2,...,1 et 7=0,...,J, par maximisation de
la vraisemblance. Pour cette approche, on va supposer l'indépendance entre les
lignes d’affaires, c’est-a-dire qu’on aura L fonctions de vraisemblance & maximiser.

La fonction de vraisemblance de la ligne d’affaires | s’exprime comme :
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I I—i+l
L0090, 40) = [T T1 fow(s: 42 12 90).
i=1 j=0

()

Avec les estimateurs Vn ; ) et vy.; on peut calculer directement le montant total des

réserves

L I ]

E=Y% Y u“)uJ(,‘

=1 i=2 j=I—i+1

Rappelons que la réserve R correspond & la somme des paiements collectifs a

prédire SP.



CHAPITRE 1

CONSTRUCTION D’UN MODELE TWEEDIE MULTIVARIE AVEC UN
CHOC COMMUN

On cherche & construire un modéle qui permettra de capturer la dépendance par
cellule (2, j) (que la cellule contienne une ou plusieurs données) entre les différentes
lignes d’affaires & ’aide d’une variable de «choc commun». Il s’agit d’une variable
aléatoire qui prendra la méme valeur pour toutes les données d’'une méme cellule
(¢,7) dans toutes les lignes d’affaires. Afin de parvenir & construire un tel modéle,
on définit dans ce chapitre un modéle Tweedie multivarié avec choc commun dans
un cadre général puis, daus les chapitres suivants, on l'adaptera & la modélisation
des réserves. A la section 2.1, on traitera le cas univarié ot nous utiliserons la
distribution Tweedie univariée. Par la suite, quelques exemples seront présentés a
la section 2.2. Enfin, a la section 2.3, on verra comment obtenir une distribution

multivariée & I’aide d’un choc commun.

2.1 La famille de distributions Tweedie

Cette présentation est basée sur 'introduction de ’article de (Alai, Landsman et
Sherris, 2015), sur ’annexe de 'article de (Avanzi, Taylor, Vu, et Wong, 2016) et
. sur les chapitres 3 et 4 du livre de (Jorgensen, 1997).

Une variable aléatoire X appartient & la famille des distributions exponentielles
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(exponential distribution family, EDF) si sa mesure de probabilité Py est abso-
lument continue par rapport a une certaine mesure (), et peut étre représentée

comme suit pour une fonction k() appelée cumulant :
dPy(z) = 220 dQ,.

Une variable aléatoire appartenant a cette famille a deux représentations. La pre-
miére représentation est dite additive (avec un parameétre canonique 6 et un

paramétre d’indice A). Le paramétre canonique a pour domaine
© = {0 € R|k(#) < oo}

et le paramétre A appartient & ’ensemble des valeurs réelles positives, c’est-a-dire
A = {)\ € R*}. Cette famille est également appelée (Jorgensen, 1997) la famille
des distributions additives de dispersion exponentielle ED*(6, A).

Pour une variable aléatoire X sous forme additive, la fonction génératrice des

moments est
M (X) = exp(s(8 + t) — &(6)). (2.1)

D’apreés (Jorgensen, 1997), la seconde représentation de la famille des distributions
de dispersion exponentielle ED(u, 02), appelée la représentation reproductive,

est générée par la mesure
dﬁ#’,ﬁ ((El) - e,\(e:c’—fe(e))d@,\,

ot d@, est obtenu & partir de dQ, en utilisant le changement de variable X’ =
X/A. Le parameétre pu = «'(6) est alors le paramétre de localisation et o2 = 1/

est le paramétre de dispersion.
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La famille Tweedie est une sous-famille des EDF dont on note
1. Tweedie* la forme additive et,
2. Tweedie la forme reproductive.

Les membres de cette sous-famille ont une relation spéciale entre la variance et

I’espérance traduite par la fonction variance donnée par

V(w) = w2, (2.2)

ol p est le paramétre de puissance qui détermine le type de distribution. Le

cumulant pour une distribution Tweedie est donné par

,

exp(e), ="l
1p(0) = § —In(—0), p=2 (2.3)

ou 7 =(p—2)/(p—1). De plus, le paramétre canonique appartient & ’ensemble
O, donné par
g

[0, 00), p<0

R, p=1,1

(_OO)O)v 1 <p32

\(—oo,O], 2.£ 9 < ro.

On a également la relation suivante (voir (Jorgensen, 1997)) entre les formes re-

productive et additive pour la famille Tweedie
X ~ Tweedie}(6, A) = Tweedie, (s, (6), A'P). (2.4)

Enfin on note que (voir (Alai, Landsman et Sherris, 2015)) 'on peut obtenir les

moments suivant :

E[x] = M(0),
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Var[X] = A, (6)
et
E[(X — E[X])®] = Ax)(8).
L Exemples de distributions Tweedie

Le paramétre p détermine quelle distribution appartenant 4 la famille Tweedie est
utilisée. Le choix de certaines valeurs pour le paramétre p permet I’obtention de
certaines distributions connues. Par exemple, avec p = 1 et p = 2 on obtient, res-
pectivement, une distribution Poisson et une distribution gamma. Afin d’illustrer
la famille Tweedie, on propose d’observer la fonction de densité et la fonction de

répartition d’une variable aléatoire Y telle que
Y ~ Tweediey(1,1), pe=1,15 Y

Les figures 2.1 et 2.2 illustrent, respectivement, les fonctions de densité/masse de

probabilité et les fonctions répartition de Y.
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Figure 2.1 Fonctions de densité de Y ~ Tweedie,(1,1) pour des
1;1:5,2:
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valeurs de p =
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Figure 2.2 Fonctions de répartition de Y ~ Tweedie,(1,1) pour des valeurs de
P= 5 2

2.3 Modéle Tweedie Multivarié avec un choc commun

On cherche a introduire la dépendance entre les éléments d'un vecteur aléatoire X
de taille N avec une structure de choc commun. En définissant la variable aléatoire
Yy comme le choc commun et les variables aléatoires Y, Vn = 1,... N comme les

effets individuels, on a

X,=cYo+Y,,¥n=1,...N

ouc;,Vn=1,..., N sont des constantes.
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En supposant que les éléments du vecteur aléatoire

Y =[Y... %\

sont indépendants, on constate que la dépendance entre les éléments du vecteur
X est capturée uniquement grace Yy qui est affectera 1’ensemble des éléments de

ce vecteur.

Théoréme 1. On considére un vecteur aléatoire X = AY oi Y est un vec-
teur aléatoire colonne de taille (N + 1) x 1 et dont les composantes sont in-
dépendantes entre elles et suivent des lois Tweedie additives, c’est-a-dire Y,, ~

Tweedie;, (a,, b5),» =0,1,..., N. Soit A, une matrice N x (N + 1) définie par

ey oL Ui ... @
ey B 1 & .0 B
A= ef 08 & ... 4,
e 8 U 0 e lJ
ou ¢, = ag/ay, n = 1,2,...,N. Alors les composantes X,, n = 1,2,...,N, du
vecteur X sont telles que
Xn = Yo + Yo ~ Tweedie;, (ay,, by (ag/az)” + by,) p# 1,

ou T = (p—2)/(p—1). La fonction de densité de probabilité multivariée de X est

donnée par

B N *
%* * a

o) = [ 30 L3 (20 = Zvo) o
n=1 i

ou

. fay ar
B = min %xl,...,—%xn
Qg Q
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et f*(.) est la fonction de densité de probabilité univariée d’une Tweedie additive.

Démonstration. Ce théoréme a été prouvé par (Furman et Landsman, 2010) pour
le cas p # (0, 1] U [2]. La fonction génératrice des moments de X, = c,Yy + Y, est

(voir équation (2.1))
M, () = exp(bn(kp(an + t) — rp(ar))) X exp(bo(kp(ag + cit) — rp(ap)))
= exp(b7(kp(an +t) — rp(an))) x exp(by(rp((an +t)c}) — Ko(arcr))),
ou

=] e

= (&), p# (0,1]U 2]

et T=(p—2)/(p—1).

On distingue alors les deux cas ci-dessous.

Casl:p=2

In(Mx.,(t)) = In (exp(by,(k2(ay, +1t) — K2(az))) X exp(bg(x2((ar, +1t)c))

—r2(acy))))

= bl (r2(ar, +1) — ra(ag)) + b5 (k2((a, + t)cr,) — ra(aner))

= b (= In(—(ay, +1)) — (—In(=az))) + b5(— In((a;, +t)c;)
— (=In(=aze]})

= b,(=In(—(ap +1)) — (~1n(=az)))
+ bg(—In(ay + ¢) — (= In(—a3)))

= (b5 + +b5)(—In(—(ay +1)) — (-~ In(—ay)))

= (b7 + bp) (ra(an +t) — Ka(ag)) -



Ainsi, on obtient que

X, ~ Tweedie}, (ay,, by + b},) p= 2.

Cas 2:p# (0,1 U[2]

In(Mx, (t)) = In (exp(b;(rp(ay, +t) — rp(az))) x exp(B(rp((ar +t)cr))  —rp(arncy))))

)
= By + &) — rpla) + Bl + D0 — ()
() ()
)
ShE ) = )
Sl e e
- (2 () -T2 (25

- (b;’1 + b5 (%)T) (kplal + 1) — Kplal)).

Ainsi, on obtient que

X, ~ Tweedie, (a b (ZS) + b;) ,  p#(0,1]U[2).
g

Souvent, on utilise la forme additive de la loi Tweedie mais dans le contexte de
modélisation des réserves, il est plus intéressant de travailler avec la forme re-
productive puisque les paramétres peuvent étre interprétés plus facilement. Cette
forme posséde un paramétre de localisation et un paramétre de dispersion qui spé-

cifient I’espérance et la dispersion de la distribution. D’aprés (Jorgensen, 1997),
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la relation entre la forme additive et la forme reproductive est
Tweedie}(a*, b*) = Tweedie, (Asj,(a*), (6*)' 7). (2.5)
En notant que

exp(a*), p=1,
()7, p#1,

Ky(a*) =

on obtient
Tweedie, (b* exp (a*) , 1) = Poisson (b* exp (a*)), p=1

Tweedie,(a*, b*) = o
Tweedie, (b (25), 6)') , Pl

oit 7 = (p—2)/(p — 1). A la sous-section 2.3.1, on étudiera le casoti p# 1 et & la

sous-section 2.3.2, le cas ou p = 1.

2.3.1 Situation ot p # 1.

En utilisant la relation entre la forme additive et reproductive, on obtient
a'~?
(1 —p)

Le théoréme suivant permet de construire une distribution multivariée & partir de

Tweedie,(a, b) = Tweedie, ( ,bl/(l—p)> P # 1.

cette forme reproductive.

Théoréme 2. On considére un vecteur aléatoire X = AY ou Y est un vec-
teur aléatoire colonne de taille (N + 1) x 1 dont les composantes sont indépen-
dantes entre elles et suivent des lois Tweedie reproductives, c’est-a-dire Y, ~

Tweediep, (@n,b,), n=0,1,..., N, p7# 1. Soit A une matrice N x (N + 1) définie
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par
cgc 1 00 ... 0
C2 G @ oo 0
A=|¢c 001 0
cy 00 0 ... 1

1-p
oﬁc,,=(ﬂl) b w=132...,N.

Ay bo?

Alors les composantes X,, n =1,2,..., N du vecteur X sont telles que

2—p 1-p
b [(@> L 1]
Qn bo

et la fonction de densité de probabilité multivariée de X est donnée par

a " b
Xn ~ Tweedie, | a, (—0—> 2 +1
An bg

l—p b

B N &
fx (z1,...,2N) =/(; froo) [ fra (mn - (a—) ﬁ%) dyo,
n=1 i

ou

et f(.) est la fonction de densité de probabilité d’une Tweedie reproductive.

Démonstration. En utilisant la relation entre la forme additive et reproductive

(voir équation (2.5)), on obtient

*

71
Yy, ~ Tweedie, (an — 4, ( S ) yon = (b;)“") , p#1

7-1
1-p
~ Tweedie], (a; = b(aln——p)’ b = b,l,/(l“”)) v pEL,

ou7=(p—2)/(p-1).
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Et en notant que

le théoréme 1 permet de conclure que

X ~ Tweedie}, (a,;, Bh=0t (Z—") + b;i) , D#1
n

¥

T—1
: ) , By = (B:;)l"’> VAT,

a.

T =i

~ Tweedie, (An = B (

ou

e 7 al- P B
bl/(l—p) Qo b_n + Y/ (1-P) ba(1—p)
g an b() i T—1
p—2 =5 1/(1-p)
1—, — ap
= bl/(l—P) Go p@g 2 +b1/(1-p) bn(1—p)
0 an bo " (1/(1—p))

2—p 2
1 2 =2
T—p  p— o K - =
bl p p—-1 ) p—1 [ bl/(l P)) a"bl 4
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et ou

[ (2
2p .1 _ L
- (bgl (@) A b}/‘l"’))

On déduit que

1-p

Qg = bn.
Xy ~ Tweedie, | a, (—) s il

2—-p
e [(93> b 41
an bO

O

La proposition suivante nous permet d’obtenir certains moments pour la forme

reproductive.

Proposition 2. Si X ~ Tweedie, (a,b) et

2—-p 2—p S
oo Toeadiog | g | [ LY 2l 5o |{BY By ,
an b() an bO



34

alors I'espérance de X et 'espérance de X, sont données par
E[X]=a

et

La variance de X et la variance de X,, sont données par
Var[X] = ba?

et

2—-p
Var[X,] = vb,a?, [(?) b_" + 1} .

n bO

Finalement, le troisiéme moment centré de X est donné par

E[(X — E[X])?] = pb®a®".

Démonstration. En notant que

on obtient, pour p # 1,
E[X] = b*k'(a"),

a* 71
)

al-p (1/(1-p))
— pi/(1-p) b(1—p)
1/(1-p)

= a.



On déduit que

En notant que

on obtient, pour p # 1,

Var[X] . b*.‘i”(a*)

On déduit que

Var[X,| = B, AL

[T ([Ce

2—p
an bo

Enfin, en notant que

35
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on obtient, pour p # 1,

E[(X - E[X])®] = b"x"(a%)

2.3.2

En modélisant avec une loi de Poisson, on rencontre souvent, en pratique, un

probléme de surdispersion, c’est-a-dire un cas oi la variance est supérieure a 1’es-

pérance.

Théoréme 3. Soit Y, un vecteur aléatoire de taille (N + 1) x 1 dont les compo-
santes sont indépendantes entre elles et ont les propriétés suivantes :

— la variance est donnée par a, = Var[¥,] = b,V (E[Yn]), avec V(z) = z; et

— E[Ya] = b}, exp(ay,).

On a alors

Situationod p=1.

_T=2 g Zee
T r—1\r-1

T —12 a®
T - IVM[X] (T— 1)

- 1/1-p) (1/(1-p

= pb*a® 1.

al-r
_p/ —p)bap( Kip)

5 i .
an = bpbrer = — = blen.

Ainsi, la variable aléatoire X,

bn

(bn/bo)Ys + Y, a les caractéristiques suivantes :

— son parameétre de localisation est

B = E{

bn
bo

b
Yo + Yn] = ag— + Qn;
bo



— sa variance est

2

V&I‘{Xn] = Var [b—nyb e Y;I:I = ﬁboao ot bnan = bn (ao%i + an) s
0

bo B

— son paramétre de dispersion est b,.

En utilisant le résultat de ce théoréme, on peut poser

b 9 . "
E ~ Poisson (%;)

et conclure que

37

)b(—: = %% + Y, ~ Poisson <a0:_z + an> ]
i

La fonction de masse de probabilité du vecteur multivarié X = [ X Xy o X N]
est

Aij N b

(o vam) = 3 plon) [T oo (20 = 200)

Yn=0 n=1

avec
A;; = min (2—2561, SV :—sz> .

En posant b, = 1, n = 0,1,..., N, on obtient une distribution Poisson sans

surdispersion.






CHAPITRE III

CONSTRUCTION DU MODELE POUR RESERVES INDIVIDUELLES

Dans cette section on va utiliser la distribution de Tweedie avec choc commun
(décrite dans le chapitre 2) pour capturer la dépendance entre plusieurs lignes
d’affaires en utilisant des données individuelles. Pour cette raison on devra déve-
lopper deux modéles : dans la Section 3.1, on propose un modéle pour prédire la
sévérité des paiements (modélisée & partir du montant des paiements individuels
observés) et, dans la section 3.2, on propose un modéle pour prédire la fréquence

des paiements (modélisée & partir du nombre de paiements individuels observés).

On s’intéressera surtout a la dépendance de la sévérité des paiements étant donné
qu’il y a plusieurs paiements par cellule’ (%, ) pour chaque ligne d’affaires (voir
tableau 1.3 pour un rappel du triangle de développement). Cette caractéristique
ne nous permet pas d’utiliser directement des modéles qui pourraient étre utilisées
pour des données collectives. La fréquence d’autre part, n’a qu'une seule donnée
par cellule (,j) pour chaque ligne d’affaires. Ainsi, le modéle proposé capture
seulement la dépendance de la sévérité des paiements pour des lignes d’affaires

différentes.

1. On rappelle que pour les modéles individuels, le terme «cellule (%,7)» est utilisé pour
représenter 'ensemble des paiements individuels faits pendant la période de développement j

pour les sinistres survenus pendant la période d’accident 1.
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3l Construction du modéle pour la sévérité des paiements

Pour prédire I’ensemble X (voir la notation introduite au chapitre 1), on consi-
dére un modéle Tweedie multivarié pour les paiements de plusieurs secteurs d’ac-
tivités. Pour ce faire, on doit regrouper les K,(l]) paiements de la i¢ année de surve-
nance, de la j¢ année de développement et du l° secteur d’activité dans un vecteur
XSB Commie mentionné précédemment, pour prédire X2, on doit également pré-
dire I'ensemble KP. Dans cette section, on va supposer que K est connu et, par la

suite, on va construire un modéle pour réaliser des prédictions pour cet ensemble.

On définit le vecteur qui contient les montants des paiements de la cellule (3, j)

pour la ligne d’affaires I, sachant le nombre de paiements de ce secteur d’activité :
x® O} @ ’
1 1
(X()‘K()> [ lisj X21'-7 T PO X (1)1,]}

Par la suite, on regroupe tous les vecteurs (Xf:) le?) dans un seul vecteur,

(x K9 ,..
(x

Ce vecteur (Xi g

Kf?) qui contiendra tous les paiements pour une cellule (z, j) :

@)

) = [ ) (x|2) - (

25z ol

KO

el e E)

Kf?) est de taille M = Zl 5 B (l)

Le modéle suppose que chaque paiement est la réalisation de la somme de deux
variables aléatoires indépendantes
— la premiére variable W; ; est un « choc commun » qui est partagé par tous
les paiements d’une méme cellule (i, 7) ; et

la deuxiéme variable Z\" représente « 'effet individuel » qui caractérise

k.i,j

chaque paiement.

Definition 3 (Modéle Tweedie multivariée pour la sévérité des paiements). Le

modéle repose sur les hypothéses suivantes :
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Hypothése (S1) : on a

(%5

KW

i 0

i | = (AZ,J]1{5?, K7,

ol (Z Sy i - ,Kﬁ-’)) est un vecteur aléatoire de taille M + 1 donné

par

(z ) K,@) {W 7. . B9 R . 7Y JT
G g i T 1,4, KDy “Lid KD i

avec

W, ; ~ Tweedie,(A,7), p #1

Wey ~ Poisson <A) =Nl
v @

l D) [4
Z{); ~ Tweedie, (AN, 79, p# 1

70 A At
kb o Poisson < ]“(l)J,J sip=1

1
el g

et la matrice A est telle que

1-p (1)
(,\“),\(”) 1 00 ...0
1-p (2)
(W) 0 1 0 PR 0
( llf)’\lu)

A 158 B

e =21 0 00 1
(L oS

_(’\ﬁ:l)’\.(l;.l)) R

K, ff)) sont mutuelle-

1-p (z)

000 ...0

<)

4j o

Hypothése (S2) : les composantes de (Z

ment indépendantes.

Avec les hypotheses du modéle, chacune des composantes du vecteur

(% |&S . KD)

.7
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s’exprime comme

0) A o T )
N = ey | TR T (3.1
= /\1(1';3/\.(111;)3-) Thinh )

Une simplification souvent faite lorsque 'on travaille avec des données agrégées

est de supposer que 'y(l)

;7 = 7Y, Cette simplification implique que la variation

des niveaux de dispersion entre les paiements des différentes lignes d’affaires est
similaire pour toutes les cellules. Dans ce mémoire, on travaille avec les paiements
individuels et dans ce contexte, on constate souvent que cette supposition n’est pas
valide, c’est & dire que la dispersion entre les paiements individuels des différentes
lignes d’affaires est différente pour chacune des cellules. L’avantage de travailler
avec des données individuelles est qu’on a plusieurs paiements par cellule et donc,
une estimation avec des paramétres ayant un effet ligne et colonne est envisageable.

Ainsi, on suppose que
l n_(
7 =15 (3.2)

Les parameétres /\](['Z/\‘(,l)] ont un degré de redondance pour chaque [. C’est-a-dire
qu’il y a I + J + 2 paramétres pour chaque [/, le modéle n’est identifiable qu’avec
I + J + 1 paramétres par secteur d’activité. Il faut rajouter une contrainte sup-
plémentaire a chaque couple /\](IIZ/\SII)J afin que le modéle soit identifiable. Dans le

Gt !
cadre de ce mémoire, on propose de poser )‘1(1;)1 = bl e dn

" : INC : .
Pour les mémes raisons que pour /\1(1-3;/\3-)3" on doit poser une contrainte pour les

parameétres fy]?z) et fyg,{)] Encore une fois on propose de poser 'yl([li =lod =l vk
A la sous-scction 3.1.1, on traitcra la situation on p # 1. Puis, & la sous-section

3.1.2, on traitera la situation ou p = 1.
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Proposition 3. Sous les hypothéses (S1) et (S2), et en posant p # 1 et fy(l)

7&‘27\%3, les composantes de (X Kf;) - Ki(j)) sont telles que
! : O
X ~ Tweedie, (A,J),r ))
oll
Ly 5 3RO
)\(l))\(l) ( T ) Ll
ALAT, (i ]
I = 0.0 17
O _ 0,0 A M35
Fi ’Y]I 1,’7.1],_, ()\(l))\(l) ) ’7 + ].
et la fonction de densité de (X Kg) - ,Ki(,?)) est
L 1 z
55 1| KD k) (505 3),17 33;()1;), ij kz(,a) ’ ,kfa))
k) 1-p @) @
A Y ,),( ),),( )
0] Ei 135
/(; fwi.j (wl,J H g fz(') L g (A(z))\(z) ) Wi,y dwi.jv
avec
. (1)5(1) Y )‘(L))\(L) ~ i
A,;‘J- = min ) ) SRR TREED 3 (L) (L) xk(b)
i ’7][,1.

Démonstration. Les résultats découlent directement du théoréme 3.

3E2 Situation od p = 1.

Dans le cas oit p = 1, le résultat de la proposition précédente peut se simplifier.

Proposition 4. Sous les hypothéses (S1) et (S2), et en posant p = 1 et fy()

’yﬁ)’y‘, .j» les composantes de (X
1)
XIE &=
(OUNO)
71[ iV 4]

~ Poisson | — +
Y

K(l)

ORI S

,Ki(’j)) sont telles que

) [
/1:1) /le

! 1
A,

)
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La fonction de masse de probabilité du vecteur multivarié (Xi § II( ,(3) . Ki(’?))
est
(1) (L) (1) Dy _
Py sk .k ® (ll,i,j=-"’“’x§3>,,~,,j kif oo ki ) =
Aij L k) @ _@
: T o My
Z Pw, ; (wi,j) H pz'(:)i ) xk,i’j - Wij |,
w;, ;=0 =1 k=1 " i
ol
: i 1 i (L)
A,-,j:mm(——m--... —_—Z .
SO O FxEg oy () (1) TRB) 5
YEi g;,- I 7§r;)3' kg ot
Démonstration. Les résultats découlent directement du théoréme 2. O

En posant v = ’y(.L-)'y(‘.L-) = 1 on obtient une distribution Poisson équidispersée.
L i 13y : P

3.1.3 Analyse de I'espérance, variance et covariance des paiements

En utilisant les résultats de la proposition 1 4 la page 16, on peut facilement calcu-

KD K.(L.))
ot R

ler les premiers mmoments de chacune des composantes de (Xi 5 Ry g

Pour p # 1, on a
Elx® | = A®

kg
=h 0L 10
0. 4 [ A iy
| BN B} /\(l)/\(l) v
Ei7 8

et

Var [X,ﬁfzej] =19 (Aﬁf})p

OO (O,© P I e
3 3
= Mi 135 (/\n;z”\J;j) I\ ) 5 "+ 1

A ) b 7(1)’7(1) P
Ei 135 p 4,0 (OINU)
—— —= | YN + 775 (’\]I;i’\.];j) :
(A]‘I;Z)\g)j 0
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Dans le cas ol p = 1 avec surdispersion, on obtient

1
E[X0,] = 30 + =

et

0] 7]9731_). : UNON YOG
Var [X,c,,._j] = (—/l) YA+ V35 (’\][;i’\ll;.‘i)'

On peut également s’intéresser & une cellule quelconque (4, j) et calculer la co-
. . = ! I* :

variance entre deux paiements différents. Posons X 2 ; et X ,ﬁ. 2 ;j» deux paiements

différents de la méme cellule mais pour deux lignes d’affaires différentes. On a

alors

Cov [X(” X&) ] -

kg k> i,

I=p (8. 0 1=p @) 105
Cov - 0 V0is sl A M Va5 1y e E S
DY) T TR GmE)

En supposant 'indépendance entre Z,(clz s Z,El.‘},jet- Wi ;, on obtient

i=p. 1m0 = 3 A5
! I A Vi V35 A Vi V15

A, i N
. (L) 7537;’3,-( ) ) A
“OmE) T o) T
- A2 g T Vg v
()™

11 est & noter que pour le cas particulier | = [*, c’est-a-dire pour deux paiements

de la méme cellule et pour les mémes lignes d’affaires, on a

Cov[X,El}’j,X(l') ] = Var[X,Efz‘j] .

k* N
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On peut aussi s’intéresser & la covariance entre des paiements de deux cellules

ayant la méme année de survenance et la méme ligne d’affaires

Cov [X,(cl}j,X(l.),i,j.] =1.
Ce résultat suggére qu’il a une indépendance entre les paiements ayant une méme
année de survenance et, en particulier, entre deux paiements faits pour un sinistre.
Le modéle suggéré dans ce mémoire ne prend pas en compte cette possible dépen-
dance. Cependant, avec une distribution Tweedie multivariée avec choc commun,
il est possible d’adapter ce choc afin d’affecter ’ensemble des paiements ayant une
méme année de survenance. Cette suggestion n’est qu'une possible extension du

modéle proposé.

3.2 Construction d’un modéle pour le nombre de paiements

On veut maintenant développer un modéle pour prédire le nombre de paiements
parmi plusieurs secteurs d’activités, c’est-a-dire pour prédire ’ensemble KP. Comme
on I’a expliqué précédemment, on peut prédire N2 en utilisant AV puis, en uti-
lisant I’exposition au risque, trouver X”. Une premiére possibilité est de suppo-

ser que les ensernbles N;; = {N ) N2

i L Nl(f)} sont indépendants pour tout

couple (z,j) tel que i € {1,..,I} et j € {0,..,J}, ce qui revient & travailler sur
L triangles indépendants ot chaque triangle est modélisé séparément. Classique-
ment, on choisirait alors un modéle Poisson ou Quasi-Poisson pour représenter les
fréquences. Cette option sera considérée a la sous-section 3.2.1. Une autre possi-
bilité est de supposer une dépendance entre les différents secteurs d’activités. On
pourrait donc travailler avec plusieurs modéles disponibles dans la littérature, par
exemple en pourrait utiliser le modeéle proposé dans (Avanzi, Taylor, Vu, et Wong,

2016). Cette option sera considérée & la sous-section 3.2.2.
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S0 L Modeéles supposant I'indépendance entres les secteurs d’activités

Modéle Poisson supposant 1’équidispersion.

Definition 4. En utilisant un modéle Poisson pour le nombre de paiements d’un
secteur d’activité [, on doit supposer les hypothéses suivantes :
Hypothése (FP1) : les Ni(’lj) sont indépendantes pour différentes années de
survenance (i) et/ou développement (j);

Hypothése (FP2) : les N,.E? suivent des loi de Poisson telles que

0 . O
NU) ~ Pmsson(nw 175137.)

et la fonction de masse est, par conséquent,

nl)

o, @) )"
® g ;i "13:5

2% (nf3) = T
4"

On peut réécrire la fonction de masse de probabilité sous forme d’un modéle

linéaire généralisé

GF10] @

[ 1 1 ] l
p (%69, 49) = ¢ (7 69) exp 0 ’
i,

ou

M. @) - _L

C(n,-,j, i,j) =y

N5

1 { l
6 = 1n (v,

(£)

o (6) =
et

n _
¢i,j =L

La proposition ci-dessous permet d’obtenir les moments des variables Nflj)
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Proposition 5. Sous les hypothéses FP1 et FP2, on a

! 11 )
B[NY] = ) = (69) = niln)
l )
Var [N z(lg)] = ¢z€a)'a” (91(11) ) = "§;377§;)J'
V () = (@07 (u2)) = e (0) = )

Démonstration. Les résultats découlent directement de la proposition 1. [

On obtient un modéle avec I+ J+2 paramétres. Comme lorsque ’on a modélisé la,
sévérité, il faut rajouter une contrainte supplémentaire afin d’éviter la redondance

des paramétres. On pose 7]]([3 —5 I 4 S 7

Modéle Quasi-Poisson. Lorsque l'on utilise un modéle Poisson on suppose
que E[Ni(?] = Var [Ni(fj)]. Souvent cette supposition n’est pas vérifiable empiri-
quement et on se retrouve souvent, dans le contexte de la modélisation de réserves
d’assurance I.A.R.D., avec des cas de surdispersion (E [Nfl])] < Var [N,;(?] ). Pour
tenir compte de la surdispersion, on travaille avec un modéle Quasi-Poisson pré-

senté ci-dessous.

Definition 5. En utilisant un modéle Quasi-Poisson pour le nombre de paiements
d’un secteur d’activité [, on doit supposer que
Hypothése (FQL) : les variables aléatoires Ni(,lj) sont indépendantes pour dif-
férentes années de survenance (i) et/ou développement (7); et
Hypothése (FQ2) : le paramétre canonique 6, la log-partition a() et le pa-
0]

ramétre de dispersion ¢;

. !
; ; des variables Ni(.j) sont

l n_(
6 =In (77]([;377.(!21)

(1)
a(6)) = e
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et

i
oLy = ¢,

Sous les deux hypothéses ci-dessus on peut obtenir les moments suivants

l l
E[Nf?] —[L() a (0(1)) 17]([[2175,3]

Var [Nz(?] ¢(l) " (0(1)) d)(l)n(l)n(l)

Ji5

et

v (u8) =o' (@) (u)) =2 (69) = u.

O et n(l) dans le modéle Quasi-Poisson sont les

Les estimations des paramétres ny;
mémes que sont ceux obtenus par le modéle de Poisson dans la partie précédente.

Il suffit d’obtenir une estimation pour ¢®.

3.2.2 Modéles supposant la dépendance entres les secteurs d’activités

Les modeles utilisés pour les paiements collectifs peuvent également étre utilisés
pour modéliser le nombre de paiements. Notamment, on peut envisager de prendre
en compte la dépendance entre des secteurs d’activités en considérant une des dif-
férentes approches proposées en introduction de ce mémoire : (Brehm 2002) qui
utilise une copule gaussienne pour modéliser la distribution conjointe des pertes
a combler ou (Alai et Wiithrich, 2009) qui utilisent une copule Gaussienne multi-
variée pour adapter la corrélation des années comptables. Il est aussi envisageable
d’utiliser le modéle proposé par (Avanzi, Taylor, Vu, et Wong, 2016) qui utilise une
loi Tweedie Multivariée avec un choc commun. Malgré 'efficacité de ces modéles
pour capter la dépendance des paiements collectifs entre les secteurs d’activités,
la dépendance de la fréquence des paiements individuels entre des secteurs d’ac-

tivités n’est pas encore trés étudiée dans la littérature. Dans ce mémoire on met
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I’accent sur la modélisation de la sévérité des paiements individuels puisque I'on
a plusieurs paiements par cellule, ce qui n’est pas le cas pour les nombres de si-
nistres. Malgré les similitudes avec les paiements collectifs, I’étude de la fréquence
des paiements pourrait étre intéressante et des recherches supplémentaires peuvent

étre envisagées.



CHAPITRE 1V

ANALYSE DE LA RESERVE

Aprés avoir modélisé la sévérité et la fréquence des paiements, il est possible de
calculer une réserve c’est-a-dire le montant nécessaire afin de garantir le paiement
des sinistres encourus. Bien entendu, cette réserve est composée de montants pré-
dits selon les années de survenance, les années de développement et les secteurs
d’activités différents. En particulier, un assureur peut s’intéresser au montant de
la réserve provenant de chaque secteur d’activité, ou au montant de la réserve
qui correspond & chacune des années de survenance. Le but de ce chapitre est
de déterminer les espérances et les variances des réserves obtenues & partir de
la structure proposée au chapitre précédent. Rappelons le triangle de développe-
ment incrémental (tableau 1.3), sur lequel on peut voir clairement quels sont les

montants qu’on devra prédire dans cette section.

4.1 Espérance et variance de la somme des paiements par secteur d’activité

. ol : . o
Soit S’,(J) , le montant total des paiements d’'un méme secteur d’activité [ pour
une période de survenance et une période de développement données. On a, en

considérant les équations (3.1) et (3.2),
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Ki(l? 1-p (1
R A ’Y)gz)’Yy)g W+ 70
=3 NG A
Vi

k=1 18 7%,

1 (1), (0 K{}

A Y V85 Oy )

N ( AW )\.(‘)) y KigWis+ ) Ty (4.1)
AR =il

La proposition suivante permet d’obtenir 1'espérance et la variance de ce coiit

total par secteur d’activité.

Proposition 6. Sous les hypothéses (S1) et (S2), et en posant ’yw = qﬁf,?qg?j,

©.J

2 ) ! ’
I’espérance et la variance de S’z.( J) sont données par

1-p
: g 2\2-p 1 0y ( 1)\
E[s9] =E[KY] | (W) T A

et

1-p .
2—-p 2
W] _ A 1 W), 0 0
Var[s9)] = - (A(,) A(,)> N Vi (Var 58] +E[&{] )
LB AN ]

y ( D@ \? l
£ (A8) E[KY)]

2

1-p

X1 ONGINENCING o

~ (/\(l))\(l) ) Vi V3 T Ay | Var [Ki,j] .
Li7di

Démonstration. En rappelant que le choc commun W; ; est indépendant des effets

individuels Z,EQ, et que ceux-ci sont mutuellement indépendants, on peut calculer
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'espérance et la variance de la somme S,(IJ) On a, avec I'équation (4.1),
8]

A\ A0,0 K{)
B Li Y35 ()
—F|E (/\(z)/\a)> =~ kWi, +§ Zh

B|5)] =E[E[sY

k&

A 1-p ’71(1” ‘%l) & (l)
'L 3J
=E (/\(n/\a)> o EW,]+§: [ w]
Li M5

(O O]
e ( A l ) ’7][1,’7.]]]AE|:K(1)] +E[K l))\(l))\(l):l
,X )\() vy

el 1\
=E[K§’}] (—, ,) R+ A0S,
* Y ;7

¥ Ll

La va.ria;lce est calculée de fagon similaire
Var[5)] = E[Var [ |kD|] + Var[E[s® |KY]],

ol le premier terme de la variance est donné par

E[VM[ ij i‘j:l:l =
-0 @)@ K4 [
A i Y3:5 ) U] 0}
E | Var { ( 00 ) S KW Z Zii | Kij
Li M\
1-p _()_() 4 K{)
A Vi Y35 (1) : 0
- ((A(z) NG ) 0 Kij | Var[Wiy]+ ) Var _Z’W]
;i N5 k=1

- 0 m\?>
( A ) ’7]([,2’7.51,_)7 E [(K(l)>21
HING 2
Mgl ¥

=+ [Kt(_‘])7I171,J (A(l)’\(l)> ]



54

1-p 2
AP 1 ,
= ( OO ) S (Var [Kflj)] 4 E[K,(f,)] )

AN RO R 1
el (N0) e[

et le deuxiéme terme de la variance est donné par

A )00 K
ORFXON I IS Li 1055 g r(Dyar. ) 0
Var[E[8Y |K0 || = Var |E (/\(1)/\(!)) KW+ Y 20, K
Ei\;5 k=
[ . R A=p qn
. A V35 ) G0
= Wiur (/\(,)/\(,) ) L KEW] + KB [z,c,,.zj]
|\ T
[ 1-r _@),®
A M35, (D)
= Va.r K‘l(? A (1—1) J i + A]I'iA.]l'j
e omg) TS
1—p 2
A 1 GIUIENGING 0]
= f—— —— i o AR Var[K--].
v </\§2)“(1137) Ii 135 ;70055 i,
O
4.2 Espérance et variance de la somme des paiements d’une cellule pour tous

les secteurs d’activités

On veut trouver la somme des paiements ayant la méme période de survenance
et la méme période de développement, c’est-a-dire la somme des paiements qui

partagent le méme choc commun W;; :
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L - 0.0 K{)
A M T3 Wy )
Z ()‘(l)/\(l) ) e K;;Wi; + Z Ziij
L;i 35 k=1

L 1-p )0 L k)
_ of_A Vi V355 ®
- (28 () B we 3030
AN ]

=1 =1 k=1

Proposition 7. Sous les hypothéses (S1) et (S2), et en posant 'yflj) = 'yﬁfgfyg,l;)j,

'espérance et la variance de S;; sont données par

- AR 1 o (O] | 0
E[S,.] = ElKY n. 0y
[ i,j] - Z [ t’d] v ( /\(l) /\(z))  EA B ’\Il;i)‘Jl;j
1=1 n;'i ‘]LJ

et

Var(Siy] = E[Var[Sy; |k, ..., K || + var[E[si; |KS.... . kP]].

On peut considérer deux situations en fonction de la dépendance supposée entre

les fréquences des différentes lignes d’affaires.

Cas 1:Les K O

o L =1,..., L sont mutuellement indépendantes.

Alors, le premier terme de la variance est donné par
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E [Var [Si,j KY,. .., K§§>]] v
A2-P 3 (L) 1-p OO 2 (v&r[K(l)] +E[K(’)]2)
T Y | B

L-1 L 1-p

1] ) _( !

HZZ(MWWJﬁWﬂﬁWM$M
=1 m=l+1 A][;i/\.]l;_'i/\l[;i /\.l[;j

4
L 10 Dy \?
+ > B[KD] il (G80)"
1=1
et le deuxiéme terme de la variance est donné par :

VM[E [Si v K{?,...,Kfj’]] = EL:Va-r[Kf.?]
=1

1-p

Xy i ONOIRCNG

R (W) TS 4 2
LS H

Cas 2 : Les K,-(fj), [=1,...,L sont mutuellement dépendantes.

Alors, le premier terme de la variance est donné par

E [Va.r [Si 3

1 L
K}yj’,...,Ki{j)H -

1-p 2
A2—P L ( 1 ) (l) (l) ( (l) (l) )
SNl D40V (var[k®] + E[K®
DINO) TV [ w] [ m])
g { MG
L-1 L 1 1-p (
i ( > NONCINCONCE
{1 1) (m) Ei /J;5 'he 1035
= meen \ MG AT
B[kY| B[KS] + Cov[KD, K] )}

L
s S B Bt
+ > E[KG] A (88,

I=1



et le deuxiéme terme de la variance est donné par

Var[ [ ,J‘K“) = K(L)]] =

2Y)

- N 1 e (
0) D) (l) (OGS
ZVar [Ki,j} ~ (/\(1)/\(1) ) Y V35 ’\n z/\
I=1

= < @ ] [ AP L 0,0 300
m
+QZ Z COV[K137K ] ~ —/\(l)/\(l) '7’11’7.][,3_{-/\ /\
1435

=1 m=Il+1

/\2"3’ ( 1 )1_1’ (m) _(m) +/\(m) (m)
m) y (m) '71[1 ’YJ,J ;i
S

Démonstration.
Cas 1 : Les Kz(?, l=1,..., L sont mutuellement indépendantes.

Dans le but de calculer I’espérance, on utilise les résultats de la proposition 6 :

- a2 1 Y7 4 NOISYONG)
= ZE[Ki,j] (/\(1)/\(1) ) Y V35 = ’\H z’\

La variance est calculée grace a I'équation

Var[S;;] = E [Var [S

KP|] + var[B[S:;

(L)
A A AL ijoe Ki,j :H:

57
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ol, le premier terme de la variance est donné par

K Ki(j)]] -

2,11

E [Var [5

L ANONO) L K9

0] V1 V35 P ) 1) (L)

B[ Ve ZK (l))‘(l) v ”iﬁZZZw Koo Ky
ll,z J;j =1 k=1

L A VP00 K{)
_ 0 LIi /355 )
=E||Y K (A“).A(".) p : Var[W,,] + Z Z Var [Z,”J]

=1 k=1

oo A Tarsy CINORON AN
U 3
=¥E| | ) K (/\(z))‘(t) - +ZE[{ | s (M)

Vi o _ W
_ ® A Y3 Y3,
=VE Z K;; ( OO ) .
= L;i 7 T;5

=1 i
I (O] (m), (m)
+ 22 Z K(z)K(m) ( A ) i A ( A ) i AT
4.3 NG
e i AL TR ¥ ¥

L
3R] )
L 4 7(”7(‘) : 2
{2 () ) oo

=1
0,0 (m), (m)
M VoY Vg (1) -(m)
o e e e Y
= me \MPATATASS 7

L

l n_( Dy \P

+ SOE[KO] A (M)
=1
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2

A2—p L 1 1-p 2
T 2 (W) %ﬁ?vﬁ?, (Var [K (l)] 4 E[K,(?] )
1=1 e
1-p
Z Z ( (l) (l) /\(m) )\(m)>

=1 m=l+1

[} 3 m) (m [4 m 4 m
k) (B[] B[] + o[ 7))

L
0] ) _ D) \P
+ SOB[KY] A (8’

=1

o~

Si on suppose que les Kf J), { = 1,...,L sont mutuellement indépendantes, on

obtient que Cov [Kz(lj), K (m)] = 0, et donc

K(l)

7.]’

E|Var [S

])-

2

1-p
ik b~ n_u . N2
L, ( M) (z)> A5 (Var[Ki(J?] +E[Ki(,}] >

=1

1-p
DO, (m) (m) 0] (m)
+2Z Z OO (m) (m) Ve Y350 7, E[K ]E[Ku ]
= )\h)\ AL AJ.

=[]

+ éE (€8] A (MY

Le deuxiéme terme de la variance est alors donné par
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var B[S, |KD,.. k]| =

i (t) ") e O | @ (L)

Var |E ZI S,l)) p 2 W”-i";ZZk” B e 3505
1=1 ] =1 k=

= Var

- (z) = M) ®
)
ZK A“)A“)) E[W;;] + ZK B[z{,]

{ =1

1T L]
r—l

ZL ( AeE 1\ NONCEWY)
B D) 0] L

Si on suppose que les K,,( J), [ =1,...,L sont mutuellement indépendantes, alors

on obtient

Var [E [S

el = i\/ar ()]
=1

1-p
/\2"’( 1 ) O A O\O
S g B O b e N

RN I Jl,] JEAAN
v ’\I(I;g)‘.ll;)j

Si les K () sont supposés dépendantes, alors on a

Cas 2 : Les Kf?, [ =1,..., L sont mutuellement dépendantes.

L2V

Var {E [Si 5

M ...,Ki‘j’]] =

2

JE 1-p
) g 1 D (L
5 Var [ ] (_l ) 070 4 AAD
%, i 111 .]I i
I=1 7 /\J(I,z’\.(ﬁ,)J
e (1 N7
{ (m 1) 0] (l)
+22 Z Cov{K”, ] T(W) ’Yn,z’YJl]+/\ AJ
)R]

=1 m=Il+1

A2-P 1 2

(m) (M) |y (m) ¢(m)

i V3 AL &
v (A,(I’;’;))\S,’;’})) il
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4.3 Espérance et variance des réserves

Dans I'introduction, on avait défini les ensembles XV et XD qui représentent,
respectivement, les paiements observés et a prévoir pour un secteur d’activité (1).
On avait aussi défini les ensembles XY et X'? qui représentent, respectivement, les
paiements observés et a prévoir pour ’ensemble des secteurs d’activités. On peut
maintenant définir R®) comme la somme de I’ensemble des paiements i prévoir

pour un secteur d’activité [. On a alors

!
I J ()

I J
#= 3 dl=3 3 a3 T &

x{) exwp i=1 j=I—i+1 k=1 i=1 j=I—i+l

On définit également R comme la somme de l'ensemble des paiements & prévoir

parmi tous les secteurs d’activités, c’est-a-dire

l
I J 77 K() I J
= (l) o _
R= Y x0,=3 Y 33 x0,=Y ¥ s
X&’jexp i=1 j=l—it+l I=1 k=1 i=1 j=I—itl

Sous les hypothéses (S1) et (S2), et en posant %(11) = 'y](llz)vg)y ’espérance et la

variance de R® et R sont données par

£[RO) = [Z ot sg}] -3 3 5[st],

=1 j=I—i+1 i=1 j=I—-i+1

Var R(’) = Var

XI: XJ: S’l(lj):l XI: XJ: Var[s(l)]

i=1 j=I—-i+1 i=1 j=J—i+1

1 J I J
E[R]:E[Z S s,.,,.lzz Y EiS,

i=1 j=I—-i+1 i=1 j=I-i+1
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et
I J

. §
Var[R] = Var Z Z Sij =Z Z Var[S; ] -

i=1 j=I—i+1 i=1 j=I—i+1
Ces résultats s’obtiennent aisément & partir des propositions démontrées dans ce
chapitre et de ’hypothése d’indépendance entre les années de survenance et les

années de développement.



CHAPITRE V

ESTIMATION DES PARAMETRES

Dans la littérature scientifique, deux méthodes ont été principalement utilisées
pour estimer les parameétres d’une distribution Tweedie multivariée. La premiére
est basée sur la méthode des moments, comme dans les articles de (Alai, Landsman
et Sherris, 2015) et de (Furman et Landsman, 2010), et la deuxiéme repose sur une
approche bayésienne, comme dans 'article de (Avanzi, Taylor, Vu, et Wong, 2016).
La premiére approche, généralement rapide et précise, n’est pas applicable dans
un contexte de modélisation des réserves car, comme mentionné dans ’article
de (Avanzi, Taylor, Vu, et Wong, 2016), on se retrouve souvent avec une base
de données de taille trop petite pour ce type de méthodes. D’un autre coté, la
seconde approche demande de passer par des méthodes MCMC qui, malgré leur
efficacité, peuvent demander un temps de calcul considérable. Dans ce mémoire,
le fait de travailler avec un modéle individuel permet de contourner le probléme
lié & la premiére approche. En effet, dans chaque cellule (i, ), on aura plusieurs
paiements individuels plutét qu’un seul collectif, ce qui a pour effet d’augmenter
considérablement la taille effective de la base de données. Ainsi, I'estimation des

différents parameétres reposera sur la méthode des monents.
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51 Estimation du paramétre de puissance p

Etant donné que p est un paramétre de puissance, il change complétement le type
de distribution avec laquelle on travaille. Par exemple, avec p = 2 et p = 3, on
se retrouve avec les distributions gamma et inverse-Gaussienne respectivement. 11
faut donc estimer dans un permier temps ce paramétre. L’article (Avanzi, Taylor,
Vu, et Wong, 2016) propose une méthode par maximum de vraisemblance pour
estimer p en utilisant un modeéle linéaire généralisé basé sur la distribution de
Tweedie univariée. On estimera donc le parameétre p uniquement puis les autres

parameétres en supposant p = p.

Pour estimer le parameétre de puissance du modéle, on propose de créer un mo-
déle linéaire généralisé (Tweedie univarié¢) pour ’ensemble des données combinées,
c’est-a-dire pour tous les paiements de toutes les lignes d’affaires. La structure de

la moyenne de X @

x.i.j» le palement incrémental de la période j pour le k€ sinistre(s)

de la période de survenance i de la ligne d’affaires [, est donnée par
&
d+ ) (d,‘g?) + dﬁ,’;';)) Im=1),
m=1

ou d, d]([lz et dg,?j sont les coefficients dans la régression et I est la fonction indica-
trice. On propose de lier E [X 1(:2]] avec la fonction de lien logarithmique, de sorte

que

k)ivj i’J =

E[X(l) ] =) = 6d+zf’l‘=1(d§:?)+d.(l1;;))l(m:z).

En supposant une dispersion constante pour ’ensemble de la base de données, la

3 g s ! . -
distribution X ,(CZ ; sous forme reproductive est donnée par

X9~ Tweedie, (,u,(l) ) :

k,i,j i.j°?

L’estimation du paramétre p se trouve numériquement en testant une gamme de
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valeurs de p. Pour chaque p testé on trouve les estimateurs

d={d1<i1<L,0< <},
di={dk1<i<Li<i<I},

d et ¢ qui maximisent la vraisemblance

i
L I I K.-(,,)'

L(X;d,dr,dy,¢) = [TTTTTTI fx, (2% 0., da, )

I=1 i=1 j=0 k=1

La valeur de p qui fournit la vraisemblance la plus élevée, parmi les vraisemblances
calculées avec les valeurs p qu’on a testé, est sélectionnée comme l'estimateur p.
Cette analyse suppose l'indépendance entre les lignes, les colonnes et les lignes
d’affaires. Méme si cette hypothése n’est pas parfaitement vérifiée en pratique,
elle periet néanmoins d’avoir une estimation raisonnable de p. On pourrait aussi
faire la totalité des estimations avec plusieurs valeurs de p pour ensuite prendre

le meilleur des modéles (profile likelihood).

52 Estimation des paramétres des effets individuels

5.2.1 Estimation des paramétres des effets individuels par cellule ()\flj) et 7,53)
L’article de (Alai, Landsman et Sherris, 2015) propose une méthode pour estimer
les paramétres d’une distribution Tweedie lorsque celle-ci est utilisée pour capter la
dépendance entre les mortalités dans un contexte d’assurance vie. Cette section est
fortement inspirée de I'approche qu’ils ont proposée. Dans cette premiére étape, on
estimera des parameétres préliminaires qui nous permettront par la suite d’estimer

)\g;)j, )\](Ilz, 'ygf)] et 7,?3 On suppose que

1 1 1
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et

) HENO)
7:‘(,1 = 715.;11 ¢ "/.gmw

c’est-a-dire que dans un premier temps, on estime l'effet combiné de la ligne 7 et
de la colonne j pour la cellule (4, 7). A partir de cette hypothése, on peut réécrire

la définition de X ,Elz comme suit, :

J
1-p @)
o _[2 Vi 4 7O
Xiig = <W) TWz,j + 2o

i,
ol
W, ; ~ Tweediey(A,7), p #1
et
! _ : n @
Z,ﬁ,z'j ~ Tweedie, (/\2,71(1)) B L
Ainsi, on a
e N0 = o 177
A Yid ol A Vi
X]EI) -~ Tweedie A’El) (_) IRV + 1 P o J 4 1
A p | M 1 1 Yig ] ’
) 8
pourp:£ 1.
Le but de cette section est d’estimer les parameétres /\SZJ) et 'yz(g avec la méthode

des moments. Pour ce faire, on doit définir les moments empiriques et théoriques

de X9 . et de Z©

ki ki ;- Far la suite, on va utiliser la notation proposée dans l’article

de (Alai, Landsman et Sherris, 2015) afin de définir les moments théoriques et
empiriques des variables aléatoires. Soit Y, une variable aléatoire quelconque. On
note v;(Y) et p:(Y') le ¢° moment non-centré et le ¢* moment centré (théorique)

de Y, c’est-a-dire
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et
w(Y)= E[(Y — E[Y])‘] L teZ.

Soit Y = (Y3,...,Y:), un vecteur aléatoire dont les composantes sont identique-

ment distribuées. On définit o4(Y) comme le ¢* moment non-centré empirique

1 m
==YV, tekz
mi:l

Pour Y = (3,...,Y,,), les moments non-centrés empiriques sont des estimateurs

sans biais des moments non-centrés théoriques de Y, c’est-a-dire
Elo,(Y)|=E[Y{], teZ

On définit aussi m2(Y.) et m3(Y) comme le deuxiéme et le troisiéme moments

centrés empiriques

m

ma(Y) = ——= (¥i — ea(Y))?

i=1

et

a(Y) = (m— 1) m—2) & Z

Pour Y = (Y3,...,Yns), ces derniers sont des estimateurs sans biais des mémes

moments centrés théoriques de Y3, c’est-a-dire de

E[ma(Y)] = pa(Y1) (5.1)
et

E[ms(Y)] = ps(Y1). (5.2)
On peut retrouver les moments de Z,E 3 _j en obtenant les moments de X, ,g Z j» comme

suggéré par la proposition ci-dessous.
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Proposition 8. Avec les définitions précédentes, on a

i 9) = ma (2 |£9)

et
o (1] [K55) = ms (2 |1€5).

Démonstration. On observe que

M | @ A 'fz(fz) 0
o (X [K9) = ’(,)Z o) Wt 2,

5 WA &

_ i.j 70

B (W) y W (t) Z ki
]

z,] k=1
o = o)
_ i M 0]
. (,\<D> W+ en (247 [KC5)
%.J

et on déduit que

(1 @ A\ T
Tig
Xy~ o () |K) = W o W
i
L ()]
A Vi,j
! z3 1 1
+Zl(c,')i,j_ ﬁ JVVi_)j‘{"al (ZE) 1K()>
A G
L (
Zlgzj_ ( ij 'K )>
Le résultat de la proposition découle directement des formules énoncées. O

Avant de proposer les estimateurs pour les paramétres recherchés, on doit calcu-

ler le deuxiéme et le troisiéme moments centrés théoriques de Z® . On obtient

kit

directement les résultats a partir de la proposition 1 :

P
m(20,) =9 (A9) (5.3)
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et

w28 =p(49) (39)". (5.4)
Proposition 9. Les estimateurs ’y(l) et )\() par la méthode des moments sont
(<32

/\(z . (XI(L ‘Kz(lj))

et

o (8 )

e (X |R)

Démonstration. Selon la proposition 8, on a

i (XY |K9) = ms (20)

l s
A0 =57t

®
K z',j)
et

g (X{)

O\ _ = ) | @
En utilisant les équations 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4, on a

=l (25 )] = (28) =8 (1)

et

Bl (23 [KO)] = s (20,) =p (-0)" (A9)*"

Ainsi, on peut écrire

Bl (X5

£)] = (H5) =5 (A5)"

et

o (8 )] = (1) =2 ) 02)
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On obtient alors le systéme d’équations suivant :
! ! !
i (X8) =8 (08

1 1 % R
Iz (X1(2_7> —p(%(])) (/\53)

w0 GOOOY o
o |G TR =
P us(X505)" 3 (P("r.‘?) (5‘3)2,,_1> .
(XI(IZJ =1 — P (‘7§,l}(’\,('3)1,)21'_1 = ;-

En posant p = p, on obtient

et

b
o M (XY |KE)”
dp = O | g s

O

522 Estimation des parametres des effets individuels par année d’accident et
(l) O] O]
de développement (’\11 40 Appiet v3)

La méthode des moindres carrés permet de minimiser I’erreur produite entre des

valeurs observées et des valeurs prédites. Pour le probléme con%idéré, on veut

(l) et celui entre 'y() et 'y]ﬁ) 'yJ - On remplacc

/\El]) et 'y,(l) par les estiinateurs trouvés a la sous-section precedente (/\(l) et 7,(3,

sJ
respectivement). On obtient les estimateurs /\,(Ilz, /\S,l)J, 'y,ﬁ) et 'y()

minimiser le biais entre (l). et /\(l.). ‘Mg

en résolvant les
problémes d’optimisation suivants :
i J=t /== 2
min ZZ ( 20— 30 t))
A(”'—‘l =1 i=1 j=0

,\"}>0 i=2,....]

,\“’ >0,j=0,...,J
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et

L I I-i
. i H_(
mn 333 (0 -A)

e =1 =1 §=0
7[(‘} >0,i=2,....]
7§‘3>0,J_0, wd

Les problémes sont simplifiés sous la forme suivante :

= B I—i (1) (')
l im0 AN .
A§.3=—,J° it X R T

sI ( ,\m)

N

T 1= 0\®
A= E=Udy 50 g
4] 1-4 (Au))
\
et
5
Y1 T 1
1-i Z0 ()
NONED =y I S
¢ 1 (7«))
¥
NONT]
,751) Ez—l '71171] J 0, e J
* )
\ = i

On peut résoudre les problémes ci-dessus de fagon itérative en posant )\(l)( i),

)\(l) L(t ),'yéfZ(t) et 'y(l) (t), pour t=0,1,...,T, tels que

)\(l)( )

)\(l)( ) ZI_‘ *\U) (t— 1)/\“) —9 I
< z;ﬁ,(w(t p TR
\ oy (A"’(t)) T
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et
1
mii() 1
Ped D ’(7
At = Dby ;g g

2
9 5—:5( - 1))
I—j NO) (1)
Z 1'7llt(t)'7 ‘:0,...,‘].

!
7.(n)](t Flfe == e
Zici ('7'I:i.)(t))

\

En choisissant des /\(l) ,(0) et 'y(l) (0) quelconques positives, par exemple /\S,l;)j(O) =

'yJ(,)](O) =1 et en supposant T" — 00, on obtient les estimateurs recherchés

@) =20
B -0
AT = 10
1) =P,

5.3 Estimation des paramétres du choc commun (A et )

Sitol Estimation des paramétres

Tout d’abord rappelons que la moyenne arithmétique, notée a;(-), d’'un vecteur
aléatoire Y = (1), ...,Y,,), dont les composantes sont identiquement distribuées
converge en probabilité vers l’espérance de n’importe quelle composante (par

exemple E[Y]]) lorsque m — 00. On a
P
() B E[¥i].

En reprenant les suppositions concernant /\() et 1Y de la section précédente, et
P 7: 5]

en rappelant que les composantes du vecteur aléatoire (XI(L) Ki‘?) sont identi-
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quement distribuées, on peut déduire, pour K,-(g — 00, que

L
>on (XY |k, wis) B
=1

E|lx®

13,5

m,j]

Mh

—~

1

1-p

o1 A=t 0

E 7‘&',]' (A—(l—)‘) T"Vzd + Zl,'i,j I’V,-,j
i.J

Fogi AR

0 0]

Yij (W) _,Y—Wi,j + Aij»
ij

IR
M=

1

o~

Mh

P
_)

l=1

ol on remplace les paramétres /\flj), 'yflj) et p par leurs estimateurs respectifs (/\EIJ),
0 %0,

7;.; et p) calculés dans les sections précédentes. En notant que a; (XEL) i Wi J-) =

(631} (Xfi‘)

Kf?), on peut prédire (A!~?/y)W;; comme suit :

S A
Al-p

L L ——— ——
M | 7® o 1 0
on { Xy Ki')z Wi | == ( 1’Vi,'>+/\i'
lgl: 2 ( J | ; Vi 30 ~ Y J
(]
L 1 1 0
o=y k(o (X x9) -30)

0 i
L H{a
ST (AS?})
—————

Al-»

Ao
( w)= ( W',-,j>;i=1,...,I,j:0,...,I—i .
0 ¥

Les variables étant indépendantes et identiquement distribuées, on constate que

On pose ensuite

e
ALSP

()] )]

On définit alors le ratio

AZ-P
oy

et on obtient par la méthode des moments 4, un estimateur sans biais pour 6 :

()

)
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Cette méthode nous permet seulement d’estimer § mais ne permet pas de distin-
guer les paramétres A et <. Il est intéressant de noter que pour tous les résultats
des propositions 6 et 7 du chapitre 4, A et 7y apparaissent sous forme du ratio
d. En d’autres termes, on est capable d’estimer ’espérance et la variance des ré-
serves sans devoir estimer A et v séparément : il suffit de trouver un estimateur
pour §. C'est & la lumiére de ce constat qu’on s’est intéressé a la distribution de
(AP /4)W;;, qui semble ne dépendre que de 6. On utilise le théoréme suivant

pour trouver la distribution de (A'~7/v)W; ;.

Théoréme 4. Si Y ~ Tweedie,(a,b), ¢ = 2.2 et d = 22, alors

Poisson(d), p=1
cY ~

Tweedie,(d, d*77), Pl

Démonstration. Pour faire cette démonstration, on utilisera la fonction génératrice
des moments présentée dans le chapitre 2. Puisque dans la littérature, il est habi-
tuel de I’écrire sous forme additive, on fera appel aux transformations permettant
de passer de la forme reproductive & la forme additive. Soit Y ~ Tweedie}(a*, b*)

pour laquelle

My (t) = exp(b*(kp(a® + t) — 5p(a"))),

ou
y
exp(a’), p=1
Kkp(a*) = ¢ —In(—a*), P2
r— at —1
== AU

avec T = (p — 2)/(p — 1). On rappelle que

Tweedie, (b* exp (a*) , 1) = Poisson (b* exp (a*)) , p=1

Tweedie,(a*, b*) = e
Tweedie, (b* (=)’ ,(b*)l"”) : p# 1.



On distingue alors les trois cas ci-dessous.

Casl:p=1
Y ~ Tweedie](a*, b) = Quasi-Poisson(a, b)

avec a = exp(a*)b et a* = In(a) — In(b). On note que

gt? 1
‘% T
On a alors
Y /b ~ Poisson(a/b) = Poisson(d).
Cas2:p=2

Y ~ Tweediey(a, b) = Tweedie(a*, b*)

avec a = —b*(1/a*), a* = —1/ab, b= 1/b* et b* = 1/b. On note que
ql-P (_b*__l: 1-2

b ()

(H=
Ainsi, on a

In(Mey (t)) = b*(kp(a* + ct) — kp(a*))
=" (~In(—(a" + (=a")t)) — (~ In(—a")))

= D Cin(—(=a*)(=1 4+ ) + In(=a))

(—In(—=(-=1+1)) — In(—a*) + In(—a*))
(=In(=(=1+1)) - (- In(-(-1))))

1 (kp(—1+1) — k(1))

b
E
b
i
b
d

75
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En notant que 7 — 1 = l%p, on obtient

cY ~ Tweediej(—1,d)

1

~ Tweedie, (d (_Tl) ,dl‘z) = Tweedie, (d,d™") .

1-2

Cas 3 :p # (0,11 U [2]

Y ~ Tweedie,(a, b) = Tweedie,(a”, b*),p # (0,1} U [2]

avec
(1,* T—1
a=1»b (T — 1)
., ba'?
(1-p)
b=(b*)""
et
b* = pt/(1-P),

On note que

«f a* \T—1 1-p
e (b (G ) i
b ) T—1
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Ainsi,
In(My (t)) = b*(kp(a® + ct) )

_ 7—1 a+—t 'r—l i
B T—1 'r—l

N == 1 e |l
-0 (T-l) (= (1+T-1) =

L(al‘p)z-? ('r—l('r——l-f—t)T T—l(T—l)T>
:bl—P _— —_

b T 7—1 T T—1

=P el s TR =l (o=
b T 7—1 T T—1

=d(kp(T —14+1) — Kp(7 — 1)).

On obtient alors

cY ~ Tweediey(7 — 1,d),p # (0,1] U [2]

— 7—1
~ Tweedie, (d (: = 1) ,dl"”) = Tweedie, (d,d' %) ,p # (0, 1] U [2].

En conclusion, on a

Poisson(d), p=1
e (d)

Tweedie,(d, d'~?), o il

L’application de ce théoréme permet d’obtenir directement

AP Poisson(d), p=1

Tweedie, (6, 6'P), p £ 1.
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5.3.2 Analyse de I'impact relatif du choc commun W;; dans le montant total
des paiements d’une cellule (%, j) et d'un méme secteur d’activités (1) S’z(?

Al-p
=

En reprenant le fait que W;.; dépend seulement de p et de 4, il est intéressant
d’analyser cominent varie le choc commun selon ces deux parameétres. De plus, en

rappelant que

K® 1-» o W
%7
e A Vi Vg 0]
Sz‘,j == (/\([) ) v Wi + Zk,i,j

1
k=1 ]I;iA.(]l;)j
A\ 0,0 k()
J ! ! %7 k,i,g0
’\1(1,2’\.(11,)1 o k=1
on remarque que la variabilité et ’espérance de gWi,j a un impact plus impor-
1-p
tant si le produit (W) 'y]ﬁz'yﬁ)j et le nombre de paiements Ki(,? sont grands.
En autres termes, la valeur
I
) (OO
Ki(,j ( OO ) M Vi (5.5)
;2 M35

Al-P
e

quantifie I'impact de W, ; dans le calcul de la réserve de chaque cellule.

D’autre part on a constaté que la probabilité Pr [’\:P W;; = Olp, 5] illustre effet

des parameétres p et § sur la distribution de W; ; puisqu’avec ce cas particulier, on

a

A=Y
Pr[ p Wi =0lp, 5] = Pr[W;; = 0lp,d].

De plus, considérer le cas ou W;; = 0 implique que la valeur de la réserve d’une
cellule est calculée seulement avec la somme des effets individuels des paiements.
On traduit ceci avec ’équation

i

(SWiy =0)=>" 2% ..

=1
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Figure 5.1 Pr[W; ; = 0] en fonction de p et é.

La figure 5.1 illustre la probabilité que le choc commun soit égal & zéro pour

pe(1,2) et € (0,1).

Le fait que la probabilité que le choc commun soit égal & zéro soit soit une fonc-
tion décroissante par rapport au paramétre d et au paramétre p nous permet de
conclure qu’utiliser un p «petit» ou un § «petit» augmente Pr[W;; = 0|p, é]. Rap-

pelons que puisque le choc commun ne peut pas prendre de valeurs négatives, une

valeur de W; ; = 0, entrainera une réduction de la valeur de Sf? Dans tel cas S,(IJ)

sera exclusivement déterminée par les K,(? effets individuels Z,EIZ gk=1.. K ,(?

C’est la valeur de I’équation (5.5), introduite dans cette section, qui déterminera
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s : i : ;

I'importance relative du choc commun dans le calcul de SfJ) . En conclusion, Pim-
pact relatif du choc commun dans lec montant total des paiements d’une cellule
(7,7) et d’'un méme secteur d’activités [ est déterminé par le paramétre p, le ratio

J et la valeur calculée en (5.5).



CHAPITRE VI

ILLUSTRATION AVEC DONNEES

L’objectif de ce chapitre est d’illustrer 'utilisation du modéle proposé dans ce mé-
moire i I'aide d’une base de données réelles. Cette derniére contient deux secteurs
d’activités (dommages corporels et matériels) en assurances automobile. Elle pro-
vient d'une compagnie d’assurances européenne regroupant des assurés de France
et d’Allemagne. Par soucis de confidentialité, les données ont été légérement trans-
formées. Initialement, la base de données couvre les années 1999 4 2011 mais pour
I'illustration, on a choisi un triangle avec cinq années pour chaque ligne d’affaires,
c’est-a-dire les années 1999 a 2003. En procédant ainsi, on connait en grande par-
tie les réserves & prédire et on pourra comparer les résultats du modéle proposé
avec les vrais montants payés par I’assureur. Le tableau 6.1 contient le nombre de
sinistres déclarés & I’assureur ainsi que le nombre de polices qui leur sont associés.
Dans ce tableau, on distingue aussi les sinistres par le fait qu’ils soient réglés ou
ouverts. Un sinistre est considéré fermé lorsque ’assureur fait le dernier paiement

résultant de celui-ci.
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Tableau 6.1: Nombre de polices et nombre de sinistres par secteur d’activité.

Polices Sinistres Sinistres réglés Sinistres ouverts

Corporel 1801 1515 1452 63
Matériel 43 488 52 633 52 587 46
Total 45 289 o4 148 54 039 109

Malheureusement, ’exposition au risque n’est pas disponible dans la base alors
elle est supposée constante pour toutes les années de survenance. Les montants
ainsi que le nombre des paiements sont donnés dans les tableaux 6.2, 6.3, 6.4 et
6.5 (valeurs incrémentales). Il est & noter que les données avec i + j > 2003 sont

supposées inconnues lors de la modélisation (données en gras dans les tableaux).

Tableau 6.2: Paiements totaux pour les dommages corporels.

0 1 2 3 4

1999 174 724.11 364 496.64 146 553.92 327 539.03 23 779.67
2000 173 277.46 302 363.32 209 886.79 139 186.44 222 964.41
2001 211 537.51  282915.89 170 02848 115 791.17 52 718.20
2002 206 820.57 320 322.71 214 108.67 226 173.88 181 950.75
2003 201 624.36 254 520.58 143 747.13 229 326.38 189 387.24

Tableau 6.3: Paiements totaux pour les dommages matériels.

0 1 2 3 4

1999 5 102 584.07 884 959.85 20 147.15 3 516.93 5 645.39
2000 5 589 099.97 860 527.52 19 937.03 17 443.64 10 851.46
2001 6 347 599.29 969 840.80 44 824.80 6 243.78 44 925.39
2002 6 610 172.60 1 050 649.65 33 245.69 6 909.87 843.72
2003 6842 708.10 1 373 844.31 90 010.86 16 274.62 3 643.07
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Tableau 6.4: Nombre de paiements pour les domimages corporels.

0 1 2 3 4

1999 222 144 57 25 6
2000 213 130 51 31 23
2001 252 127 50 32 16
2002 231 139 69 32 19
2003 264 131 58 32 22

Tableau 6.5: Nombre de paiements pour les dommages matériels.

0 1 2 3 4

1999 8852 1228 28 5
2000 968 1222 26 11
2001 10777 1321 48 10
2002 10869 1381 51 13
2003 11414 1718 67 15

© N O Ot

6.1 Analyse préliminaire

Dans cette analyse préliminaire, on va se concentrer sur les valeurs cumnulatives
(montants totaux et nombres de paiements) par cellule et par ligne d’affaires. Avec
la notation définie dans les chapitres précédents, on a

i
o5l Z s
2,7 i,m

m=0

J
l 1

m=0

On peut observer la distribution de CS’fget CNi(fj) dans les graphiques présentés
aux figures 6.1, 6.2, 6.3 et 6.4.
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On remarque que le développement des sinistres matériels varie davantage en fonc-
tion de I’année de survenance que celui des sinistres corporels. Le montant total
payé pour des sinistres matériels dans la premiére année de développement (j = 0
sur les graphiques) représentent une part trés importante du montant total payé
pour les dommages matériels pour chaque année de survenance. En conséquence,
on observe qu’une majorité des sinistres est payée pendant 'année de survenance
ou 'année qui suit ( = 0,1) et que trés peu auront un développement qui dépas-
sera deux ans. A D'inverse, les montants payés pour des dommages corporels ne

sont pas aussi concentrés dans les premiéres années de développement.

Lors d’une analyse préliminaire de la base de données, on a constaté qu'il y
avait des données particuliérement aberrantes (outliers) dans quelques cellules
des deux triangles par rapport aux autres paiements de la cellule a laquelle ils ap-
partiennent. C’était parfois de trés petits paiements ou des valeurs anormalement
élevées qui semblaient résulter d’erreurs d’encodage des données. Cette probléma-
tique de qualité des données est inhérente a l'utilisation de modéles individuels.
Dans sa version actuelle, le modéle proposé dans ce mémoire est trés sensible &
la présence d’outliers puisque les paramétres des effets individuels sont calculés
avec le deuxiéme et troisiéme moments centrés. Il a été décidé de modifier la base
de données dans le but d’enlever les valeurs aberrantes, de fagon automatique,
de chaque cellule. Pour ce faire, on a enlevé les paiements inférieurs au 1° ou
supérieurs au 99° quantiles des paiements de chaque cellule. Les triangles modifiés

sont donnés dans les tableaux 6.6, 6.7, 6.8 et 6.9.
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Tableau 6.6: Paiements totaux pour les dommages corporels modifiés par année

de survenance.

0 /| 2 3 4
1999 160 936.44 225 022.65 128 755.26 96 784.14 9 981.68
2000 143 953.97 257 748.84 173 827.14 99 926.03 151 400.05
2001 186 215.85 236 150.09 131 972.74 71 377.29 32 287.41
2002 176 554.26 282 557.54 198 390.02 160 440.78 141 727.74
2003 176 823.96 217 017.00 119 858.82 158 805.04 87 045.05

Tableau 6.7: Paiements totaux pour les dommages matériels modifiés par année

de survenance.

0 1 . 2 3 4
1999 4 858 761.97 825 812.34 17 794.20 1480.63 1735.33
2000 5 321 178.17 809 830.39 17 056.88 8035.99 1 439.91
2001 6 034 748.01 908 551.04 39 745.68 4 654.02 3 519.54
2002 6 180 476.95 978 749.63 31 166.11 5 848.76 0
2003 6473 786.32 1 255 677.94 68 669.70 10 608.57 2 790.39

Tableau 6.8: Nombre de paiements modifiés pour les dommages corporels par

année de survenance.

0 1 2 3 4

23 4
29 21

1999
2000
2001
2002
2003

216
207
246 123
225 135
258 127

140 55
126

17
20

30
30
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Tableau 6.9: Nombre de paiements modifiés pour les dommages matériels par

année de survenance.

0 1 2 3 4

1999 8674 1202 26 3
2000 9492 1196 24 9
2001 10561 1293 46 8
2002 10651 1353 49 11
2003 11184 1682 65 13

N O R W ow

Il est important de noter qu’enlever les paiements supérieurs au 99° quantile des
paiements de chaque cellule, implique d’enlever les montants payés les plus impor-
tants de ’ensemble de la base de données. Ainsi, on risque de modifier le montant
de la réserve & prédire. Pour les données non-ajustées de cet assureur, ’estima-
tion des paramétres par la méthode des moments n’est pas adéquate & cause de
la présence d’outliers. Les estimateurs pourraient étre estimés par exemple, avec
un algorithme MCMC (Avanzi, Taylor, Vu, et Wong, 2016), afin de contourner ce

probléme.

D’autre part, on considére que 'un des intéréts de travailler avec des données
individuelles est I’accés & des méthodes d’estimation qui ne peuvent pas étre uti-
lisées avec les données collectives, notamment la méthode des moments. Afin de
montrer ’avantage du modéle proposé dans ce mémoire, on fait ce réajustement
artificiel, qui montre de toute fagon lefficacité de ce modéle pour une base de don-
nées sans outliers. Bien entendu, une extension possible serait de trouver d’autres
méthodes d’estimation des paramétres plus robustes & la présence d’outliers, tout

en profitant des caractéristiques particuliéres des données individuelles.
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6.2 Prédiction du nombre de sinistres encourus non déclarés

Comme expliqué dans 'article de (Pigeon, Antonio, et Denuit, 2013) et dans
I'introduction de ce mémoire, on doit faire la distinction entre les sinistres IBNR
(Incurred But Not Reported) et RBNS/RBNP (Reported But Not Settled, Reported
But Not Paid) lors de la modélisation des réserves. Une réclamation est dite IBNR
lorsque I'accident est survenu mais ’assuré n’a pas encore déclaré le sinistre a la
compagnie d’assurances : l’assureur est responsable du montant de la réclamation
mais ignore ’existence de la réclamation. Une réclaination est dite RBNP lorsque
I'accident est déclaré & 1’assureur mais qu’aucun paiement n’a été effectué. Entre
la date du premier paiement et la date de fermeture du dossier, la réclamation est
dite RBNS : ’assureur est au courant de son existence, mais le montant final est

encore inconnu.

Pour faire cette distinction, on considére un modéle stochastique permettant de
prendre en compte le temps entre la survenance des sinistres et leur déclaration &
I'assureur. Pour chacun des triangles, on modélise ce délai a 1’aide d’une distribu-
tion exponentielle. Cette hypothése, simple, est commune dans la littérature et est
généralement représentative de la réalité. On définit la variable aléatoire T,g), qui
représente le temps de déclaration du sinistre m de ’année de survenance i pour

le secteur [, avec m =1,..., Mia), ou Mfl) est le nombre de sinistres provenant de

I’année de survenance i pour le secteur /. On a alors

!
T ~ Exp(€D),
ou on obtient, par la méthode de maximum de vraisemblance, {(\1) = 2.219081 et

£@) = 3.208678.

On définit également la variable aléatoire Kfl) qui représente le nombre de si-

nistres du secteur d’activité [ pour la période de survenance i et wf ) qui représente

'exposition au risque correspondante (et supposée connue). L’article de (Pigeon,
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Antonio, et Denuit, 2013) propose de travailler avec une distribution Poisson pour

modéliser le nombre de sinistres encourus. En suivant cette approche, on propose
! y !
KY ~ Poisson (6% w®).

- 3 3 A l
Cette approche permet également d’obtenir un modéle pour K; ( ), le nombre de
sinistres encourus mais non déclarés pour la période de survenance i du secteur [,

on modifiant (ou filtrant) la distribution de Ki(l) comme suit :
K'Y ~ Poisson(0Vw Pr{T! > t]),

ou P'évaluation se fait ¢; période(s) aprés I’année de survenance . Dans les triangles
de la base de données, ceci est traduit par : ¢;, = I + 1 —14,i = 2,...,1. Le
tableau 6.10 contient les valeurs de Pr[Tl(g > t], ¢ = 2,...,1, cest-a-dire la
probabilité que le délai de déclaration dépasse la date d’évaluation, ou encore,
la probabilité qu’un sinistre soit IBNR au moment de I’évaluation des réserves.
Il est important de noter que les réserve RY) ,{ = 1,2 ne sont pas calculées. On
a supposé que l’ensemble des paiements aprés la survenance d’un sinistre seront
faits apres 4 ans, ainsi tous les paiements ayant cette année de survenance sont
supposés connus, donc Ry) =@,{=1,2.

Tableau 6.10: Probabilité que le délai de déclaration dépasse la date d’évaluation

t;.
année de survenance ligne d’affaires
dommages dommages
corporels matériels

0.0001396567 0.0000018604
0.0012846841 0.0000503741
0.0118176437 0.0013639701
0.1087089865 0.0369319655

(2 B~ S ¢ N )
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Tel que mentionné précédemment, la base de données n’indique pas ’exposition au
risque alors pour l'illustration. On va supposer qu’elle est constante, c’est-a-dire
que w; = 1,Vi =1,...,I. Ainsi, avec la méthode de maximum de vraisemblance,
on obtient que g0 = 143.8562 et §® = 4578.33. Pour les prédictions, on s’inté-

" n . .
resse aux espérances des K; @ présentées au tableau 6.11.

Tableau 6.11: Espérance du nombre de paiements encourus mais non reportés.

année de survenance ligne d’affaires

dommages dommages

corporels  matériels

2 0.02 0.01
3 0.18 0.23
4 1.70 6.24
3] 15.64 169.09

On constate que le nombre de paiements K; D egt négligeable pour les années
de survenance ¢ = 2 et 3. Il suffit donc d’ajouter, aprés la modélisation de la
fréquence et de la sévérité, des paiements pour les années de survenance ¢ = 4 et
5. Les paiements de ces années vont étre répartis dans les années de développement
en fonction du délai de déclaration. En arrondissant les espérances, on obtient les

résultats présentées dans les tableaux 6.12 et 6.13.
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Tableau 6.12: Répartition du nombre de paiements par année de survenance pour

les dommages corporels encourus mais non déclarés.

année de survenance années de développement

LRIl mia gl g W el

m,i

L j=2 J==i j=4
4 2 0 0
5 14 2 0 0

Tableau 6.13: Répartition du nombre de paiements par année de survenance pour

les dominages matériels encourus mais non déclarés.

année de survenance années de développement

LT 29 BTl <8 B Bl ATl

m,i

=l i =% =3 izl
4 6 0 0
5) 163 6 0 0
6.3 Estimation des parameétres
6.3.1 Paramétres du modéle pour la fréquence

Pour la fréquence, on propose d’utiliser le modeéle Quasi-Poisson présenté dans le
chapitre 3. Il est inportant de rappeler que ce modéle suppose 'indépendance de
la fréquence des paiements entre les secteurs d’activités. Dans un projet futur, il

pourrait étre intéressant de développer une approche qui permettrait la modéli-

— —

. i . . : 1 !
sation cette dépendance. Les estimations des paramétres 171((3 et 175,)- obtenues avec

)
la méthode des moindres carrés sont présentées au tableau 6.14.
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Tableau 6.14: Estimation des paramétres de la fréquence des paiements.

dommages domrmages dommages dommages
corporels  matériels corporels  matériels

=M =, je=l § =2

n/]([l\i 1.0000 1.0000 ;SI;TO 224.5266 8 749.2958
17/,([2 0.9470 1.0824 K?l 131.6017 1 120.7133
77/,([2 1.0238 1.2021 77(;72 51.1640 29.2282
77/1(15\21 1.0109 1.2162 ;(J,l;\)s 26.7077 5.7626
77/]([?; 1.1491 1.2783 ;(J,IZ 4.0000 3.0000

0] 0.8237 2.8976

6.3.2 Paramétres du modéle pour la sévérité

Pour l'estimation du paramétre p, on contraint la valeur de p 4 étre comprise dans
I'intervalle [1,2] afin d’obtenir un modéle qui s’interpréte comme

— une distribution Poisson, si p = 1,

— une distribution composée Poisson-gamma, si 1 < p < 2,

— une distribution gamma, si p = 2,
Dans un projet futur, il pourrait étre intéressant d’explorer des modéles (et des
techniques d’estimation) qui permettraient des valeurs de p supérieures & 2. Sous
cette contrainte, on cherche la valeur de p qui maximise la vraisemblance du
modéle décrit & la section 5.1. Pour le reste des parameétres du modéle pour la

re—

sévérité, on utilise la technique décrite au chapitre 5. Les estimations p, )\1(12’ /\S,l;)j,
NORN0)

Y.i> Vi €t & sont présentées au tableau 6.15



Tableau 6.15: Estimations des paramétres pour la sévérité des paiements.

dommages dommages dommages dommages
corporels  matériels corporels  matériels
=l =12 (=1 { =2
Xg 1.0000 1.0000 ;5-11;70 426.4661 320.0489
;ﬁg 0.8534 0.6338 ;SE 2 007.5232  402.8286
@ 0.7259 1.1521 /\/(Jf?2 3 954.2221 533.5088
;ﬂ 1.3335 0.9417 ;S,Z 5 381.4003 1 902.6340
;1(1[;\)5 0.9466 1.0094 ,@1 3 486.8902  512.2634
';g)l 1.0000 1.0000 ;J(FO 2.7462 0.6868
,;g; 0.8248 0.7780 /g?l 2.2431 0.9582
';1(:?5 0.9930 1.0550 ;5,1?2 2.1622 0.8651
’;1@1 1.4330 1.3625 '73(,[;73 1.5884 0.3212
';]-(12 1.1438 1.2407 ;ﬁ 0.7532 0.6972
] 0.0708 P 2

6.4 Prédictions des réserves

Les tableaux 6.16 et 6.17 résument les prévisions des colits totaux par année
d’accident pour chaque secteur d’activité. Les résultats représentés comprennent
Pécart-type et la moyenne des réserves de chaque année de survenance ainsi que

Pensemble. Ces valeurs ont été obtenues en utilisant les formules de la proposition
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7 (chapitre 4). Les moyennes des réserves sont calculées avec
1=p/

B _ o0 |5 L R OE

Rg) = Z 7711177%,; T 7]%17,54 +)‘( )’\.(B?) ’
o

j=I—i+1
~~ L -~
R; = Z Sl):
=1
-~ I -~
= T
i=2

Les variances sont calculées avec

1-5 2
7
— Sy 1
! D_(
w3 (L) 28 (¢mngzn;{>, +(23) )
j=T—it1 /\1(1;3)‘(3;)3‘
o S D_(
) (A()A()) o)
1-p 2
= 1 n_( 1
NON0) +/\()/\(l) ¢(l)77](1l7),77§|?7 ’

0| === Vi V35
o0



96

1-5 2
= S L §ON0)
Var [R;] = Z 0 Z D0 T V35
j=I—i+1 =1 LAY
o e, e —\ 2
3 H (1
(e (E))
=1 1 l—ﬁAA/\)AAAAT
N ( n_« )
+2%° RN WAV Ve TS T T
=1 m=rr1 \ MDA AN

L — e — o — ——— ﬁ
OIRONONO) HEN(
+ Z 77]i;7)?7].§l;j7l(;27§l:j (Al(?;‘i A‘(',).7)
l_

L - 2
o[ 1 00, 3050
o Z ¢Omiimy; | 0 D0 'Ylg;i 35+ Ay
=1 A]I;i AJ];J'

Var[R] = 3 _Var[Ry.

Tableau 6.16: Espérances des réserves par année de survenance.

année de dommages dommages

survenance corporels  matériels portefeuille

2 11 767.39 1094.78 12 862.18
3 129 659.41 1 7789.15 147 448.56
4 577 786.91 34 174.32 611 961.23
790 765.26 669 840.59 1 460 605.85

ot

Total 1 509 978.98 722 898.84 2 232 877.82
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Tableau 6.17: Ecart-type des réserves par année de survenance.

année de dommages dommages

survenance  corporels  matériels portefeuille

2 7 427.90 1139.73 7 552.47
3 56 587.83 10 970.27 58 711.63
4 276 953.37 12 694.95 282 368.22
o 270 632.04 187 877.19 427 491.17

Total 391 410.56 188 628.32 515 736.96

On constate que

\/V’Ta,r [R®] + Var [R®)] ~ 434492 < 515737 = 1/ Var [R],

ce qui semble indiquer que les deux bases de dounées sont corrélées positivement.

On est capables d’estimer Cov [RW, RO

Var [R] = Var [R®) + R®)]
= Var [RY] + Var [R?] + 2Cov [RV, R?)

Pl Var [R] — Var [R] — Var [R®
— Cov [R®, R(2)]=Va*1' [R] — Var [R2 ] — Var [R®]

_ 515736.962 — 391410.56% — 183628.32
B 2

= 38600871162.

Par la suite on peut estimer
Cov [R(l), RO]

\/ Var [R0]/Var [R®)]
B 38600871162
"~ 391410.56 x 188628.32

= 0.5228266.

PR R =
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Ceci n’est pas surprenant étant donné que le modéle proposé dans ce mémoire
met 'accent sur la dépendance entre les paiements individuels réalisés 4 la méme
période de développement parmi différentes lignes d’affaires. N'ayant pas accés a
d’autres bases de données comprenant plusieurs lignes d’affaires et des données
individuelles, il n’est pas possible de mettre ce résultat en perspective avec d’autres

résultats.

En utilisant les parameétres prédits, il est possible de générer des simulations
(100000 dans cet exemple) et ainsi d’obtenir des distributions prédictives pour
les réserves de chaque secteur d’activité et pour l'ensemble du portefeuille. Ces
fonctions de densité sont représentées a la figure 6.4. On résume les estimations
des prévisions des réserves dans le tableau 6.18. Les résultats représentés com-
prennent la moyenne, la variance et les valeurs au risque ( Value-at-risk) pour les

niveaux 75%, 95% et 99%.

Tableau 6.18: Valeurs prédites obtenues & partir de simulations.

ligne d’affaires Moyenne Ecart-type Valeur au risque
(1) 75% 95% 99%
1 1 509 165 395729 1599 916 2228 672 3 083 633
1 (théorique) | (1 509 979) (391 411)

7 723196 185632 719964 959 677 1 588 538
2 (théorique) | (722 899) (188 628)

Total 2 232301 516 212 2311 728 3 128 352 4 420 725
Total (théorique) | (2 232 877) (515 737)

Observé 2 722 724

Ceci illustre un des avantages du modéle proposé : le fait de pouvoir obtenir les
estimations de la variance et de ’espérance des réserves sous forme fermée (ta-

bleaux 6.16 et 6.17). Dans le tableau 6.18, on remarque que les valeurs théoriques
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(entre parenthéses) sont trés proches des valeurs simulées. D’autre, part on note
que les valeurs au risque avec niveaux 95% pour les réserves prédites par le imnodéle
sont supérieures aux montants totaux observés. En autres mots, en utilisant le 95¢
quantile de la distribution de la réserve prédite par le modéle, 'assureur aurait

été capable de combler les paiements futurs pour cette base de données.

o o
Q
3
MNIEgls e Matériel
---- Corporel
—— Total
8 ll ¢ Moyenne
S ¢ Valew au Risque niveau 5%
® Valeur au Risque niveau 99%
N2
5 0 Observé
5 g
o 9
]
~
w0
? A {
[}] H
=
g |
?) o - .—
= T T T T T
1e+06 2e+06 3e+06 4e+06 S5e+06

Figure 6.5 Distributions prédictives pour la réserve par secteur d’activité et pour

le portefeuille complet.

6.4.1 Comparaison avec d’autres modéles

On va comparer les résultats obtenus avec les résultats obtenus pour d’autres
modeéles souvent utilisés dans la littérature et/ou en pratique. Notamment on va

utiliser les modéles collectifs introduits & la section 1.2, c’est-a-dire le modéle de
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Mack, le modéle Quasi-Poisson et le modéle gamma, pour chaque ligne d’affaires
de fagon indépendante. Etant donné que le modéle de Mack est un modéle non-
paramétrique on ne peut pas obtenir des quantiles, et surtout on ne peut pas faire
des simulations. Afin de contourner ce probléme, on porpose la porcédure en deux

étapes décrite par (England et Verrall, 2002).

On fera également la comparaison avec un modéle Tweedie pour les données indi-
viduelles sans choc commun, c’est-a-dire un modéle ot les paiements X ,(clz ; ne vont
dépendre que d’un «effet individuel». On va se servir du modéle de la fréquence
déja utilisé et dont les estimateurs ont été calculés a la sous-section 6.3.1. Afin
de comparer les modéles Tweedie individuels, on utilisera le méme estimateur du

paramétre de puissance p (c’est-a-dire p = 2). Les paiements individuels sont tels

que .
! PGP0
X,(ezj ~ Tweedie; (g‘ )(J(,;, % g,i) : (6.1)
En posant Gij - (l) +Cag ) ot flj) = (l) {%Z)J, on est capable de trouver les estimateurs

{f? et E(l) par la methode des moments en utilisant la moyenne et la variance

empiriques de X(l) -

™ (%) =<
|2 (xf‘?) o (Cw)

C(z) = (x( ))

= Y0 (D)

U (e ()

On peut par la suite estimer les paramétres C]gi {m 6 (l) et 5(1) par la méthode

des moindres carrés introduite a la Sous-section 5.2.2.

Le tableau 6.19 contient la moyenne, la variance, et les valeurs au risque pour les

niveaux 75%, 95% et 99% des réserves totales prédites par les différents modéles.
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La figure 6.6 contient les distributions prédictives des quatre modéles suggérés. Ces
valeurs sont calculées de fagon empirique avec 100000 simulations pour chaque

modéle.
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o Modale
E =l ~ Quasi-Poisson collectif
---- Tweedie sans choc commun
~--- Gamma collectif
8 — Tweedie avec choc commun
i Vateu 2 Risque niveau 99%
+ Quasi-Poisson collectf
o~ *  Tweedie sans choc commun
e tz = *  Gamma collectif
Z o ® Tweedie avec choc commun
f=
D
(a] T o Valeur observée
2 .
o
b
f=]
2 @
i T T T T T
1e+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06

Réserves totales
Figure 6.6 Distributions prédictives des réservés totales.

Parmi les prédictions des réserves du tableau 6.19, seulement les valeurs en gras
sont suffisantes pour satisfaire les coiits totaux observés. Le modéle principal de
ce mémoire a un écart-type important par rapport & ceux des autres modéles mais
c’est grice & cette variabilité que les mnontants de réserves prédits sont suffisants.
Dans le cadre des données collectives, le modéle gamima est plus intéressant que le
modéle Quasi-Poisson car les réserves prédites par celui-ci ne sont pas suffisantes.
A cause de sa fonction de variance V' (,uflj)) — (#7(1])) 2, le modéle gamma a souvent
un écart-type plus important que celui du modéle Poisson qui a comme fonction
de variance V (ufg) = ,uffj) Dans cet exemple, on voit I'intérét & travailler avec
une distribution Tweedie qui grace 4 son parameétre de puissance p est trés flexible
et peux adapter sa fonction de variance V (,uflj)) = (,uflj))p aux données. Dans le

cadre des données individuelles, lier les deux bases de données avec un choc com-

mun change complétement les résultats obtenus. Dans cet exemple particulier, le
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modéle Tweedie individuel avec choc commun nous procure des meilleurs résultats

que celui qui n’en a pas.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a adapté le modéle proposé par (Avanzi, Taylor, Vu, et
Wong, 2016) en utilisant une approche individuelle, notamment pour modéliser
la dépendance de la sévérité des paiements individuels parmi les lignes d’affaires
d’une compagnie. Ce nouveau modéle conserve les avantages de 'utilisation d’un
modéle Tweedie avec choc commun collectif. Notamment la flexibilité due a la
grande gamme de distributions qui font partie de cette famille et le fait que ’es-
pérance et la variance soient calculables théoriquement (qui permet de faire un
suivi lors des simulations des réserves). L’avantage principal du modéle proposé
dans ce mémoire est que la dépendance entre la sévérité et la fréquence des paie-
ments est étudiée séparément. Ceci rajoute encore plus de flexibilité a I’étude de
la dépendance entre les lignes d’affaires. En particuliers, lors de la modélisation
de la sévérité des paiements le fait qu’on ait plus de données par cellule nous
permet d’utiliser la méthode des moments qui prend un temps de computation
considérablement moins important que lorsque que 1’on travaille avec des données
collectives ou I'on doit passer par des méthodes de Chaines de Markov Monte-

Carlo (MCMC).

Une des problématiques observées lors de 'application du modéle & des vraies
données est qu’il est sensible & la présence d’outliers. Malgré ceci, en modifiant
artificiellement la base de données utilisée pour enlever ces outliers, on a constaté
que le modéle donnait des résultats plus performants que ceux obtenus avec des
méthodes collectives traditionnelles, puisque la réserve calculée permet de combler
les paiements futures connus 4 I’avance. Ainsi, il semblerait que le mmodéle proposé

est performant pour des bases de données sans outliers.
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Le modéle proposé peut avoir plusieurs extensions en plus de celles déja mention-
nées daus le texte. En particulier, une étude plus approfondie pour modéliser la
dépendance de la fréquence qui n’est pas du tout couverte dans cette premiére
version du modéle. De plus, lors de la modélisation de la sévérité, on a choisi
d’introduire un choc commun par cellule, mais on pourrait envisager d’autres

structures, par année de développement, de survenance ou de calendrier.

L’étude de la dépendance entre les paiements individuels parmi différentes lignes
d’affaires n’est pas encore trés développée dans la littérature mais ce mémoire

montre que cette approche a du potentiel.
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